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INDICE DE VERITE, FONCTIONS IMPLICATIONNELLES
ACCESSIBLES, RECENSEMENT DES THESES

ALBERT SADE

It is with vegret that the Editov learned of the death
of Professor Albevt Sade on 10 Febyuary 1973.
This paper was undev composition at the time.

. GENERALITES.

1 Définition. Il sera uniquement question de formules implicationnelles
dans la logique bivalente, ces formules ne se réduisant pas nécessairement
a des théses. Le seul connectif sera 1’implication

(1) f=k=9)=Cxy =x(y+1) +1,

sur le corps {0, 1}. ([28], p. 21; [29], p. 82; [30], p. 325). On écrira xy pour
x=>1y etxy.z pour (x =>y)=>2z. L’ensemble des atomes de f sera noté (f).

2 Indice de vérité. Soit u un ensemble d’atomes. Si ¢ est le cardinal de g,
2° sera le cardinal de 1’ensemble des systémes de valeurs de ces atomes,
ou points. Soit a le cardinal de 1’ensemble des points pour lesquels f = 1;
alors a/2° = IVf est ’indice de vérité de f.

3 Sous-implication. Toute formule, f, est un atome ou une implication
f=a=b

entre deux autres formules, a = protasis et b = apodosis; a et b, 4 leur
tour, se décomposent en deux parties. Toutes ces formules partielles, non
réduites 4 un atome, sont des sous-implications de f. Elles sontincluses
dans f, a Cf. Elles forment un arbre. Toute fonction, f, est sous-
implication impropre d’elle-méme.

4 Ordre d’une formule. L’ordre de fest le nombre des symboles =>(ou C)
dans f. On voit sans peine que 'ovdre de f est égal au nombre de ses sous-
implications (propres ou non) et au nombve de ses atomes (distincts ou
non), diminué d’une unité.

5 Formules identiques. Deux formules, f et g, sont identiques (f=g) si
chacune est la transcription littérale de ’autre.
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6 Formules isomorphes. f et g sont isomorphes (f=g) s’il existe une
application 1-1 de (f) sur (g), 7 = (f) — (g) telle que

g = fm.

7 Sous-implications disjointes. Deux sous-implications d’une méme
formule sont disjointes si aucune des deux n’est incluse dans ’autre

fng=¢p=gd fé g

Quand la méme sous-implication apparait 4 deux places différentes dans la
méme formule, le terme ‘‘sous-implication disjointe’’ n’a de sens que si
I’on précise de laquelle des deux il s’agit.

8 Sous-implication isolée. Une sous-implication, g C f, est isolée dans f
si les atomes de g ne figurent nulle autre part dans f, sauf dans les
sous-implications identiques 4 g, s’il en existe.

9 Formules équivalentes. Deux formules, f et g, sur le méme ensemble
d’atomes, (f) = (g), sont équivalentes, ce qui se note f ~ g, si f prend la
méme valeur que g en tout point.

10 Formules semblables. f et g sont semblables si 1’on passe de ’une 4

I’autre par substitution 4 une ou plusieurs sous-implications propres de
sous-implications équivalentes.

Il. QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS.

11 Contradiction. On voit par descente infinie qu’il n’existe aucune
formule identiquement fausse.

12 Réduction. Si, dans une thése f, on remplace une sous-implication
isolée, g, non tautologique, et toutes celles qui lui sont identiques s’il en
existe, pav un simple atome, la nouvelle formule est encove une thése.
Exemple, Ez(yx.z) devient £z .yz. La proposition vésulte du fait que g
nest identique ni & 1 (hypothése) ni a 0, (11).

13 Indices comparés d’une formule et de son conséquent. L’indice de
vérité d’une formule est au moins égal & celui de son conséquent. Car, si
f=Cab, (b=1)=(f=1). Il en résulte que toute formule a son indice de
vérité dans l’intervalle [1/2, 1] et qu’elle se réduit a une thése en méme
temps que son apodosis.

14 Formules dont les deux membres n’ont aucun atome commun. Si
Uintersection (a) N (b) est vide et si les formules a et b ont vespectivement
i et j pour indices de vérité, alors

(2) IV(ab) =1 - i +ii.

Preuve. Soit Card (@) = p et Card (b) = q. Si, parmi les P points,onaa =1,
u fois, alors on aura a =0, 2P - u fois. De méme, parmi les 27 points, si
b =1, v fois, alors b = 0, 29 - v fois. Pour que ab = 0 il faut et il suffit que
a=1¢et b=0. Ona a=1 pour u2% points parmi les Zp“‘points possibles.
Parmi ces u2% points, il y en a #(2% - v) qui font acquérir 4 b la valeur 0.
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Donc f = ab est fausse en u(2? - v) points. L’indice de f est donc

IVF=1-u(2 - 0)/2%"9= 1 - 2%(2% - 2%)/2"",

(2) IVF=1-i(1-j).

15 Formules sur un seul atome. Toute formule sur un seul atome, x, est
tautologique, ou est équivalente & x. Cela est vrai pour les formules
d’ordre 0, 1, 2 et la propriété se généralise par induction. On peut
construire toutes les théses sur un seul atome par récurence de la fagon
suivante. D’aprés la définition de I’implication, pour que ab ~ x, il faut et
il suffit que a ~ 1, b ~ x. Soit f, une tautologie quelconque d’ordre 7 - 1
sur le seul atome x et g, une formule d’ordre % - 1 et d’indice 1/2 sur x.
On aura

Jn8k = Shike

En faisant parcourir a4 % toutes les valeurs 0, 1, 2, ..., m et en
prenant k& = m - &, on obtiendra toutes les g,,.

Catalan, (4], a calculé le nombre, #m), des maniéres de former un
produit avec une suite donnée de m + 1 lettres,

(3) Hm) = 2m1)/(m! m + 11).

Le complément de {g,} dans I’ensemble des formules d’ordre m sera
I’ensemble {f,,} des théses d’ordre m.

Table des formules d’ordre m, sur «x.

m g m ~ X t: f;n

0 | x ---

1 --- xx

2 XXX X.XX%

3 (xxx)x | (xx.2)%; xx.5%; x(x.2%) 5 x(xx.%).

D’aprés le mode de construction précédent, on a

(4) g(m) =Card{g,} =2f(gk), h+k=m-1,
(6)  f(m) +g(m) = H{m),

ce qui permet de calculer les valeurs def et de g. En posant

(6) g'(m+1)=2gwglm=-0v),w=0,1,... m),
(M) frm+1)=2f@)Fm-v),@©=0,1,...,m),

on obtient facilement

8)  f(m)=glm) +g'(m) +f'(m).

On a

9 sm+1)=2ig@tim-u, u=0,1, ..., m
en posant

(10) s(m) = g(m) +g'(m)

Enfin ¢ peut se calculer par
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(11) tom + 1) = t(m)dm +2) /(m + 2).
On trouve pour les premiéres valeurs du quotient f/#, 4 partir de
m=9:
fm)/tm) = 1,395; 1,406; 1,397; 1,403; 1,396; . . . .

La question: frouver la limite de f/t quand m augmente indéfiniment
reste ouverte.

16 Table des valeurs de g(m), f(m), . . .

k &(k) f(k) ¢ g'(k) f'(k) s(k)
01 0 1 --- - -—-
170 1 1 1 0 1

211 1 2 0 0 1

311 4 5 2 1 3

415 9 14 2 2 7
5111 31 42 11 9 22

6| 41 91 132 24 26 65

7| 120 309 429 93 96 213

8 | 421 1009 1430 272 316 693

9 | 1381 3481 4862 971 1129 2352
10 | 4840 11956 16796 3194 3922 8034
11 | 16721 42065 58786 11293 14051 28014
12 | 59357 148655 208012 39148 50150 98505
13 | 210861 532039 742900 139687 181491 350548
14 | 759071 1915369 2674440 497756 658542 1256827
15 | 2744393 6950452 9694845 1798002 | 2408057 | 4542395
16 | 10000437 | 25357233 | 35357670 | 6517194 | 8839602 | 16517631

17 Dénombrement des formules d’ordre k, faisant intervenir » atomes
distincts. Toute formule est définie, (i) par la répartition des opérateurs C
dans celle-ci, (ij) par le sous-ensemble de u qu’elle utilise. Le nombre
des maniéres de distribuer ’opérateur C est #k), [(3), N°15]. (ij) Le
nombre de choix du sous-ensemble (f) C u, avec Card (f) = n, dépend de la
réponse a la question:

Etant donnés n éléments distincts, quel est le nombre X(n, m) des
suites ovdonnées de m levmes (m =mn), contenant chacune ces n éléments,
sans omission?

On trouve
(12) X, m) =2(-0" (") (n- 0", (u=0,1,. . .,n).

Comme il y a n! formules isomorphes, le nombre Y(n, m) des
formules distinctes, f, d’ovdre k, non isomorphes, d’une structure connec-

tive donnée, avec Card (f) = n, est

(13) Y(r, m) = (1/n!) 24(-1)" (;‘) -0, (m=k+1,u=0,...n).
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Le nombre total des formules distinctes, non isomorphes, d’ovdve k=
m - 1, et d’'une stvucture connective donnée est

(14) s(m) =22 Y(n, m), (n=1, ..., m),
ol les Y peuvent étre calculés par la loi de récurrence

(15) Y, m+1)=Yn-1,m) +n¥(n, m).
Le nombre total des formules distinctes, non isomorphes, d’ordre
k=m -1, est t(k) s(m).

18 Table de Y(n, m).

n 11213 ] 4 5 6 7 8 9 10 11
1 11111 111 1 1 1 1 1 1
2 113 7115 | 31 | 63 127 255 511 1023
3 1 6 | 25 | 90 | 301 | 966 3025 9330 28501
4 1|10 | 65 | 350 | 1701 | 7770 34105 | 145750
5 1 15 | 140 | 1050 | 6951 42525 | 246730
6 1 21 | 266 2646 22827 | 179487
7 1 28 462 5880 63987
8 1 36 750 11880
9 1 45 1155
10 1 55
11 1
sm)=| 1|2 |5 )15 | 52 | 203 | 877 | 4140 | 21147 | 115975 | 678570

19 Properiété. (i) Toute formule a un W plus grand que 1/2, ou est
équivalente & un atome.

(ii) Toute formule dans laquelle aucun atome ne figuve plus d'une fois a
un indice infévieur & 1. Dans toute thése il y a au moins un atome qui
apparait plus d’une fois.

La proposition est vraie pour les premiers ordres et se généralise
aisément par induction.

20 Atomes inégaux. La condition nécessaive et suffisante pour qu'une
formule d’ovdve k - 1 ait tous ses atomes distincts est que son indice de
vérité soit une fraction ivvéductible de dénominateur 2%,

Preuve. Soit ¢ = Card (f) le nombre des atomes distincts de la formule s
(k =c). Le nombre des points sur (f) est 2°. Soit # le nombre de ceux qui
rendent f vraie; alors

IVf=n/2".

(i) Si & > ¢, c’est-a-dire si f contient certains atomes plus d’une fois,
’indice de f n’est donc pas une fraction irréductible de dénominateur 2%,
(ii) Si k =c, alors IV f=n/2* et on va prouver que »n est impair. Soit
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donc f = ab une formule d’ordre %k - 1 dont tous les atomes sont distincts
(k= c). L’affirmation est exacte pour 2 =1, 2, car

IVx = 1/2 et IVxy = 3/4.

La supposant vraie pour tous les ordres inférieurs a %k - 1, on aura, par
application a a et b, dont 1’ordre est plus petit que % - 1,

IVa =i = m/2" IVb = j = p/2*™" (m, p impairs).
D’aprés (2), N°14, comme (a) N (b) = P, on a
IVf=1-i(1-j)=1-m2*"-p)/2t,

avec 1/2 si<1let1/2 <j<1, (N°19).
L’entier % ne peut &tre égal a &, car alors on aurait

IVb = p/1 = p;

or il n’existe aucun entier dans 1’intervalle [1/2, 1]. Donc est un entier
pair et m(2“"- p) est un entier impair. Parsuite, IV f est une fraction
irréductible de dénominateur 2% La réciproque découle du théoréme
direct.

zk- h

21 Formules d’indice maximum et minimum. Mises a part les théses, dont
I’indice est 1, et les formules équivalentes 4 un atome, parmi toutes les
formules d’ordre % - 1, et aux isomorphismes prés,

(i) il existe une formule et une seule, f,, dont Uindice de vérité est
1-(1/2%. Ona

(16) f, = = fi1), ¥ £ (fo-1).

(ii) @ partir de k = 2, il existe une et une seule g,, dont Uindice de
vérité est 1/2 + 1/2% on a

(17 gr= (fra=>%), (¢ (fr)).

La propriété se démontre par induction a 1’aide des résultats des N°13,
14 (2), 19 (ii) et 20. La suite illimitée des f, est

x; Cxy; CxCyz; . . .; CxCyCz...Cuv, (Card {x, . . ., v} = k).
Celle des g, est
Cxy; CCxyz; . . .; CCxCyCz . . . Cuvw, (Card{x, . . ., w}= k).

1lIl. FONCTIONS ACCESSIBLES.

22 Matrices; définitions. Toute fonction sur l’ensemble y d’atomes peut
étre représentée, soit par sa matrice ([30], N°2, p. 231), soit par le
polynéme correspondant ([30], N°7, p. 236; [26], N°3, p. 206; [27], N°1,
p. 123; [28], N°2, p. 20; [29], p. 81). Connaissant la formule qui définit une
fonction, on construit sa matrice comme une table de vérité et on en déduit
le polynéme représentatif. L’inverse n’est pas toujours possible.
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1. Une fonction est dite accessible si elle peut étve définie au moyen
d’une formule implicationnelle.

1. On dit que la fonction a couvve la fonction b si a est vvaie toutes
les fois que b est vraie. On note

(18) as=b;[(0=1)=(a=1)]<>a=b.

23 Lemme. Sur tout ensemble, u, datomes, il existe une fonction
accessible, qui est égale a 1 en tous points, excepté en un seul, pouvant etve
arbitvaivement choisi, pourvvu que toutes ses coovdonnées ne soient pas
égales a 1.

Preuve. (i) La proposition est vraie sur p = {x} et sur u = {x, y}.

(ii) La supposant vérifiée sur tout sous-ensemble propre de u, soit,
(sur I’ensemble pu), le point P pour lequel la fonction f est égale 4 zéro;
soit x ’'une des coordonnées de P, si elle existe, qui n’est pas nulle. Sur
I’ensemble complément, u = u/x, on peut construire, par hypothése, une
formule f' qui est égale a 1 en tout point, sauf au point P', projection de P
sur u', qui a les mémes coordonnées que P, mais avec ¥ en moins.

Alors, pour tous les points de y qui rendent f' vraie, on a

x=f'=x=1=1,

puisque f' est toujours vraie, sauf en P'. En ce point,

six=0,onax=f’
six=1,onax=jf'

0=0-=1,
1=0=0.

i}

C’est donc au point P(x = 1, f' = 0) et en ce point seul, que la fonction
x=>f" est nulle. La fonction f est donc accessible et représentée par la
formule

(19) x=>f',

(iii) Si maintenant f est égale 4 1, sauf au seul point @ dont toutes les
coordonnées sont nulles, soit x une variable quelconque. Par hypothése, il
existe sur u' = u/x une fonction f', qui est nulle si toutes ses coordonnées
sont nulles et qui prend la valeur 1 en tout autre point.

Si ¥ =1, la formule (f'=>x)=>x prend la valeur 1 quelles que soient
les valeurs des autres coordonnées. Si x =0, et f' = 1, cette formule prend
la valeur 1, encore,

(1=0=0=0=0-=1.
Elle acquiert la valeur 0 une seule fois, 4 savoir pour f' =0, x=0
(0=0=0=1=0=0,

c’est-a-dire au seul point P, Donc la fonction f est accessible et
représentée par la formule

(20) f=(f'=x)=nx.

Note. On peut aussi représenter f par la formule
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(21) ===
ol x # 9, x et f' ayant la méme signification que dans (20).

24 Théoréme fondamental. (i) Toute function accessible, f, est équivalente
a une implication a => b dont le conséquent, b, est couvert pav f.

(ii) La condition nécessaive et suffisante pour qu'une fonction soit
accessible est qu’elle couvre au moins un atome.

(iii) Soit M une matvice couvvant U'atome z; soit P, ’ensemble des
points nuls de M, et H ’ensemble des points 1 de M pour lesquels z = 0.
Soient a,, a,, . . ., a; les formules constvuites comme dans le lemme et qui
ont vespectivement pouv point nul unique chacun des éléments de H. Alors,
la formule

(22) f=CaiC, ..., CayCa,z,

ot l ovdre de succession des a est indiffévent, a précisément pour matvice
la matvice M.

(iv) Soient by, b,, . . ., b; les formules définies dans le lemme et qui
ont vespectivement pouv point nul unique chacun des éléments de Py; alovs,
la formule

(23) f=cCCC ... (2 -2 fois) ..Cb,Cb,22Ch,22C .. .Ch;z2z,

ot I’ovdre de rangement des b est indiffévent, a M pour matrice.

Preuve. (i) Sif=a=>b, on voit, (18), que
[6=1)=(f=1D]<(f D).

(ii) On reconnait par descente infinie que la condition (ij) est
nécessaire. On voit en (iii) et (iv) qu’elle est suffisante.

(iii) Par hypothése, f 2. Siz =1, alors f=1, comme M. Siz =0 et
si tous les @ sont égaux 4 1, (ce qui arrive en chacun des points de P, et
seulement en ces points, d’aprés la définition de H), on a f=CI1C1 ...
C10 = 0, comme M.

Enfin, si 2 =0 et si 1’'un quelconque des a est nul (ce qui caractérise
les points de H), on a

vYm,COm =1, Va, Cal = 1, d’ol f = 1, comme .

Ainsi, f prend la méme valeur que M en tous points.

(iv) Si z=1, f=1; or M =1 puisque M &2z, donc f=M. Siz=0etsi
tous les b sont égaux 4 1, le point considéré n’appartient pas a P,, et donc
M = 1. D’autre part

fi=by=1,
fao=1(b:.0,2)z =(1.10)0 = 10.0 = 1

fi = (fi_l.b,'Z)Z = (1.10)0 =1

donc f = 1, comme M.
Enfin, si z = 0 et si le point considéré appartient 4 P,, c’est-d-dire si
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1’un des b est nul, la fonction f ne dépendant visiblement pas de 1’ordre des
b, on peut supposer b; =0, b, = 1,  + ¢; alors f.; = 1 et f; = (1.00)0 = 10 = 0,
et comme d’autre part le point considéré est 1’un des points nuls (e P,) de
N, on a

f=0,M=0.

Ainsi f prend toujours la méme valeur que M et f ~ M; la condition (ii)
est suffisante.

25 Dénombrement des formules accessibles. Le nombre des fonctions
accessibles qui couvrent un atome donne sur p (Card = ¢) est 2 exp2~™.
Par inclusion et exclusion, on trouve que [’ensemble, 4, de toutes les
fonctions accessibles suv u a pour cavdinal.

(24) Card & = 24(-1)"* (2) 2exp2, (u=1,2,...,0).
Pour ¢ = 2, 3, 4, on trouve
(25) Card & = 6, 38, 942.

Les autres fonctions sont inaccessibles. Mais on ne pourra échapper,
en étudiant les propriétés des fonctions strictement implicationnelles, i
P’apparition des autres, comme la copule Kxy, définie par

(26) CKxyz = CxCyz,
et la négation, Nx, imparfaitement définie par
(27) CxNy = NKxy.

1l est clair que 4 est un systéme fermé.

26 Table & des 38 fonctions sur {x, y, z}. Les 38 éléments, f,, de & sont
classés par ordre de grandeur croissante de leur matrice M;, regardée
comme un nombre dyadique. Dans la deuxiéme partie, les formules sont
rangées par ordre alphabétique. Deux f; peuvent étre isomorphes, (f; = f.),
mais ne sont jamais équivalentes. Il aurait fallu trop de place pour
présenter la table de cayley du groupoide 4.

ENSEMBLE, 4, des 38 FONCTIONS sur y = {x, y, 2}

i fi m; IVf;
0| z zero 0000 1111 1/2
1| (x.yz)z CCxCyzz 0001 1111 | 5/8
2 | yx.z CCyxz 0010 1111 | 5/8
3 y y 0011 0011 1/2
4 | (x.zy)y CCxCzyy 0011 0111 | 5/8
5 | zx.y CCzxy 0011 1011 | 5/8
6 V2.2 CCyzz 0011 1111 3/4
7| xy.z CCxyz 0100 1111 | 5/8
8 X X 0101 0101 1/2
9 | (y.z2x)x CCyCzxx 0101 0111 | 5/8
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10 | zy.x CCzyx 0101 1101 | 5/8
11 | xz.z CCxzz 0101 1111 |-3/4
12 | xylyx.z) CCxyCCyxz 0110 1111 | 3/4
13 | xz.y CCxzy 0111 0011 | 5/8
14 | yz.x CCyzx 0111 0101 | 5/8
15 | xy.y CCxyy 0111 0111 | 3/4
16 | xz(zx.y) CCxzCCzxy 0111 1011 | 3/4
17 | yz(zy.x) CCyzCCzyx 0111 1101 | 3/4
18 | xz(yz.z) CCxzCCyzz 0111 1111 | 7/8
19 | (xz.9)z CCCxzyz 1000 1111 | 5/8
20 | [xy(yx.2)]z | cccxyCcCyxzz | 1001 1111 | 3/4
21 Xz Cxz 1010 1111 3/4
22 | (xz.2)y CCCxzzy 1011 0011 | 5/8
23 | [xz(zx.y)]y | CCCxzCCzxyy | 10110111 | 3/4
24 | xy Cxy 1011 1011 | 3/4
25 | yz.xz CCyzCxz 1011 1111 | 7/8
26 | yz Cyz 1100 1111 | 3/4
27 | (yz.z2)x CCCyzzx 1101 0101 | 5/8
28 | [yz(zy.x)]x | cCCyzCCzyxx | 1101 0111 | 3/4
29 | yx Cyx 1101 1101 | 3/4
30 | xz.yz CCxzCyz 1101 1111 | 7/8
31 | x.yz CxCyz 1110 1111 | 7/8
32 | zy Czy 1111 0011 | 3/4
33 | zx Czx 1111 0101 | 3/4
34 | xy.zy CCxyCzy 1111 0111 | 7/8
35 | x.zy CxCzy 1111 1011 | 17/8
36 | y.zx CyCzx 1111 1101 | 7/8
37 these ---- 1111 1111 1
/i i fi i S i
X 8 | xz.yz 30 | yz.x 14
xy 24 (xz.y)z 19 (y.2x)x 9
X.9% 37 | xz(yz.z) 18 | yz.xz 25
xy.y 15 | xz.z 11 | yz.z 6
xy(yx.2) 12 | xz(zx.y) 16 | (vz.2)x 27
[xy(yx.2)]z | 20 | [xz(zx.9)]y | 23 | yz(zy.x) 17
xy.2 71 (xz.2)y 22 | [yz(zy.x)]x | 28
X.y2 31
XY.2Y 34
(x.y2)z 10y 3 z 0
Xz 21 | yx 29 z2x 33
Xz.y 13 | yx.z 2 z2x.y 5
X.2y 35 Wz 26 zy 32
(x.2y)y 4 | y.z2x 36 | 2y.x 10
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IV. FORMULES EQUIVALENTES. THESES.

27 Implications équivalentes 4 une fonction donnée de 4. Tables G. La
relation d équivalence, ab ~ cd, définit sur I'ensemble Y x Y une partition
dont le groupoide quotient est isomovphe a & lui-méme. Les éléments d’un

méme bloc sont équivalents 4 1’élément de & qui les représente et
fournissent toutes les implications f; f; équivalentes 4 ce représentant.

Exemple. Le bloc f28,

178 ~ 2.9 ~ 59 ~ 6.9 ~ 12.9 ~ 169 ~ 17.9 ~ 18.9 ~ 17.27 ~ 36.27 ~
2.28 ~ 5.28 ~ 6.28 ~ 12.28 ~ 16.28 ~ 17.28 ~ 18.28 ~ 21.28 ~ 24.28 ~
25.28 ~ 31.28 ~ 35.28 ~ 36.28 ~ 37.28,

od I’on écrit ¢ pour f;, contient toutes les implications f; = f; équivalentes
a f28. 1l serait trop long de donner la table d’équivalence, &, pour chacun
des 38 blocs.

28 Théses. (i) L ensemble des fonctions qui couvvent un élément, a, de ¥
est Ya.

(ii) Toute these, sur u, est une implication adb, dont I’antécédent, a, est
une fonction quelconque dans Y et U'apodosis, b, l'une quelconque des
fonctions qui couvvent a.

EFab<>b&a<>be Ya.

(iii) Le nombre des théses ab, ot a est donné, est Card Ha = Card % a,,
ot a, est I’ensemble des points nuls de a. L’ensemble de toutes les theses
sur u, aux isomorphismes pres, a pouv carvdinal 23 Card Fa, ol a décrit 4.

Preuve. (i) Vbey, ba &a (N°24 i).
Réciproquement, 1’identité

Va,ce ¥, c &a=>c = ca.a
montre que

Vcey,csa=3b, ba = c.

(ii) Vge ¥ Ea.ga.
(iii) Si a, est ’ensemble des points nuls de a,

m = Card @y = (1 - IVa) 2°
et
Card {b]b & a} = Card B a, = 2".

Si p={x, v, 2}, on trouve 22" =219. Si l’on extrait de 1a les 38
tautologies banales f;,=>f; et, parmi les autres, les 37 implications
fi=>r37, il reste 144 théses, d’oi il convient d’écarter les théses
isomorphes.

29 Table des tP,. Les 31 théses sont désignées par tl, t2, ..., t31.
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Py=1, P, = (xy), P, = (yz), Py = (x2), P, = (xyz), Ps= (xzy) sont les &lé-
ments de €;. La seconde colonne donne t;, définie par une implication

Et; = (f, = f,), notée u.v.

La colonne tP, contient la thése isomorphe a t par P,.
La derniére colonne donne le cardinal de {t P,,}

TABLE tP. THESES ISOMORPHES.

t tP, tP, tP, tP, tP, tP, | Card(tP)
t1 0.1 0.1 3.4 8.9 8.9 3.4
t2 0.2 0.7 3.5 8.14 | 8.10 | 3.13
t3 0.6 0.11 | 3.6 8.15 | 8.11 | 3.15
t4 1.6 1.11 | 4.6 9.15 | 9.11 | 4.15
t5 2.6 7.11 | 5.6 | 14.15 | 10.11 | 13.15

t6 0.12 0.12 3.16 8.17 8.17 3.16
t7 2.12 7.12 5.16 14.17 10.17 13.16
t8 0.18 0.18 3.18 8.18 8.18 3.18
t9 1.18 1.18 4.18 9.18 9.18 4.18
t10 2.18 7.18 5.18 14.18 10.18 13.18
t11 6.18 11.18 6.18 15.18 11.18 15.18
t12 | 12.18 12.18 16.18 17.18 17.18 16.18
t13 0.19 0.19 3.22 8.27 8.27 3.22
t14 0.20 0.20 3.23 8.28 8.28 3.23
t15 1.20 1.20 4.23 9.28 9.28 4.23
t16 | 19.20 19.20 | 22.23 27.28 27.28 22.23
t17 0.21 0.26 3.24 8.33 8.29 3.32
t18 2.21 7.26 5.24 14.33 10.29 13.32
t19 | 19.21 19.26 22.24 27.33 27.29 22.32
120 0.25 0.30 3.25 8.34 8.30 3.34
t21 1.25 1.30 4.25 9.34 9.30 4.34
t22 2.25 7.30 5.26 14.34 10.30 13.34
123 6.25 11.30 6.25 15.34 11.30 15.34
t24 | 19.25 19.30 22.25 27.34 27.30 22.34
t25 | 20.25 20.30 23.25 28.34 28.30 23.34
t26 | 21.25 26.30 | 24.25 33.34 29.30 32.34
t27 0.31 0.31 3.35 8.36 8.36 3.35
128 2.31 7.31 5.35 14.36 10.36 13.35
t29 | 12.31 12.31 16.35 17.36 17.36 16.35
t30 | 19.31 19.31 22.35 27.36 | 27.36 22.35
t31 | 21.31 26.31 24.35 33.36 | 29.36 | 32.35
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30 TABLE DES THESES sur p = {x, v, 2}

t fi=f; E
t1 z (x.y2)z CzCCxCyzz
t2 z VX.2 CzCCyxz
t3 z VZ2.2 CzCCyzz
t4 (x.y2)z V2.2 CCCxCyzzCCyzz
t5 VX.2 V2.2 CCCyxzCCyzz
t6 zero xy(yx.z) CzCCxyCCyxz
t7 VX.2 xy(yx.2) CCCyxzCCxyCCyxz
t8 z x2(yz.2) CzCCxzCCyzz
t9 (x.yz)z xz(yz.z) CCCxCyzzCCxzCCyzz
t10 VX2 xz(yz.2) CCCyxzCCxzCCyzz
t11 VZ.Z xz(yz.z) CCCyzzCCxzCCyzz
t12 xy(yx.2) xz(yz.z2) CCCxyCCyxzCCxz2CCyzz
t13 z (xz.v)z CzCCCxzyz
t14 z [xy(yx.2)]z CzCCCxyCCyxzz
t15 (x.y2)z [xy(yx.2)]z CCCxCyzz2CCCxyCCyxzz
t16 (xz.y)z xy(yx.2)]z CCCCxzyzCCCxyCCyxz2
t17 z Xz CzCxz
t18 VX.2 Xz CCCyxzCxz
t19 (xz.v)z X2 CCCCxzyzCxz
t20 z V2. X2 CzCCyzCxz
t21 (x.yz)z VZ2.X2Z CCCxCyzzCCyzCxz
t22 VX.2 VZ.X2 CCCyxzCCyzCxz
t23 Y2.2 VZ.X2 CCCyzzCCyzCxz
t24 (xz.y)z VZ2.X2 CCCCxzyzCCyzCxz
t25 lxy(yx.2)]z VZ2.X2 CCCCxyCCyxzz2CCyzCxz
t26 Xz V2.X2 CCxzCCyzCxz
t27 P4 X.y2 CzCxCyz
t28 VX.2 X.YZ CCCyxzCxCyz
t29 xy(yx.2) xX.)2 CCCxyCCyxz2CxCyz
t30 (xz.v)z x.y2 CCCCxzyzCxCyz
t31 Xz X.92 CCxzCxCyz
t32 | f; S Cxx
33 | f, Far Cxt;

365

31 Univers des théses sur {r, y, z}. Les quatre tables, ¥, N°26; ¢, N°27;
tP, N°29; t, N°30, permettent de construire toutes les théses sur {r, y, 2} au
moyen des régles suivantes:

(i) théses semblables. De toute thése, t, on en déduit une autre en
remplacant dans t n’importe quelle sous-formule de t, appartenant 4 4, par
une formule équivalente, (Table €);

(ii) theses isomorphes. De toute thése on en déduit une autre par
permutation arbitraire des atomes.

Ce processus peut étre poursuivi & 1’infini. Il permet de résoudre le
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double probléme (i) étant donnée une thése quelconque ab, trouver la t; dont
elle est déduite, (ii) domnev explicitement les calculs qui conduisent de t;
a ab.

Exemple. Sobocifiski [32], N°108, p. 28 =

CCrCCpqpCqCrp ~ t31.
t31 = CCxzCxCyz,

Table G, z =f, =f32.f, = CCzyz,
donc xz = CxCCzyz,

Table €, CxCyz=f31=f3,21=y.xz,
donc t31 = CCxCCzyzCyCxz,

par l’isomorphisme (x, y, 2) — (7, ¢, p)
t31 = [32] 108.

32 Correspondance avec les tautologies apparaissant dans la littérature.
Il semble qu’une partie seulement (18 sur 33) des éléments de la table t,
N°30, figure dans les ouvrages cités dans la bibliographie.

Dans des écrits ultérieurs on se propose, en appliquant les méthodes
de [24], d’étudier les propriétés du groupoide 4: lois respectées par les
éléments du groupoide, automorphismes, endomorphismes, unités d’un
c6té, transitivité, quotients et inverses, sous-groupoides, idéaux, relation
d’ordre de couverture, implications et normalité partielles, théses con-
sidérées comme axiomes.

RECENSEMENT DES THESES SUR TROIS ATOMES
DANS LA LITTERATURE.

Les nombres entre crochets renvoient a la bibliographie. Les chiffres
aprés les crochets sont les N° des théses dans l’ouvrage cité. L’auteur
n’avait pas le moyen d’effectuer une prospection exhaustive; néanmoins,
I’6chantillon examiné a été assez large pour permettre de conclure que
presque toutes les théses rencontrées sont du type banal f=>f, ou f=>t,
(t étant une tautologie). Les 15 théses t1, t2, t4, t6, t7, t9, t10, t13, t14,
t15, t16, t21, t23, t25, t30, qui ne sont pas représentées, sont peut-étre
nouvelles.
t3. 1] 9. [9] 2BCI. [10] 5. [16] 24. [17] 17; 20.[18] b10; c1; ¢9; d1.[19]
p. 173, 5 N°3; p. 174, 13; p. 176, 8; p. 177, A13; p. 181, 9. [20] p. 211,
en bas, 8. [37] 21. [38] 3; 8; 10. [39] 6.

t5.  [1] 17, 20.[2] 44; 59.[16] 23. [17] 26; 29. [19] p. 171, 14; p. 175, 2 N°6;
p. 177, A26. [32] 135. [33] T3; ¥56. [35] 30; 31.

t8. [18] mI9.

t11. [33] T1.

t12. [21] 30.

t17. [1] 10. (2] 1. (3] 1. (5] 1, p. 29. [6] a. [7] 1F; 1R; 1H; 1L,. [8] 1. [10] 1.
[1171; 7.[12] 1.[13] 1. [14] 1.[16] 4; 27. [17] 18; 18,.[18] 1.[19] p.
171, 2; 19; p. 174, 16; 17.[22] AC1.[32] 107. [34] 15. [35] 1. [36] 1.
[37] 1). [38] 12. [39] 14.



t18.

t19.
t20.
t22.
t24.
t26.

127.

t28.
t29.
t31.

t32.

t33.

(11

(2]

(3]
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(1] 11. [2] 52. 7] 2L,.[16] 8. [17] 19. [19] p. 171, 3. [21] 4. [32] 49.
[33] F55 [34] 26. [36] 22.

[18] I1I 10. [19] p. 174, 4; p. 179, 3 N°7. [20] p. 204, 2. [38] 7.

[16] 9. [19] p. 171, 4; p. 175, 13 N°5; p. 179, 7 N°8. [34] 8.

[39] 8.

(18] 3.

[1]1 [ ] 12; 14; 15. [3] 10; 14. [6] c. [7] 1L,; 2R. [8] 1'. [9] 1BCL. [10]
4, [11] 2; 10 [12] 5.[13] 2. [16] 25; 29.[18] 2; al16; b2; d2; OI 11; III
14. [19] p. 171. 16; 17; p. 174, 18; 19; p. 175, 18 N°5; p. 177, A20; 27;
p. 179, 27 N°8; p. 180, 12. [20] p. 204, 1; p. 211, 9 en bas. [21] 18; 25;
27; 37.[31]. [32] 136. [33] P1; F24.[34] 9. [35] 2. [36] 8; 10. [37] 20.
(38] 1. [39] 15.

[2] 67. [7] 28;; 2S,. [19] p. 172, 11, [22] C1”. [33] F22. [34] 2. [35] 28.
[36] 24.
[32] 47
[21] 32.
[1] 25. [2] 11. [3] 5. [7] 3H. [8] a. [9] 2WPI. [10] 10. [12] 6. [13] 10.
[14] 3. [17] 22. [18] a2; b6; c2.[19] p. 172. 7; p. 173, 3 N°4; p. 174, 2;

15; p. 178. 4; p. 183, 11.[20] p. 205, 10; 23; p. 211, 15. [21] 10; 19.
[32] 12; 108; 134. [33] P7; F25.[34]5; 10; 12. [35] 9. [36] 7. [37] 19.
[1] 13; 15; 18; 26; 30.[2] 2; 17; 19; 20; 22; 23; 42. [3] 2; 7; 8; 9; 11;
12; 13. [5] 2; 3 p. 29. [6] b). [7] 2F; 3R; 2H; 2L,. (8] 2; b. [9] 3BCI; 1;
3WPI. [10] 2; 6; 9; 11.[11] 3; 8; 9; 11; 15.[12]2; 4; 7; 8. [14] 2; 8.
[15] b. [16] 21; 22; 26; 28. [17] 16; 21; 24; 27; 30; 35. [18] 5; T; al;
al3; al4; bl; b9; bl2; bl3; d5; I16; III8; III15; II117; I1118; II119. [19]
p. 171, 18; p. 172, 15; p. 173, 3N°3; 6N°3; TN°3; 5N°4; p. 174, 1; 9; 14;
p. 177. A14; 15; 17; 24; 25; B8; p. 178, 5; C; p. 179, 9N°8; 26; p. 181,
7.[20] p. 205, 6; 27; p. 211, 18; 7 en bas. [21] 7; 17; 21; 22; 23; 24; 29;
34; 42. [22] AC2; AC3. [23]. [32] 11; 28; 56; 57; 133. [33] P2; F39. [34]
4;7; 11; 13; 14; 16. [35] 3; 7; 29. [36] 2. [37] 2; 6; 16; 24; 28. [38] 2
9. [39] 2; 4; 5; 9; 16; 17; 18; 19. [13] 3; 8.

[1] 27. [2] 10; 13; 16; 18; 21; 66. [3] 4; 6; 15. [13] 7. [14] 7. [17] 18;
18;; 18,.[18] a9; al0; a17 b14 b15. [19] p. 172, 6; p. 173, 4N°4; p.
174, 10; 11; 12. p. 175, 8N°6; 9N°6; p. 177, B14; C9.[21] 20; 28; 31; 33;
35; 36; 38; 39; 44. [32] 48; 50; 51; 52; 54; 98; 99. [33] T2. [36] 6; 9.
[37] 10; 23. [39] 7; 10; 11; 12; 13.
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