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Introduction

Dans le mémoire le plus fameux de Hartogs [6], nous trouvons deux
sujets sur les fonctions analytiques de plusieurs variables complexes.
L’un est la pseudoconvexité de domaines d’holomorphie qui s’est ulté-
rieurement développée en grande théorie, et l'autre est l'analyticité
relative & chaque variable. Il a montré qu'une fonction holomorphe
par rapport & chaque variable est holomorphe comme une fonction de
tous les variables. Celui-ci aussi exprime une propriété remarquable
de l'analyticité. Les énoncés analogues sur les fonctions non analytiques
— infiniment différentiables, par exemple, — ne sont plus vrais.

Ensuite, M. Caccioppoli [3], [4], M. Nishino [10] et M. Rothstein
[11] ont établi les théorémes de méme genre sur les fonctions méromor-
phes en chaque variable et les familles séparément normales de fonctions
holomorphes ou méromorphes. D’ autre part, 'auteur [14] a montré
que, au cas de deux variables par exemple, pour que toute fonction f(x, y)
holomorphe en x pour tout v fixé soit holomorphe, il suffit qu’elle soit
holomorphe en y seulement pour tout x fixé dans un ensemble de capacité

positive, et de plus c’est nécessaire.

) Revisé le 20 Novembre 1971.
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Dans I, nous proposons quelques lemmes élémentaires sur les
fonctions plurisousharmoniques et leurs suites. Dans les suivants nous
obtenons de nouveau tous les résultats ci-dessus comme leurs con-
séquences et les étendons en quelques direction; par exemple, sur les
fonctions méromorphes multiformes et leurs familles.

D’autre part M. Browder [2], M. Lelong [9], MM. Cameron et
Storvic [5] et M. Siciak [13] ont obtenu les théorémes trés beaux qui
concernent les deux sujets de Hartogs. Le théoréme 1 ne sera qu'une
conséquense imédiate de celui de M. Siciak. Cependant les démonstra-
tions n’étant pas élémentaires, nous le preuvons de nouveau & notre
maniere.

Dans la suite, D signifie un domaine de l'espace produit C# de
l'espace de p variables complexes x=(xy, 22, ... ), G celui de v

variables y=(¥1, ¥2, ... 1) et £ un ensembe de C#; et notons |x||=

sup (lx1l, [x2l, ... |xul), et lI¥ll=sup(iy, |y2l, ... [ 90]).

I. Lemmes fondamentaux.

1. Fonctions plurisousharmoniques.

Une fonction #(x) a valeur réelle ou —oo définie sur D est dite
plurisousharmonique si exp #(x) est supérieurement semi-continue et la
restriction & toute droite complexe est sousharmonique.

Les fonctions plurisousharmoniques ont des propriétés:

(a) Si u(x) et wuy(x) sont plurisousharmonique, awu(x)-+bdu(x)
et sup (#1(x), #x(x)) le sont, a et b étant des constantes positives.

(b) Si {ua(x)} est une suite de fonctions plurisousharmoniques,
et si la suite {exp un(x)} converge uniformément ou en décroissant a
exp u(x), u(x) est plurisousharmonique.

(c) Etant donnée une fonction #(x) qui est la limite supérieure
d’une suite de fonctions plurisousharmoniques supérieurement uniformé-
ment hornées dans l'intérieur de D ou la horne supérieure d’une famille

de telles fonctions,
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(A0OO= (i s ) 4

est continue et plurisousharmonique ou elle peut se définir, ou dv est la
mesure de Lebesgue et p est un nombre positif. D’ailleurs, p tendant
monotonement vers zéro, (4,#)(x), en décroissant, converge a la ré-

gularisée supérieure de #(x)

w*(x) :7}}2} sup #(x")

qui est plurisousharmonique et égale a #(x) presque partout. De plus,
si exp u*(x) est continue sur un ensemble compact, exp (dpu)(x) y

converge uniformément a exp w*(x).

2. Ensembles polaires.

Il s’agit maintenant d’étendre la notion de ‘‘capacité nulle’” au
plusieurs variables. D et E étant donnés, désignons par Xg,p(x) la
régularisée supérieure de la borne supévieure vg p(x) de la fmille de
toutes les fonctions plurisousharmoniques qui sont définies et inférieures
a 0 dans D et inférieures a —1 en tout point de END. L'ensemble
E est dit

1° strictement D-polaive si Xg p(x) =0,

2°  D-polaire si, pour tout domaine Dy a ['interieur de D, il est
strictement Do-polaire, et

3°  faiblement D-polaire s'il vy a wune suite {Up}n=1,... de

voistnages de E telle que Lim xlélg Xz, 0nv,(x)=0 ou si E est une réunion
—00
n

dénombrable de tels ensembles.
Entre ces définitions et celles de M. Lelong ou de M. Nishino, il

y a des relations intimes.

Lemme 1. (Kusunoki [8])) Un ensemble E est strictement D-
polaire si et seulement s'il y a ume fonction plurisousharmonique non
positive qui prend la valeur —oo en tout point de END mais ne

la prend plus identipuement dans D.
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En effect, supposons que Xzp=0; puisque Xz o(x)= vz p(x)
presque partout, il existe au moins un point x’ de D et une suite {up(x)}

de fonctions plurisousharmoniques tels que

<0 (xeD)
wup(x) § = —27" (x=2x")
= -1 (reE)

Alors. la fonction définie par la série décroissante
()= un(x)
n=1

remplit les conditions demandées. Réciproquement, s’il y a une telle

fonction #(x), nous avons
1 :
> _ o *—
o_xE,D(x)z[snuge ( () ) [+=0

parce que, la mesure de I’ensemble de points ou #(x)=—oo étant nulle,

son complément est dense.

Lemme 2. Supposons que D soit un domaine d’holomorphie et
E soit une réunion dénombrable d'ensembles compacts. Alors, E est
D-polaire si et seulement s'itl y a une fonction plurisousharmonique
sur D qui prend la valeur —oo en tout point de E N D wmais qui ne

la prend plus identiquement.
Nous en donnons la démonstration apres le lemme 3.

Exemple 1. Ici, le mot ‘‘polaire” se lit soit “strictement D-
polairé”, soit “D-polaire”, soit “faiblement D-polaire’”’, si rien n’est
marqué.

1° Tout ensemble analytique est D-polaire, mais si D= C¥#, il

n'est pas strictement D-polaire.
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2° Tout ensemble de capacité nulle sur le plan est polaire si D est
borné.

3° Dans un domaine produit, 'ensemble produit d’un ensemble
polaire et d’un ensemble quelconque est aussi polaire.

4° Une réunion dénombrale d'ensembles polaires est encore
polaire.

5° Une variété de codimension réelle 1 n'est pas polaire.

6° Un ensemble de capacité positive sur le plan n’est pas polaire.

7° Dans un domaine produit, I'ensemble produit d'ensembles non
polaires n’est plus polaire.

Nous venons de voir que l'ensemble polaire n’est pas nécessaire-
ment strictement polaire, mais, quant a l’ensemble polaire et & celui
faiblement polaire, nous ne savons pas encore si ces deux notions se

) I

coincident au cas de plusieurs variables.

3. Suites de fonctions plurisousharmoniques.

Nous examinons l'aspect de convergence et les relations entre la

fonction limite et sa régularisée supérieure.

Lemme 3. Si E est compact et {un(x)} est une suite de fonc-
tions plurisousharmoniques uniformément supérieurement borneés dans

un voisinage U de E, la suite de fonctions
sup {(exp (Apun)(x)—exp (A,u)(x)), O}

converge a zero uniformément sur E lorsque n grandit on wu(x)=lim

N—>00
sup un(x) ef p est choisi si petit que les (Apun)(x) peuvent se définir
partout sur E. De plus, si exp u*(x) est contiue,

sup {(exp #u(x)—exp u*(x)), 0}

\

converge a zervo uniformément dans E.

En effect, la premiére partie se démontre par la continuité égale
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de la suite {exp (Apuy)(x)}, la continuité uniforme de exp(4,u)(x),
p (“p v bl“tp

le lemme de Fatou et le théoréme de Borel-Lebesgue. La deuxiéme

partie est une conséquence de ce que, p tendant vers zéro, exp(d pu)(x)

converge uniformément & exp u*(x) selon (¢) du N° 1 et de ce que

tn(x) < (A pren)(x).

Démonstration du lemme 2. D étant un domaine d’holo-
morphie et £ étant une réunion dénombrable d’ensembles compacts,

il y a une suite {Dy} de domaines d’holomorphie et une suite {£,}

d’ensembles compacts tel que Dy€Dyyy, U Dy=D, EnCEynyy, U
n=1 n=1

Ey=END, E4xCDy et tous les [Dy, D] soient des paires de Runge,
c’est-a-dire, toute fonction holomorphe dans D, puisse s’approximer
uniformément dans son intérieur par une suite de fonctions holomorphes
dans 0. Car, il ne faut que choisir un polyédre analytique comme Dy,

E, étant strictement Dy -polaire, selon le lemme 1 il existe, pour
tout #, une fonction #y(x) plurisousharmonique, non positive et definie
dans D4, qui prend la valeur — oo en tout point de £, mais ne la prend
plus identiquement. Dy4y étant un domaine d’holomorphie, il y a,
d’aprés M. Bremermann [1], une suite {@mn(%)}m=1,2, .. de fonctions

holomorphes dans D4y telle que nous ayons

wy(x)=vH(x)
AY . ].
ou 7/12,(5@ =7lnlm sup " 10g|‘lmn(x)| .

Du fait que #,(x)=wvy(x) presque partout et par I’additivité dénombra-
ble d’ensembles de mesure nulle, il existe un point »’ de D1 tel que
up(x)=wvnp(x")5= —oo. Une suite {£,} de nombre positifs étant arbitrai-
rement donnée, par le lemme 3, nous pouvons choisir un entier positif

my pour tout z tel que

<0 (xEDy)
% log lam,n(x)| § > —2|ux(x")] (x=2x")
< —bnlun(x)l (xEE)



Analyticités relatives & chaque variable 269

et mylun(x)| >n.

D’ailleurs, les [Dy, D] étant des paires de Runge, il existe encore une

suite {an(x)} de fonctions holomorphes dans D qui satisfont dans D,
| @n(x) —am n(x) | << exp(—mpnknlun(x")]).

Il en resulte que, si £,=>»? par exemple, la fonction

u(x): E} 1 logl ”1z<x)|

n=1 7| up(x" )| my
est celle de notre but, parce que nous avons

1

< 2 (¢ & D)

1 3
. S y P =x")
12y %n(xl>| log] an(_x)l > n? (x=x"

— £k
< g,{zn (xEEn)

La réciproque est evidente.

Lemme 4. Soit {un(x)} wune suite de fonctions plurisoushar-
moniques supérieurement uniformément bornées dans [lintérieur de

D. Si E nest pas D-polaire et si

=<0 (xe D)
u(x)=lim sup wn(x)
B = -1 (x€E),

nous aAVons

inf 2*(x) <0,
xeD

et, par suite, il v a un nombre négatif —c, un ouvert U de D et un

entier positif no tels que

up(x) < —c¢ (xe U, n=ny).
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En effect, il existe un domaine Dy dans I'intérieur de D ou £ n’est

pas strictement Dp-polaire. En posant
Eyle)=A{x; up(x)<—1+e€ pour tout p=wn}

dont € est un nombre positif, nous avons

E m DOC U E;I,(G).

n=\
Par I'additivité dénombrable d’ensembles polaires, il y a un #g tel que,
en posant my, =sup #y(x), nous ayons
XED,

<0 (xeDy)
(1—e—|-17,,,)"(74,,,,(x)-—”’)n:)
< -1 (.1‘EE,,,“ no, ”2”0)

Donc, nous avons, comme lim 7,=0 par le lemme 3,

N—o0
inf 2*(x) <(1—¢) inf Xg,q,0,(x) <0
zED rED,

D’ailleure, par le lemme 3 et la semi-continuité supérieure de exp #*(x),

nous avons l'autre résultat.

Corollaire. S/ E=D dans ce lemme, pour tout nombre positif
€ et tout domaine Do dans I'intérieur de D, il v a un entier positif ng

tel que

up(x)<< —1+e (x € Do, n=>mny).

Lemme 5. Supposons que E ne soit pas faiblement D-polaire.
Soit {un(x)} une suite de fonctions plurisousharmoniques uniformément

supérieurement bornées dans un wvoisinage U de E. Alors, si
w(x)=lim sup #x(x) < —1 (x€FE)
Nn—>o0

et
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w*(x) =0 (x€E),
nous avons

inf 2*(x) <0
rEU

et, par suite, il y un nombre négatif —c, un ouvert Uy de U et un entier

posttif ng tels que

wun(x)< —c¢ (xe Uy, n>=>mn).

Pour le preuver, nous n’avons qu'a modifier la démonstration du
lemme 4. Etant donnés arbitrairement des nombres positifs € et 7,
de méme maniére que la démonstration du lemme 4, il y a un ensemble

E. non faiblement D-polaire contenu dans £ et un entier 7 tel que
un(x)<<—1+-e (n>ne, x= E),

et, par la semi-continuité de exp 2*(x) et le lemme 3, il y a un voisinage

U, de E (par suite, de Z¢) et un entier positif 7, tels que
un(x)<<nm (xe Uy, n>ny)
donc, nous avons
w*(x) < (1 —e+m)Xse, 0 (%)

Or, 7 peut s’approcher arbitrairement de zéro, cependent, inf Xz ,(%)
zEU.
7

ne s’en approche pas et reste négatif; donc, nous avons l'une des
inégalité du but. Quant 4 l'autre, c’est évident 4 I'égard du lemme 3 et

la semi-continuité supérieure de exp u*(x).

Corollaire. Si la mesure de E est positive dans ce lemme, il y a
un ensemble Eqg dont la mesure de E— Eq est nulle, et pour tout nombre
positifs e et tout ensemble compact Eoo contenu dans Eo, il v a un entier
positif no et un voisinage Uy de Eoo tels que un(x)>>—1-4€ pour tout
n>nqy et tout x< Uy.
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En effect, c’est la conséquence de ce que #(x)=uwu*(x) presque
partout et de ce que, par la définition de la mesure intérieure, nous

pouvons choisir une suite {£,} d’ensembles compacts contenus dans £

dont la measure de £— U £, est nulle.
n=1

4. Suites d’ensembles pseudoconcaves.

Un ensemble S dans un domaine et dit pseudoconcave s'il est
relativement fermé et satisfait au théoréme de la continuité en tous ses
points, c’est-a-dire, si son complément est localement pseudoconvexe.

En général, un ensemble S et une suite {Sy} d’ensembles étant
donnés, nous disons que la suite s'enfuit de S si, pour tout ensemble Sy
compact et contenu dans S, il y a un entier positif ng tel que tous les Sy
So sotent vides pourvu que n>>ng et que la suite s’ enfuit strictement de
S st elle s'enfuti d’un voisinage convenable de S. Si S est ouvert,
ces deux notions se confondent.

Dans la suite, nous considérons le domaine produit (D, G) de C#+>,
Soit S un ensemble pseudoconvave dans un domaine d’holomorphie D

et soit ¥ un point de G. Nous savons que la fonction
Ulx; y)=—log Ry(x)

est plurisousharmonique dans D excepté les points ot #(x; y) = + oo
dont Rj(x) est le rayon de Hartogs, c’est-a-dire, la borne supérieure
de tous les rayons 7' tels que, x et y étant fixés, les ensemble
{(x,¥); lly—y'<<r'} soient contenus dans (D, G)—S. Nous ’appelons
le rayon négativement logarithmique de Hartogs. De méme, en rem-

placant x par y et ¥ par &, nous définissons la fonction
vy x) = —log Ra(y)

qui est plurisousharmonique dans G excepté les points ou o(y; x)=-co.

Lemme 6. Soit E wun ensemble non D-polaire et soit {Sn} wune

suite d’ensembles pseusoconvaves dans (D, G). St la suite s enfuit
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de (x, G) pour tout x fixé dans E et de (D,y) pour tout y fixé dans G et
st elle s’ enfuit strictement d un point de (D, G), elle s'enfuit de (D, G).

En effect, il suffit de montrer que (D, G) coincide au domaine 9,
le plus grand d’ou la suite s’enfuit.

Soit (+’, ¥') un point de (D, G) et soient 7, 7 et R trois rayons tels Jj
que le polycercle (|lx—x'[|<<R, |ly—»'ll<<#') reste dans (D, G) et que la
suite s’enfuie strictement du polycercle (|lx—x'||<<7, ly—y'[|<#"). Alors
les rayons v,(y; ) négativement logarithmiques de Hartogs par rapport
4 S, sont bien définis et supérieurement uniformément bornés dans
(ly—y'II<#") pourvu que 7 soient suffisamment grands, et, puisque

{Sa} s’enfuit de (x', &), nous avons

o(y; )y =1lm sup vu(y; ¥ )< —log R
MN—so00

Donc, par le corollaire du lemme 4, un nombre positif € étant arbitraire-

ment donné, nous avons
va(y; ") < —log R+,

pour tout 7 suffisamment grand. Cela signifie que {S,} s’enfuit de
(lx—x'[|<<R, ly—»'lI<<r"), et, en répétant les mémes procédes, nous
voyons qu’elle s’enfuit aussi de (D,|ly—y'[I<<#'); conséquemment,
9y est un domaine produit (D, Go) dont Gy est un domaine non vide de
G parce que (D, Gp) contient au moins un point (x’, »").

Si G n’était pas Gy, il y aurait un point 3" de Gy et deux rayons
différents 7§ et R’ tels que les polycylindres (||y—y"|<#{) et (ly —y"|
< R") soient les plus grands qui sont contenus dans G, et respective-
ment dans G. Alors, les rayons #y,(x; ¥'') négativement logarithmiques
de Hartogs par rapport a S, sont bien définis et supérieurement
uniformément bornés dans lintérieur de D pourvu que # soient
suffisamment grands; comme {S,} s’enfuit de (x, G) pour tout x fixé

dans £, nous avons
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< —logry, (x€D)
w(x; vy =lim sup up(x, ¥'")
e < —log R (x€kE),
Il en résult, par le lemme 4, qu il y a un ouvert U de D et un rayon
71 plus grand que 7§ tels que la suit {S,} s'enfuie de (U, [ly—y"|l
< 7{), ce qui contredit parce que 7jest le plus grand. Donc, nous
avons Go=G et, par suite, {S,} s’enfuit de (D, G).

Corollaire. S7 une suite {Sp} d’'ensemébles pseudoconcaves s’ enfuit
de (x,G) pour tout x fixé dans D et elle s'enfuit strictement de
(D, y") on v' est un point fixé de G, elle s'enfuit de (D, G).

Lemme 7. Soient E un ensemble non faiblement D-polaire et U
un voisinage de E, et soit {Sn} une suite d’ensembles pseudoconcaves
dans (U, G). Si elle s'enfuit de (x, G) pour tout x fixé dans E et si elle
Senfuit strictement de (E, Go) dont Go est un ouvert dans I'intérieur
de G, 7l y a au moins un point x' de U et un owvert G, de G contenant

proprement Gy tels que {Sn} s'enfuie strictement de (x', Gh).

En effet, étant G=£Gy, il y a un point v’ de G, et deux rayons #’
et 7o tels que le polycercle (ly—y"[|<<rg), (ly—y'I<<#') soit le plus
grand qui est contenu respectivement dans Gy, respectivement dans
G. Les rayons uy(x; ¥") négativement logarithmiques de Hartogs par
rapport aux Sy sont bien définis et supérieurement unformément bornés
dans un voisinage de £ pourvu que 7 soient suffisamment grands,

et

w(x; v =1im sup up(x; y') < —log (xEE)

M —o0
et
u*(x) < —log 7, (x€E)

Dongc, par le lemme 5, il y a un ouvert Uy de U et un rayon » plus grand

que 7 tels que nous ayons
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un(x) < —log 7| (xe Uy

pourvu que # soient suffisamment grands; il en resulte ce lemme.

Corollaire. S7 /a mesure de E est positive dans ce lemme, il y a

un ensemble Eo dont la mesure de E—Eq est nulle tel que la suite

{Su} s'enfuic de (Eo, G)

En effet, c’est une conséquence du corollaire du lemme 5 et de

I’additivité dénombrable d’ensembles de mesure nulle.

Remarque. £ et D étant donnés sur le plan, nous avons Xz, n(x)

=0 ou bien inf Xz p(x)=—1, mais cela n’est pas encore affirmé ni nié
TEE

au cas de plusieurs variables. Cependant, cet énoncé est équivalent &
celui que, D étant donné, l'ensemble de points {x; z(x)s~u*(x)} est
strictement D-polaire ot #(x) est la borne supérieure d'une famille
quelconque de fonctions plurisousharmonique uniformément supérieure-
ment bornées dans D ou la limite supérieure d’une suite quelconque de

telles fonctions.

En effet, supposons qu'il y a une famille {#;(x)} de fonction telle

que, en posant u(x):salp wi(x), E=A{x; u*(x)>u(x)} ne soit pas

strictement [D-polaire. Parce que E= U Epun o0 Epp={x; u*(x)
n,m=1

>am>an>u(x)}, {@n} n=1,2,... étant 'ensemble de tous les nombres
rationnels, il existe un £, non strictement D-polaire par la som-

mabilité dénombrable. En conséquence, comme

. <0 (xeD)
- (ua(x)—m)
N—anp, < -1 € Emyn,)
ot 1= sup u*(x),
XED

nous avons
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%*(X) g (77 —ano)XEmono, D(x) +7’

Donc il y a, D étant donné, un ensemble £,,,, tel que

inf  Xupn,0(x)>—1 et L kmong 0 70

XE Ly

Au cas ol %(x) est la limite supérieure d’une suite {zn(x)} il ne faut que

remplager £y, par
Epmn=Ax; u*(x)>am>an>uyp(x) pour tout p>/}.

Or, la réciproque est évidente.

II. Fonctions holomorphes, luers suites, leurs familles,

Nous obtenons ici de nouveau le théoréme de Hartogs concernant
les fonctions holomorphes en chaque variable, les travaux de M.
Caccioppoli et de M. Nishino relatifs aux familles normales en chaque
variable de fonctions holomorphes et celui de 'auteurs qui a diminué
une condition dans le théoréme de Hartogs, et I'étendons aux familles

séparément normales, comme des conséquences de I.

5. Fonctions séparément holomorphes.

D, E et G étant donnes, désignons par H(D, E, G) la famille de
toutes les fonctions définies dans (D, G) qui sont holomorphes par

rapport a x pour tout v fixé dans G et & v pour tout x fixé dans E.

Lemme 8. (généralisation du théoréme de Hukuhara [7]) Si
E est un ensemble de D qui n’est contenu dans aucun ensemble analytique
d'un domaine suffisamment grand dans ['intérieur de D, toute fonction
F(x, v) localement bornée appartenant a H(D, E, G) est holomorphe dans
(D, G).

En effet, nous pouvons supposer que f(x, y) soit bornée dans (D, G)

parce que, si nécessaire, nous pouvons le racourcir sans changer de la
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situation. Comme la famille { f(x, ¥)}yec de fonctions de x est normale,
F(x,) est continue. Donc, étant donné un y' quelconque de G, la
fonction g(x, y) définie par 'intégrale de type de Cauchy par rapport aux
y au centre ¥’ et au rayon p est holomorphe dans (D, ||ly—y'l|<p) dont
p est choisi suffisamment petit. Puisque f(x, y)=g(x, ¥) pour tout
xE E, cette égalité est vraie partout dans (D, ||ly—»'l| <p) Il en resulte
que la fonction f(x,y) est holomorphe dans (D, G)

Corollaire (généralisation du théoréme de Shimoda [12]) Soit la
méme situation excepté que la fonction f(x,y) w'est pas mécessairemt
bornée. Alors, il existe un domaine Go dense dans G tel que f(x,y)

soit holomorphe dans (D, Go)

En effet, soit Dy un domaine dans l'intérieur de D dont £ D,

n’est contenu dans aucun ensemble analytique de Dy; les ensembles
Gn=Ay; sup | f(x, y)|=n}
reD,

sont fermés par la méme raison pourquoi la f(x, ) de ce lemme est

continue. Etant donné un ouvert U de G, nous avons U= U G, N U
n=1

et U est de deuxieme catégorie de Baire, ce qui montre qu’il y a un g
o © o
tel que Gyu,N U ne soit pas vide, Donc, Go= U G, est dense dans G
n=1
et f(x, ¥) est holomorphe dans (Do, Go) par ce lemme. A la vérité, il

faut le théoréme de Hartogs pour montrer qu’elle I'est dans (D, Go).

Théoréme 1. S: £ w'est pas D-polaire, toute fonction f(x,y)
appartenant & H(D, E, G) est holomorphe dans (D, G).

D’abord, montrons que, si f(x,y) est holomorphe en un point (x/,
"), elle l'est en tout point de (D, v"). Développons f(x, ¥) en série de
Hartogs
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oo
J(x,y)= 2 bnyyns,- - ,n#(y)(xl—xi)”l(xz—x;)"z. . .(x#—x;,)”/x.
nl’nz’...'nlu=0
Elle converge uniformément en (', ') et, elle converge uniformément
dans l'intérieur de D pour tout y fixé. Conséquemment la suite {S,}

d’ensembles pseudoconvaves

Sp= U {(x, J’): |bn.n2~--w/l(3’)(xl_75;)"‘<x2“xé>nz

NNyt =0

(x| 21}

s’enfuit de (D, y) pour tout y fixé dans G et s'enfuit strictement de (x, y").
Donc elle s’enfuit strictement de (D, ¥") par le corollaire du lemme 6 et
par suite, la série convergeant uniformément, f(x, ¥) en est holomorphe
en tout point. En conséquence, il y a un domaine G, dans G tel que
S (x,y) soit holomorphe dans (D, Go) mais ne le soit en aucun point de
(D, G—Gyp). Par le corollaire du lemme 8, Gy n’est pas vide. Si Gy
ne coincidait pas avec G, il y aurait un point »’ tel que les plus grands
rayons 7 et »' des polycercles au centre ¥’ qui sont contenus dans Gp
et respectivement dans G soient différents. Développons f(x, ¥) en

série de Hartoys

fEy= T anne. @01 —yD)"(2—y)" . =y
Ny Mgy + =0
Elle converge uniformément dans I'intérieur de (D, |ly—y'[[<rg), et
dans l'intérieur de (ly—y'll<<#") pour tout x fixé dans £. En con-
sidérant la fuite de la suite {S,} d’ensembles pseudoconcaves

Syp= U {(x,9); lann,. ..n,,(x)(yl—yi)”'(yz—yéwz

N+ Nt N =N

v W=y =1}

et en utilisant le lemme 6, nous voyons que, un ouvert U/ de D et un
point ¥ en dehors de (ly—yI=<7y) existant, la série converge
uniformément dans l'intérieur d’un voisinage convenable de (U, y").
Donc, f(x, ) est holomorphe dans (U, [|y—y'II<|ly'—»"ll), parce que

la série est celle a puissance des y—y’; cela contredit que 7§ est le
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plus grand. Par suite f(x, ) est holomorphe dans (D, G)

Corollaire 1. (Hartogs [6]). Toute fonction holomorphe par
rapport & chaque variable est holomorphe comme une fonction de toutes

les variables.

Corollaire 2. S: E #'est pas D-polaire (resp. faiblement
D-polaire) et si f(x,y) est holomovphe dans (D, ||yl <+ <1) (resp.
(E, Iyl <»"<1)) et holomorphe dans (¥ <1) pour tout x fixé dans
E, il y a un nombre r| dont v'<ri et un ouvert U de D (resp. d'un
voisinage de E) tels que f(x, y) soit holomorphe dans (U, ||yI|<lr}).

Corollaire 3. Dans le corollaire ci-dessus, si E est un ensemble
de mesure positive, il y a un ensemble Eo dont la mesure de E—Eq est
nulle tel que f(x, y) soit holomorphe en tout point de (Eo, ||yl <1).

En effet, c’est une conséquence du corollaire du lemme 7.
Pour donner un contre-exemple général au cas ou £ est polaire,

il faudra le

Lemme 9. Soient G un domaine d’holomorphie et F un ensemble
relativement fermé par rapport & G et sans point de ['intérieur. Alors,
il y @ une suite de fonctions holomorphes dans G qui converge vers zero en
tout point de G et ne converge uniformément que dans ['intérieur de G—F,

st et seulement s'il v a une suite {Gpn} de domaines d'holomorphie dans

G telle que F} EJ Gm=0G, que n o (G—Gm)=F, et que tout
n

n=1 m= n=1 m=n

paire |G, Gy] soit celui de Runge.

En effet, s’il y a une telle suite {Gy} il existe une suite {Gon}n=1,2,- -
de domaines dans l'intérieur de G qui satisfait toutes les conditions
imposées a la suite {G,}. Et nous pouvons choisir une suite {y®}

de points de (G —Gon) et celle { fu(¥)} de fonctions holomorphes dans
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G telles que £ soit 'ensemble de points d’accumulation de {y™} et
que nous ayons |fp(y™)|[>1 et |fu(¥)|<l dans Go,. Car, Gy

étant des domaines d’holomorphie, il y a une suite {Gin} n=1,2,... de
Jn

polyedres analytiques Gy, = N {¥; |fos(¥)|<1} ou fu; sont holomor-
j=l1

phes dans Gy tels que Gp D Gin D Gon; [G, Gy] étant des paire de

Runge, nous pouvons supposer que fuj(¥) sont holomorphe dans

G; alors, nous n’avons qu'a prendre les ¥™ dans G,—Gin tels que

ﬁ Lj ym=1F et qu'a choisir une des f;j(y) comme f,(y). Donc, les
1

n=m m=
suite quelconques {e,} et {M,} de nombres positifs étant donnés,

pour une suite {e,} d’entier positifs suffisamment grands, nous avons

> My (J’ZJ’("))

< €n (J’E Gon)

&u(y) = fa(¥)]*

Réciproquement, s’il y a une telle suite {gn(¥)} il ne faut que poser

Gu=1y; lga(y)I <1}

Exemple 2. Si(D, G)estun domaine d’holomorphie et I'ensemble
E est D-polaire et est une réunion dénombrable d’ensembles compacts
et si I'ensemble £ dans G satisfait aux conditions du lemme précédent,
il existe une fonction qui appartient a (D, £, G) mais dont le domaine
d’holomorphie est (D, G—F)

En effet, prenons la suite {a,(x)} de fonctions définie dans la preuve
du lemme 2 et celle {gx(y)} définie dans le lemme précédent dont nous
déterminons £y, €, et My aprés avoir décidé £, €, et M; pour tout

/< n—1, tels que,
€n explun(x)my <277, ey
n—1
My exp (—3lup(x)mp) > l‘_;]} lai(x) g(y )| +n 2)

et ig([’ﬂ gn(w) expl(—kpeen(x"ymq) <270 (3)
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ot {Gan}n=1,2,-.. €St une suite croissante de domaines dans l'intérieur

de G tel que oLQJ Grn=G. Alors, la fonction
n=1

F,9) = 2 an@egn(3)

est holomorphe en x pour tout y fixé selon (1) et en y pour tout x fixé
dans £ d’aprés (3), mais, comme |f(x', y™)|>n a cause de (2), elle
n'est holomorphe en aucun point de (x', £). D’ailleurs elle est
holomorphe dans (D, G—F) en conséquence de (1), et si elle Petait
en un point (x”,y"") de (D, F) elle le serait en tout point de (D, y")

par le théoréme 1, ce qui contredit.

6. Suites de fonctions holomorphes.

Nous considérons un probléme de méme genre sur les convergences
séparément uniformes de fonctions holomorphes ot nous admettons la

convergenance a ['infini.

Théoréme 2. Soit { fu(x.y)} une suite de fonctions holomorphes
dans (D, G) et soit E un ensemble non D-polairve. St la suite converge
uniformément dans [l'intérieur de D pour tout y fixé dans G et dans

lintérieur de G pour tout x fixé dans E, elle converge uniformément
dans lintérieur de (D, G).

En effet, par le théoréme 1, la limite est une fonction holomorphe
f(x,») ou bien la constante l'infini, Au premier cas, la suite {Sjy}

d’ensembles pseudoconvaves

Su=Ax,2); | falx, »)—f(x, ) =1}

s’enfuit de 'emsemble (x, G) pour tout x fixé dans £ et de (D, y) pour
tout ¥ fixé dans G, et de plus, elle s’enfuit strictement d’un point de
(D, G). Dong, elle s’enfuit de (D, &) selon le lemme 6, et par con-

séquence la suite { f»(x, )} est uniformément bornée dans 'intérieur de
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(D, G), ce qui montre qu'elle y converge uniformément vu le théoréme

de Montel. Au deuxiéme cas, il ne faut que poser
Sn={(»:y); Ifn(x,y)lgl}-

Corollaire. (Caccioppoli-Nishino |3], [10])) Toute suite de fonc-
tions holomorphes qui converge uniformément par rapport a chaque

variable converge uniformément par rapport & tous les variables.

D’ailleurs nous obtenons les corollaires analoque & ceux du
th¢oreme 1.
Quant aux ensembles D-polaire, I'exemple 2 donne un contre-

exemple.

7. Famille de fonctions holomorphes.

Théoréme 3. Sozent { f(x,y)} une famille de fonctions holomor-
phes dans (D, G) et E un ensemble non D-polaire. Supposons que, pour
tout x' fixé dans E, la famille {f(x',y)} soit normale dans G et que
pour tout y' fixé dans G, la famille {f(x,y")} soit normale dans D.
Alors, elle est normale dans (D, G).

En effet, soit {x®} {y} une suite de points qui n’est contenue
dans aucun ensemble analytique respectivement dans /), respectivement
dans G. Par la méthode diagonale il exist une suite partielle {ga(x, ¥)}
de {f(x,¥)} qui converge en tout point (x®, y(™)  Supposons que
{x®}C E. Alors, d’aprés le théoréme de vitali, {gn(x®, »)} n=1,2,. ..
{gn(x, y™)}p=1,2,... converge uniformément dans !'intérieur respec-
tivement de G, respectivement de D, / et m étant fixés. Encore
d’aprés ce théoréme, il en est de méme de {g,(x', »)} et de {gu(x, y")},
x' étant fixé dans £ et y’ étant fixé dans G. Donc, selon le théoréme 2,

elle converge uniformément dans l'intérieur de (D, G).

Corollaire. (Caccioppoli-Niskino (3], [10]) Toute famille de
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fonctions holomorphes est novmale si et seulement si elle est normale par

rapport & chaque variable.

D’ailleur nous obtenons les corollaires analogues & ceux du
théoréme 1.
Quant aux ensembles D-polaires, I'exemple 2 encore donne un

contre-exemple.

III. Fonctions méromorphes, leurs suites, leurs familles.

8. Fonctions méromophes.

A cause de 'apparition de points d’indétermination, nous sommes
obligés d’examiner les définitions de 'analyticité séparée. Il faut, en
outre de D, de G et de £, un ensemble 4 dans (£, &) qui est la réunion
de trois ensembles (4 p, G), (£, A¢) et Ao ou Ap, A¢ est un ensemble
analytique de conimenston 2 relspectivement dans D, respectivement
dans G et pour tout point de A4 il y a un voisinage U tel que la projec-
tion de ANU sur D ou G soit un ensemble localement analytique.
Quant a la fonction séparément méromorphe, il faut considérer une
fonction f(x, y) définie dans (D, G) et méromorphe par rappori & x
pour tout y fixé dans G telle qu'il y ait, pour tout x dans E, une fonc-
tion gx(y) méromorphe dans G et que f(x, y)=g(y) sur (E, G)—A4,
mais puisque l'énoncé ci-dessus est assez ennuyeux et de plus les
singularités susceptibles par l'apparition de l'ensemble A sont, soit
tout a fait négligibles, soit enlevés par la pseudoconvexité de domaines
de méromorphie, nous les négligeons dans ce qui suit. Designons par

M(D, E,G) la famille de toutes les fonctions satisfaisant ces conditions.

Lemme 10. Soit E un ensemble de D qui n'est contenu dans
aucun ensemble analvtique d’un domaine suffisamment grand dans
lintérieur de D, et soit f(x,y) une fonction appartenant @ M(D, E,G).
S’ ¥ a deux ouvert Dy et Dy dans D tels que DU D,=D et f(x,),

Flx, ) soit bornée dans ['intérieur rvespectivement de (D1, G), respec-
SN
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tivement de (D, G), f(x,v) est méromorphe dans (D, G).

En effet, c’est une conséquence du lemme 8 et de ce que £ n’est
contenu dans aucun ensemble analytique de D; ou bien de D,. Nous

devons l'idée de cette démonstration & M. Rothstein.

Corollaire. Soit E un ensemble de D tel gu'un ensemble analytique
de condimenion 2 étant arbitraivement donné, pour son wvoisinage U
arbitrairement petit, E satisfait la condition ci-dessus par rapport &
D—U. Si une fonction f(x,y) appartient & MWD, E, G), il y a un
domaine Go dense dans G tel qu'elle soit méromorphe dans (D, Go)

En effet, soit {Dy} une suite de domaines de D dont tout domaine
de D est une limite s’agrandissant d’une suite partielle et soit Do un
domaine suffisamment grand dans l'intérieur de D. L’ensemble de
points d’indétermination étant de condimensions 2, I'envoloppe de
méromorphie de son complément le comprend. Alors, pour tout y

fixé dans G il y a un paire de domaines [Dmny, Dy] tel que sup
reD,,ND,

| f(x,9)|<2 et inf |f(x,y)|=1, que lenveloppe de méromorphie
¥ED,ND,

de Dy U Dy contienne Dy et que E ne soit contenue dans aucun ensemble

analytique de D, ou bien de Dy. Notons G mn 'ensemble de tout point

de G auquel correspond le paire [Dm, D], et posons Go= U Gomn
m>n=1

Comme chaque Gpq est fermé et tout ensemble ouvert dans G est de
deuxitme catégorie de Baire, Gp est dense dans G. Or, f(x,y) est
méromorphe dans (Do, Gomn) par le lemme précédent, il en est ainsi dans
(Do, Go). En vérite, il faut le théoréme 4 pour montrer qu’elle est

méromorphe dans (D, Go).

Theoreme 4. Si E est un ensemble non faiblement D-polaire,
toute fonction f(x,y) appartenant & M(D, E,G) est méromorphe dans
(D, G).
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En effet, il y a, un domaine Dyc D étant donné, un domaine Gy
dense dans G tels qu’elle soit méromorphe dans (D, Go). D’abord,
montrons que, si f(x, ¥) est méromorphe dans un domaine (U, V), elle
I'est aussi dans (D, V). Notons Vg le plus grand domaine tel que f(x, y)
soit méromorphe en tout point de (Do, Vp). En supposant que la mesure
de V— TV, soit positive, il y a un ensemble FC IV—V, de mesure

positive, et deux domaine D; et D, tel que nous ayons  sup
@, Y)E(D,,F)

[fla, =2 et inf  [fla, =1 et (DyU D) N UsE¢p et que

(%,¥)E(Dy, F)

I'envoloppe de méromorphie de D U D, contienne Dy dans son intérieur.
Pour le voir, nous n’avons besoin que de remplacer G par V— 1,
dans la démonstration du corollaire précédent et que de remarquer
I'additivité dénombrable d’ensembles de mesure nulle. D’ailleurs nous
pouvons supposer que £ soit compact, par la définition méme de la
mesure intérieure. Alors, si D, Us~¢ par exemple, comme f(x,y) est
méromorphe et bornée dans (D1N U, F), il y a un ensemble compact
FoCF de mesure positive et un ouvert U;C DN U tel qu'elle soit
holomorphe dans (U,, Fo); de fait F— F, est 'intersection de # et d’un
voisinage suffisamment petit d’'un ensemble analytique. Selon le
corollaire 3 du théoréme 1, elle est holomorphe en tout point de
(D1, F1) ou la mesure de F—F; est nulle. De méme ]7@1’—)/)— est
holomorphe en tout point de (D,, ;) ou la mesure de F— F, est nulle.
Donc, f(x,¥) est méromorphe en tout point de (Do, £1NF,). Par
conséquence la mesure de — 1V, est nulle, cependant, comme le
domaine de méromorphie est pseudoconvexe, et le rayon négativement
logarithmique de Hartogs #(y; x) est plurisousharmonique ou elle ne
prend pas la valeur +oo, nous avons V="V, vu que 4, v(y; x)=
v(y; x). Dy étant quelconque, f(x, ¥) est méromorphe dans (D, V).

Dong, il y a un domaine G dans G tel que f(x, y) soit méromorphe
dans (D, Gi) mais non plus en aucun point de (D, G—G}). Dans la
démonstration du corollaire précédent, en remplagant encore D par G et
G par E et en usant de I'additivité dénombrable d’ensembles faiblement

polaires, il y a deux domaine G|, et Gy, et un ensemble £, non faiblement
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D-polaire tel que nous ayons

(x,y)seu@o,c,nlf(x’ N=2 et (x,y)ierzgo,cm) f@ =1

et que I'enveloppe de méromorphie de G UGy, proprement contienne
Gi.  Encore par 'additivité dénombrable d’ensembles polaires, il existe
un ensemble £} non faiblement D-polaire tel que Eq— £ soit 'intersec-
tion de £g et d'un voisinge suffisamment petit d'un ensemble localement
analytique (la projection des points d’ indétermination de f(x, ¥)) et que
f(x, %) soit holomorphe en tout point de (£, G1; N G}) que nous pouvons
supposer non vide. Selon le corollaire 2 du théoréme 1 et le méme
maniére de sa démonstration si G, — G154, elle est holomorphe en un
point (x', ¥") ou x'€D et v'EG11—Gy, ce qui contredit la définition
de Gi. Si Gn—Gi=¢, Gp,—Gi5%¢. Donc, nous avons G1=G et
f(x, ¥) est méromorphe dans (D, &)

Corollaire. (Caccioppoli-Rothstein [4], [11]) Toute fonction

méromorphe par rapport & chague variable est aussi méromorphe.

D’ailleur nous obtenons les corollaires analogue a ceux du
théoréeme 1.

L’exemple 2 encore donne un contre-exemple au cas ou Z est polaire.
En effet, si cette fonction était méromorphe, tout point de I'ensemble
(D, F) serait son péle. Cependant si & était un ensemble analytique,
f(x, y) serait holomorphe dans (D, G) parce qu’elle est la somme d’une
série de fonctions holomorphes qui converge uniformément dans
l'intérieur de (D, G—F)

9. Suites de fonctions méromorphes.

Nous travaillons sur la convergence séparément uniforme d’une
suite de fonctions méromorphes. Nous disons qu’ une suite { fn(x, ¥)}
de fonctions méromorphe converge uniformément s'il y a une fonction

méromorphe f(x, ¥) et pour tout point (x', ) en dehors de points
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d’indétermination de f(x, ) il y a un voisinage convenable «(x’, y) tel

que, pour un 7o suffisamment grand, la suite {fa(x, ¥)} n=ngno+1---
. 1 )
ou bien m nenypnotl.-- S€ compose de fonctions holomorphes et
n y

converge uniformément a f(x, ¥) ou bien respectivement Fx, )
&l
Pour préciser la définition de la convergence séparément uniforme,

il faut une remarque analogue a celle de /V/° 8.

Théoreme 5. Soit { fu(x,y)} une suite de fonctions méromorphes.
S7 la suite { fu(x, ¥}, { fu(x', ¥)} converge uniformément dans 0'intéri-
eure respectivement de D pour tout y' fixé dans G, rvespectivement de G
pour tout x fixé dans un ensemble E qui n'est pas faiblement D-polaire,

la suite { fn(x, ¥)} converge uniformément dans ['intérieur de (D, G).

En effet, d’aprés le theoreme 4, la fonction limite f(x, y) est
méromorphe. Soit ¥" un point de G. Notons P(y"), Z(y") I'image de la
projection sur D de lintersection de (D,y’) respectivement de poéles
de f(x,y), respectivement de zéros de f(x,y). Ily a trois cas; P(¥")N
Z(¥") y est un ensemble analytique de codimension 2, celui de codimen-
sion 1 ou bien le domaine D). Au premier cas, par 'additivité dénom-
brable d’ensembles polaires, pour tout voisinage U/ de P(y") suffisamment
petit, £ n’est pas faiblement (D— U)-polaire; et un domaine D, dans
I'intérieur de D étant arbitrairement donné, pour un voisinage I de v/,
f(x,y) est holomorphe dans (Do— U, V). Conséquemment, la suite
{Su} d’ensembles pseudoconvaves S, ={(x, y); | fulx, ¥)I =1} s’enfuit
de (x”, V") etde (Do— U, »"") pour tout " fixé dans F— U et y" fixé
dans V, et d’un ouvert de (Doy— U, V') parce que la suite {/fu(x, )}
converge uniformément dans lintérieur d’'un domaine dense dans
(D, G). Par suite, {f,} étant uniformément bornée dans l'interieur
de (Do— U, V') parce que {S,} s’en enfuit, elle y converge uniformé-
ment. Il en est ainsi de Z(y’). Comme le domaine de convergence
uniforme est pseudoconvex d’apreés Saxer, P(y")NZ(y") étant de codi-
mension 2 et Dy étant arbitraire, { fx(x, ¥)} converge uniformément en

tout point de (0, ). Quant aux autres cas, si nous appliquons la
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méme procédé, I'ensemble de points ou la convergence uniforme est
douteuse est un ensemble analytique de codimensions 2. Donc, encore
par la pseudoconvexité la suite {fn(x, ¥)} converge uniformément

dans lintérieur de (D, G).

Corollaire. (Caccioppoli-Nishino (3], [10]) Toute suite de fonc
tions méromorphes converge uniformément localement, s'il en est de

méme par rapport & chaque variable.

D’ailleurs, nous obtenons les resultats analogues aux corollaires du

théoréme 1

10. Famille de fonctions méromorphes.

Définissons une famille normale de fonctions méromorphes comme
au cas de celles holomorphes. Etant donné une suite de fonctions
méromorphes et un ensemble dénombrable de points, nons pouvons en
extraire une suite partielle qui converge en tout ces points, en donnant
une valeur convenable & des points d’indétermination de fonctions de
cette suite. D’ailleurs si cet ensemble n’est contenu dans aucun
ensemble analytique et si cette suite se constitue une famille normale,
elle converge uniformément. Par suite, tout a fait de maniere analogue

au théoréme 3, nous avons le

Theoreme 6. Soit {f(x,v)} une familie de fonctions méromorphes
dans (D, G) et soit E un ensemble non faiblement D-polaire. St cette
famille est normale dans D pour tout y fixé dans G et dans G pour
tout x fixé sur E, elle est normale dans (D, &)

Corollaire. (Caccioppoli-Nishino [3], [10]) Toute famille normale
de fonctions méromorphe par rapport & chague variable est normale

comme une famille de fonctions de toutes les variables.

D’ailleurs, nous obtenons les corollaires analoques a ceux du

Théoréme 1.
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IV. Surfaces caractéristiques distinguées,
leurs suites, leurs familles.

Pour traiter les fonction algébroides, nous considérons les surfaces
caractéristiques spéciales dans l'espace (D, G; M) (resp. (D; M) ou
(G; M)) produit de (D, G) (resp. de D ou de G) et de M qui est le plan
complexe C'! ou la sphére de Riemann 2! dont nous notons z le coordonné
inhomogéne et (z, {) ceux homogenes. Une surface caractéristique T
dans (D, G; CY) est dite distiguée si la projection de T sur (D, G) est
propre. Et celle dans (D, G; PY) est dite distinguées s'il y a un en-
semble analytique A de codimension 2 dans (D, G) tel que, pour tout
point (x, y) de (D, G)-A, la pré-image de (x, y) par la projection de T sur
(D. G) ne coincide pas a toute la spheéve.

Si M=C" et une surface distinguée 7 est donnée dans (D, G; C1),
par le théoréme de préparation de Weierstrass et le fait que la pré-image
d’un point par la projection sur (D, G) consiste d’'un nombre fini de

points, nous pouvons exprimer la surface 7" globalement par I'équation
2Pt ai(x, )P+ L Hap(x, ¥) =0

ou ai(x,y) (=1,2,...p) sont holomorphes dans (D, G) et p est le nombre
de points de la pré-image d'un point. Si M=P! et une surface
distinguée 7 est donnée dans (D, G; P'), nous pouvons l'exprimer

globalement par une équation,
2Pao(x, )+ 2P a(x, v)+ ... +Pap(x, v)=0

ou ai(x, y) sont holomorphe dans (D, G): en effet, si les images 7, de
7T'N(z=0) ni 7o de T N(z=0c0) par la projection sur (D, G) ne

coincident pas a (D, G), nous pouvons décrire 7" en
2P 4-bree, )P4 L bpea(x, ¥)2p =0

globalement dans (D, G)—Tw; P

et en
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boo(x, ¥)eP 4 b1o(x, y)2P 14 .. 4P =0

dans ((D, G)—T7o; P') ou bi (=1, ...p) et by (=0, ... p—1) sont
holomorphe dans (D, G)— 7T . et respectivement dans (D, G)— 7p; ses

expressions étant uniques, nous avons

boo(x, ¥)bie(x, ¥)=bso(x,y) (i=1,2,...p); donc.

biwy bio sont méromorphe dans (D, G)—(70N 7») et conséquemment
dans (D, G) par le pseudoconvexité de domaines de méromorphie
pourvu que 'ensemble analytique 79 7. soit de codimensions deux;
donc, nous avons une équation demandée, les conditions ajoutées a
To et & T seront satisfaites aprés une transformation fractionnaire

linéaire de P!.

11. Surfaces caracteristiques distinguees.

Nous traitons ici les fonctions séparément algébroides. Soit 7" un
ensemble de (D, G; M). Un point x’ étant donné dans D, notons
7'(x") 'image de I'ensemble 7' (x==x") par la projection sur (G; M)
et ' étant donné dans G, notons 7°(¥") I'ensemble analoque. Dans la
suite, si M=P1, il faut une remarque semblable a celle de N° 8

Un ensemble 7" de (D, G; M) et celui £ de D qui n’est contenu
dans aucun ensemble analytique dans D étant donnés, supposons que
7(y), T'(x) soit une surface caractéristique distingué respectivement
pour tout y fixé dans G, respectivement pour tout x fixé dans £Z. Alors

si M=C", T peut s’exprimer en
2P+ ai(x, )P+ . tap(x,¥)=0

ou ai(x, y) appartiennenta (D, E, G). Etsi M= P! et sile coordonné
z est bien choisi tel que les ensembles (z=o0) et 7 (g=0o0) ne se
coinident pas, 7" peut s'exprimer par 'équation semblable ou ai(x, ¥)
(=1, 2, ..., p) appartiennent @ M(D, E, G). En effet, si M=C", les
nombres de points des pré-images de la projection de 7 sur les points

de (£, G) ont une borne supérieure fini; autrement, il y aurait une suite
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{x(™} de points de £ telle que les nombres de feuilles de 7"'(x(™) grand-
issent infiniment, ce qui est absurde parce que, pour tout y fixé en debors
d’une réunion dénombrables d’ensembles analytiques, le nombre de
feuilles de 7°(y) serait infini. Dongc, il y a un ensemble analytique £,
Fy respectivement dans D respectivement dans G tel que les nombres
de feuilles de 77(x) et de 7(y) sont la borne supérieure p pour tout
xE E—E, et y&(G— Fy; par suite nous pouvons exprimer 7 par I'équa-
tion ci-dessus dans (D— Ey, G— Fp) en prenant les fonctions symétriques
¢lémentaires. Or, par le théoréme de Riemann, cette expression est
valable partout dans (D, G). Au cas ou M=P!, la démonstration est
tout a fait pareille si nous éliminons de (D, &) I'image de 7 N (¢=a)
par la projection sur (D, &) dont @ est une constante quelconque.
Comme le domaine de méromorphie est pseudoconvexe, nous obtenons
I’expression ci-dessus.

De ce que nous venons de vérifier, nous pouvons réduire les probleme
sur les surfaces caractéristiques distinguées a ceux sur les fonctions

holomorphes ou méromorphes.

Theoreme 7. Soit T un ensemble de (D, G; CY) ou respectivement
de (D, G; P") et soit E un ensemble non D-polaire ou respectivement
non faiblement D-polaive. Si, x étant fixé dans E, T'(x) est une surface
caractéristique distinguée et si,y étant fixé dans G, il en est de méme de
T(y), T est une surface caractéristique distinguée dans (D, G; C') ou
respectivement dans (D, G; PY)

Corollaire. 7oute fonction algébroide (qui peut avoir les péles)
par rapport & chagque variable est algébroide comme une fonction de

toutes les variables.

D’ailleurs, nous obtenons les corollaires analogues 4 ceux du
théoréme 1.

12. Suites de surface caractéristiques distinguées.

En considérant les convergences d’une suite de surfaces caractérist-
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iques il faut en préciser les définitions. Nous appelons un diviseur
positif un deuxiéme donné de Cousin; la surface caractéristique définie par
cela est dite son support. Une suite {4,} de diviseurs positifs est dite
convergente en un point s’il y a un voisinage U de ce point et une suite
{fn} de fonctions holomorphes dans U et y définissant ces diviseurs qui
tend uniformément vers une fonction holomorphe non identiquement
nulle dans U. Elle est dite convergente dans un domaine si elle con-
verge en tout point de ce domaine. La limite décide encore un diviseur
positif.

Une suite { 7} de surface caractéristique est dite géométriquement
convergente en un point s’il y a un voisinage fermé U de ce point et
une surface caractéristique 7" définie sur U tels que, étant donné arbit-
rairement un voisinage Uy de 7' U, pour tout # sufisamment grand,

TwNUC Uy, que tout point de 7 soit un point d’accumulation de

U 7y, et qu’ il en soit de méme de toute suite partielle de {7%}.
n=1

Remarque. Nous pouvons, formellement, considérer une autre
convergence comme un médiéval de ces deux. Disons qu'une suite
{ T} de surfaces caractéristiques est convergente s'il y a une suite {4d,}
convergente de diviseurs positifs dont les supports sont 7%, alors il

arrive des phénoménes pathologiques. Par exemple, la suite {7}
. . . 1 .
ou Tn=3(x, 5, 2); 2(z2—x)(2 _-'V)=7z— (avec » paires)

Tnz{(x, Y, 2); [z(z—x)z—%J[z(z—y)-"—*}z—J20} (avec # impaires)

converge en ce sens en tout point excepté 'origine; ce qui montre que
le domaine de cette convergence n'est plus pseudoconvexe. Et le théoréme
8 n’est plus vrai.

Une suite {4,} de diviseurs positifs de (D, G; M) (resp. de (D; M),
(G; M) est dite distingué si les supports Ty des Ay sont des surfaces

caractéristiques distinguées et si pour tout point en dehors d'un ensemble
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de codimension 2 de (D, G) (resp. de D, resp. de G), il y a un voisinage
U de ce point et un ouvert V de M tels que, pour tout n suffisamment
grand, Ty n'envahit pas dans (U; V). Dans ce cas, si la suite {4}
est convergente, nous pouvons choisir globalement des pseudopolynomes
distingués de Weierstrass qui définissent ces diviseurs et convergent
uniformément a4 une fonction non identiquement nulle. Donc, nous
pouvons réduir le probléme de convergence d’une suite distinguée de
diviseurs & celui des suites de fonctions holomorphes ou méromorphes.

Un diviser 4 défini par le donné de Cousin {f(x, y; 2)}
étant donné dans (D, G; M), notons A'(x") le diviseur dans (G; M)
défini par { f(x', ¥; 2)} et notons 4(y’) le diviseur analogue. Le ‘‘lemme

8" et son corollaire sont aussi triviaux et nous avons le.

Theoreme 8. Soit {4,} une suite de diviseurs dans (D, G; CY)
ou respectivement dans (D, G; P') et soit E un ensemble non D-polaire
ou respectivement non faiblement D-polaire. Si, pour tout point x de
E, la suite {4'y(x)} est distiguée et convergente, et s'il en est de méme
de la suite {dn(y)} pour tout y fixé dans G, la suite {dn} est aussi
distiguée et convergente dans (D, G ; CY) ou respectivement dans (D, G ; PY).

Corollaire. 7Zoute suite de fonctions algébroides (qui admettent
les poles) qui converge uniformément par rapport & chague variable

converge uniformément comme une suite de fonctions de toutes les varia-
bles.

D’ailleurs, nous obtenons les resultats analogues aux corollaires
du théoréme 1.

Quant a la convergence géométrique, définissons les suites
distinguées de surfaces caractéristiques semblablement au cas de
diviseurs.

Une suite {7,} de surfaces caractéristiques étant donnée dans
(D, G; M), nous obtenons le “lemme 8’’ et son corollaire en remarquant

que la suite {73, } d’ensembles pseudoconvaves s’enfuit de (D, G; M)— 1o
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ou 7 est I'ensemble analytique de la limite, que nous voyons facilement

en appliquant le lemme 6 successivement relativement en chaque point
de (D, G; M)—T,. Donc, nous avons le

Théoreme 9. Soit {7y} une suite de surfaces caractéristiques
dans (D, G; C") ou respectivement dans (D, G; P") et soit E un ensemble
non D-polaire ou respectivement non faiblement D-polaive. ~ Si, pour
tout x fixé dans E, la suite {T'n(x)} est géométriquement convergente
et ditinguée, et s'il en est de méme de la suite {Tn(y)} pour tout y fixé
dans G, la suite {Ty} est géométriquement convergente et distinguée
dans (D, G; C") ou respectivement dans (D, G; PY).

En effet, par le théoréme 8, la limite est une surface 7" caractéristique
distinguée; soit f(x, ¥, 2) le pseudopolynome distingué y associé. Etant
donné un nombre complexe «, l'image de I’ensemble analytique
TwnN{f(x,y,2)=a} par la projection sur (D, G) est une surface
caractéristique parce que la projection est propre et 7, et 7 sont
distinguées. Donc, étant donné un nombre positif €, I'image S,
de I'ensemble pseudoconvace 77, N{|f(x,y, 2)| =€} par la projection
sur (D, G) est aussi pseudoconcave. Pour compléter la démonstration
au cas de (D, G; C") il ne faut que considérer la fuite de {Se,n}n=1,2, ...
et au cas de (D, G; P!) nous n’avons besoin que de la modifier comme

dans la démonstration du théoréme 5.

13. Familles distinguées de surfaces caractéristiques.

Une famille de diviseurs ou respectivement de surfaces caratéris-
tiques dans (D, G; M) est dite normale et distinguée si de toute suite de
diviseurs ou respectivement de surfaces appartenant a cette famille nous
pouvons extraive une nowvelle suite partielle qui est convergente et
distinguée. Comme le théoréeme de Vitali est vrai pour les suites
distinguées de diviseurs ou surfaces caractéristiques, tout analoguement
au cas des familles de fonctions holomorphes ou méromorphes, nous

avons le
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Théoreme 10. Soit {4} une famille de diviseurs dans (D, G; C")
ou respectivement dans (D, G; PY) et soit E un ensemble non D-polaire
ou respectivement non faiblement D-polaire. Si la famille {4'(x)}
est mormale et distinguée dans (G; C') ou respectivement dans
(G; PY) pour tout x fixé dans E et il en est de méme de la famille {4(y)}
pour tout y fixé dans G, la famille {4} est normale et distinguée dans
(D, G; CYY ou respectivement dans (D, G; P")

Corollaire. Une famille de fonctions algébroides (qui pewvent
avoir les péles) est normale si elle est normale par rapport & chague

variable.
Nous avons aussi les corollaires analogues a ceux du théoréme 1.

Théoréme 11. Soit {7} une famille de surfaces caractéristiques
dans (D, G; CY) ou respectivement dans (D, G; P") et soit E un ensemble
non D-polaire ou respectivement non faiblement D-polairve. St la famille
{T'(x)} est normale et distinguée dans (G; C) ou respectivement dans
(G; PY) pour tout x fixé dans E et il en est de méme de la famille {T(y)}
pour tout y fixé dans G, la famille {T} est normale et distinguée.

Corollaire. Zoute famille de surfaces caractéristiques dans (D,
G; PY) qui est normale est distinguée par rapport a chaque variable est

normale et distinguée dans (D, G; P")

Nous obtenons, d’ailleurs, les résultats analogues aux corollaire du

théoreme 1.
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