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Une remarque sur le problème de
Cauchy analytique

Par

Keiichiro K1TAGAWA *

1. Introduction

Il s'agit du problème de Cauchy analytique au voisinage de l'origine de Cd+'
pour un système d'équations différentielles linéaires aux dérivées partielles:

(PC)
P(t, 0„ a)U(t, x>=F(t, x)

avec des données initiales sur l'hyperplan t =O.

Où P(t, 0„ Ox ) est une N x N-matrice d'opérateurs différentiels linéaires aux dérivées
partielles à coefficients holomorphes d'une seule variable du "temps" t.

Au cas où les variables sont réelles, il est d'usage d'y associer un problème de
Cauchy contenant un paramètre réel

P(t, a „  i) c ( t ,
(PC)4

avec des données initiales à l'origine t =O.

Où P(t, O t , i ) est une matrice d'opérateurs différentiels linéaires formée de P(t,

ab x) par un remplacement de ax  par i. La transformation de Fourier y est un
arbitre. Or au cas actuel où les variables sont complexes, celle-ci ne peut plus jouer
son rôle, mais le problème (PC) 4 où est un paramètre complexe, joue son plein role.
Par exemple, pour montrer le théorème inverse de celui de Cauchy-Kowalevski au
cas où les coefficients sont d'une seule variable t, professeur S. M izohata [8] a en
effet montré la propriété suivante: "Pour que le (PC) pour une seule équation
dif férentielle linéaire ait une et une seule solution holom orphe au v oisinage de
l'origine pour des données holom orphes, il faut que la solution du (PC) 4 corre-
spondant ait une croissance d'ordre ex ponentiel en q u a n d  c  tends vers op".

d
Une teste par des fonctions de la forme f(t)exp  ( E xi )  est fondamentale a  cette
démonstration.

d
La solution du (PC) pour F(t, x)= F(t)exp ( E xi O et des données de la forme

1=1.
d d

exp ( E xi o  ( n est de la forme: U(t, x , )=  C O ,  exp ( E x i ) où Ckt,
i =1
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est la solution du (PC ) .  Ainsi une telle teste nous emmène du (PC) au (PC ) .
Et ce qui nous amène du (PC)4 au (PC), c'est l'opérateur différentiel linéaire d'ordre
infini. O n  remqrquera alors que c'est "la transformation de Fourier-Borel de
l'opérateur de convolution" [Si] [ 6 ]  qui y joue un role d'un arbitre. C'est juste,
mais nous préfèrons ici la voie plus élémentaire sans demander secours  à la trans-
formation de Fourier-Borel. Car, en présence du (PC), elle est plus simple et
adéquate.

Ainsi nous énoncerons, aux sections 3 et 4, trois sortes de correspondance entre
le (PC) et le (PC) :  Au théorème 1, nous énonçons, en terme du (PC ) ,  une condition
nécessaire et suffisante pour que le théorème de Cauchy-Kowalevski subsiste pour
le (PC). Tandis que ce théorème offre une version locale de cette correspondance,
nous donnons une version sémi-globale au théorème 2 dans la catégorie de fonctions
holomorphes. Nous en donnons une autre au théorème 3  dans la catégorie de
fonctions entières.

Pour appliquer ces trois théorèmes, nous envisagerons, aux sections 5 et 6, le
problème de Cauchy (PC)4 et en estimerons la solution :  A la sections 5, nous en-
visageons un système d'équations (non dégénéré) d'ordre 1 par rapport à Ot . Et
nous donnons au théorème 4 l'estimation majornate et au théorème 5 celle minorante
de solution du (PC ) .  Le théorème 6, étant un corollaire du théorème 5, donne,
grâce au théorème 1, une généralisation d'un résultat du professeur S. Mizohata
[ 8 ] .  Comme application des théorèmes 2  e t  3 , nous énonçons le théorème 7.
[7 ] Ceci donne un résultat  à l'étude de la propagation de régularité étudiée par
plusieurs auteurs. [2 ]  [5 ]  [9 ] .  A la section 6 , nous considérons une équations
fuchsienne au sens de Baouendi-Goulaouic [1]. Nous donnons une estimation
majorante de solution du (PC)4 au théorème 8. Et par l'application des théorèmes 2
et 3, nous énonçons le théorème 9. Ceci donne aussi un résultat à l'étude de la
propagation de régularité. L'estimation minorante de solution du (PC)4 nous
semble assez délicate et c'est ouverte.

Pour la simplicité de l'écriture, noun nous limitons au cas de dimension d= I.
Le cas général de dimension d sera remarqué après chaque énoncé.

2 .  Notations et hypothèse

Soient P(t, 0„ O x )  une N x N -matrice d'opérateurs différentiels linéaires aux
dérivées partielles à coefficients holomorphes d'une seule variable t  au voisinage de
l'origine {t; ItI <po ) ,  e t  P(t, )  la matrice d'opérateurs différentiels linéaires
obtenue par un remplacement formel de Ox par un paramètre complexe Soit A
un sous-ensemble fini de {1, 2,..., IV) x {0, 1, 2,...) .

Nous considérons les problèmes de Cauchy :

(PC)

et

J P(t, 0„ O x )U(t, x )=F(t, x )

1 ;(0 , x )= i k ( x ) ;  (jk ) e A
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(PC)
f P(t, a„ )=-F(t)

a c i (0, O ik; (jk ) e A

pour les données F(t, x), F(t), i k (x ) toutes holomorphes au voisinage de l'origine
et C i, nombres complexes.

Nous poserons l'hypothèse suivante:

[H] L'unicité de solution holomorphe du (PC) est assurée.

Remarque. Cette hy pothèse est rem plie au cas générique où l'unicité de
solution formelle du (PC) est assurée.

Nous désignons par H(Q) l'ensemble de fonctions holomorphes dans un domaine
Q et par B,. le cercle de rayon r et de centre à l'origine. Nous posons, pour un
vecteur U(t, x)= f(U ,(t, x),..., U N (t, x)), I  U(t, x)I E I  Ui (t, x)I et 110 , 2 = Ei=1 i=1
Sup I U i(t, x)I.

(t,.).(2

3. Résultat local

Nous montrons le théorème suivant.

Théorème 1. Sous l'hypothèse [H ] les énoncés suivants sont équivalents.
[I] Le (PC) est bien posé au sens de Cauchy-Kowalevski, c'est-à-dire qu'il existe
une et une seule solution holomorphe  à l'origine pour toutes les données holomorphes

l'origine.
[ I I ]  Le (PC) 4 est bien posé au sens suivent: Il existe, pour tous >0 et e>0 donnés,
un p>0 tel que, pour toutes F(t) e HN(130 )  et d ik  e C ((jk) e A ), il existe une et une
seule solution Û (t, )e HN(B p x C ) du (PC) 4 et que, pour tout ô  (0 < b < p ) donné,
il existe des nombres 3 (0 <3 < p) et C>0 tels que l'on ait pour tout

Û( ., B -5. C [ I F 11 1 ri +  E 14) ; k1] exP (8 10 •( j k)e A

Remarque. Au cas général de dimension d , il suffit de remplacer e C par
,i)e C d  et I I  par

i= I

Préparons quelques lemmes dont le premier est dû au profésseur S. Mizohata
[9].

Lemma 1  [S. Mizohata]. S i le  (PC ) e s t b ie n  p o sé  au  se n s  d e  C au c h y -
Kowalevski, alors, pour tout 5 >0  donné, il ex iste un p > 0  tel que, pour toute
F(t, x) e HN(14) et i k (x) e H(130 ) ((jk ) e A ), il ex iste  une et une seule solution
U(t, x)E HN(B) et que, pour tout S>0 donné (0<(5<p), il ex iste does nombres 5
(o< 5< fi) et C>0 tels que l'on ait:

Il ullai E  110 j a ï n ]( j k)e A
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P re u v e . S o it  E,,,,, ={ (F(t, x ), 4);,(x ))00cit: F(t, x ) e H N (B ), i k (x) e H(B
((jk) E A), telles qu'il existe une et une seule solution U(t, x) du (PC) telle que U(t, x)
e HN(Bf i ,„) e t  U n}
Il est alors aisé de voir:

j )  E m „00, ii) j  E„,,,=HN(B)x 1-1 01 (B )
m, n

iii) E,,,,, sont fermés dans HN(/4) x H 14 1(B)
iv) E„,„ sont des ensembles convexes et symmetriques.

Puisque HN(B) x HI A 1(B0 ) est un espace de Frechet avec une suite de normes:

PA(F(t ,C k(x))(ik)E A )= +  E 110ikIlie;
h( j k ) e A h

il existe, grâce au théorème de Baire, un E„,0 „0 ayant un point intérieur. On choisit
alors po = 1/m0 . Quand on envisage l'application T:

T; (F(t, x), Oik(X))(ik
) e A — *  U ( t

,
 X )

on voit aisément que son graphe est fermé. Grâce au théorème du graphe fermé,
T est continue. Ce qui donne l'inégalité au lemme 1. C. Q. F. D.

Lemme 2. S i le (PC) est bien posé au sens de Cauchy-K ow alevsk i, alors la
solution U(t, x , du  (PC ) pour les données F(t, x )=F(t) exp  (xa  0 ; ,(x)= O f , exp
(x 0où F(t)e H N ( B ) ,  O i k  C(( jk)e A), elle est de la forme:

U (t, x , )=C (t, )e x p  ( x )

où Û(t,e s t  l'u n iq u e  so lu tio n  d u  (PC ) 4 pour les données F(t), çb f k ((jk )e A ) et
C(t, E H N (B i, X C)

Preu v e . Soit ti un nombre complexe non nul. Soient U(t, x, e t  U(t, x ,  +
les solutions du (PC) pour les données F(t)exp (x0, çb J k exp (xO ((jk) e A ) et F(t)
exp (x( + ti)), ik exp (x( + q)) (( j k) e A) respectivem ent. A lors fi  [U (t, x ,  +  ti) —

U(t, x, est la solution du (PC) pour les données F(t) 
e x p  ( x

(

 +  r i ) )  —  e x p  (x O  

exp (xG + n))— exp (xO 
wik ((jk )e A ) .  Or quand on fait tendre I/ vers zéro, ces
données tendent vers xF(t) exp (x0, xch, exp (xO ((jk) E A ) .  D onc, grâce au

1lemme 1, —
n
[vo, x, + )— u(t, x, )] tends vers la solution V(t, x, d u  (P C )  p o u r

ces donnees-ci. Ceci veut dire que 04 U(t, x, V(t, x, et par conséquent que
U(t, x, est entière en U(t, x ,  ) e  HN(B, x C).

Posons Û(t, x , )a-U (t, x , )e x p  ( — x ) . Alors on a:

x, exp (x)= Dx U(t, x, x,

Il est alors aisé de voir:

P(t, at , ax )(ax 0(t, x, exp (x0)=0
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a';(ax0-
; (t, x, )exp (x)) It= 0 =0  c io e  A .

Grâce à  l'unicité de solution du (PC), on a:

ax 0(t, x ,  ) e x p  ( x ) = 0  d o n c  0.„C(t, x, ) = 0 .

Ceci veut dire que 0(t, x, est indépendante de x:

C(t, C(t, x,

On a ainsi:

U(t, x, C (t, )exp (x) .

II est maintenent facile de voir que Û(t, est une solution du (PC) 4 pour les données
F(t), i k ((jk e A ): C(t, )e HN(B p  x C ) .  S'il existe une autre solution W(t,  d u
(PC) 4 pour ces données-ci, alors W(t, x ,  ) =  -W(t, exp (x ) est une solution du
(PC) pour les mêmes données que celles de U(t, x, On en conclut, compte tenu
de l'unicité de solution du (PC), que W (t, ) = C. Q. F. D.

Dém onstration du théorèm e 1. Supposons [I] au théorèm e 1. Soient j3 >O0
et e> 0 donnés. Envisageons le (PC) 4 p o u r le s  d o n n ées  F(t)e W (14), cb i k e C
((jk) E A). Alors, d'après le lemme 2, la solution unique C(t, du (PC) 4 est C(t,
E 11"(130  x C) et telle que U(t, x ,  ) =  C(t, )ex p (x0 soit la solution du (PC) pour
les données F(t, x , )=F(t)ex p (x0, (P i k ( x ,  ) = 4 e x p  (x ) ((jk) e A ) .  Appliquons
l'inégalité au lemme 1  à  U(t, x, Ayant:

U( • , • , k  e (  •

IIF( • , • exP

(km( • , 011 /3"j 514) jkleXP (
5

10

on a, pour tout 5 (0 < < p), avec des 5 (0<3<e) et C > 0,
0 ( • , C[ITI' In+ c i  A  1(1) jkl] exP

< C [IR /ni +  E 10;k1] exP(e10•( j k)e A

Ceci montre [II] au théorème 1.
Inversement supposons [II] au théorème 1. Soient F(t, x)E HN OD, Ojk(X) e

HN(BA) ( ( j  k) e A ) données:

F(t, x)= F„(x)tnn=o

Soient C ik(t, ) (00  G A ) les solutions du (PC) 4 pour les données F(t)=0, 41h=1
((ih)=(jk)), 4 i h =0 ((ih)0(jk ))((ih)e A).
Soient Ûi k ( t ,  )= (0,—, 0, 6 ./k(t, 0,— , 0) des N x N-matrices et O i k (x)= t(0,...,
0, /1; » ,(x), 0,..., 0) des N -vecteurs ((jk )e A ) .  Soient Cigt, les solutions du
(PC) 4 ( h N , n=0, 1 , 2 ,.. .)  p o u r  le s  d o n n é e s  F(t)=t(0,..., 0, In, 0,..., 0),
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Ojk =13 ( ( jk )  e A). Soient )= (0 .(t , 07,(t, )) d e s  N x N-matrices
(n=0, 1,...)

Nous voulons montrer par la suite que les opérateurs différentiels d'ordre
infini Ci k (t, ax ) et 0„(t, ax ) sont bien définis et que

(. ) x ) =  E  &ik(t, a,r)oik(x)+ (7 ( t ,  )F (x )
( jk )e d

étant aussi bien définie, donne une solution du (PC) pour les données F(t, x), cki k (x)
((jk) G A ) .  Pour cela nous préparons quelques notions et lemmes.

Nous considérons les fonctions 4)(t, E H N (Bp o  X  C ) .  Soient

çb(t, =  ni, (1)„(N n , t, = :±0 tk„(N "
Définition 1. On dit que tfr(t, majore 0(t, dans Q (S2 cB p o ) si l'on a

On(t)I 5 'M t ) ;  t e n = 0, 1,

et l'on la note 0(t, 0«tli(t,

Remarque. Au cas général de dimension d, on remplace n par un multi-indice
(OE1, l a d ) .

Soit s(t) une fonction continue à  valeur réelle et non négative définie dans B p ..

Définition 2. Une fonction 4)(t, )eHN(B p . x C) est dite d'ordre p et de type
s(t) uniformément sur tout compact dnas Bp 0 s'il existe, pour tous p et E <  p < po ,
e > 0) donnés, une constante positive C(p, s) telle que l'on ait:

I 0( t ) I 5 C(P, Oexp((s(t)+ 8 )1 10 ; t E Bp , E C.

Remarque. Au cas général de dimension d , on remplace s(t) par un vecteur
d'éléments de cette nature (s i (t),..., s(t)), l'ordre p par ordre (p i ,..., pa ) et (s(t)+e)•

d

par E (si(t)+6)1GPii=1

Lemme 3 .  Pour qu'une f onction 0(t, )eHN(B p o x  C ) so it d 'ordre  p  et de
type s(t) uniform ém ent sur tout com pact dans Bp . ,  il f aut et il suf f it que, pour
tout s>0, p (0< p< po) donnés, il ex iste une constante C(p, 8) telle que C(p, s) E

n o

[ep(s(t)+B)IPIhrIP m ajore 0(t, dans B .

Preu v e . Soit 0.(t, d'ordre p et de type s(t) uniformément sur tout compact
dans Bp .. Alors pour p et E donnés, on a, avec une constante C(p, s),

10((, )1 5 C(p, s)exp((s(t) + 8 )1 1P ); t e B ,„ cE  C.

Alors on a pour tout r > 0,

10n(t)1.5-c(p, g) 1
1.„ exp ((s(t)+ e)rP); t  e B e,, n =0, 1, 2,...
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Nous choisissons r tel que ce deuxième membre prenne son minimum. Alors nous
avons:

10.(t)I5C(P, OL -
1,1 -

1 eP(s(t)+ E)TI P  ; t  E Bp , n=0, 1, 2,...

1Donc C(p, E [— eA s(t)+8)1V 1
n 1 P  

majore 4(t, dans B .  Supposons cette
n = 0  h

fois cette dernière-ci pour tous p < P o  e t E >0, et évaluons cette série-là. Soit n o =
[2Pep(s(t)+ 01 M +  1 (où [  ]  est le symbole de Gauss). Alors on a:

ni o [ n/P nn
i e p(s(t) + 6)1 W i  - [ntol n o ] [1 ÷ e P (s ( t )+ 8 )1 W T IP

(E2 P  ePCS(t) 0 4 1 +  1 ) eX p  (K t )  ENIP)+ 1

C(e) exp ((s(t)+ 2 6 )4 P); t e B , e  C,

avec une certaine constante C(s).
Ainsi nous avons:

10(t, 5 C(P, e)C(e) exp ((s(t)+ 2 0 4 P ); t E Bp , E C

qui veut dire que 00, est d'ordre p et de type s(t) uniformément sur tout compact
dans Bp ,. C. Q. F. D.

Soit Dp ,,(s)= x): Itl < p , Ixl + s(t)<r}

Remarque. Au cas de dimension d, r sera remplacé par (r 1 ,..., r,) et lxl +s(t)<r
par lxi l + s i(t)< r i (i=1,..., d).

CO

Lemme 4. Soient 4)(t, ) =  E  0„(tg" e HN(Bp o  x C) ayant l'estim ation:
n=0

100, 015Co (p) exp  (400 ;  t e Bp , e C

avec une constante Co (p) pour tout p< po arbitrairem ent donné, et f (t, x)= E
n=0

f„(t)xn e HN(B p. x B,) (r> s(0)) ayant l'estim ation:

If(t, x)I C f (p , 8 ); (t, X ) E Bp x Br _ c

avec une constante C f (p, e) pour tous p <p o e t e (0 <g <r) . A lors, pour tous p< po

et g>0 (s(0)+2e< r), la série

(n+m)! E On(t)f„+.(t)x -n ,. m.
est majorée par

—  e Co (p)Cf (p, e)C(p, e) r - s(t) - xi - 2e

Dans Dp r _ 2 0 (s). O ù  C (p, e) est une constante dépendante seulement de p et e.

Pre u v e . Grâce au lemme 3, les coefficients (/),(t) ont des estimations
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I n(t) I C o (p)[es(t)In]n ;

D'autre part, on a, par l'inégalité de Cauchy,

1L(t)I 5 Cf(P, g)11r — g)";
On a alors:

(n+ m)! E n (t ) . fn + m (t »e n
n,m

te  B .

te.B p .

« C o (p)C f (p, E) (n +m)!  q ( t ) / ) n  ( r _ on+.-4 - n!m!n,m

1 (n + m)! =C (p)C  f (p, g) E n ! in n !(e s ( t) In )n ix im
1=0 (r — 0

1
 n +

E
m „,-1

1 (n+ m )! 
C4,(P)C f(P, g)C(1), g)( r

 —
e) '

to m ! (s ( t)+ g ) n ixlm
i =0 

=C o (p)C 1 (p, 8)c(P, e) Aus(t)+,+ixi)/(r— e)]'

r—E •=C o (p)C f (p, E)C(p, r — s(t)— x —2s " ( t  X) E Dpr— 2E• C. Q. F. D.

Définition 5. Soit d)(t, E H N (B p o  X C) d'ordre 1 et de type s(t) uniformément
sur tout compact dans B 0 . Un opérateur différentiel linéaire d'ordre infini 41(t, Ox)
opérant à  f (t, x) E H N (B p o  X B r )  avec r> s(0) est défini par:

4)(t, Ox)f  (t, x )= E  
( m +

t
n ) !  

 4)„(t)f„+„,(t)xm.

Remarque. Au cas général de dimension d , on remplace ordre 1  par ordre
(1,—, 1).

Compte tenu du lemme 4, nous avons:

Lemme 5. L 'opérateur dif f érentiel linéaire d'ordre inf ini 0(t, ax ) est bien
défini et il applique HN(B p o x B r ) à HN(D p o p.). Et pour un opérateur dif férentiel
linéaire L(t, ê ,  ax) a coefficients de H(Bp .) , le produit L (t, l3 ,ax)01t, ax) est aussi
un opérateur dif férentiel linéaire d'ordre inf ini défi a i par L (t, at, )0(t,

L a suite de la dém onstration du théorèm e 1. Ayant ainsi préparé, revenons
à  (*). 5  étant déjà donné, appliquons [II] avec e et P72 donnés. Il existe alors
un p  (p  <P/2 ). Soient (5 et 8(O<S< p, 0<3e< il) donnés. (*) s'écrit:

N
-X) =  E fic i(t3 x ) ' j k ( X ) ±  E E 0.,((, x ) F n , h(X )

(jk)GA. n=0 h=1

et l'on a d'après [II],

C exP (810 ;  t Bs ,e  C

I Ciiij t ,  Dl 5 exp (el 1); t e /36 a v e c  u n  S< 3/2.
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On a d'autre part 41 .0 ,(x) E H(B ()) et F„,h (x) e H(8 0 )  et en choisissant T (3 -G T  fi)
on a:

I4ik(x)1 C (8 ) ; x e

n,h(x)I C e t ,  O IT "; x E

Alors grâce au lemme 4, on a avec une constante C > 0

jk ,l(t, ax)J)jk(X )<<C fi j 5
3e 1x1 ;  t e  .136

a x )F ,, ,h (X )« C (IT )"  5 3e
 E  1x1 t  E B,

Ceci montre que U(t, x) est bien défini par une série ayant la majorante convergeante.
Il est maintenant aisé de vérifier que U(t, x) est une solution du (PC) pour les données
F(t, x), Oi k (x) ((jk) E A). C. Q. F. D.

4 .  Résultats sémi-globaux

Rappelons que s ( t)  est une fonction continue à  valeur réelle et non négative
définie dans Bp 0  e t que D p r (s)= {(t, x); i l  < p, 1x1 S(t)< r} , Soit D,.(s)= { t; Itl < p,
s(t)<r}.

Théorème 2. S oient p, r (0<  p<  po , 0 < r) f ix és. S ous l'hy pothèse [H ]  les
énoncés suivants sont équivalents.
[I] L e (PC) est bien posé au sens suiv ant: Pour toutes les données F(t, x)E
HN(Bp  x Br ), ctli k (x) e H (B ) ( ( jk )e  A ), il ex iste une et une seule solution U(t, x) du
(PC): U(t, x) E HN(Dp r (s))
[II] Le (PC) 4 est bien posé au sens suivant: Pour toutes les données F(t)EHN(B p ),
djk e C ( ( jk )e  A ), il ex iste une et une seule solution C (t, 0  du (PC) 4 : C (t, )e H N  •
(En r (s)x  C ) telle que, pour tous (5>0 et E> 0, il existe des 3 >0 et C>0 tels que

IC(t, ) 15 C[IIFIIBp_-i + (1c i c A l ) jk l] exP ( 0 (0 +  0 01 

pour tout (t, e D _ 75r _, x C.

Remarque. Au cas général de dimension d, r sera replacé par (r 1 ,..., r d) (r i > 0),
d

Br  par Br , x • • x B r a  et (s(t)+8)Il par E (s,(t)i=1 +8)1G.

La démonstration de ce théorème est tout à fait pareille à celle du théorème 1.
En effet, on voit par le théorème du graphe fermé que, si le (PC) est bien posé au
sens [I] du théorème 2, alors l'application T:

(F(t, x), O i k ( x ) ) ( j k ) E A E  HN(Bp  x Br) x HI A 1(B,.) U(t, x) e HN(Dp ,.(s))

est continue. Ainsi on a le lemme suivant.

Lemme 6. S i le (PC) est bien posé au sens [I] du théorèm e 2 , alors la so-
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lu tion  U (t, x , du (PC ) pour les données F(t, x, )= F(t)exP (x), C a x ,
Ofic exP (xO où F(t)e HN(B p ) et Of , E C ((jk)E A ), elle est de la forme:

U(t, x, )=  f l ( t ,  ) e x p  (x )

où C (t, 0  est l'unique solution du (PC) 4 pour les données F(t), 0 ; ,( ( jk )E  A): Û(t,
E H N (D p r (S) X C), et telle que l'on a, pour tous (5> 0, E>0 donnés:

IIU(•,• C[II F( • , • B p  -  X  B , E 1195JA • , 011B,_-A(jk)eA.

avec de certaines constantes 3>o et C>0.

Pour montrer il suffit d'appliquer le lemme 6, et pour montrer
[I], on applique le lemme 4.

Soient p > l, q > 1 , + -1-q -• = 1 .  Soit s*(0= [p'/Pql/qs(t)'/P]q

Théorème 3. S oient p , r  (0<  p<  p o , 0 < r) f ix és. S ous l'hy pothèse [H ] les
énoncés suivants sont équivalents.
[I] L e (PC) est bien posé au sens suiv ant: pour toutes les données F(x, x) e
HN(Bp  x C), d'ordre q  et de ty pe r  uniform ém ent sur tout com pact dans B p , et
C ,(x ) ((jk ) E A ) fonctions entières d'ordre q  et de type r ,  il existe une et une seule
s o lu t io n  d u  (P C ): U(t, x)e HN(D p° ,.- i ( s* )x  C ) d 'o rd re  q  e t  d e  t y p e  r1[1—
(rs*(0)P/q1q/P uniformément sur tout compact de Dp° ,-,(s* ).
[II] Le (PC) 4 est bien posé au sens suivant: pour toutes les donnés F(t)E H N (B , ) ,

(Pik E C ((jk) e A ), il existe une et une seule solution  Û (t,d u  ( P C ) 4 ; C (t, )E  H N (B p

X C ) telle que, pour tous 6> 0  et E>0 donnés, il ex iste des 3>o et C > 0 tels que
l'on ait pour tous t E 1);;_ a r -i_ 6 (s* ) e t  e C:

Qt, )1=< C[11F11.9,-- -;+ ( i c A  14) jkl] exP 440+ EWI P).

Remarque. Au cas général de dimension d, p , q , r , s* (t)  seront remplacés par

P d ) , (q 1 ,... , q d ) ,  ( r 1 , . . . ,  rd), ( s t ( t ) , . . . ,  s : (0 ) : ql  = 1  s t ( t )= (p liP ,q11q,s i •

(t)'/P ,) , ( i = 1 , . . . ,  d )  e t  r/(1—(rs*(t))P/q)q/P p a r  (r i /(1—(r 1 l(t))P1/q1)q1/P1,..., r d /

( 1  —  r d s :( 0 ) P . / q d ) q d / P d ) .

Soit k(t) une fonction de même espèce que s(t). Soit Gk l'ensemble de toutes
les fonctions f(t, x)e H (D '?„.-i(k)x C )  d 'o rd re  q  e t  d e  ty p e  r/(1 —(rk (t))P/q)q/P
uniformément sur tout compact de D;71,-.1(k). Soient, pour f e  Gk:

h ( f ) = Sup I f (t, x)I exp — ( r  + -1
1
-71-)Ix q/(1 — (rk (t)) ei ) ;41

te.1)(,;_U._x E

(n= 1 , 2,...)

On voit aisément le lemme suivant.

Lemme 7. G, est un espace de F re ch e t  avec une suite de normes {h1;,),n=1,2,... •

Tout pareillement au lemme 6 on a
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Lemme 8. Si le (PC) est bien posé au sens [I] du théorème 3, alors la solution
U(t, x , 0  du (PC) pour les données F(t, x, 0=F(t)exp (x ) , 4 ) . 0 ,  e x p  ( x )
((jk )e A) où F(t) e HN(B p ) et (ki k E C, elle est de la forme: U(t, x, )=Û (t,  e x p  ( x )
où Û(t, e s t  l 'u n iq u e  so lu tio n  d u  (PC) 4 pour les données F (t) e t cki k  ((jk ) E A):
C(t, E HN (Bp (S * ) X  C ) et telle que l'on ait, pour tout n donné,

N O 0E  V U .)  C I  E  h„,(FJ ) +  E  ha i k)] m mo
j= 1J = 1 (jk)€.4

O
avec un mo et C > O. Où li n = hi,̀, pour k(t)=s*(t) et hn =1.11„ pour k(t)=0.

Par un clacul élémentaire on a

Lemme 9.
1 1 1

Sup iexp alx1q)1=exp ((li/piqia0P) (a > 0) .
x C

Dém onstration du théorèm e 3. Montrons Soient F(t)e HN(B p )
et cki k  e C ((jk) e A ) données. Grâce au lemme 8, pour tout entier n, il existe de
certains entiers m„ et C„ > 0 tels que l'on ait

N O
E Cn[ E  h„,(Fi ) +  E  h .(0 1 )] On mo) •
j=1 j=1 (jk)ey1

Calculons h n ( U i ) ;

h„(Ui ) — Sup
X E C

(e)

D'après le lemme 9 on a:

C exp (x  _ (r + )1xi‘ 1[1 (rs*(t))124]5i)

= Sup 10 1 r  \Ptqi
); 0 ,  )lexp[

_ i(s*) ( 1 y/ qp qP iq (t e D  r  + --171r + - 1
n

n r  n

Ainsi on a, pour tous te D(p) _11_1(s*), e C, m  ..m„ et ri 1:

I C;(t, +  E  ICk11 exP (AI P)j=1 m (ik).A

oh

P
r A = ( 1  ) q s (t)+

"

1( 1
r +—

Pq (1—F—L)Pig ( 1 - 1 - 1 1n ) " )n m 

Choisissons alors, pour tous (5>0 et s>0 donnés, un n suffisamment grand tel que
l'on ait pour tout t e D _ b _i_6 (s*):

A s (t )+ s .

Alors on a l'inéglité voulu avec 5= 1/m„ et C= C„.
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Lemme 1 0 . S oient 4)(t, )e H(D?„-i(s*)x  C) telle que l'on ait avec une con-
stante C0 (5, s) pour choques 5> 0 et E>0 donnés:

14(t, ) j ...< C0 (5, E) exp ((s(t)+0110; t e e C.

et f(t, x)e H(B p x  C) telle que l'on ait, avec une constante CA S , E) pour choques
5>O et E>0 donnés:

If (t, x)I C e)ex p((r+e)lx lq) t E Bp _6 , X E C.

A lors on a avec une constante C(s);

(n + m)! 
E

m,n ••
0,.(t)f ,H-m(t)xm„,,

• 
,
•

1 «C 0 (5, OC e )C (5 ) _ p(s(t)+2e)(q(r+2E))Plq

r+2s 
[1— p(s(t)+2s)(q(r + 2E))P I q]al p )"/  lx 1 "

et cette série-là est de H(En,.-i(s*)x C), d'ordre q  et de  ty pe  r1(1—(rs*(t))Plq)qIP
uniformément sur tout compact de In r _i(s*).

Preuv e . D'aprés le lemme 3, on a:
00

0(t, )«c d,(6, 8) nE0 (eP(s(t)+ 8)Inn iP le j ; t _6(s*),e  C.

et

f (t, x )«  C(5, E) (eq(r + E)In)" I qlx ; t  E  Bp _6, e C.
n=0

Et l'on a la majoration:

m,n m,n
E 0 „(t) f ,i± m (t)x m « c o o , e) E  ( n + m ) !(n+ m )! 

in!

x (ep(s(t)+ n)n I P(eq(r + e)/(n + m)) ( "+"01 qlxim

«C 0 (5, E)C AS, E [ q ( r + o r / q ( - ) m i g ixin,

m0=

x E [
( n + m ) !   (p(s(t)+ E)(q(r + e)) 111)̂ 1P

n=0 n!m!
1 1

e
 ) \ /

n + m ) q( n K e ) 7 ( m ! ( ) m) - qn+m

«C 0 (5, E)C f (5, E)C(E)
m o

 q(r +2E)PII<Ter i r  q

= IxIm

111p

n=0 
[ ( u

n
4

!
.: ? !   (p(s(t)+ s)(q(r + 20)P R O nx
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Remarquons que, pour a>1  donné, il existe un entier flic, tel que, pour tous m, n
(n + m)! (n > m2 , m .in , c), on ait n  l m !4 , P r  an. Alors, pour tous m> m„ et y (ay < 1),

on a:

(n+ m)!
n'to n ! m !  Y" ) 5(1+ 4 \I—ir) (". (ri + m )!) 1 I p

n!m! Yn

— (n+ m)!2 m+1
< ( 1 + 4 V 7 C ) M q  2_,

=0 n ! m !  
y =(1+4 )m(1— y) P

n 

<C(a)(1 — Qu'Y - on-1- 0 1 P avec une certaine constante C(a).

La même estimation pour m mŒ étant claire, on a:

(n+ m)! 
E  m !

O n (t ) f „ + m (t )1 X lm
n,m

C(a) « C o (6, e)C1 (6, E)C(s) (1— ap(s(t)+26)(q(r+28 )) P I W I P

x n
eq r+28 

(1—  ap(s(t)+2e)(q(r +2))piqyupi n i q lxi n

C'est l'inégalité voulue. Et le reste du lemme 10 est clair grâce au lemme 3.
C. Q. F. D.

L a su ite  d e  la d é m o n stratio n  d u  th é o rè m e  3. M ontrons a lo rs [III—*[I].
Grâce au lemme 10, on sait que 4)(t, x ) f (t, x) est de H(1),._,(s*) x C), d'ordre 1 et
de type r/[1—(rs*(t))Piqq/P uniformément sur tout compact de M r - i(s*) pourvu
que l'on ait rs* (0 )< 1 . Il suffit donc de procéder pareillement  à  la démonstration
du théorème 1, mais cette fois par l'application du lemme 10 au lieu du lemme 4.

C. Q. F. D.

5 . Application I.

Dans cette section nous envisageons un problème de Cauchy:

[011— A (t, )]u(t, x)=F(t, x)
(PC)

U(0, x)= 0(x)

pour les données F(t, x ), /4 0  toutes holomorphes au voisinage de l'origine. Où
A (t, 0„)=(a i i (t, Rem arquons que l'hypothèse [H ]  y  est satisfaite.
Nous allons faire des estimations de la solution du (P C ) et comme application des
théorèmes précedents, nous en obtiendrons des résultats voulus sur le (PC).

Définition 6 . N ous appelons le  poids form el de 0,1— A(t, Ox )  o u  d e  at i —
A (t, 0 le nombre rationnel p défini par:

1 sp =  Sup Sup Sup — E ordre a i ,„( 0 0 (t,
s=1...,N rz;permutations S 4

de{ii,...,is}
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où ordre a(t, pour a(t, est convenu d'être — oo et que — oo +a= — co pour
tout a E R.

Alors grâce au lemme de Voleviè [10], [3], on a

Lemme 1 1 .  Soit 0 le poids form el de  8 t1 — A(t, ax ). A lors il ex iste un
système de nombres rationnels 2 = tel que l'on ait:

ordre ai i (t, ti — ti + p; j ,  j=1,..., N.

Définition 6-bis. Nous appelons ce système de nombre rationnels 2=  fti lr_ i

un système admissible et A(t, ax )=(a(t, ax )),,; =, ,.. N  ou A(t,............................... ,,,,,
la partie principale de A(t, ex )  o u  A(t, respectivement où dip , sont les
parties homoègnes d'ordre t1 —t i + p de ai i (t,

Remarque. (t, )  dépend du choix de 2, mais bien qu'il y ait la diversité au
choix de 2, le dét A(t, et la valeur propre de A(t, sont déterminés indépendam-
ment du choix de 2.

Nous commençons par l'estimation canonique mais moins précise.

Proposition 1. S oit p>0 le poids form el de atI—A(t, A lors on a l'esti-
mation majorante suivante sur la solution  Û (t,d u  (PC) 4 :

Pour tout p>0 donné, il existe des constantes C et K telles que l'on ait:

10 (t, )15C[11 111.9,+10 1] exp(KIIP).

D ém onstration. S o ien t = un système admissible et A(t, la partie
principale de A(t, Soit

D(II ; T)=diag

Et posons:

U l( t ,  ) =D(gi; T)Û(t,

Alors on a

[0,I — Al(t, )]U '(t , )=  F i(t, = D(g1; T)F(t)

U1(0, )= D(11; T)P

où Al(t, ..... N  satisfait avec une constante K o

la (t, )15/( 0gI P ; ItI5p , e C.

Soit, pour to (ito l =1) fixé,

E(r; t 0 , ) =  E
i

1 UXrt o , 0 2 ; r  ER +
=

Alors on a
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0,E(r; t o , E 2 Re (U )(rt o , E t0 a.4(rt o , ) U ( r t o ,
J=1 k=1

2 Re (U l(rt o , ) t 0 .F)(rt0 , ) )
J=1

<2(K 0 NIV' +1)E(r; t o , 1FXrt0, 012

=1

Par conséquent on a, pour

E(r; t o , ) 5  [E0D; to , + r Sup FXrto, 0 2 ] eXP (2 (NK0 + 1)0
j= 1 r• f)

Et revenant à Û(t,on a avec une constante k,

10 (t, )1 . N1W[11F11.13,+ 10 I] exP ((NKogI P +1)r) C.

La proposition 1 est alors claire. C. Q. F. D.

Pour obtenir l'estimation plus précise, il faut envisager ti(t, de plus près.
Soient Ai(t, (i =1,..., N) les valeurs propres de 40, Elles sont continues en
(t, et, o  e C étant fixé, elles sont des fonctions en t à singularité au plus algébrique:
Au voisinage de chaque point to , il existe un entier k tel que 2i(t0 +sk, ()) sont holo-
morphes en s au voisinage de l'origine. Elles sont aussi homogènes d'ordre p:
21(t, C4)=CP)i(t, 4) ( E C).

Lemme 12. G  e t t , étant f ix és, il ex iste un v oisinage de to : {t; — t o l<c},
un  en tie r k, e t d e s  m atric e s  P(t)= (p u (t)), J r _i ,...,,,, e t  B(t)=(b i i (t)) i ,J = , ..... N  tels
que pi j  (t 0 + sk) et b u  (t o +sk) soient holom orphes dans {s; 'si

<
o-- 1 1 k

}, que dét P(t)
00 dans {t; It— to i <0-}, que  bi i (t)= Ai(t, ()), 1 4 ( t ) = 0  ( i> i )  (I, =1,..., N), et que
P(t)À(t, 0)P -1 ( ( )= B(t).

Pre u v e . Montrons-le pour to  = O. Soit, pour la simplicité de l'écriture, 2(0
une des valeurs propres Ai(t, de if(t, e t  f ( t )  le vecteur propre correspondant

2(t). On peut choisir f (t) en sorte que fi(sk) soient, avec un entier k, holomorphse
dans {s; Isi < 01.1k

}  et que f (00 0 dans {t t  < o-} . En effet f i(t) satisfont:

J=1 (
2 (t)(5ii —0 ) ) . f i ( t ) = 0 N)

o ù  6i ;  e s t  l e  .5 de K ronecker. O r so it m  le  rang de la  m atrice (2(t)(5,1 -
(40, N  au sens suivant: les mineurs d'ordre plus grand que m sont
identiquement nuls et il existe un mineur d'ordre m non identiquement nul. On
peut supposer sans perdre la généralité que 1 m N - 1 .  Soit q le minimum de
l'ordre de zéro à l'origine des mineurs d'ordre m en fonction holomorphe de s
(t=sk avec un entier k). On peut supposer sans perdre la généralité :

dét (2(sk)(5,i  — 13)/i,.t=  sq h(s) (h(0) 0 0).

Il suffit alors de résoudre les équations :
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J 1

 CA(t)(5 -6,,(sk, o)14(0=
=

P(t)(5i; — u(s k ( i = n i )

par donner f i (t) (j=m +1,..., N ) convenablement.
f  (t) n'étant pas nul, on peut supposer f ,(t) O. P o so n s:

f 1 (t)

Pi( t)= 1 0

f N (t)

•

.•0 1 /

Alors on a:

.1(t) * ••• *

P,(t)A (t, W P 1 (t) . - 1  =O A i (t)

On voit alors aisément le lemme par récurrence sur l'ordre de matrices. C. Q. F. D.

Théorème 4. S oit p>0 l'ordre  f orm el de  a,' — A(t, La solution CIO,
du (PC) 4 a l'estimation majorante suivante: pour 0< p < p o et c> 0 donnés, il existe
une constante C>0 telle que l'on ait:

le(t, )1-5c[11F1113,+101]exp((s(t)+8)110; c

où s(t)= Sup f  S u p  {Re (t o ).i(sto , 0}ds; rto  (1 t 0 1=1)
1401=1 O i=1 ,. . . ,N

Remarque. Quand F(t)=0, s(t) peut être remplacée par At):

( t)= Sup S u p  Re (t o À,(sto , 0 ))ds; t = r t o  ( 1 t 0 1=1)
i401-1 o i = l  ..... N

Remarque. Au cas général de dimension d, s(t) e t 3(0 seront remplacées par
(s,(t),..., s„(t)) e t (31(t),..., gd (t)) qui satisfont respectivement, pour tout

e Cd,

f S u p  {Re (/04s/o , O l d s si(t) ; t = rt o  ( 1 t 0 1=1)
o i =1 ,...,N 1=1

S u p  Re (t0)i(s/ci, ))ds i(t)I GP ; t = rt o  (1 t 0 1= 1)
o i=i .... N......................................................... 1=1

d
et (s(t)+ O P sera remplacé par E  (s iw -F E )i1 P .

i=1

Dém onstration. Nous montrons cette estimation d'abord pour p suffisamment
petit. S o ie n t  t = {t1} 1 un  systèm e adm issib le  e t A (t,   la
partie principale de A(t, Soit:

LIqt, ) = D ( .  T)0(t,

Alors on a:
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[0,/— A.1( t ,  ) ]U 1(t, T)F(t)

où /11(t, D (II, 0A (i,

B ( t ,  ) a v e c  u n
= liP[2 :1( t   1 h> 0 .

Fixons un 4 (l41= 1 ) et soit P(t) la matrice obtenue par le lemme 12 pour ce
4  et to =0 (Iti <p ) Et posons:

U2(t, ) =P ( t ) I P ( t ,

Alors on a:

[M — A 2(t, )][12(t, )=P(t)D(II, OF(t)

où A 2 (t, )=P(t)A l( t, )P(t) - 1 +P(t)a 1P(t) - 1  .

Or grâce au choix de P(t), on.a

P(t)2 i( t , 0 )P( i) - 1 = 

( 21( t)

et P(00,13(0-1=t-6Q(t)= re(q 1 i(t)) i d = 1  ..... N

où (',■ o- <1 et que q u (sk) sont holomorphes en s pour un entier k.
Soit:

D ,=diag [1, (5N-1]

et posons:

U (  t ,  = D,  U 2 ( t, .

Alors on a:

[ 3J - A 3 ( t ,  )]u3(t, )=D,P(t)D(II, -te(t)

oùA 3 ( t ,  ) = 1 ) , 4 2 ( t ,  orril

 

+ B 1 t
'  

 + B2 ( t, + B3 (t, ) ]

   

oùB  1( t, r)=  D, P(t)A (t, )P( t) -- ' Di 1 —

     

—(b'
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est telle que

0 _oci j (t)(5
Bi (t, 4 ) = ( •0 0

et que B2(t, )=11'/D6P(t)B(t, )1) (t) -- Di t =- (MO, 0)i,i=1,...,N

B3(t, )=11 - Pt- r11)6 ■2(t)Dil=(1)(t,

e> 0 étant donné, nous choisissons d'abord  i> 00 en sorte que l'on ait:

Itl p, j=1,..., N

Et (5 etant fixé une fois choisi, nous choisissons y>0  tel que

Nous choisissons finalement R o de façon que l'on ait:

)15 6/6PN;

IbUt, 8131,11; I t p, gl >=Ro,

où

Ainsi on a:

L=191-61(1-0).

O1(tA3 (t, = WPE + (c o (t, ) + )) 1, J=1 ....
0

11N(t' 11)

où Ic1(t, )1 5 813PN; 4 1< Y ' 11 Ro, j=1,..., NIti 5 P ' 01

140, OI 543LN; Iti 5 P ' 41<Y' 11 Ro, j =1,..., N.

Fixons un to (Ito l =1) et posons:

G ( r ,  ) = 13$61' ( i ) D ( i l , T ) F ( 1.
)1(=,(0

g r ,  )=  ii  1 1U?(rto, 012

Alors on a:

ar E (r , )= g P [ ii i. Re (to A i(rt o ,  U(rto, )1 2

+ Re (t o cik t o . )ti.1(rt0,i,J=1
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+r - '7 E  Re ( t r 'd i i (rt o , )(R (tro, )(-J .
3;(r(0 , ))1

+2 Re (U?(rt o , 0G i( r, ) )
i=1

2WP[ Sup Re ( t o /l i (rt o ,  1 ) ) E ( r ,  ) + 3
8
19 E(r, + 1 . - 6

3
8
L E(r,

+ .1%1[ 2
N

1
p
P 6  E ( r ,  ) + 2311\fiPpe1 G ( r ,  ) 1 2 ]

N  Re ( t o /i i (rt o ,  1 ) ) +  4- 31 r el E(r,

2IV 'E i=i i
+  3 N 2 P 1 G  ( r  ) 1 2 -

Donc par l'intégrer de 0 à  r (0 p), on a:

E(r, )exP ( 2 I1P( f r
o A (s)ds+c))

23 NW2PPE Jr IG i(s 
0i 2 exP (21V' fr

0
s A(T)C1T)dS

où A (r) est telle que

i. . . .  N  Re (t o .l.i(rt o ,  A (r).

Si l'on a la positivité de A (r) (qui n'est pas d'ailleurs nécéssaire au cas où G (r, 0=0),
on a:

E(r, )51.E(0, 0+ 3
2

N
g

2
1f,e2 ssu1 G i ( s ,  0121 exP (2I1P(f r

o A (s)ds+e))

Revenant à Or(t, et compte tenu de la définition de s(t), on a, avec de certaine
constantes C et k,

Br+I(1(O9 )11 exP ((s(()+8)WP)

t =rt o , < y ,  1 Ro .

Cette estimation est évidemment uniforme au choix de to ( t 0 1=1). Il existe donc
une certaine constante C telle que l'on ait:

I C(t ,  )1 C[11F11 B . + (3 , )1] eXP ((S(0+ ;

ItI ^ r < p , 

Par l'application du théorème de Borel-Lebesgue, on a une certaine constante C
telle que
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10 (t, )1_5 c[IIFII 8, + Û (0 , ) 1] exp ((s(t)+B )IP); Iti <  r < p, e e C.

Ainsi quand p est suffisamment petit on a eu l'estimation.
Si l'on procède à  la même façon autour de to (Ito l < p < po ) au lieu de l'origine,

on a, avec de certaine constantes C et y> 0, :

[7 (t, c[11F11,3,+ lu(to, ) 1] exp ((s(t)—s(t0 ))+ ;

It—to l C.

Donc grâce encore au théorème de Borel-Lebesgue on a le résultat voulu. C .  Q. F. D.

Théorème 5. Soit p>0 le poids formel de a,' — A(t, Supposons ou' il existe
une fonction continue c(r) telle que l'on ait, avec de certaines to  (Ito1= 0 ), 4 (141= 1),
k (k 0 ), m  (m  1), r (0  <r o 1 )  et C o (C, > 0),:

Re (t 0 ,1i (rt o , 0 )) c ( r )> O ;  0 i =1,..., m

Re (t 0 ) ( r t 0 , ,„ )) c(r)— Co rk ; 0  < r i=m+1,..., N

alors, pour tout  c > 0 donné, il existe une solution if)(t, de [at i — A(t, 0]0(t, ) =0
telle que l'on ait, avec une certaine constante C>0:

e(rto, U0)1-"- CI Cg Uo)lexp ((f o
r c(s)ds— e)CP); 0 - r -5. ro •

Dém onstration. Reprenons l'écriture précédente. On a:

[ô I —A3(t, U0)1u3 (t, U0)=0

Ai(t 6c-
A3 (t, CU =  ( P [ j + B2 (t, CC0 ) + B3 (t, C4)]

0
N (', 4 )

Soit Ek=diag [1, t-01-1)9

Et posons:

U4 (r, )=E k U3 (t, C4)•
Alors on a:

[01I—A4(t, U 4 ( t , 0= 0

on 2 1(t , 1:) ) . .

.44 0, ()=CP[ + C  (t, C )+ C 2 ( t ,  C) -1- C 3 ( t ,  C)]
0

.2N(t, 4)

où Cl(t, C)=C - hE,D6 13(t)B(t, 0 )P(t) 'D  1 E 1

C2 (t, C)=C - P t'EkpaQ(ODVET, 1

C3 (t, = diag [0, — —(N —1)k].

Choisissons un B (0<0< Min fhlNk, plNk+1)) et en posant  r = 0 , nous

où



Problème de Cauchy analytique 295

considérons pour t: ro. Ecrivons A4(t, C):

ri(t, 4 ). . . 0  )
A 4 (t ,0 = C p [ ,1■1] •

0
AN(t CI)

Alors, étant donné un c> 0, nous pouvons choisir d'abord e t p u is  R o en sorte que
l'on a:

lei» ,  015_ 2 1
N Min {E, itik j=1,..., N .

Soit

E*(r, 0= t lU t(rto,
 0 1 2 _ i u t o o ,  012.

i= 1 i=m+1

Alors on a:

a,E*(r, 2CP(c(r)— N S u p le jt, 01)E*(r, C)

+2CP(C0rk —2N Sup lei (t, 01) Ut(rto, 012

i=m+1

2CP (c(r)—  irk)E*(r, C) r 0 , C R 0 .

Par l'intégrer de r4 à  r on a

E*(r, > E * ( r c, C) exp (2CP ( S r  c ( s ) d s  1 ) )
PC

pourvu que l'on ait:

E*(r‘ , C) 0.

Pour remplir celle-ci nous choisissons CO, par résoudre un problème homogène
de Cauchy (PC)4 à  données initiales, à  t = r t 0 , satisfaisantes aux conditions:

Ut(r4t0 ,  0 = 0 ; e R + , i= m + 1 ,... , N .

Ainsi on a avec de certaines constantes C > 0 et 1,

(4 )1 - C C I I0 (r4t05 0)1 eXP (C P (j . r
o c(s)ds —  1))

Compte tenu de la proposition 1 et reprenant C suffisamment grand si l'on a besoin,
on a l'inégalité voulue. C. Q. F. D.

Comme un corollaire direct, on a

Théorème 6. Soit p>0 le poids formel de 0,I — A(t, Si sa partie principale
A(t, n'est pas nilpotente, alors il existe des t, (t,00) et( 1 1 = l )  et une solution
e(t, de RI — A(t, NO(t, ) = 0 telle que l'on ait, avec des constantes  k > 0, C> 0,:
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IC(to, Co)l—>_C10(0, (■:1)1exP (IcCO; e R ±  .

D ém onstration. U ne des .1.,(t, )  n 'é ta n t p a s  identiquement nulle, il existe
alors un nombre rationnel 0 tel que l'on ait:

/11(t,

o ù  pi (sk, sont holomorphes pour un certain entier k et qu'il existe au moins un
io  te l que itio (0, O. Par l'hom ogénéité en  d e  i l  e x i s t e  u n  4  tel que
Re (i.tio (0 , 4 ) )> 0 . P ar rénuméroter, si l'on  a  beso in , le s Ai( t , 4 ) , on peut bien
supposer que l'on ait, avec des  5> O et m  1 ,

Re (it i (0, 4 ) )> 6 > 0  (i=1 ,..., m ), Re (it i(0, 4 ) )  0  (i = m + N).

Ainsi l'hypothèse au théorème 5 étant remplie, on a l'inégalité au théorème 6.
C. Q. F. D.

Par l'application des théorèmes aux sections précedentes on a

Théorème 7. Soit p>0 le poids forme de 0,I—A(t, x ) .  Si p<1, alors [I] au
théorème 2 est v rai av ec s (t )= 0 . S i p=1, alors [I] au théorèm e 2 est vrai avec
s(t) définie au théorème 4.
Si p> 1, alors [I] au théorèm e 3 est vrai avec s(t) définie au théorème 4.
Et si p>1 et que [I] au théorèm e 1 est v rai, alors la partie principale ;1(t, est
nilpotente.

Remarque. Si l'on considère le (PC) homogène (c'est-à-dire F(t, x)= 0) s(t)
peut etre remplacée par :§(t) définie à. la remarque après le théorème 4.

Remarque. A u cas sim ple où Sup Re (t 0 ).,(rt0 , W ) est réalisé par une seule

Ai(rt o , le théorème 5 nous montre que le théorème 7 donne un bonne limite à.
la propagation de la régularité (tant que l'on la measure à notre sens).

6 .  Application II

Dans cette section nous envisageons le problème de Cauchy pour une seule
équation fuchsienne.

(PC)

où oc;  sont des constantes et que ai (t, 0„) sont des opérateurs différentiels linéaires
à. coefficients holomorphes dans { t; t l  <p o }.

Soit p(A) le polynôme déterminant:

PO) =  —  1)—(2 — + 1) + (A — + 2)( x + + Œm •

j=1 1=1

0lt‘u(0, x)= O k(x); k=0, N — m-1.

l[tm e  +  i oc i tm- jaPT- i  +  i  a i (t, ax )tm+1 -  jaPT-  j

+ E Ox)Opr-i]u(t, x)=f (t, x)
f=m+1
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Le poids p est défini par:

1p =  S u p  ;  ordre a i (t,
J 4

Remarquons que si p  1, alors c'est une équation fuchsienne au sens de Bauendi-
Goulaouic [1].
Soient ai  (t, la partie homogène d'ordre pj de a i t ,  ) Ci = 1 , . . . ,  N ) .  Soient
des racines caractéristiques c'est-à-dire des racines de l'équation caractéristique:

tm . ( t ,  ) i ."1+ E .(t, =  0  (i = N)
j=1 J=.+1

Soit s(t)= Sup S u p  {Re (t°A i(rt°, (;), Oldr; t= rt°, It°1= 1, r= t i.
141=1 1=1 ..... N

Le problème de Cauchy (PC)4 est le suivant:

[tmo"+ cx.rn— W — i + E a (t ) tm + 1 - i0 1;1- .1
j=1 j=1

+ ai(t, )=f ( t)
i=m+1

awo, 0=0, ;  k =0 , N —  m-1.

Théorème 8. Pour un E > 0, il existe une constante positive C  telle que la so-
lution holomorphe du (PC) 4 ait l'estim ation:

N—m-1
10(t, 01 5 Cr E khi + Sur. If(01] exP (0(0+ 010'); lt p , e C.

k=0

Remarque. Au problème homogène de f =0 , s ( t)  peut être remplacée par

(t) = Sup S u p  Re ( t ° 2 i ( T t ° ,  0 ) c t r; t  = rt°, 1 0 1 = 1 ,  r= l t i141=1 0 i=1,...,N

Remarque. Au cas général de dimension d, s(t) sera remplacée par (s,(t),...,
Sa (t)) telles que

Sr 
S u p  {Re (t° (tt°, 0}c/T s1(t)Ii1P; t =  rt ° , 1 0 1 =1 , e C,

01=1,...,N i=1

et A t) par (§1(t),..., a (t)) telles que

d
S u p  Re (t°)„(rt°, E §i(01GP;oi=i ..... N 1=1

t = r t ° ,  1 0 1 = 1 ,  e e C .

D ém onstration. Posons, pour une solution 0(t, du (PC) ;

u i(t, ); i = 1, N

et U ( t ,  )= t (u l (t, uN(t,

Alors on a:

(PC)
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)=1 , 1( t ,  )U ( t , F(t)

où F(t)—  t(0,..., 0, f (t))

et 0 ......1 : ...... 0. ........ .. ... ..
.......... "• • .L 1 (t , 0 •••• — ••••::::: d . . . . .  . 1

—aN t - m••• —am + i t - m— (a„,t +a,n )t - m••• — (a i t +ot i )t - 1

Où a i (t, sont abrégées par a ;  pour la simplicité de l'écriture.
L'estimation de U(t, à. l'écart de l'origine est pareille à  celle au théorème 4.

Considérons donc au voisinage de l'origine. Soient a ; (t, )= )+c7;(t,

( j= 1 ,. . . ,  N ) que nous écrivons par abréviation a i =d i + di . Soient 6 = 1e tm + 1

D(II-Pt1-6)=diag [1, (1 1-Pt1-6)N-1].

Posons:

v(t,  )=D(gl - P0 - 6 )u(t,

Alors on a:

Otv(t, )= IIPt a
-

1 [1.2(t, )+ 1:2 (t, )]1/(t, )+(11 - - Pt 1 -
6 )N-

1F(t)

où
L 2 (1 ,

. . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . .  '  . 1

N t -m + N (1 -6 )1 1 -0 a m + it1 -6 (m 1 -1 )1 1 -p (m + l)

0

et 0
L 2(t, )=

clivt-m+N(1-6)11-PN.- — t1-15(m+1 )1 -p (m + 1 )

)
— (cim t -F a ) ( - 5 m li - Pm-:• — (a it+ o ti) t - N I - P

Les valeurs propres de L 2 ( t ,  ) ,  soient p i(t, )  ( i = 1 , . . . ,  N ) ,  sont homogènes
d'ordre 0 en et satisfont:

kii(t, gl-P t "  / 11(t, N ).

D'après le choix de 6, les éléments de la matrice L2 (t, sont des fonctions continues
qui admettent l'expension en série de Puiseux en t. Donc en posant t = sko avec un
entier 1(0 ,  ils sont des fonctions holomorphes en s. Par conséquent les valeurs
propres jt i (t, sont des fonctions continues en (t, et pour fixé, elles sont des
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fonctions à  singularité au plus algébrique  à  l'origine. E t d 'après le  lem m e 12,
pour (I0 = 1  fixé), il existe un -0> 0 et pour s> 0 donné en plus, il existe
une matrice P(t) aux éléments de fonctions continues  à singularité au plus algébrique

l'origine telle que dét P(0)=1 et que:

(1 1 1 (t V) ... )
P( t)L 2 ( t ,  ° ) P ( t ) - 1 =

cio(t) O)

où Sup <s/2.

Soit

( i i i( t , . )
P(t)L 2 (t, ) P ( t ) - 1 = 0)i,f =1,...,N

o • 

tiN(t,

Alors d'après la continuité, il existe un 5°>O tel que

Sup )1<e•

Soit W (t, )=P(t)V ( t ,
Alors on a:

( A,1(t, 0 . . . 0 )
0 , W ( t  ,  ) =[ +1113t(7-1(fli.i(t, ))i,J=1 ..... O W (i,

0 •
N(t ,

où

(flij (t , 1,...,N

=[(oc, j (t, ..... N+ P(t)L 2(t, O P(t)-1+11-Pt1-6Y (t)P(0-lita-a

G (t = (I 45\ N-1et P(t)F(t)

et que o- est un nombre rationnel tel que

0 < cr <Min (6, o-°)

où a° est un nombre rationnel, non négatif et tel que la singularité algébrique
l'origine des éléments de  Pr(t)P(t) - i  soient estimés par

Choisissons ici un nombre rationnel q en sorte que l'on ait:

• PL I
<q <Min6 6  1 +  a —  ' a ]

Alors, pour e> 0 donné, il existe un R > 0 tel que:

Sup )1 <  
(-c°) 2  N +  1 )  •

6
(

o -E  

e k 6° ,141 - . • r ° , 1 4 1 R
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Fixons alors un t° (Itl °  = 1) et considérons pour (t, t =rt ° , r T
c '

Posons:

E(r)-- i; I W i (rt°,

Alors pareillement  à  la démonstration du théorème 4 on a
t o

E(T 0 )<E(11 -
)  exp 2[f q

 i
S u p

,N
 {Re (t° i (rt°, 0ldr+-11P1.. 2

t o to
r+ G(vt° , )dr exp  2 [f S1 » vu p  {Re (t° Ai(rt° , 0} dr +

L q

Par le même procédé qu' à  la démonstration du théorème 4, on a:

lu(t)I <_C[E(1{- q)l 12 + Sup f ( t ) U exp [(s(t)+)11 P]; I

Considérons ensuite pour (t, ) ; t=rt° ,  0 <r<1 1 -1. Faisons un changement
de variable s= glqt et considérons en s. E n posant ii(s, le (PC)
s'écrit:

L°(s, as ) ii(s , )=L (s , Os ; O ii(s, )+ .j(s,

a p o ,

L°(s, as )=snials' + ai sm- jO ri
j=1

1(s , 0 ;  ) =  — I0 ' (m +  1 )—  'l i ni — m ) q  a '(W — S P Sm + 1 —

j=1

+ 10P-00-(m+1)a1(11-qs,i=m+1

gl (m -N )q

et (1
3
10

=
q k  O k •

Or on a:

Lemme 1 3 .  Il ex iste une constante C>0 telle que la solution du problèm e de
Cauchy

f  L°(s, 0 0)v(s)= g(s)

01,(v(0) = 0 j = 0 , N  —  m - 1

a l'estimation

v C 1S iuy• g(s)
o P

=où 1414=
m

 S u p  ism- P"Orly(s)1+S u p  la r i v(01.J=1 is pm +iisiPi

(PC)?

où
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S n
Preuv e . Soit g(s)— E g,,. S o i t  Mp = Sup 10 0 .

n = 0  n • Is l6P

pn!I pn, n = 0 ,  1 ,.. .

La solution v(s) est de la forme:

Alors on a:

v(s) = g,,
„,, (n + N — m)!p(n)

où p(),) est le polynôme déterminant.
Ainsi on a:

tn+N—m

n ! 
iv (s)= (n j — m)!p(n)

sn- F
n1 g„; m+1. N

n!
sm+1 - ja r iv (s )=  E

n=m — j

Compte tenu du fait qu'on a une certaine constante  C >0 telle que

n ! 1 
(n+j— m )!p (n ) (n—m+1)•••(n—m+j)

on a, pour 2,

1 107- j v (s)1 C [ f ) - Ec°+  1 1  A  ; 1
 +
<

1N(n— m+1)— (n— m+j)n=m

no

Isnr" —1E jv (s )1 5 C [p
n=m

1 
(n—m+1)•••(n—m+ j) + 1 1M P; p5rn

Or pour j=1, quand m =0, on a

ier  1 v(s)I =  j os 
g(t)dt 0 1 ,9; Is p

Pour m on a

s n+1 m=1 sn+1
r i a l :  1 1 ) ( S ) (n +1)! g " n; i  (n +1)! g  " p(m — 1) g ,,,-1

n = o

sn+1 1 ' 1 1+ E g,, [a ,  
n=m [ ( n + 1 — m ) ( 1 +  n+1—m nOE1( n  — 1 ) — ( n  —  m  +  1 ) )  n + l i

et donc (avec la notation générique  à  la constante C) on a:

(n + — m)! p(n) n!
tn+1

gn ;

Ismat'v(s)I g(t)dt c + nE= .  n 2  pM p +CM p _ CM p ;

En les réunissant, on a le résultat voulu. C. Q. F. D.

Revenant au problème de Cauchy  (P C ), remarquons que L(s, Os ; 0  est de
la forme:
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L(S, as; ) = ci(s, )sm+ 1— j a r i + ci(s,
j= 1

où

r=q— p(m +1)

et que

Ici ( s , )I 'M  (Isi _< 1) avec une constante M > O.

Donc la solution û(s, )  du (PC)  peut être construite, pour 11 suffisamment grand,
par l'approximation successive:

f
L°(s, es )uo (s, )= .j ( s ,  )

IO'scu0 (0 , )=O k( ) ; k =  0, 1,..., N —m-1

L°(s, as )un (s, )=1":(s, as ;  )u„_ 1( s ,  ){

oscu„(0, ) = 0 ;  k=0, 1,..., N  — m -1, n= 1, 2,...

et

)= E  u„(s, )=u 0 ( s ,  )d-w(s,
n=0

Soit v(s, la solution du problème de Cauchy

f L°(s, Os )v(s, )= .r(s,

Oïs‘v(0, 0=0;k = 0,N — m —  1  .

Alors on a:

N—m-1 sk
14 0(S , E  ( ) +v(s,k=0 k! k

Par les évaluer, on a

et

III w -5 ni t III un 111,-5 E (c11 — rm)"1 III uo III,

N—m-1
111110111 p k; 1401+ ISlup I f(s, )1]

s p

Donc on a:

N—m-1
II 17< E  lk ()1+  sup  I f(s,P = k=0

Revenant à  la variable t, celle-ci donne:
N—m-1

EW1 .-- -c11 2 q( N— ' ) E E sui) If(t)I]
k=0 I t H r

uo(s,

un(s,
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En combinant celle-ci avec l'inégalité précédente, on a le résultat voulu. C. Q. F. D.

Par combiner ce théorème 8 avec les théorèmes 2 et 3 on a le théorème suivant.

Théorème 9 .  S upposons que le poly nôm e déterm inant p(A) ne soit pas nul
pour .1=0, 1 , 2 ,....

S i p<1, alors [I] au théorème 2  est v rai avec s ( t )=0 . S i p=1, alors [I] au
théorème 2  est v rai av ec  s(t) déf inie au théorèm e 8. E t  s i  p > l ,  alors [I] au
théorème 3 est vrai avec s(t) définie au théorème 8.

D ém onstration. Il suffit de remarquer que l'hypothèse [H ] est satisfaite sous
l'hypothèse actuelle. C. Q. F. D.

Remarque. Au cas du problème de Cauchy homogène ( f =0 ) , 4 0  peut être
remplacée par 3(0 définie à  la remarque juste après le théorème 8.
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