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Une remarque sur le probleme de
Cauchy analytique

Par

Keiichiro KiITAGAWA*

1. Introduction

Il s’agit du probléme de Cauchy analytique au voisinage de I’origine de C4*!
pour un systéme d’équations différentielles linéaires aux dérivées partielles:

P(t, 6,, 0,)U(¢t, x)=F(t, x)
(PC) [

avec des données initiales sur I’hyperplan t=0.

Ou P(t, d,, 0,) est une N x N-matrice d’opérateurs différentiels linéaires aux dérivées
partielles a coefficients holomorphes d’une seule variable du *“‘temps’’ t.

Au cas ol les variables sont réelles, il est d’usage d’y associer un probléme de
Cauchy contenant un parameétre réel ¢:

P(1, 0, iU, §)=F(1)

avec des données initiales a 1’origine t=0.

(PC); l

Ou P(t, 0,, if) est une matrice d'opérateurs différentiels linéaires formée de P(t,
d,, 0,) par un remplacement de 0, par i£. La transformation de Fourier y est un
arbitre. Or au cas actuel ou les variables sont complexes, celle-ci ne peut plus jouer
son rdle, mais le probléme (PC), ou ¢ est un paramétre complexe, joue son plein role.
Par exemple, pour montrer le théoréme inverse de celui de Cauchy-Kowalevski au
cas ol les coefficients sont d’une seule variable ¢, professeur S. Mizohata [8] a en
effet montré la propriété suivante: “Pour que le (PC) pour une seule équation
différentielle linéaire ait une et une seule solution holomorphe au voisinage de
lorigine pour des données holomorphes, il faut que la solution du (PC), corre-
spondant ait une croissance d’ordre exponentiel en & quand & tends vers oo’’.

d

Une teste par des fonctions de la forme f(f)exp ( X x;£) est fondamentale & cette
i=1

démonstration.

La solution du (PC) pour F(t, x)=F(t) exp ( ._il x;&;) et des données de la forme
dexp(E x&) (e C) est de la forme: U(t, x, &)= 001, Oexp (£ x&) ot 0(t, §
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est la solution du (PC),. Ainsi une telle teste nous emmeéne du (PC) au (PC),.
Et ce qui nous améne du (PC), au (PC), c’est I'opérateur différentiel linéaire d’ordre
infini. On remqrquera alors que c’est “la transformation de Fourier-Borel de
I’opérateur de convolution”’ [5] [6] qui y joue un role d’un arbitre. C’est juste,
mais nous préférons ici la voie plus élémentaire sans demander secours a la trans-
formation de Fourier-Borel. Car, en présence du (PC), elle est plus simple et
adéquate.

Ainsi nous énoncerons, aux sections 3 et 4, trois sortes de correspondance entre
le (PC) et le (PC),: Au théoréme 1, nous énongons, en terme du (PC),, une condition
nécessaire et suffisante pour que le théoréme de Cauchy-Kowalevski subsiste pour
le (PC). Tandis que ce théoréme offre une version locale de cette correspondance,
nous donnons une version sémi-globale au théoréme 2 dans la catégorie de fonctions
holomorphes. Nous en donnons une autre au théoréme 3 dans la catégorie de
fonctions entiéres.

Pour appliquer ces trois théorémes, nous envisagerons, aux sections 5 et 6, le
probléme de Cauchy (PC), et en estimerons la solution: A la sections 5, nous en-
visageons un systeme d’équations (non dégénéré) d’ordre 1 par rapport & 9, Et
nous donnons au théoréme 4 I’estimation majornate et au théoréme 5 celle minorante
de solution du (PC),. Le théoréme 6, étant un corollaire du théoréme 5, donne,
grice au théoréme 1, une généralisation d’un résultat du professeur S. Mizohata
[8]. Comme application des théorémes 2 et 3, nous énongons le théoréme 7.
[7] Ceci donne un résultat a 1’étude de la propagation de régularité étudiée par
plusieurs auteurs. [2] [5] [9]. A la section 6, nous considérons une équations
fuchsienne au sens de Baouendi-Goulaouic [1]. Nous donnons une estimation
majorante de solution du (PC), au théoréme 8. Et par I’application des théorémes 2
et 3, nous énongons le théoréme 9. Ceci donne aussi un résultat a 1’étude de la
propagation de régularité. L’estimation minorante de solution du (PC), nous
semble assez délicate et c’est ouverte.

Pour la simplicité de 1’écriture, noun nous limitons au cas de dimension d=1.
Le cas général de dimension d sera remarqué aprés chaque énoncé.

2. Notations et hypothése

Soient P(t, 0,, ,) une N x N-matrice d’opérateurs différentiels linéaires aux
dérivées partielles & coefficients holomorphes d’une seule variable t au voisinage de
Porigine {t; |t|<po}, et P(t, 3,, £) la matrice d’opérateurs différentiels linéaires
obtenue par un remplacement formel de d, par un paramétre complexe .  Soit A
un sous-ensemble fini de {1, 2,..., N} x {0, 1, 2,...}.

Nous considérons les problémes de Cauchy:

P(t, 0,, 0,)U(t, x)=F(t, x)
anj(O, x)=¢jk(x); (jkyea

(PO

et
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P(1, 3, §)0(1, §)=F(1)

(PO
Pl 0,0, H=¢u: (jK)ea

pour les données F(t, x), F(t), ¢;(x) toutes holomorphes au voisinage de ’origine
et ¢;, nombres complexes.
Nous poserons I’hypothése suivante:

[H] L’unicité de solution holomorphe du (PC) est assurée.

Remarque. Ceite hypothése est remplie au cas générique ou I'unicité de
solution formelle du (PC) est assurée.

Nous désignons par H(Q) I’ensemble de fonctions holomorphes dans un domaine
Q et par B, le cercle de rayon r et de centre a I’origine. Nous posons, pour un

N N
vecteur U(t, x)="(U,(t, x),..., Un(t, x)), |U(t, x)|= Zl U, x)| et |Ulg= Zl
Sup U1, x)|.
9]

(t,x)e

3. Résultat local

Nous montrons le théoréme suivant.

Théoréeme 1. Sous I’hypothése [H] les énoncés suivants sont équivalents.

[I] Le (PC) est bien posé au sens de Cauchy-Kowalevski, c’est-a-dire qu’il existe
une et une seule solution holomorphe da I’origine pour toutes les données holomorphes
a lorigine.

[IT] Le(PC); est bien posé au sens suivent: Il existe, pour tous p>0 et ¢>0 donnés,
un p>0 tel que, pour toutes F(t)e H¥(B;) et ¢, € C ((jk) € A), il existe une et une
seule solution 0(1, &)e HM(B,x C) du (PC); et que, pour tout 6 (0<d<p) donné,
il existe des nombres 5 (0<8<p) et C>0 tels que I’on ait pour tout ;

10C-, O, SCLIFIp;+ 3 1¢ullexp (ElED).
(jI0ea

Remarque. Au cas général de dimension d, il suffit de remplacer &e C par

Guens E)E CHet [e] par 3 6.

Préparons quelques lemmes dont le premier est dii au profésseur S. Mizohata

[9]1.

Lemma 1 [S. Mizohata]. Si le (PC) est bien posé au sens de Cauchy-
Kowalevski, alors, pour tout p>0 donné, il existe un p>0 tel que, pour toute
F(t, x)e HY(B%) et ¢;(x)e H(B;) ((jk)€A), il existe une et une seule solution
U(1, x) e HN(B2) et que, pour tout >0 donné (0<5<p), il existe does nombres §
(0<8<p) et C>0 tels que 'on ait:

IUlIg=CLIFlgs+ 2 ldllp;s]
(jk)eA
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Preuve. Soit E,,={(F(t, x), ¢u(X)jnes: F(t, x) e H¥(B?), ¢ u(x) € H(B;)
((jk) € A), telles qu’il existe une et une seule solution U(t, x) du (PC) telle que U(t, x)
€ HN(B%/m) et ” U"B%/m g n}'

Il est alors aisé de voir:
i) En#8, i) \UE,=HYB)xH(B,)

iii) E,, sont fermés dans H¥(B%) x H!4I(B;)
iv) E,, sont des ensembles convexes et symmetriques.
Puisque HY(B3) x H4I(B;) est un espace de Frechet avec une suite de normes:

P((F(t, X), (X)) (jryen) = ”F”B:z;-;‘*‘ > I|¢jk”B'n—7‘_
(jk)eA

il existe, griace au théoréme de Baire, un E, , ayant un point intérieur. On choisit
alors po=1/my,. Quand on envisage 1’application T:

T’ (F(t, X), ¢jk(x))(jk)EA - U(t’ X)

on voit aisément que son graphe est fermé. Grace au théoréme du graphe fermé,
T est continue. Ce qui donne 1'inégalité au lemme 1. C.Q.F.D.

Lemme 2. Si le (PC) est bien posé au sens de Cauchy-Kowalevski, alors la
solution U(t, x, §) du (PC) pour les données F(t, x)=F(t) exp (x£), ¢;(x)=¢; exp
(x&)oit F(t)e HN(B;), ¢ € C((jk) € A), elle est de la forme:

u(t, x, &=0(1, &) exp (x¢)

ot U(t, &) est I'unique solution du (PC); pour les données F(t), ¢ ((jk)e A) et
O(t, &) e HYB, x C)

Preuve. Soit 7 un nombre complexe non nul.  Soient U(t, x, &) et U(t, x, E+1)
les solutions du (PC) pour les données F(t) exp (x¢), ¢ exp (x&) ((jk) € A) et F(1)

exp (x(§+n)), ¢xexp (x(&+n)) ((jk)€ A) respectivement. Alors #[U(z, x, E+n)—

UG, x, £)] est la solution du (PC) pour les données F(1) xR (X (€M) —exp (x¢)

_ n
i exp (x(£-+m) —exp (x¢) ((jk)e A). Or quand on fait tendre n vers zéro, ces

données tendent vers xF(f)exp(x{), x¢j exp(xf) ((jk)eA). Donc, grace au
lemme 1, —'11—[U(t, x, E+n)—U(t, x, £)] tends vers la solution V (¢, x, £) du (PC) pour

ces donnees-ci. Ceci veut dire que 3.U(t, x, {)=V(t, x, £) et par conséquent que
U(t, x, &) est entiére en &: U(t, x, £)e HY(B, x C).
Posons O(1, x, &)= U(t, x, &) exp (—x&). Alors on a:

8, 0(t, x, &) exp (x&)=0a,U(1, x, &)—EU(L, x, &).
11 est alors aisé de voir:

P(1, 9, 9 (0,01, x, &) exp (x£)=0
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oK, 0 (1, x, & exp(x8)) =0 =0 (jk)eA.
Gréice a I'unicité de solution du (PC), on a:
2,01, x, &) exp (x£)=0 donc 4,0(t, x, £)=0.

Ceci veut dire que O(t, x, £) est indépendante de x:

0@, &=0(, x, ).
On a ainsi:

ut, x, &)=0(1, &) exp (x§).

11 est maintenent facile de voir que U(t, ) est une solution du (PC); pour les données
F(t), ¢;((jke A): O(t, &) e HY(B,x C). S'il existe une autre solution W(z, &) du
(PC), pour ces données-ci, alors W(t, x, E)=W(t, &) exp (x&) est une solution du
(PC) pour les mémes données que celles de U(t, x, £). On en conclut, compte tenu
de I'unicité de solution du (PC), que W(t, &)= U(t, &). C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme 1. Supposons [I] au théoréme 1. Soient §>0

et ¢>0 donnés. Envisageons le (PC), pour les données F(t)e HV(B;), ¢ e C
((jk)e A). Alors, d’aprés le lemme 2, la solution unique 0(t, &) du (PC); est 0@, &
e H¥B, x C) et telle que U(t, x, & =0(1, &) exp (x¢) soit la solution du (PC) pour
les données F(t, x, £)=F(t) exp (x&), ¢ (x, &)=, exp (x&) ((jk) € A). Appliquons
I'inégalité au lemme 1 & U(, x, £). Ayant:

1UC-,-, DIz 10, O,

IFC-,-, Ol < IFlls; exp (3121

Iul-> Oz <1 ulexp (81€))

on a, pour tout & (0<d<p), avec des § (0<5<e) et C>0,
1o, €)||36§C[IIF|IB:,+U§M |41 exp (81¢])

SClIFlg+ 2 1dullexp(ell]).
(Jk)ed

Ceci montre [II] au théoréme 1.
Inversement supposons [II] au théoréme 1. Soient F(t, x)e HV(B3), ¢, (x) €
H™(B,) ((jk) € A) données:

F(t, x)= }jo F(x)tm.

Soient Ujk(t, &) ((jk) € A) les solutions du (PC), pour les données F(t)=0, ¢;=1
((ih)=(1'1<)), $in=0 ((th) #(jk)) ((1h) € A).

Soignt Ult, ©)=(0,...,0, U ,(t, &), 0,...,0) des N x N-matrices et &;(x)="(0,...,
0, ¢ ;1(x), 0,...,0) des N-vecteurs ((jk)eA). Soient 01, &) les solutions du
(PC); (h=1,...,N,n=0,1,2,..) pour les données F()='(0,..., 0, ’i", 0,...,0),
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¢4x=0 ((jk)eA). Soient fl,,(t, =01, &),..., 0%, &) des N x N-matrices
(n=0,1,..))

Nous voulons montrer par la suite que les opérateurs différentiels d’ordre
infini U,(1, 0,) et U (t, 8,) sont bien définis et que

®) Ut x)= 3 Oult, 0303+ 3, Ot 6)F()

étant aussi bien définie, donne une solution du (PC) pour les données F(t, x), ¢ ;(x)
((jk)€ A). Pour cela nous préparons quelques notions et lemmes.
Nous considérons les fonctions ¢(t, &) e H¥(B,, x C). Soient

B 0= 5 8,06 (1 O= 3 Y08
Définition 1. On dit que Y(z, &) majore ¢(¢, &) dans Q (QcBﬂo) sil’on a
1.0 =¥,(1); teQ, n=0,1,2,.,
et ’on la note ¢(t, &) <y (t, &).

Remarque. Au cas général de dimension d, on remplace n par un multi-indice
(ag,..., 05).

Soit s(#) une fonction continue a valeur réelle et non négative définie dans B, .

Définition 2. Une fonction ¢(t, £) e H¥(B,, x C) est dite d’ordre p et de type
s(t) uniformément sur tout compact dnas B, s’il existe, pour tous p et ¢ (0<p<p,,
¢>0) donnés, une constante positive C(p, ¢) telle que I’on ait:

l@(t, I<C(p, e) exp ((s() +e)I&l?); teB, CeC.

Remarque. Au cas général de dimension d, on remplace s(f) par un vecteur
d’éléments de cette nature (s(t),..., s41)), I'ordre p par ordre (py,..., py) et (s(t)+¢)-

67 par 3 (s() + o)l

Lemme 3. Pour qu’une fonction ¢(t, £)e H¥(B,,x C) soit d’ordre p et de

type s(t) uniformément sur tout compact dans B, , il faut et il suffit que, pour

tout >0, p (0<p<p,) donnés, il existe une constante C(p, €) telle que C(p, €) i
n=0
[ep(s(t)+¢)E[?/n]"/P majore §(t, &) dans B,

Preuve. Soit ¢(t, &) d’ordre p et de type s(¢) uniformément sur tout compact
dans B,,. Alors pour p et ¢ donnés, on a, avec une constante C(p, &),

lo(t, I =C(p, &) exp (s(1)+e)I¢l?); teB, <CeC.

* Alors on a pour tout r>0,

6D SClp, &) & exp () +e)r): teB,, n=0,1,2,...
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Nous choisissons r tel que ce deuxiéme membre prenne son minimum. Alors nous
avons:

n/p
ot

€B,, n=0,1,2,..

p?

19,012 Clo, )] 3 epls()+2)

o n/ .
Donc C(p, &) Y, l:% ep(s(t)+e)|é|":| ’ majore ¢(t, £) dans B,. Supposons cette
n=0

fois cette derniére-ci pour tous p<p, et ¢>0, et évaluons cette série-la. Soit ny=
[2Pep(s(t) +&)|E|P]1+1 (ou [ ] est le symbole de Gauss). Alors on a:

] 1 n/p no—1 © 1 n/p

2 [herso+ae|"sUE + £ 1] Feps)+alr]
< ([27ep(s(t) +&)I€IP1+1) exp ((s(1) +)I£17) +1
SC(e)exp ((s(t) +2¢)i¢lP); teB, (eC,

avec une certaine constante C(g).
Ainsi nous avons:

191, DI=Clp. C(e) exp (s(N+2e)[E[7); 1€ B, LeC

qui veut dire que ¢(t, &) est d’ordre p et de type s(¢) uniformément sur tout compact
dans B,,. C.Q.F.D.

Soit D, (s)={(t, x): [t|<p, |x|+s()<r}
Remarque. Au cas de dimension d, r sera remplacé par (ry,..., r,) et |x]|+s(t)<r
par |x;|+s(t)<r; (i=1,..., d).
Lemme 4. Soient ¢(t, &)= i ()t € H¥(B,, x C) ayant I’estimation:
n=0 |

1¢(t, DI = Cy(p) exp (s(DIE]); teB, (eC
avec une constante Cy(p) pour tout p<p, arbitrairement donné, et f(t, x)= i
n=0
f)x"e H¥(B,, x B,) (r>s(0)) ayant I'estimation:
If(t, )I=Cflp, €); (1, x)eB,xB,_,

avec une constante C(p, €) pour tous p<p, et §0<e<r). Alors, pour tous p<p,
et >0 (s(0)+2e<r), la série

=L G 0, e

est majorée par

C¢(p)Cf(P, G)C(Pa 8) r_s(t)r: |ex| —2¢

Dans D,,_,(s). Ou C (p, ¢) est une constante dépendante seulement de p et ¢.

Preuve. Grace au lemme 3, les coefficients ¢,(t) ont des estimations
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19D = Cylp) [es(r)[n]"; teB,.

D’autre part, on a, par I'inégalité de Cauchy,
£ (DISCLp, &)(r—e)"; teB,.
On a alors:
+
£ L G O )3

«Co(P)Cslp, ) T (n-l'-”rln') ni(es(t)/n)" = |x|),,+m

=Cyu(p)Cy(p, €) Ii (r—le)l 3 (n+m)!

e, niml n!(es(t)/n)"|x|m
= 'm!

§C¢(P)CI(P,8)C(;),£)’§O (r_ls)l s (ntm)!

n+m=1 nlm!

(s(0) + 0)"lxl"
= CYPICAp. YC(p, &) 3 [(5(1)+2+ |xD/(r—e)]

= C¢(p)Cf(p, £)C(p, s)ﬁ ; (L, x)e Dp,._zg. C.Q.F.D.

Définition 5. Soit ¢(t, £) e H¥(B,,x C) d’ordre 1 et de type s(f) uniformément
sur tout compact dans B,,. Un opérateur différentiel linéaire d’ordre infini ¢(t, 0,)
opérant a f(t, x)e H¥(B,, x B,) avec r>s(0) est défini par:

m+n
81, 0011, 0= = LD 6,07, (0
Remarque. Au cas général de dimension d, on remplace ordre 1 par ordre
(1,..., 1.
Compte tenu du lemme 4, nous avons:

Lemme 5. L’opérateur différentiel linéaire d’ordre infini ¢(t, 0,) est bien
défini et il applique H¥(B, x B,) @ HM(D,,). Et pour un opérateur différentiel
linéaire L(t, 0,, 0,) @ coefficients de H(B,)), le produit L(t, 0, ,0,)¢(t, 0,) est aussi
un opérateur différentiel linéaire d’ordre infini défini par L(t, 0,, E)P(t, &).

La suite de la démonstration du théoréme 1. Ayant ainsi préparé, revenons
a (). p étant déja donné, appliquons [II] avec ¢ et 5/2 donnés. Il existe alors
un p (p<p/2). Soient § et e(0<d<p, 0<3e<p) donnés. (*) s’écrit:

Ut )= 2 0t 806400+ 5 5 081 2F,(0)

et 'on a d’aprés [I1],
|004(t, OIS Cexp(elé); teB; ¢eC
|0k (1, &) C8"exp (el¢]); teB; avecun &< pf2.
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On a d’autre part ¢;(x)e H(B;) et F,,(x)e H(B;) et en choisissant T b<t<p)
ona:

l¢u(x)SCle); xeB;_,
|F, w(x)| S C(1, e)[t"; x€B,;_,.

Alors griace au lemme 4, on a avec une constante C>0

p—¢&
Ot 999 u(x)<C 5555 1€ By
p—¢&
O (1, 0)F, 4(x) < C(8/7)" 'ﬁi'stTFcT ; teBy

Ceci montre que U(t, x) est bien défini par une série ayant la majorante convergeante.
Il est maintenant aisé de vérifier que U(t, x) est une solution du (PC) pour les données

F(, x), ¢(x) (jk) € A). C.Q.F.D.

4. Résultats sémi-globaux

Rappelons que s(t) est une fonction continue a valeur réelle et non négative
définie dans B, et que D, (s)={(t, x); |[t|<p, |x|+s(t)<r}, Soit D,(s)={t; |t|<p,
s(t)y<r}.

Théoréme 2. Soient p, r (0<p<p,, 0<r) fixés. Sous I’hypothése [H] les
énoncés suivants sont équivalents.

[I] Le (PC) est bien posé au sens suivant: Pour toutes les données F(t, x)€
HM(B, x B,), ¢ 5(x) € H(B,) ((jk)€ A), il existe une et une seule solution U(t, x) du
(PC): U(t, x) e H¥(D,,(s))

[1I1 Le (PC); est bien posé au sens suivant: Pour toutes les données F(t)e H¥(B,),
@€ C ((jk) e A), il existe une et une seule solution 0(t, &) du (PC);: O, &) e HY.
(DY,(s)x C) telle que, pour tous §>0 et £>0, il existe des 6>0 et C>0 tels que

10(, I SCLIFlls, 5+ (J%M | xl] exp ((s(5) + &)IE])

pour tout (t, &) e DO x C.

p—3r—¢
Remarque. Au cas général de dimension d, r sera replacé par (ry,..., ry) (r;>0),
d
B, par B, x - x B, et (s(t)+2)Ic]| par 3, (s +e)ICi-

La démonstration de ce théoréme est tout a fait pareille a celle du théoréme 1.
En effet, on voit par le théoréme du graphe fermé que, si le (PC) est bien posé au
sens [I] du théoréme 2, alors ’application T:

(F(t’ X), d’jk(x))(jk)e/i € HN(Bp X Br) X HIA'(Br) = U(ta x) € HN(Dpr(s))
est continue. Ainsi on a le lemme suivant.

Lemme 6. Si le (PC) est bien posé au sens [I] du théoréme 2, alors la so-
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lution U(t, x, ) du (PC) pour les données F(t, x, {)=F(t) exp (x&), ¢j(x, &)=
¢ jx eXp (xé) ou F(t)ye HN(B,) et ¢ € C ((jk) € A), elle est de la forme:

U(t, x, §)=0(t, &) exp (x¢)

oit O(t, &) est 'unique solution du (PC); pour les données F(t), ¢, ((jk) € A): 0@, &
€ HY(D,,(s) x C), et telle que I’on a, pour tous 6>0, ¢>0 donnés:

1UC-s-, Olp, 5. SCLIF(-, -, C)IIB,,_;,xB,_;+(% . (-5 s3]
avec de certaines constantes §>0 et C>0.

Pour montrer [[]—[11], il suffit d’appliquer le lemme 6, et pour montrer [11]—
[1], on applique le lemme 4.

Soient p>1, ¢> 1, %+% —1. Soit s¥(1)=[p!/rq/9s(t)1/7]a

Théoréme 3. Soient p, r (0<p<py, 0<r) fixés. Sous I’hypothése [H] les
énoncés suivants sont équivalents.
[I] Le (PC) est bien posé au sens suivant: pour toutes les données F(x, x)e€
HN(B,x C), d’ordre q et de type r uniformément sur tout compact dans B,, et
¢ ;(x) ((jk) € A) fonctions entiéres d’ordre q et de type r, il existe une et une seule
solution du (PC): U(t, x)e H¥(DS,-(s*)x C) d’ordre q et de type r[[1—
(rs*(¢))P/4]4/? uniformément sur tout compact de DS, -i(s*).
[II1 Le (PC); est bien posé au sens suivant: pour toutes les donnés F(tye HY(B,),
¢jr€ C((jk) € A), il existe une et une seule solution O(t, &) du (PC),; o, &e HM(B,
x C) telle que, pour tous 6>0 et ¢>0 donnés, il existe des 8§>0 et C>0 tels que
I'on ait pour tous te D9_;,-1_s(s*) et (€ C:

10(t, OIZCLIIFI5, - T Z sl exp (s() +&)IEI7) -

Remarque. Au cas général de dimension d, p, q, r, s*(t) seront remplacés par

(Prrees Py (1o )5 (P Ty (ST sHO): q —=1 sf)=(pl'rq}/ass;-
(teye (i=1,...,d) et r[(1—(rs*())?/4)4/" par (m/(1 (ryst(o)pr/ayalpn, . ryl
- rds:(t))l’d/qa)qalpa)‘

Soit k(t) une fonction de méme espéce que s(t). Soit G, ’ensemble de toutes
les fonctions f(t, x)e H(DY,-1(k)x C) d’ordre q et de type r/(1—(rk(f))r/9)a/p
uniformément sur tout compact de DS,-.(k). Soient, pour f€ Gy:

m()= Sup 1 exp| —(r o )xis/A— (k@)D
1eD9_Li_1(k)
(n=1,2,..)

On voit aisément le lemme suivant.
Lemme 7. G, est un espace de Frechet avec une suite de normes {h%},- 1, .-

Tout pareillement au lemme 6 on a
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Lemme 8. Si le (PC) est bien posé au sens [1] du théoréme 3, alors la solution
U(t, x, &) du (PC) pour les données F(t, x, &)=F(t) exp (x&), ¢(x, &)= exp (x&)
((jk) e A) ot F(t)ye H¥(B,) et ¢ € C, elle est de la forme: U, x, &)=0(t, &) exp (x¢)
ou U(t, &) est l'unique solution du (PC); pour les données F(t) et ¢ ((jk) e A):
O(t, &) e H¥(B,(S*) x C) et telle que I'on ait, pour tout n donné,

£ hUISCLE hED+ 3 hoi@u) mzmo
avec un mg et C>0. O h,=h¥ pour k(t)=s*(1) et z,,=hﬁ pour k(t)=0.
Par un clacul élémentaire on a
Lemme 9.
Sup lexp (x¢ — alx19)| =exp (&l/pqiad)) (a>0).

Démonstration du théoréme 3. Montrons [1]—[II]. Soient F(t)e H¥(B,)
et ¢ € C ((jk)e A) données. Gréce au lemme 8, pour tout entier n, il existe de
certains entiers m, et C,>0 tels que I’on ait

N N 0 0
Z hn(Uj)é Cn[Z hm(Fj)+ Z hm(¢jk)] (mzmy).
Jj=1 j=1 (jk)eA

Calculons h,(U));

m(U)= Sup |0 O exp (x¢—(r+ 5 )lHleIL—(rs*(0)317)

(s%)

teDj_11_1
wr m

D’apres le lemme 9 on a:

= Suw |0,¢, é)lexp[<r+_1_>lp/qpqp/q ‘< rl >p/q]lél"

teD9_11_1(s* =
€Dy 111G n r+-

Ainsi on a, pour tous teDg_ll_;l'(s*), teC,m=m,etn=1:

nr

> |Uj(t, 9] §Cn[”F”Bp-#+ (j%m |¢;il] exp (A[E[P)

i/
ou
P
A=(,f%_>"s(t)+ pqlp/q <<r+l#>p/q - (r+1%>p/q>

Choisissons alors, pour tous 6>0 et £>0 donnés, un n suffisamment grand tel que
I’on ait pour tout te DJ_;1_5(s*):
r

AZs(H)+e.

Alors on a I'inéglité voulu avec §=1/m, et C=C,.
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Lemme 10. Soient ¢(t, &) e H(DY,-(s*)x C) telle que I’on ait avec une con-
stante Cy(9, €) pour chaques 6>0 et >0 donnés:

6(t, DI = Cy(8, ) exp (s()+2)IEIP);  teDY_s1_4(s*), EeC.

et f(t, x)e H(B,x C) telle que I'on ait, avec une constante C/(d, &) pour chaques
0>0 et ¢>0 donnés:

[f(t, ) =Cy6, e)exp((r+e)lx|?) teB,_; xeC.
Alors on a avec une constante C(g);

¥ (n+m)

m,n

d) ([)fn-*-m(t)xm

1
— p(s(t) +2¢)(q(r +2e))?/a

K Cy(6, £)C (8, £)C(d) i

r+2e nla
"Fo< =P T2 G+ 2y )

et cette série-la est de H(DS,-.(s*)x C), d’ordre q et de type r|(1— (rs*(t))P/")q/P
uniformément sur tout compact de DS, - (s*).

Preuve. D’aprés le lemme 3, on a:
&(t, )< Cy(6, &) 2 (ep(s()+e)/n"P|E|"; teDY_s,-1_4(s*), EeC.
n=0
et
f(t, x)<C (0, €) OZ::O (eq(r+e)/m)|x|"; teB,_; &(eC.

Et I'on a la majoration:

5 LR 6,0 ()37 <Co 6, 61C,(3, ) F, LEIL
X (epls(0) +2) )P IR(eq(r +2){(n -+ m)rm s

<Cy6,9C,3, 9) ¥ [atr+ele(5 )" i

x5 [‘”* M (p(s(t) +e)(q(r+£))4) ]

n=0 nlm!

e e I C N ONE

«C (3, )C S, O)C(&) "20 q(r+2£)]'"/“<%> x|

* i [M(p (s(t)+e)(q(r+2e))p! q)n:|1/ p

n=0 n'm!
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Remarquons que, pour a>1 donné, il existe un entier m, tel que, pour tous m, n
(n+m)!

il §4\/Ea". Alors, pour tous m>m, et y (ay<1),

(n>m?, m=m,), on ait

on a:

n'm! n'm!

B (ML) ey § (LML

(1+4\/n)mq[§o (nnJ'rn':t') ] —(1+4J—)mq(1—y)

<C(a) (1 —ay)=(m+hii/p avec une certaine constante C(a).

La méme estimation pour m < m, étant claire, on a:

= 60 0) frrn) 61"

C(a)
—ap(s(r)+2¢)(q(r+2e))ria)tir

< C‘b(é, S)Cf((s, £)C(e) (1

[ eq r+2e nla,
XEO[T (1—ap(s(r)+2-s)(q(r+2e))p/«>w} 1

C’est I’inégalité voulue. Et le reste du lemme 10 est clair grace au lemme 3.
C.Q.F.D.

La suite de la démonstration du théoréme 3. Montrons alors [II]—[I].
Gréce au lemme 10, on sait que ¢(t, 9,) f(t, x) est de H(DY,-.(s*) x C), d’ordre 1 et
de type r/[1—(rs*(z))*/4]4/? uniformément sur tout compact de DS,-.(s*) pourvu
que ’on ait rs*(0)<1. Il suffit donc de procéder pareillement a la démonstration
du théoréme 1, mais cette fois par I’application du lemme 10 au lieu du lemme 4.

C.Q.F.D.

5. Application I.

Dans cette section nous envisageons un probléme de Cauchy:
[atI_A(t, ax)] U(t’ x)=F(t’ x)

(PC)
U0, x)=d(x)

pour les données F(t, x), ¢(t) toutes holomorphes au voisinage de l’origine. Ou
A(t, 0,)=(a;ft, 0,))ij=1,..~- Remarquons que I'hypothése [H] y est satisfaite.

Nous allons faire des estimations de la solution du (PC), et comme application des
théorémes précedents, nous en obtiendrons des résultats voulus sur le (PC).

Définition 6. Nous appelons le poids formel de o,]—A(t, d,) ou de 4, —
A(t, £) le nombre rationnel p défini par:

@ |—

p= Sup Sup Sup
s=1..,N {iy,...is}={1,..., N} n;permutations
de{iy,..., is}

S
kgl or?reaikn(ik)(t’ é)
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ou ordre a(t, &) pour a(t, £)=0 est convenu d’étre —oo et que —o0+a= — 00 pour
tout a e R.

Alors grace au lemme de Volevi¢ [10], [3], on a

Lemme 11. Soit p=0 le poids formel de 01— A(t, 3,). Alors il existe un
systéme de nombres rationnels t={t;}"., tel que I’on ait:

ordre a;ft, O)<t;—t;+p; i,j=1,.,N.
&

Définition 6-bis. Nous appelons ce systéme de nombre rationnels t={t;},
un systéme admissible et A(1, 8)=(d;(t, 0:)ij=1....x O A(t, E)=(difts Eijm1...x
la partie principale de A(t, ,) ou A(t, &) respectivement ol d;;(t, £) sont les
parties homoégnes d’ordre t;—t;+ p de a;(t, &).

Remarque. /ol(t, &) dépend du choix de 7, mais bien qu’il y ait la diversité au

choix de 7, le dét A(t, &) et la valeur propre de A(t, &) sont déterminés indépendam-
ment du choix de 7.

Nous commengons par l’estimation canonique mais moins précise.

Proposition 1. Soit p>0 le poids formel de 01— A(t, £). Alors on a Iesti-
mation majorante suivante sur la solution U(t, &) du (PC);:
Pour tout p>0 donné, il existe des constantes C et K telles que I’on ait:

10(t, OI=CLIIF |5, +|9/]exp (KIEIP).

Démonstration. Soient 7={t;}’.; un systeme admissible et fi(t, &) la partie
principale de A(t, £). Soit

D(|¢|; ) =diag [I¢]",..., €]'~]

Et posons:
Ui, &)=D(I&l; 90, &)
Alors on a
[0.I—A'(t, OV, O =F'(1, )=D(|¢]; DF()
U'(0, &)=D(|¢l; )P.
ol Al(t, &)=(a};(t, &) j=1,,..,~ satisfait avec une constante K,:
lalj(t, OIS KolelP; ltSp, EeC.

Soit, pour #, (|te| =1) fixé,
N
- E(r; to, &)= '21 |Ul(rto, OI?; reR,
=

Alors on a
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O.E(; 10, )= 3 2Re(Ul(rto, ©) X toallrio, UKo, B)
+ 3 2Re(U(rto, DioF}(rte; O)

N
S2KoNIEIP+ DE(r; to, §)+ Zl |[Fi(rty, O)I?
=
Par conséquent on a, pour r<p,
N
E(r; to, )< [E(O0; 1, &)+ }:1 r Sgp Fii(rto, £)*]exp (2(NKo|¢IP + 1)r)
j= rsp

Et revenant a U(t, £), on a avec une constante k,
10(t, &) S NIEIF[|IFllg, + 1P| exp (NKolElP+ 1)) |t|<p, EeC.
La proposition 1 est alors claire. C.Q.F.D.

Pour obtenir I’estimation plus précise, il faut envisager f;(t, &) de plus prés.
Soient A(t, &) (i=1,..., N) les valeurs propres de fi(t, £). Elles sont continues en
(t, &) et, &, € C étant fixé, elles sont des fonctions en t a singularité au plus algébrique:
Au voisinage de chaque point t,, il existe un entier k tel que A,(t,+s*, £;) sont holo-
morphes en s au voisinage de 1’origine. Elles sont aussi homogénes d’ordre p:

Aty Lo)=LPA(t, &o) (L€ O).

Lemme 12. &, et t, étant fixés, il existe un voisinage de ty: {t; |[t—t,| <o},
un entier k, et des matrices P(t)=(p;j(1));j=1,.n, € B)=(b;j(1)); =1, .~ tels
que p;; (to+s*) et b;; (to+s*) soient holomorphes dans {s; |s|<o'/*}, que dét P(t)
#0 dans {t; [t—ty] <o}, que by(t)=A(t, &), b;j()=0 (i>)) (i, j=1,..., N), et que
P(OA(t, Eo)P~'(1)=B().

Preuve. Montrons-le pour t,=0. Soit, pour la simplicité de I’écriture, A(t)
une des valeurs propres A(t, &) de /f(t, &y) et f(1) le vecteur propre correspondant
a A(t). On peut choisir f(#) en sorte que fi(s*) soient, avec un entier k, holomorphse
dans {s; |s|<a'/¥} et que f(1)#0 dans {¢; |[t|<o}. En effet fy(¢) satisfont:

gl (AD)o;;—dift, L) f(H=0 (i=1,...,N)

ou J;; est le 6 de Kronecker. Or soit m le rang de la matrice (A(r)5;;—
a;i(t, &o))ij=1,.,n au sens suivant: les mineurs d’ordre plus grand que m sont
identiquement nuls et il existe un mineur d’ordre m non identiquement nul. On
peut supposer sans perdre la généralité que 1<m<N-—1. Soit g le minimum de
I’ordre de zéro a I’origine des mineurs d’ordre m en fonction holomorphe de s
(t=s* avec un entier k). On peut supposer sans perdre la généralité:

dét (l(sk)aij_dij(sks fo))i,j=1 m=5%h(s) (h(0)#0).

11 suffit alors de résoudre les équations:
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ng [A(D6;;— aif(s*, E)1f ()= j=i,::+1 [AD6;;—a;j(s*, L)1f () (i=1,...,m)

par donner fi(t) (j=m+1,..., N) convenablement.
f(t) n’étant pas nul, on peut supposer f,(t)#0. Posons:

fi(t) 0.0\~
P={ i 10
() 01
Alors on a:
M) X%
PUDA(t, E)P,(D7' = | 0 Ay(1)
0
On voit alors aisément le lemme par récurrence sur 1'ordre de matrices. C.Q.F.D.

Théoréme 4. Soit p>0 I'ordre formel de 6,1 — A(1, £). La solution U(t, &)
du (PC); a I’estimation majorante suivante: pour 0<p<p, et ¢>0 donnés, il existe
une constante C>0 telle que I’on ait:

10(t, OIS CLIF g, + P21 exp (s(D+8)IEIP); [1|Sp, (eC
ot s(H)= |§01|1£1 ;i=sll,'l..?.~ {Re (1pAdstg, &), OYds; t=rty (tl=1)
Remarque. Quand F(t)=0, s(t) peut étre remplacée par 3(¢):
s(1)= Sup ;E=Sll’lgN Re (toM(sto, Eo)ds: t=rty (ltol=1)

Remarque. Au cas général de dimension d, s(t) et §(t) seront remplacées par
(51(2),..., s4(1)) et (3,(1),..., §,¢)) qui satisfont respectivement, pour tout &=(&,,...,
éd) € Cd’

.....

r d
[0 Sup Re(tohtsto, O)sS £ 50Ies 1=rty (Itol=1)

et (s(t)+¢)|&|P sera remplacé par i (s +e)|&;lr.
i=1

Démonstration. Nous montrons cette estimation d’abord pour p suffisamment
petit. Soient t={;})L; un systéme admissible et A(t, &)=(d;(t, &));j=1,..n la

partie principale de A(t, £). Soit:
Ui, & =D(I¢l, D0, £).

Alors on a:
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[0 —A'(t, OIU'(t, O=D(|&l, DF(1)
ol Al(t, &)=D(I¢l, DA, OD(El, ™!

=|€l"[1‘i<t,—|—§—|>+l£|"‘3(t, 6)] avecun h>0.

Fixons un &, (|| =1) et soit P(f) la matrice obtenue par le lemme 12 pour ce
&, et to=0 (|t <p) Et posons:

uxt, §=P(OU'(1, &)
Alors on a:
(0,0 — A%(t, &)JUA(t, &)= P()D(I&], DF ()
ol AX(t, &)=P()A\(t, EP(t)™! +P()o,P(t)~ 1.

Or grace au choix de P(1), on.a

. (e, fo.) & (1)
P()A(1, &) P(t) ' =

An(t, &o)
et P()3,P(1)"' =177Q() =t"(qi ()i j=1,...5
oll 0L <1 et que g;;(s*) sont holomorphes en s pour un entier k.
Soit:

D;=diag[1, d',..., 6" 1]
et posons:
U(t, §)=D,U1, &).
Alors on a:
[0 — A%(t, ©)IU(1, &)= D,POD(IE, DF(?)
ol A%, &)=D,AX(t, D5

A d) o

— P ‘. 1 _§_
e I +BY(1, 137 )+ Bt ©)+ Bt 9]

(1 1)

oll B‘(t, —|—§—|>=D6P(t)/i<z, T%)P(t)—ll);l_

=<bi1j<t’ —é—l))i,jﬂ,...,N

ll<t, %) 0

© ()
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est telle que

0

& ,(1)87
Bl(t’ 60) = .
0
Ct que BZU, €)= lél_hD;)P(t)B(t» é)P(t)—lDé (b (t é))l WJ=1,0.,

B3(t, )=1&I7P17°D,Q(0)D5 ' = (b3 (1, &) ;=1

£>0 étant donné, nous choisissons d’abord >0 en sorte que I’on ait:

.....

I&”(t)é_‘lée/lsz, |t|§P, l,.lzl"'9N

Et ¢ etant fixé une fois choisi, nous choisissons y> 0 tel que

¢ ¢ .
]. —_— < M —_— — < =
lbl]<t7 |é|>‘=8/6pN7 llél 60|<‘y t:p’ l’.] l""9N
Nous choisissons finalement R, de fagon que I’on ait:
Ib (t £)|<8/6pN Itlépa IélgRO’ i’j=1a-"’N
Ib?j(t’ §)|§8/3Ln; I”§.P, IéIgRO, i9j=1"", N
ou L=p'~°/(1-0).

Ainsi on a:

Al t —é—>
"7 0 )
A 0=k e D% D), n]
(v 7er)
ol lei(t, DISe3pN; 1S, | j5r—Go| <1 161ZRo, ij=1oe N

£
4
dt DISLN: Sp |fhr—Co| <1 KIZRo Dj=1 N.
Fixons un t, (|t,] =1) et posons:
G(r, &)=D;P()D(IE], DF (D) | =1,
E(, )= 2 1UNrto, O
Alors on a:

0,5(r, ©)=2¢7] § Re(101rto, 157 )) U, O

+ 3 Re(tocirte. EUNrte, HUNrty, D)

i,j=1
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$re 3 Re(1§7ody(rto, YUNIro, HUTT1o, ©) |

+2 § Re (Uirto, O, D)

<2iep| Sup Re(to(rto. 1§y ) JEG, )+ 5, . O+ro5p EC. 0]
TR S 6. 0]

=21z, sup, Re (1ot (rto.757))+ 35447777 B O
+ 3L £ 16,0, O

Donc par ’intégrer de 0 a r (0=<r=<p), on a:

B, = B, O exp(2ep( [ A)ds+e))

s 3wl 7% 1665, o exp @ier [ A

ou A(r) est telle que

.....

Sil’on a la positivité de A(r) (qui n’est pas d’ailleurs nécéssaire au cas ou G(r, £)=0),
ona:

B, <[ B0, O+ 355 Sup $ 1665, 91 [exp @1gr( [ 46)ds+)

Revenant & U(t, &), et compte tenu de la définition de s(¢), on a, avec de certaine
constantes C et k,

|0(t, &) S CE[||Fllp, +10(0, &)1 exp ((s(r)+&)|E[P) ;
t=rty, r=p, ‘%‘50' <7, [EIZR,.

Cette estimation est évidemment uniforme au choix de ¢, (Jt,|=1). 1l existe donc
une certaine constante C telle que I’on ait:

10(t, & <CLIF | 5,+1000. O[T exp () +)IElP)
1Sr<p, 15 —4<1.

Par I’application du théoréme de Borel-Lebesgue, on a une certaine constante C
telle que
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10(t, &) S CLIIF|5,+10(0, Ollexp (s(t)+8)IE7); Itl<r<p, EeC.

Ainsi quand p est suffisamment petit on a eu I’estimation.
Si I’on procéde a la méme fagon autour de ¢, (/10| <p <p,) au lieu de I’origine,
on a, avec de certaine constantes C et y>0,:

10(t, OIS CLIF s, +U(to, EI1exp ((s(1)—s(to))+el€[P) ;
lt—to| =y, CeC.
Donc grace encore au théoréme de Borel-Lebesgue on a le résultat voulu. C.Q.F.D.

Théoréme 5. Soit p>0 le poids formel de 6,1 — A(t, £). Supposons ou’il existe
une fonction continue c(r) telle que I'on ait, avec de certaines t, (|to| =0), &, (|| =1),
k(k=0), m(m=1), ro (0<ro<1) et Cy (Cy>0),:

Re (todi(rty, E)=c(r)>0; O0<r<r, i=1,....m
Re (tod(rty, £))Sc(r)—Cor*; O0<r=<r, i=m+1,.,N

alors, pour tout >0 donné, il existe une solution U(t, &) de [d,1— A(t, £)]0(1, £)=0
telle que I’on ait, avec une certaine constante C>0:

10016, t0)1 2 €100, el exp (( [ clords—e)er): 0=r<r,.
Démonstration. Reprenons I'écriture précédente. On a:
[0 — A3(t, LE)TUA(t, £&o)=0

ol ML) g (s

A3, (&) =07[ +B(1, {{o) + B3(1, L&o)]

.AN(I, ¢o)
Soit E,=diag[1, t7%,..., t=(N-DK]
Et posons:
U(t, D)=E U, (o).
Alors on a:

(00— A%, OIU%(, =0

ou (2, éo). & (1)57 i
A4, {)=Cr[l +C(t, O+ C2(1, H+C31, O]
An(t, &o)
ou C'(t, )={""ED;P(1)B(t, {£o)P(1)~' D3 'Ey!
C(t, H={"P1°ED,Q(1)D5 'Ex*
C3(t, )=("Pt ' diag [0, —k,..., —(N—1)k].

Choisissons un 6 (0<6<Min {h/Nk, p/Nk+1}) et en posant r,={"% nous
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considérons pour t: r,Z|t|<r,. Ecrivons 4%(t, {):

Au(t, 50). 0
A4, ) =¢[ +(e;(t, O)i,j=1,...,n]-
A‘N(t’ 60)

Alors, étant donné un &> 0, nous pouvons choisir d’abord ¢ et puis R, en sorte que
I'on a:

lesf(t, DI S Min {e, Co}lt'; rSItSre, (2R, iyj=1,s N,

Soit

m

EXr 0= £ 1UHrto, O = 3 |USrto, DI

i=1 =m+1

Alors on a:

0,E*(r, )2 2{P(c(r)— N Sup |e;i(t, ODE*(r, {)

+20(Cor 2N Sup ley(t, O 3 [USrto, DI

gzgn<c(r)—§rk>5*(r, {) r<r<re, (ZR,.

Par l'intégrer de r,aron a

E*(r, &2 EX(rp, {) exp (zg»( f : C(S)ds_g»
pourvu que I’on ait:
EX(r;, $)=0.

Pour remplir celle-ci nous choisissons 0(t, £) par résoudre un probléme homogéne
de Cauchy (PC), a données initiales, a t=rt,, satisfaisantes aux conditions:

U‘it(rgto,C)=0; E=(¢,, (eR,, i=m+1,.,N.

Ainsi on a avec de certaines constantes C>0 et [,

|0(rto, LE0)I 2 CLHO(rito, (&)l exp ((v(ﬂ o(s)ds — %))

Compte tenu de la proposition 1 et reprenant C suffisamment grand si 1’on a besoin,
on a I'inégalité voulue. C.Q.F.D.

Comme un corollaire direct, on a

Théoréeme 6. Soit p>0 le poids formel de 8,1 — A(t, £). Si sa partie principale
A(t, &) n’est pas nilpotente, alors il existe des ty (t,#0) et &, (I€|o=1) et une solution
O(t, &) de [0,] — A(t, £)10(t, £)=0 telle que I’on ait, avec des constantes k>0, C>0,:
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|U(to, ] §C|U(0, {&o)lexp (k{P); (eR,.

Démonstration. Une des A(t, £) n’étant pas identiquement nulle, il existe
alors un nombre rationnel /=0 tel que I’on ait:

;Li(ta é)=tl/'ti(t’ 5)
ou uys*, &) sont holomorphes pour un certain entier k et qu’il existe au moins un
ip tel que p; (0, £)#0. Par ’homogénéité en & de puyt, &), il existe un &, tel que
Re (4;(0, £5))>0. Par rénuméroter, si 'on a besoin, les A1, &), on peut bien
supposer que 1’on ait, avec des 6>0et m=>1,

Re(l‘i(O, éO))ga)O (i=17"'9 n‘l)’ Re(#i(oa éO))éO (i=m+1""’ N)'
Ainsi I’hypothése au théoréme 5 étant remplie, on a I’inégalité au théoréme 6.
C.Q.F.D.
Par ’application des théorémes aux sections précedentes on a
Théoréeme 7. Soit p>0 le poids forme de 01— A(t, 3,). Si p<l, alors [1] au
théoréme 2 est vrai avec s(t)=0. Si p=1, alors [1] au théoréme 2 est vrai avec
s(t) définie au théoréme 4.
Si p>1, alors [1] au théoréme 3 est vrai avec s(t) définie au théoréme 4.

Et si p>1 et que [1] au théoréme 1 est vrai, alors la partie principale /i(t, &) est
nilpotente.

Remarque. Si I'on considére le (PC) homogéne (c’est-a-dire F(t, x)=0) s(t)
peut etre remplacée par 5(¢) définie a la remarque aprés le théoréme 4.

Remarque. Au cas simple ou Sup Re (toA(rto, &o)) est réalisé par une seule

A(rty, &), le théoréme 5 nous montre que le théoréme 7 donne un bonne limite a
la propagation de la régularité (tant que 1’on la measure a notre sens).

6. Application I1

Dans cette section nous envisageons le probléme de Cauchy pour une seule
équation fuchsienne.

[maN + il o, tm=igN-i Jﬁl at, d,)tm+1=igh=i
- =

(PC) + 3 at, 000 u(t, ) =1(t, %)

*u(0, x)=¢,(x); k=0, 1,... N—m—1.

ol «; sont des constantes et que a(t, d,) sont des opérateurs différentiels linéaires
a coefficients holomorphes dans {¢; [t| <p,}-
Soit p(4) le polyn6me déterminant:

PA)=(A—1)-(A=m+1)+(A— 1) -(A—m+ 2, + - + by, -
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Le poids p est défini par:

p= Sup J—ordreaj(t 5.

j=1,.

Remarquons que si p<1, alors c’est une équation fuchsienne au sens de Bauendi-
Goulaouic [1].

Soient d; (t, £) la partie homogéne d’ordre pj de ajt, &) (j=1,..., N). Soient A(t, {)
des racines caractéristiques c’est-a-dire des racines de I’équation caractéristique:

m N
AN Y aft, Ot iANTI ¥ aft, HANI=0 (i=1,...,N)
Jj=1 j=m+1

Soit  s(t)= Sup ’ Sup {Re (t°2(zt°, &), O}dz; t=rt°, [t =1, r=|t|.

.....

Le probleme de Cauchy (PC), est le suivant:

[N+ 3 i+ 3 a(t, Hmri-ioN-i
Jj=1 Jj=1

(PC), + 3 aft O H=f0)

o%0(0, &)=¢,; k=0, 1,..., N—m—1.

Théoréme 8. Pour un £>0, il existe une constante positive C telle que la so-
lution holomorphe du (PC), ait I'estimation:

N-m—1
la(t, I=CL X 1+ IS'}JSP,) If(O] exp((s()+e)IElP); [1=p, LeC.
Remarque. Au probléme homogéne de f=0, s(f) peut étre remplacée par

5(t)= Sup ’ Sup Re (1°4(zt°, &)dr; t=rt® |[t°=1,

r=|\t|.
[&1=1 |

Remarque. Au cas général de dimension d, s(f) sera remplacée par (s,(¢)
54(1)) telles que

Sup {Re(%4(xt", &), 0Wde< 3 s(Dleilr; 1=re®, 19=1, ¢eC,

i=1,..,N
et 5(¢) par (5,(%),..., §,(2)) telles que

Sup Re(h(xt®, O)deS £ 5(0IEk; 1=rid, |0)=1, EeC.

0i=1,..

Démonstration. Posons, pour une solution 4(t, £) du (PC),;

u(t, H=oi-'a(, &; i=1,2,..,N
et U(t, O)="(u,(t, &),..., up(t, ©)).

Alors on a:
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o,U(t, O)=L'(t, HU(t, &)+ F(1)

ol F(1)="(0,..., 0, £(£))
et O kit 0
. ) B s T
—ayt™™ =@t = (@t o)t — (ayt oy )t

Ou a(t, &) sont abrégées par a; pour la simplicité de I’écriture.
L’estimation de U(t, &) a I’écart de I’origine est pareille a celle au théoréme 4.
Considérons donc au voisinage de l'origine. Soient aj(t, O)=d(t,&)+at, &)

(j=1,..., N) que nous écrivons par abréviation a;=d;+d;. Soient 6= et

1
m+1
D(¢|~rt' %) =diag [, [£|7Pt'72,..., (|&|~Pe1~9)N1].

Posons:
V(t, &)=D(E|"P11-3)U(t, )
Alors on a:
atv(t, ©)=1elPr= [LA(t, &)+ L2, OIV(1, O+ (P11~ 9)¥-1F (1)

ou

L1, &)=

Or.... ] ............ 0
0 Bt LI

_&Nt—m-fN(l-é)Iél—pN_, tl—é(m+l)[él—p(m+l)_&mtl—ﬁmlél-pm”, _ &ltl—élél—p

.
T dmy

et 0

L1, &)= (

_dNt—m+N(1—5)|5|—pN... (I oUmt | E—p(mt1)

—Apy

— (@t + )17 E] 7P — (g2 + oy )10 E] 7P )

Les valeurs propres de i,z(t, &), soient pgt, &) (i=1,..., N), sont homogénes
d’ordre 0 en & et satisfont:

#i(t7 é):]a_l’tl_dli(t’ 6) (l=1” N)

D’aprés le choix de 8, les éléments de la matrice i,z(t, &) sont des fonctions continues
qui admettent I’expension en série de Puiseux en t. Donc en posant t=s* avec un
entier ky, ils sont des fonctions holomorphes en s. Par conséquent les valeurs
propres p(t, &) sont des fonctions continues en (¢, &) et pour ¢ fixé, elles sont des
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fonctions a singularité au plus algébrique a l'origine. Et d’aprés le lemme 12,
pour £=|E|&° (|€|°=1 fixé), il existe un 1°>0 et pour £>0 donné en plus, il existe
une matrice P(t) aux éléments de fonctions continues a singularité au plus algébrique
a origine telle que dét P(0)=1 et que:

(e, €% 0
P(t)L2(1, &) P(1) ' =|
B0 e, €0)
ou Sup |&; (D] <e/f2.

Smt

#l(ta é). O
P(t)L(t, HP() ' = +(oi(t, E)ij=1,.,n
#N(t’ é)

Alors d’aprés la continuité, il existe un 6°>0 tel que

Sup o (2, Ol <e.

|i 0| <60, 1] 5¢0

[€]

Soit W(t, &)y=P(1)V(t, &).
Alors on a:

Al(ta é)- 0
9, W, =1 +1E1PrH (B (2, O))i, =1, N WL, £) + G2, £)
A‘N(ty é)

ol
Bif(t, Oy j=1,..,
=[(ft, Oij=1,...n+POLAE, P()~ +|E| 77110 P ()P(1) 1157
et G(t, O=(&I7Pe' =)V P(OF (1)
et que o est un nombre rationnel tel que
0<o<Min (4, ¢°)

ol ¢° est un nombre rationnel, non négatif et tel que la singularité algébrique a
P’origine des éléments de P'(¢1)P(¢)~! soient estimés par t*°~1,
Choisissons ici un nombre rationnel q en sorte que I’on ait:

P 1 )4
5<‘1<M‘“[5 T+0—0" a:|

Alors, pour ¢>0 donné, il existe un R>0 tel que:

Sup

|$-e0l o0, 1e1-as e 500,181 2R

lﬂu(t 9] <ﬁ)‘a—(§—N“:’j‘i‘)“
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Fixons alors un t°(|¢t|°=1) et considérons pour (¢, £): t=rt°, |E|"9<r<1°, |£|2R.
Posons:

E()= X W, O

Alors pareillement a la démonstration du théoréme 4 on a

E(:°) < E(€]9) exp 2Um o Sup_{Re(4(rt%, &), 0}dr+%|é|l’]

.....

Par le méme procédé qu’ & la démonstration du théoréme 4, on a:
lu(n)l = CLE(IE[79)" 2 + IStlusp |fO1Texp [(s()+e)I€IPT: ST [t < 7°

Considérons ensuite pour (¢, &); t=rt% O0<r<|&/79. Faisons un changement
de variable s=|¢|% et considérons en s. En posant (s, &)=u(|£|7%, &), le (PC),
s’écrit:

LOGs, 9)ii(s, &)= L(s, 8,3 O)ia(s, &)+ f(s, O

(PC) ) i
05(0, &)= (%)

ol

LO(s, ) =smoN+ 3" a;sm—IoN-i
=1
L(s, ,; &)= —|glpem+D-a[ 3 &|pI=limmag (€|~ s, &)|E|~PIsmH1=IoY
=1

N
+ 3 (e Utmg (8], E)|E|PI0N ]
Jj=m+1

F(s, O=F(1&|75s, &)|E|tm=Ma
et Fu(&) = ¢ %Py

Orona:

Lemme 13. 1! existe une constante C>O0 telle que la solution du probléme de
Cauchy

[ LO(s, d5)v(s)=g(s)
okv(0)=0 j=0,1,....,. N—-m—1
a Destimation

lfvll , < C Sup g(s)
|s|sp

m N .
ou llvlf,= X Sup [sm/*10¥~Jv(s)|+ > Sup [3YTv(s)].
P s jSm+1 Islsp
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Preuve. Soit g(s)= —STg,,. Soit M,= Sup |g(s)|. Alors on a:
n=0 T: HE)

|gn|§Mpn!/pn, n=0, ],...
La solution v(s) est de la forme:

o 9n ntN-m
0= FN=—my )

ou p(A) est le polyndme déterminant.
Ainsi on a:

oN-J 5 n! s <j<
s U(S)—"g (n+J_m)!p(n) n! gnam+l=.]=N

e PAN— ® n! i <ic
m+1—j —Jj — . .
$ 957 7v(s) ,,=§_j (n+j—m)!p(n) n! g lsjsm

Compte tenu du fait qu’on a une certaine constante C >0 telle que

n!

1
et j—mpn) =S n=mr D) (n—m+J)

on a, pour j=2,

; ; i <j<
@I p & Gmrymmy M (=

sI<p
s I I()| <€l p B

JISjsm
n—m+7) “]Mﬂ’{

Is|<p
Or pour j=1, quand m=0, on a
0y-to(s)= | | gt <pM, 5 151
Pour m=1,o0n a
maN—l 00 S"+1 m=1 Sn+1 m
smoYy~1v(s) = go (n+1)! gn— "ZO (n+ 1! gnt p(m—1) Im-1
o0 sn+1v l * 1
+ 2 g [ -
&~ nl I a a n+1
n=m 1-— <] 1 m >
(n+1-=m) +n+l—m+ +n(n—l)--~(n—m+l)

et donc (avec la notation générique a la constante C) on a

|smON-1y(s)] < Uog(z)dz’ +3 —%pM,,+CM,,§CM,,; Is|<p.

En les réunissant, on a le résultat voulu

C.Q.F.D.
Revenant au probléme de Cauchy (PC)?2, remarquons que L(s, d,; &) est de

la forme:

301
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55, 0: =1L E, es. O 1-il T+ 8 s, 001]
ol
r=q—p(m+1)
et que
lei(s, OISM (|s|<1) avec une constante M >0.

Donc la solution (s, £) du (PC)? peut étre construite, pour |¢| suffisamment grand,
par I’approximation successive:

[ LO(S’ as)“o(s, €)=f(sa é)
uo(s, &):
0ue(0, &)=¢u(&); k=0,1,...,N-m—1
( [ LO(S’ as)un(s’ f)=t(8, as; ﬁ)un— l(s’ 6)
mSs :
0%u, (0, & =0; k=0,1,...N—-m—1, n=1,2,...

et
(s, = 3 (s, O)=ugls, O+w(s, )
Soit v(s, &) la solution du probléme de Cauchy
LO(s, 0)u(s, &)=1(s, &)
[ k0, &)=0; k=0,1,..,. N—m—1.
Alors on a:

uols, =" 3 Ty BO+(s, )

Par les évaluer, on a

lwll, < 3 liall, <X (CIEM Mol

et

luoll, SCT" 3 18u@)1+ Sup 1G5, 911

Donc on a:

lal, <Cr’ 3 13l + Sup £, &)1

Revenant i la variable ¢, celle-ci donne:

EQE )< Cle-or" 35 I+ Sup 0]
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En combinant celle-ci avec I’inégalité précédente, on a le résultat voulu. C.Q.F.D.
Par combiner ce théoréme 8 avec les théorémes 2 et 3 on a le théoréme suivant.

Théoréme 9. Supposons que le polynéme déterminant p(1) ne soit pas nul
pour 4=0,1,2,....

Si p<1, alors [1] au théoréme 2 est vrai avec s(t)=0. Si p=1, alors [1] au
théoréme 2 est vrai avec s(t) définie au théoréme 8. Et si p>1, alors [1] au
théoréme 3 est vrai avec s(t) définie au théoréme 8.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que ’hypothése [H] est satisfaite sous
I’hypothése actuelle. C.Q.F.D.

Remarque. Au cas du probléme de Cauchy homogéne (f=0), s(t) peut étre
remplacée par 3(t) définie & la remarque juste aprés le théoréme 8.
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