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0. Introduction.

Ce travail est consacré a I’étude du probléme

(1-0) 004 51v,20 1 5% 50,
8t = 'ax i=10x;
¥ ; op -
(1-0) ( +§jax)+ +ax,. 0 (=123,
1-4 L:o,
-9 R i ox,
(2) p=pe,
(3) 40 = 4zp ,
(4) Plimg = po(x)gO s Vilimo = Voi(x) s Sli—o = s%x)

ol 7 est une constante telle que 7>1. Les inconnues sont les fonctions o =p0(t, x),
v="(vy, v, v)=V(t, X), D=0(¢, x) et s=s(t, x) de t =0 et xER>.

Ce probléme vient de I’astrophysique. Les équations (1) (2) (3) modélisent
I’évolution hydrodynamique de la structure intérne d’une étoile gazeuse dont le
mouvement est gouverné par la gravitation de ’étoile méme. La variable o est la
densité, p la pression et v=(v,, v,, v,) la vitesse du matiére. L’équation (1-0) est
I’équation de continuité, et (1-1), -2), -3) sont les équations eulériennes du mouve-
ment, oll @ est le potentiel de gravitation qui est 1ié & la distribution de matiére par
I’équation de Poisson (3). Ici, pour simplifier, on prend 1 comme la constante de
la gravitation. Dans la pratique nous voulons considérer la distribution de la
masse a support compact, et donc 1’équation de Poisson (3) se réduit au potentiel
newtonien, c’est-a-dire,
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A3y o) = —{ 20D d.

Désignant par g=*(g,, g,, &5) la champ de gravitation donné par

3y st x) = = 20,0 = | FV ot )y,

i v

on peut écrir (1-1), -2), -3) sous la forme

( "‘I‘Z Vi >+§—p“_pg: (l=152’3)'
Ox; X;
L’équation (2) définit ’état physique d’un gaz parfait, dont le rapport des chaleurs
spécifiques est y. La variable s est I’entropie par masse unitaire. On a y=5/3
pour le gaz monoatomique, 7/5 pour le gaz biatomique et cetra (voir [5], [1]). Sous
cette équation d’état et I'’équation de continuité (1-0), ’équation d’énergie se raméne
a (1-4), si 'on peut négliger les écharge par rayonnement et s’il n’y a pas de source
d’énergie. C’est le cas adiabatique.

Nous cherchons des conditions suffisantes sur les données initiales o°% 1°, s°
pour l’existence de C'-solutions p, v, g, s dans un intervalle [0, T), ol T peut étre
assez petit. Nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme. Soit p°(x), V'(x), s%x) des fonctions continiiment differentiables
sur R%.  Supposons que p%(x) soit non-negatif et a support compact. Posons

(5) U° = ((0°) /2 e@=D/ms0 0, 9.

Sil)l<r=5/3 et U'€H R, ou si II) 1<r=3, U'c HY(R) et p°= H3(R®), alors
il existe un nombre positif T et une solution (o(t, x), v(t, x), s(t, x), D(t, X)) con-
tiniment différentiable dans [0, T) X R® du probléme (1) (2) (3) (4).

Ici on note par H'(R%), =3, 4, les espaces de Sobolev usuels.

La méthode utilisée pour la démonstration est assez standarde. Choisissant
une densité po=p(t, x) arbitrairement, qui n’est pas necessairement une solution, on
en fait le potentiel de gravitation @=9(t, x) d’aprés (3)'; sous ce potentiel ® on
détermine une solution p=4(t, x) en résolvant I’équation eulérienne (1) (2) avec la
condition (4). Si 'application fonctionelle p—4 a un point fix, alors nous avons
qu’il existe une solution du probléme (1) (2) (3) (4) total.

La difficulté dans ce schéme se trouve a resoudre I’équation eulérienne. En cas
inf p°>0, I'existence des solutions a été bien établi par Lax [4], Kato [2], Majda [6]
et Klainermann et Majda [3] en appliquant la théorie des systémes hyperboliques
symétriques quasi-linéaires. Mais leur symétrisation n’est pas utile si inf o°=0.
Or il faut chercher des solutions p a support compact, ou, au moins, celles qui
s’annulent A I'infini, car le potentiel newtonien (3)’ serait divergent si inf 0°>0 (le
paradoxe d’Olbers!). Donc nous devons utiliser ’autre symétrisation qui s’applique
aux solutions a support compact. C’est celle proposée dans Makino, Ukai et
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Kawashima [8].

Une fois que I'équation eulérienne est symétrisée convenablement, le reste est
un travail de routine. C’est tout comme dans [7], oi on a établi I’existence des
solutions pour le cas isentropique.

1. Symétrisation de I’équation d’Euler.
Nous introduisons la nouvelle variable

— p(y-1/2y _ H(Y-1)/2 p((Y-1)/27)s
(6) w=p o e

pour symétriser le systéme des équations (1) (2). Alors le probléme (1) (2) (4) se
raméne au probléme

(7) PRGLESS A,-(U)Z—fj = G(t),

J

(8) UI,.=0=U°,

out U=(w, vy, v, v, 5), G(t)=*(0, —0D[dx,, —8D|dx,, —8D|8x,, 0)="(0, g1, &, &5, 0),

(7*47’1)2 “roe
AO(U) = 0 Is ol
0 0 1
Ar vy, I gl 0
-1 7 r— ’
Aj(U) =| 2r eMyte. v;1, 0 (G=12173),
r_l J J
0 0 v;

I, la matrice unitaire de R® et e;=(0,;, &,j, 93;). On voit que les matrices 4;(U),
j=0, 1, 2, 3, sont symétriques et de C= en U. De plus Ay(U) est positif uniformé-
ment autant que s est borné. En effet, étant fixé o assez grand, on a

4r
(r—1y
pour chaque s=—o. Donc on peut appliquer le théoréme II de [2] & (6) (7) sans
restriction sur inf w®. On a le

(A(U)E, 5)= e 5| (BER)

Lemme 1. Soit m un entier non-negatif, U® une fonction de H®**"™ et M un
nombre fini arbitraire. Alors il existe un nombre positif T,=T,(U°, M) dépendant
de U° M, r et m telle que, étant donné GE L ([0, T]; H¥*")N C([0, T]; H**™) avec
NG l|sem =M, il existe une solution unique du probléme (7) (8) avec

UeC(o, T]; H*")N CY((0, T]; H**™).



390 Tetu Makino et Seiji Ukai

De plus on a
1) NUNs+m=Co,
2) U= Ulllam = ColllGy — G|l lz4m T €xp (@ T) ,

ou U=Uy,, Uy, sont les solutions correspondantes aux G=G,, G,y respectivement,

3) wit)=0  si w=0,
et
4) R{w()} <R{wW} +C,T.

La constante Cy=C(U®) dépend seulement de U°, v et m, mais la constante a,=
a(U° M) dépend de U°, M, r et m.

Ici et dans la suite nous utilisons les notations suivantes:
1) Nous désignons par H' I’espace de Sobolev usuel dans R® muni de la norme

el =l =l ot i = | 1ue) .

2) Du théoréme de Sobolev on a H**™ C B"(R®) avec injections continues, ol
B"™(R®) est I'espace des fonctions m fois continliment différentiables sur R® avec
dérivées bornées muni de la norm

SUPicivigm | D'Ule s |t]w = sup,eps|u(x)].
3) C™([0, T); H") désigne I’espace des fonctions sur [0, T'] & valeurs dans H' m
fois continliment diférrentiables et on écrit
[ulll, = suposellu(@)ll -

L=([0, T]; H") est I'espace des fonctions sur [0, T] & valeurs dans H' fortement
mesurables et essentielment bornées.
4) Siue C%R®), on écrit

R{u} = sup{|x]|: u(x)==0}.

Démonstration du lemme 1. L’existance et I'unicité de la solution sont une
conséquence de la théorie de [2]. Nous allons dans 'esprit du théoréme II de [2].

On introduit ’ensembre X des fonctions U< L™ ([0, T1; H3*™)N C([0, T]; H**™)
telles que

U ls+m =B, |U(t+6t)—UO)|lp+m=L| 81 |.

Les nombres T, B et L seront choisis convenablement dans la suite. D’aprés du
théoréme I de [2], étant donné G L=([0, T]; H**") N C([0, T]; H*™") avec |||G||l34m
< M, il existe une solution U(r) unique du probléme linéaire

[ 4 2im4,w) 5‘}]0 —G(1),
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Olyeo=U°
telle que
vec(o, T1; B*")n CX(0, T]; H*™)
et la solution vérifie

(9) N0 —U"lll34m = CUIU = U3+ AUl ) T)e T

(10) iH‘fi—’tJ < CUIU M stmHNU g+ MA MUy T

2+m

ou T est arbitraire, et C=C(B) dépend seulement de B, mais a=a(B, L) dépend de
Bet L, et U est une fonction arbitraire de H*t",

Etant fixé U H3"™, on peut choisir B, U®, L et T succesivement comme
suivant:

(11 1U°lls+m<B,

(12) U ]s4m+CBNU = U”|l3m<B

(13) CBYBHU34m+MAMA U4 Te"®PT) <L,

(14) UM 34m+CBNU = U3+ (MU 44 m) T ® DT < B .

En effet U®e H*" avec (12) se trouve grice au (11) puisque H*'™ est dense
dans H3*m,

Alors I'application U—U est de X dans X méme.

Soit U =0, Uy, les solutions associées aux U=U, Uy, respectivement.
Alors la différence 60U = U(l)—l?(o) est la solution du probléme

[400) 245 4,00) 2 o0 = FO).

j
60v|t=0 =0,
ou

FO) = [ (4U0) = Al Ua) 2+ 24 (U= 4, U)) 2= [V

J

d’ou il résulte que
180lll=C'llIsUlll, Te

avec des constantes C'=C'(B) et a’=a’(B, L). On peut choisir T=T(B, L) assez
petit telle que

N8Ol <kllIoUll, avec k>1,

C'est-a-dire, que I’application U —U soit une contraction dans I'espace métrique
X complet muni de la distance
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dist. (Up, Uw) = [IlUx—Uglllo -

D’aprés le théoréme de point fixe de Banach, X admet un point fixe unique qui est
la solution de (7) (8).

Soit U=Uyy, Ugyles solutions associées aux G =G, G, respectivement.
Alors U=U,— Uy, est la solution du probléme

| 4:00) 2452 400) 2 Jou = F.

j
6U |40 =0,
ol

Ft) = Gup(t)—G(t)—

—| AU~ AV 245 (V) — 4, Vo) - [V

J

On a FeC([0, T]; H**™) avec

FNl+m =G — Geolllo+m+ClI18U llpm »

ol C”=C"(B, L) est une constante. 1l en résulte I’estimation
27,
NUN4m=C"|lGy— G lllo4m Te* ™

ol C’” dépend de B et a” dépend de B et L.
Nous montrons que w(¢)=0 sous I’hypothése w°=0.
Soit (r, £) un point dans [0, T]x R®. Considérons le probléme
dx

—_ = t, , _ = .
dt v(t, x), x|, ¢

Comme ve C([0, T]; H?) est borné et continiment différentiable par raport a x,
on a une solution x=v(t)& CY([0, T]; R®) unique d’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz de la théorie des équations différentielles ordinaires. De I’équation (7)
on a

d. _ _r=l{s:0y;
Lo, pie) = T4 ax,.)w’

d’ou, en l'intégrant de t=0a t=r, on a
7r—1 (" Ov;
Wiz, & = w0, yO) exp[ ~7 51 {52 2% 1, oy
2 0 ax,-
d’ol w(z, £)=0 si w(0, ¥(0))=w"(y~(0))=0.

De plus supposons que w(zr, £)==0. Alors on voit que w%y~(0))==0 et donc
[4(0)| SR {w%;
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€1 = 19 = 1$©O+] w0ar]
<19+ 10)] i

=R{W} Ul T
C’est-a-dire,
R{w(x)} <R{MW} U, T

Le lemme est démontré.

2. Solution de 1’équation d’Euler.

Revenons maintenenant au probléme (1) (2) (4), ou la fonction g(z, x) est regardé
comme cela connue. Donc dans ce paragraphe on considére le probléme

(1) 6”+z‘., +26”1 —o,

I

( P43, )gi—pg.- (=123,

as as
— » —_— 0’
6t+2 vj axJ'
(2) p=p'e
(4) olim = 0%(x)20, V] o = Vo(X), S|t=o=50(x)~

Pour appliquer la conclusion précédente on utilisons les conditions suivantes
sur les données initiales:

(15) A’(x)=0, P(x)ECHRY);

(16),” poe H2+m;

A7) U® = ((p%)~br2 e O=D/NL 0 s He*m;
(18),, g L~(0, T]; H*™) N C([0, T]; H*™)

avec |||glllssmn=M et T=T(U M).

Soit m un entier =0. D’aprés le lemme 1 sous (17),, (18),, il existe une solu-
tion U(t) de la classe C([0, T]; H3*")n CY([0, T]; H**™) unique du probléme (7)
(8) avec U° défini dans (17),, et G(t)="*(0, g(¢), 0). Posons

(19) o(t, x) = w(t, x)#0D exp(—is(t, x)) .
s

11 est temps de supposer que 1<r=3. Alors, comme 2/(r—1)=1 pour
1<7r<3, lapplication w—>(sign. w)w¥®~D est continiment différentiable en
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|w|<+oo. Puisque w, s&CY[0, T]X R®, on voit qu’il en est de méme de la
fonction p(#, x) comme le produit de composition.
Multipliant I’équation

ow aw , r—1 av;

7-0 - Vi—+L =1 Zw=0

(7-0) o TSR

par
0 _ 2 a1 3
—o(w, s) = ———e MW" D-1= ([0, T]X R®)
ow r—1

on obtient I’équation (1-0) valide dans [0, T]x R3 partout. Les équations

2w ¥ g

> av,
() +tXvig. 6x r—1 ox

i=1, 2, 3, multipliées par o= CY([0, T] X R3) vinnent aux équations (1-1), -2), -3).
Donc (o, v, ) est une solution classique du probléme (1) (2) (4).

Mais il faut travailler dans les espaces de Sobolev. Pour cela on distingue deux
cas.

Cas I). Soient m et y comme m=0 et 1<y <(m-+5)/(m—+3).

Alors, comme 2/(r —1)=m 4.3, il en resulte que l'application (w, s)—p=
(sign. w)| w| ¥~V e=s/" est de classe C3*"(R?). Donc la fonction p(t, x), comme le
produit de composition, revient a celle de classe C([0, T]; H3*") C¥([0, T]; H**™).
De plus il existe une constante C dépendante de ||W||34,, €t ||8]]34m> 7 €t m telle que

llelllz4m=C

et
Hlew—owllz4m=CllIUxy— Ug|llz4m »

ol py, Py sont les fonctions associées aux U=Uy,, Uy, respectivement.

Cas II). Soient m et y comme m=1 et 1<<r=3. Supposons (16),, en plus
de(17),, (18),,. On regarde la fonction o(f, x) comme une solution classique du
probléme

ov;

%+2’%+2w

=0, ol =o(x)SH™".
i)

Puisque v;, j=1, 2, 3, et 31 8v;/0x;€C([0, T]; H**™) avec m=1 et S’ H**", il en
resulte que la solution o(t, x) vient a celle de classe C([0, T']; H**")N CY([0, T1;
H'*™) griace au théoréme I de [2]. De plus il existe une constante C dépendante
de m telle que

lolllzem = 116°lllz4m €xp (Cl[V/|34m T)

et

ey —L@lem = Clll0°lllz+m T exp (CllIVlllz+m TV — Vo)l lz4m -
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Dans deux les cas, liaisonnant les estimes avec celles du lemme 1, on obtient
le lemme suivant.

Lemme 2. Soit m un entier =0. Supposons I) m=0 et 1<y =(m+5)/(m—+3).
Etant donné (0°%(x), v%(x), s%(x) et g(t, x) vérifiants (15) (17),, (18),,, il existe une C*-
solution de (1) (2) (4) dans [0, T1x R® telle que

1) o(t, x)=0,
2) R{o(t)y =R{o"} +C1t,
3) o(t, x)€C([0, T]; H*™)N CY([0, T]; H**™)
avec
llollsm=Cr,
et
4) Now —owllz4m=Cilllgwy—&w|llz+m Te T,

ol p(y, Oy sont les solutions associées aux g=gy, 8¢ respectivement. La constante
C,=C(U" dépend seulement de U° en plus de m et r, mais la constante a;=
a,(U° M) dépend de U° et encore de M en plus de m et 7.

D’autre part supposons que II) m=1 et 1<r=3. Alors, étant donné p%x),
V(x), s%x) et g(t, x) vérifiants (15) (16),, (17),, (18),,, il existe une solution classique
de (1) (2) (4) dans [0, T1Xx R® telle que

1) o(t, )20,

2) R{o(t)=R{0% +Cy;t,

3) o(t, x)EC(0, T]; H*")N CY([0, T1; H'™*™)
avec

“|P|”z+m§ C11”p0”z+m s

et
4) oy — o lli+m= Crilllz+mll g — 8w 24m T 11T,

oit la constante C;;=C,,(U° dépend de U°, m et r, et la constante a;;=a;,(U°, M)
dépend de U°, M, m et 7.

Maintenant nous avons établi D’existence des solutions, mais D'unicité est
détournée. En effet, si on veut identifier la solution pris ci-dissus, autant que nous
venons de dire, il faut la prescrire comme une solution de telle sorte que la fonction
U(¢) définie par

U(t, x) = (p(t, x)T~D2e00=DNs y(t x), 5(t, x))

soit une solution du systéme (7) de classe C([0, T1; H¥ N C([0, T1; H?.
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Cette condition ajoutée pour I'unicité entraine de restrictions fortes et peu
natureles des solutions. En passant du systéme (1) (2) pour p, v, s au systéme (7)
pour U=(w, v, s), on demande que la vitesse v se gouverne par le champ de
gravitation comme

av;
ax,'

Z—?—}-Evi =g, i=12,3,
dans l’extérieur du support de o, ou il n’y a pas de matiere. C’est peu naturel
comme € une grimace sans chat’> au Pays des Merveilles d’Alice. Dans I’extérieur
du Supp. p, on voit que, quel que soit la vitesse, les équations originales (1-1), -2),
-3) sont satisfaites automatiquement et laissent la vitesse. Le fantdme vient quand
on divise les équations par p (=0) formellement méme dans ’extérieur du Supp. o.
Donc le résultat du lemme 2 laisse beaucoup a désirer d’amelioration. Quoi
qu’il en soit, nous allons dénoter cette sorte de solution classique, dont 'unicité est
établi tant bien que mal, par les mots <la solution an sens du lemme 23> dans la
suite.

3. Equation de Poisson.
Quant a ’équation de Poisson, il est facile de vérifier la conclusion suivante.

Lemme 3. Soit m un entier =0. Si p€ H**"C C"(R®) est a support compact,
alors g défini par

(3) 8(x) = —grad, O(x) = —S I;:)}: |3p(y)a'y

appartient @ H3*" et
(20) 1 &ll34m = Cr1/(14-R{0} V*||ollz4m »
oil la costante C,;; dépend seulement de m.

Pour la démonstration voir Makino [7].

4. Démonstration du théoreme.

Maintenant nous allons vérifier le théoréme en combinant les conclusions des
lemmes 2 et 3.

Commengons par envisager le

Cas I, ou m un entier =0, 1<r=<(m-+5)/(m+3) et les données initiales p°(x),
V(x), s°(x) satisfassent (15) et (17),,.

Alors on peut choisir un nombre positif T tel que les inégalités suivantes soient
vérifiées:

(1) T<Ty(U’, M)
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avee

(22), M = Cp;(2+R{e%} )¥*C(U"),

(23), C(UYT <1

et

(24), 1>k = C(U%C}y/(2+ R{0% )2 Tes2@"MT |

Désignons par X, ’ensembre des toutes fonctions

pEC(0, T]; H*™)

telles que

25 =0,

(26) R{o(t)} =R{0%} +1
et

@7, Holllrm=CH(U°) .

L’ensembre X; muni de la distance

dist. (o), 0(0) = lllow—ow!llz+m

est un espace métrique complet. Nous considérons ’application o— 4 dans Xj.

Soit pX,. Alors, d’aprés lemme 3, la fonction g définie par (3)” est de classe
C(0, T]; H3*™) et on a [||g|/ls4m=M (d’aprés (22)). De suite, en intégrant les
équation eulérienne, on a la solution 4 au sens du lemme 2. D’aprés le lemme 2 il
en résulte que ¢ vérifie les conditions (25), (26) (d’aprés (23)) et (27),, car on a
choisi T assez petit de maniére a satisfaire (21). Donc 4 est resté dans X, c’est-a-
dire, I'application o— 4 est bien défini de X, dans X, méme.

Soient p(y), o) EX;. Alors, d’aprés lemme 3, les fonctions associées g=
2> & satisfont

llgw—8ll34+m=Cr1/(2+R{0% )5/z| llow —owllg+m -

(Remarquons que I’application o—>g est linéaire.) De suite, d’aprés le lemme 2,
on a

18— b lla+m = Cilll gy =&l lo+m TeTT Z kllloty— 00| [l 24m

(d’aprés (24)). Donc l'application o—46 est une contraction stricte, d’on, grice
au théoréme de point fixe de Banach, il y a un point fixe unique, qui est la solution
que ’on a cherché.

Cas II, ot m=1, 1<7 =3 et les données initiales p°(x), v°(x), s°(x) satisfassent
(15), (16),, et (17),,.

On peut choisir T tel que
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(1) T<TY(U® M)

avec

2),; M = C;,2+R{e%}C, (U,

23),; C(UYT=1,

et

ez 1>k = [10°ll4m Cr(U°)Cr1/(2+ R{0%} 2 Toer@M0T

Nous considérons I'application p—4¢ comme dans le cas I dans I’ensembre X, des
toutes fonctions

o L=([0, T]; H**")n C([0, T]; H'*™)

telles que

(25) =0,

(26) R{p(t)} =R{c"} +1

et

@D olllzm = Cr(UO°lpm -

L’ensembre X;; muni de la distance

dist. ( o> @) = llloewy— 0w ll1+m

est un espace métrique complet (voir Kato [2]).

Appliquant les lemmes 3 et 2 succesivement comme dans le cas I, on voit que
’application p—4 est une contraction stricte de X;; dans X;; méme, et donc admet
un point fixe.

Dans deux les cas le théoréme est démontré.

5. Remarques.

Ce travail, avec [7] pour le cas isentropique, peut étre fait & nouveau pour le
probléme concernant aux solutions a support compact de I’équation eulérienne.
Mais le résultat n’est pas décisive.

D’abord on remaarque que les conditions I et II excluent les solutions station-
naires

— 1/(z-v)
o= (=D oy xyrrn, v—0,5~0,
rd
ot 6(r) est la «fonction de Lane-Emden d’ordre 1/(r —1)>», c’est-a-dire, la solution
du probléme

1 d(2d0> Vey—
= Z(r2ZZ )b =0, 0l,mo=1,
re dr dr+ =0
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a9 _y

df r=0
(voir [1], Chapter IV) et A est un nombre positif arbitraire. Bien que cette solution
p soit de classe C, la variable w associée n’est pas de H2% En effet

i~ Cons. (Rrp st 22~ Const (R
r

quand r—=R—0, ol R est la diametre de I’étoile. C’est pour ¢a que I’on veut trouver
des conditions plus faible que I et et II.

En outre, comme nous ’avons dit plus haut (§ 2), en passant du (o, v, 5)-systéme
au (w, v, s)-systéme, on prend des détours pour I'unicité et des conditions sur les
initiels tres embrouillées pour I’existence.

C’est pour ces raisons qu’on a le désir d’amélioration de ce travail. Ce n’est
qu’un premier pas vers la théorie strictement mathématique de 1’évolution d’étoiles.
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