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NON COHERENCE DE CERTAINS
ANNEAUX DE FONCTIONS HOLOMORPHES

PAR

E. AMAR

Introduction

Soit A un anneau, ux, Uk, k 616ments de A; on note

le module des relations de u, u; on dit que le module R(u ,..., u)est de
type fini si il est engendr sur A par un nombre fini de ses lments; on dit que
A est un anneau coherent si, pour tout k dans N et tout k-uple {u, u)
d’lments de A, le module R(u,..., u) est de type fini.
W. McVoy et L. A. Rubel [1] ont montr que l’anneau/-/(D) des fonctions

holomorphes et bornes dans le disque D de 12 est coherent; J. P. Rosay [2] a
montr qu’il en tait de mme pour l’anneau des fonctions holomorphes et
bornes dans un domaine born de 12 de connectivit finie; on se propose de
montrer ici:

THEOREME 1. (i) Uanneau H(B) des fonctions holomorphes et bornb.es dans
boule B de Cn, pour n > 3 n’est pas cobb.rent.
(ii) L’anneau H (A) des fonctions holomorphes et bornb.es dans le polydisque
de C, pour n >_ 3 n’est pas cobb.rent.

Le cas n 2 est encore sans r6ponse.
De mme si l’on note Ak(B) (resp. Ak(A)) l’anneau des fonctions holomorphes

darts B et dont les k premi6res d6riv6es partielles sont continues dans i (resp.
clans A) on a"

THEOREME 2. Pour n > 3 l’anneau Ak(B) (resp. Ak(A)) n’est pas cobb.rent.

Dans le Th6ordme 2 on peut remplacer Ak(B) par l’anneau des fonctions
holomorphes dans B et dont les k 1 premidres d6riv6es sont Lipchitz 1, de
mme pour le polydisque A.
En fait, on dolt pouvoir montrer le th6or6me 2 comme W. McVoy et L. A.

Rubel [1] l’ont d6montr6 pour n 1 et k 0, ce qui 6viterait la restriction
> 3. Toutefois la preuve pour n _> 3 6tant identique fi celle du th6ordme 1,

nous la donnons ici.

Received February 27, 1979.
(C) 1981 by the Board of Trustees of the University of Illinois

Manufactured in the United States qf America

68



NON COHERENCE 69

Le cas de A est 6galement ouvert.
Une propri6t6 6quivalente h la coh6rence et peut-fre plus claire est la sui-

vante [3]:
"L’intersection de deux id6aux ayant un nombre fini de g6n6rateurs a un

nombre fini de g6n6rateurs".
Le Th6or6me 1 prouve donc que ce n’est pas le cas pour H(B) et

pour n _> 3.

Demonstration du Theoreme 1

1. Cas de la boule B de C3. On considdre l’id6al engendr6 par z et z2 darts
H(B).
Dans le modul ds rlations de z t za on a ls vecturs

Z2

(1.1) G()- (1 )/ If()/ T,-, l()’
car

I1 I1f(z)
i1 zZ 11/2 < (1 Z3 12)1/2

1

dans B de mme I()1 -< 1; et, bien stir, zlf(z) + z2 #(z) O.
Supposons que le module R(z, z) soit de type fini sur H(B); il existerait

alors des 616ments H, H,..., H dans R(z, z) tels que
k

(1.2) 6 T, 6 H(B) avec G E Hi.
i=1

Puisque Hi R(z, z2) on a

(1.3) Hi (r,) avec Z ri(z + Z2Si(Z)= O;
Si

donc, sur z2 0 on a r(z)zl= 0 r(z)= 0 et donc il existe i, holomorphe
dans B, telle que

(1.4) ri(z) z2ti(z), i= 1, 2,..., k.

De mme il existe ui, holomorphe dans B telle que

(1.5) si(z z, u,(z), i= 1, 2,..., k.

On d6duit de (1.2), (1.4)et (1.5)que

1
(1.6) X %(Ot,() (), T,

,= (1 i)/:

et la relation analogue en ui.
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Soient alors 01, 02, 0k, 0, k + 1 points de T, tous distincts; (1.6) s’inter-
pr6te comme un syst6me lin6aire 5. k inconnues, lest i, et fi k + 1 6quations; la
compatibilit6 donne alors

(1.7) det
k

O.

D6veloppant ce d6terminant suivant la derni6re colonne on a que e s’ex-
prime comme combinaison lin6aire fi coefficients bornis, car les ,’ sont dans
H(B), des e, i.e.,

(1.8) det e 2e, avec 2 H(B).
i=1

Si le d6terminant devant e, n’est pas identiquement nul sur {zl z 2 ---0),
faisant dans (1.8) z z2 0, on a que ce d6terminant est une fonction holo-
morphe et born6e dans D indbpendante de ; il existe donc 4: dans T tel que
ce d6terminant a une limite non nulle lorsque z 3 tend radialement vers l’une des
racines carr6e de .

Faisons tendre z] vers radialement dans (1.8): le premier membre tend vers
l’infini en module alors que le second est born6 car les 2i le sont ainsi que %
car j 4: ; on obtient donc une contradiction.
Donc on a

(1.9) 0 dans V {z B, Z Z2 0}

pour tous les choix de a, 0k dans T.
Soit le rang de la matrice

on a < k par (1.9) et, quitte fi renum6roter les g6n6rateurs et les on a

0 dans V.

Supposons que > 1, il vient donc, par d6finition du rang

(1.11) Dig det 0 dans V, [1,..., k].
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On en d6duit

Vj [1, k].

Donc d6veloppant ce d6terminant comme en (1.8) il vient

det
i=1

sur V

prenant % + on conclut comme pour (1.9) que

det 0 sur V

ce qui contredit (1.10) donc le rang lest 6gal fi 0 et donc

(1.13) l=0 yj=0sur V, Vi, j [1, k].
Mais alors portant (1.13) dans (1.6) on obtient que e,, 0 sur V ce qui est

faux done contradiction qui prouve qu’il ne peut y avoir un nombre fini de
g6n6rateurs.

2. Cas du polydisque A de C3o
par z z3 et z2 z3. Les vecteurs

(2.1) G,(z)

On consid6re l’id6al engendr6 dans H(A)

Z2 Z3

[(Zl+Zz+Z3)l_o 3
V z T,

< 2x/3,(2.2)
Z2 Z3

[(zl’z2-[’z31-3

appartiennent au module R des relations de zl z3 et de z2 Z3 car
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de mme

(2.3)
Z Z3

(Z nt" Z2 -+- Z 31-cz
3

Prouvons (2.2). Notons

1/2 < 2x/3.

M sup
133

Z2 23

Puisque T, on peut le supposer 6gal t 1 quitte/t poser z z. Par le
principe du maximum on a

(2.4) M2 sup

Posons fl 4) 0 il vient

eio ei4’)2
eW + eicb + eiO

1-
3

(2.5) M2 sup 11 ei 112

e-’-l+e’+e’-)]3
et on peut se limiter fi fle [-n, n].
Voyons le d6nominateur D de (2.5), (1 + e)/2 e/2 cos B/2, d’ofi

2 ei’(3+ei)O e-i {ei*-)- {eia/z cos 5 2 COS

off on a pos6 V -0 fl/2 et 6 + n comme /2 e [-n/2, n/2], cos /2 0
d’ofi

D> 1-cos ={sin2 B
4"

D’autre part, 1 ei 12
Portant dans (2.5) il vient

16 sin2 cos2 4
M2 < sup B

12 sup cos2 12.
sin2

4

D’oti la borne M 2x/3.
Posons alors V {za z2 Z3} on conclut alors de la mme mani6re que

pour le A.
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3. Preuve du Theoreme 2. La preuve est analogue. On considdre, dans
B c Ca, le module R de z et Z2 sur Ak(B) et on a, avec 1 > 6 > 1/2,

(3.1) G(z)-- ( Z2(1-- z)k+a-1)--Zl(1--XZ])k+-
R, / x T,

en effet, comme 1/2 < 6 < 1 on v6rifie sans peine que z(1 z23)k+- est dans
Ak(B) pour i= 1, 2.
Faisant encore l’hypoth6se que R est de type fini sur Ak(B), il vient, comme

au paragraphe 1, l’6quation

(3.2) (1 z23)k+-I E 7iti avec y/ Ak(B), V cz 6 T.
i=1

D6rivant k fois cette relation par rapport 5. z3 il vient

CZk3(3.3) P(z3) + (1 zg)_ =Y v T,

oh P(z3) est une fonction uniform/ment born6e dans D par rapport
sont born6es (et m6me continues) dans B car ce sont des d6riv6es de / et oh les
t’i sont des fonctions holomorphes dans B.

Posant

czR3e(z) P + (1 az)
on est ramen6 au cas du paragraphe 1, avec m g6n6rateurs.

Si l’on fait 6 1/2 on traite le cas des classes Lipchitz.
Pour le polydisque la preuve est identique avec le module de (z z 3) et de

(z2 z3) et comme 616ments

(Z2 Z3) 1 cx
3

G
(Z Z3) 1

3

REFERENCES

1. W. McVoY et L. A. RUBEL, Coherence ofsome rinos offunctions, J. Functional Analysis, vol. 21
(1976), pp. 76-87.

2. J. P. ROSAY, Sur la cohdrence de certains anneaux de fonctions, Illinois J. Math., vol. 21 (1977),
pp. 895-897.

3. S. U. CHASE, Direct products of modules, Trans. Amer. Math. Soc., vol. 97 (1960), pp. 457-473.

UNIVERSITE DE PARIS SUD
ORSAY, CEDEX, FRANCE


