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NON COHERENCE DE CERTAINS
ANNEAUX DE FONCTIONS HOLOMORPHES

PAR
E. AMAR

Introduction

Soit 4 un anneau, uy, ..., y, k éléments de 4; on note

le module des relations de uy, ..., u;; on dit que le module R(uy, ..., u,) est de
type fini si il est engendré sur 4 par un nombre fini de ses éléments; on dit que
A est un anneau cohérent si, pour tout k dans N et tout k-uple (uy, ..., )
d’éléments de A, le module R(u;, ..., ;) est de type fini.

W. McVoy et L. A. Rubel [1] ont montré que 'anneau H*(D) des fonctions
holomorphes et bornées dans le disque D de C est cohérent; J. P. Rosay [2] a
montré qu'il en était de méme pour I'anneau des fonctions holomorphes et
bornées dans un domaine borné de C de connectivité finie; on se propose de
montrer ici:

R(uy, ..., u) = {f= (f1 ---s fi) € A

THEOREME 1. (i) Lanneau H®(B) des fonctions holomorphes et bornées dans
la boule B de C", pour n > 3 n’est pas cohérent.

(i) L'anneau H*(A) des fonctions holomorphes et bornées dans le polydisque
A de C", pour n > 3 n'est pas coherent.

Le cas n = 2 est encore sans réponse.
De méme si 'on note A*(B) (resp. 4¥(A)) 'anneau des fonctions holomorphes

dans B et dont les k premiéres dérivées partielles sont continues dans B (resp.
dans A) on a:

THEOREME 2. Pour n > 3 lanneau A*(B) (resp. A*(A)) nest pas cohérent.

Dans le Théoréme 2 on peut remplacer 4*(B) par 'anneau des fonctions
holomorphes dans B et dont les kK — 1 premiéres dérivées sont Lipchitz 1, de
méme pour le polydisque A.

En fait, on doit pouvoir montrer le théoréme 2 comme W. McVoy et L. A.
Rubel [1] I'ont démontré pour n=1 et k =0, ce qui éviterait la restriction
n > 3. Toutefois la preuve pour n > 3 étant identique a celle du théoréme 1,
nous la donnons ici.
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Le cas de A* est également ouvert.

Une propriété équivalente a la cohérence et peut-étre plus claire est la sui-
vante [3]:

“L’intersection de deux idéaux ayant un nombre fini de générateurs a un
nombre fini de générateurs”.

Le Théoréme 1 prouve donc que ce n’est pas le cas pour H*(B) et H*(A)
pour n > 3.

Demonstration du Theoreme 1

1. Cas de la boule Bde C®. On considére I'idéal engendré par z, et z, dans
H*(B).
Dans le module des relations de z; et z, on a les vecteurs

Z2
(1 —az3)'? 12)
(1.1) G,(z)= = ,VaeT,
—Z ga(z)
(1 — az3)'?
car
— 2 Y
Ol =1 et < =T,y <!

dans B de méme |g,(z)| <1; et, bien sir, z, f,(z) + z,94(z) = 0.
Supposons que le module R(z,, z,) soit de type fini sur H*(B); il existerait
alors des éléments H,, H,, ..., H, dans R(z,, z,) tels que

koo
(1.2) VaeT, 3y, H(B) avec G,= Y y.H,.
i=1
Puisque H; € R(zy, z;) on a

(1.3) H; = (:i.)avec z,1(z) + z,8{(2) = 0;

i

donc, sur z, =0 on a r(z)z; = 0=>r(z) = 0 et donc il existe ¢, holomorphe
dans B, telle que

(1.4) r{z)=zytlz), i=1,2,... k.
De méme il existe u;, holomorphe dans B telle que
(1.5) siz)=zyulz), i=1,2,...,k
On déduit de (1.2), (1.4) et (1.5) que

(16) 3O = s = e Ve,

et la relation analogue en u;.
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Soient alors a4, ay, ..., o4, o, k + 1 points de T, tous distincts; (1.6) s’inter-
préte comme un systéme linéaire a k inconnues, les ¢;, et a k + 1 équations; la
compatibilit¢ donne alors

Y U Ve Ew

(1.7) det | - | =o.
yalac 7‘;:‘ Eay
Va %

Développant ce déterminant suivant la derniére colonne on a que ¢, s’ex-
prime comme combinaison linéaire a coefficients bornés, car les y,, sont dans
H>(B), des ¢, ie,

Ya T Y }
(1.8) det | C | &= Y Ae, avec AL e H*(B).
)
T i

Si le déterminant devant ¢, n’est pas identiquement nul sur {z, = z, = 0},
faisant dans (1.8) z; = z, = 0, on a que ce déterminant est une fonction holo-
morphe et bornée dans D indépendante de a; il existe donc o # o ;dans T tel que
ce déterminant a une limite non nulle lorsque z; tend radialement vers I'une des
racines carrée de d.

Faisons tendre z3 vers & radialement dans (1.8): le premier membre tend vers
I'infini en module alors que le second est borné car les 4; le sont ainsi que &,
car o; # «; on obtient donc une contradiction.

Donc on a

Ya T Ve
(19) det | : ‘| =0dans V={z€eB, z; =2z,=0}
Yo T Va
pour tous les choix de a4, ..., o, dans T.
Soit I le rang de la matrice

[vil v‘él]

Va U Va

on a l <k par (1.9) et, quitte & renuméroter les générateurs et les a; on a
1oL

(1.10) det [’;, ;;‘ll £0 dans V.
ay ay

Supposons que [ > 1, il vient donc, par définition du rang
Yar 7 Ve Y

111) D, =det| ,.

(L) Dy Vo Vu YV

Va Yoy Vi

=0dans V, VY, V;e[l,..., k]
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On en déduit

Vo U Ve 8
k :
(1.12) 0= Y t;D;;=det | - sur V, Vjell,..
i=1 Vo Vo Em
Ya T Ve &y

Donc développant ce déterminant comme en (1.8) il vient

Yoy T Vi

™M~

det | : Cley= ) Ake, surV
i

) 1
Yo 'yau

1

prenant a; = a;,; = o on conclut comme pour (1.9) que

o
det | : =0 surV
Ya T Va
ce qui contredit (1.10) donc le rang I est égal a 0 et donc
(1.13) I=0 <« y,=0surV,Vijel[l, .. k]

K]

!

Mais alors portant (1.13) dans (1.6) on obtient que ¢,, = 0 sur V ce qui est
faux donc contradiction qui prouve qu’il ne peut y avoir un nombre fini de

générateurs.

2. Cas du polydisque A de C3. On considére I'idéal engendré dans H®(A)

par z, — z3 et z, — z5. Les vecteurs

22" 23
l_a(zl+z32+z3)%
2.1 G, (2) = , VaeT,
. S I OTr S B
l_a(21+232+23)’11

appartiennent au module R des relations de z; — z; et de z, — z; car

7 Zy — 23
(2'2) [1 _ o((21 +2z; + 23)11/2 = 2\/3,

3
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de méme

Z; — 23

[ (21 + 2z, + Z3)F/2 = 2\/3’
1—o 3

Prouvons (2.2). Notons

(2.3)

Z,—z
M = sup 2 2

D3 [1 — a(zl + 2z, + Zs)r/z .
3

Puisque a € T, on peut le supposer a égal & 1 quitte a poser z; = dz;. Par le
principe du maximum on a

0 _ Lip)\2
4 2 (" —e?y 1
(24) M?" = sup 1 v+ e 4 ¥
3
Posons f# = ¢ — 0 il vient
2 _ Il - ewlz
3

et on peut se limiter a f € [—=, =n].
Voyons le dénominateur D de (2.5), (1 + €'/)/2 = €2 cos B/2, d’ou

id
2 eiy(3+e )_C B

-0 _ %ei(w—o) _ %eiﬂ/z cos E == 5 P

D=

b

2173 53

ouonaposéy= —6 — B/2etd =y + ncomme /2 € [—n/2,n/2],cos $/2 >0
d’ou

2 Bl 4. 2B
D23[1 cos 2}—;\,sm 4
D’autre part, |1 — e |> = |e'#? — /2 |* = 4 sin? —g— = 16 sin? g cos? /‘—’;
Portant dans (2.5) il vient
16 sin? B cos? i—i P
M? <sup =12 sup cos? = = 12.
4.2 B 4
3 SIn Z

D’ou la borne M = 2,/3.

Posons alors V = {z; = z, = z;} on conclut alors de la méme manicre que
pour le A.
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3. Preuve du Theoreme 2. La preuve est analogue. On considére, dans
B = C3, le module R de z, et z, sur 4*(B) et on a, avec 1 > § > 4,

(31) 6.0 (

en effet, comme 4 < § < 1 on vérifie sans peine que z{1 — az3)**°~ ! est dans
A*(B) pour i =1, 2.

Faisant encore ’hypothése que R est de type fini sur A¥(B), il vient, comme
au paragraphe 1, 'équation

)k+5-l

1— 2
2 ocz3)k+6_l)€R, VaeT,

—z;(1 — az3

]
(32) (1 —az3)* "1 = Y yir,avec yi € A*(B), VaeT.
i=1
Dérivant k fois cette relation par rapport a z; il vient
ng < rigs
(33) Pa(Z3) + W = i;]'))ati, Voe T,

ou P,(z3) est une fonction uniformément bornée dans D par rapport a «, ou y;
sont bornées (et méme continues) dans B car ce sont des dérivées de yi et ou les
t; sont des fonctions holomorphes dans B.

Posant

cz
(1 — o3yt
on est ramené au cas du paragraphe 1, avec m générateurs.
Si I'on fait 6 = § on traite le cas des classes Lipchitz.

Pour le polydisque la preuve est identique avec le module de (z, — z;) et de
(z3 — z3) et comme éléments

z, + Z, +23 k+d6—1
(z2 23)l1 a( 3 ”

Z+ 2z, + 23)]“"‘1 ’

—(21—23)[1—01( ;

ez) =P, +

G, =
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