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Dans le 72 ~m~ tome du Journ. de M. BORCHARDT je ddmontre un thdo- 
%me ayant pour objet le ddcroissement des coefficients de sdries trigo- 
nomdtriques s o u s  certaines conditions. Dans ce qui suit je  voudrais en 
ddvelopper la ddmonstration d'une mani6re, qu ine  laisse rien ~ d~sirer par 
rapport ~ la clartd et la simplicit& C'est du dernier des th4o%mes pro- 
pos6s ici, qu'il est question, les autres me serviront comme prdpara- 
toires. 

I. Soit : 

~1~ ~ 2 ~  .... ~ ~ .... 

une sdrie infinie de quantit~s positives, soumises aux conditions: 

~ / "  ~ • . . ~  ~ _ .  • . . . 

o~t k est une donnde positive plus grande que 1, il y a toujours des hombres 
rdels ~2, ~ui out un tel rapport avec la sdrie donnde, sue le produit x j2  
diff~re dun hombre impair 2y~-}- 1 d'une quantitd 0~, qui devient infiniment 
petite lorsque ~ croit iufiniment; et m~me la quantitd t2 peut ~tre prise dans 
un intervalle (a . . . .  fl) proposd d'avance a volontd. 

Ddmonstration. Je d~signe la grandeur de l'intervalle propos6 (a...fl) 
par i et je suppose a et fl positives toutes les deux, et on peut ramener 
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les autres cas ~ celui-l~. Qu'on divise l ' intervalle en trois parties 
6gales; les-points de division 6tant F et 3, on a: 

i 

Soit x, la premi+re des quantit~s infiniment eroissantes x~, qui est 
3 6 

plus grande que les deux quantit6s donn6es (k - -  1) i et =., 

Prenons d'abord l e  n o m b r e  impair 2y. "4-1 tel, que la fraction 
6 

2y. + 1 t ombe  dans l 'intervalle rd; ee qui se peut, puisque x~ > =. 
x n $ 

Puis d6terminons les nombres impairs 2y.+1-4-1, 2y.+~-4-1, . . . .  

tels que: 
~n+l 

X n + 2  

[ 2y~ + 1 2__ (2y~-1 + 1) ~ £ 1 

A ees conditions je joins, pour faire disparaltre toute ambiguit6, la 
r6gle, qu'on prenne le plus petit toutes les lois qu'il y a deux nombres 
2y~--I-1; qui s 'aeeommodent ~ la condition (A); on a alors une sdrie eom- 
pl6tement d6termin~e de nombres impairs 2y~+  1, pour ~ > n ;  quant  aux 
nombres 2y~-t- 1 pour u < n, nous pouvons les prendre k volont& 

Les nombres x~ et y, d6terminent maintenant une s@ie infinie- 

2y 1 + 1  2y~ + 1 2y ,+  1 
(B) - - ,  - - ,  - - ,  . . . .  

X I X~ Xu 

dont le terme g6ndral s'approehe infiniment d'une limite, que je nomme t?. 
En effet d'apr6s les conditions (A) on a: 

< + + 
3 

et puisque la somme k droite devient infiniment petite en faisant croltre ~, 

la m~me chose a l ieu par rapport k la diffdrence 2q~+~,. + 1 2y~ + 1 
2gv -}-/~ ~ev 
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dans laque l le  le n o m b r e  # p e u t  6tre pris g volont6.  Mais on salt que  

cette condi t ion 6 tant  r empl ie ,  la l imi te  lira 2y, + 1 existe toujours .  C'est 
IJ= oo ~/~1~ 

Cette l imi te  que nous  n o m m o n s  ~2. 

Des condi t ions  (A) p o u r  ~ > n  on t ire p o u r  ~2 la re la t ion:  

off" 

Mais on a: 

[ 3 ¸ 
/2 2y~+ 1 < 1 + 1 + 

_ _  - -  . . o . 
~v X ~ + I  Xu+2 

xv  g v  g~v+l [/2.~ --(2.w + 1)] __< + - -  - -  + . . . .  
Z v + I  X v + l  ~ v + 2  

- - <  k ~ - - ~  . . . .  x~ ,+ l  = - - '  x ~ + 2 -  k v + l '  

On a donc aussi:  , 

[~... - -  (2v. + 1)] __< - / +  7 ~  + + . . . .  

et g p lus  forte ra ison:  

1 
(C) [zqx.-- (2y~ + 1)] < k ~___--~ ;, 

k &an t  > 1 on v o i t  pa r  lg que  la diff6rence: 

0, = x , / 2 -  (2y~ + 1) 

a pou r  l imi te  z6ro p o u r  ~ = c~. Donc  la p remi6re  par t ie  d e  not re  thgo- 

r 6 m e  est d6montr6e.  

I1 reste h faire voir,  que le n o m b r e  t rouv6  ~2 se t rouve  dans  l ' in te rva l le  

donn6 (a . . . .  fi); cela r6sulte aussi de (C), en y f a i s a n t ,  = n;  on a alors:  

[ /2 2yn + l J  1 
ggn x.(k ~ - 1) 

et h p lus  forte raison 

"[/2 2y. -4- l J  < 1 . 
z n  z n ( k  - -  1) 
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1 
Mais nous avions pris x~ tel que  z . ( k - - 1 )  

i 
< ~; on a donc aussi: 

12 2y. + !] < i 

La fraction 2y~ + 1 dtant situ6e dans l ' intervalle T3, la derni6re relation 
ggn 

montre que t2 est situ6 dans l ' intervalle (a . . . .  fl). 

I1. Une sdrie de hombres r~els: 

C1~ Cl~ . . . .  Cv~ . . . .  

dtant telle, que de chaque s~rie y contenue: 

• C n l }  ~ 2 ~  . . . .  Cnv}  . . . .  

l'on -peut toujours enlever une troisi~me: 

dont le terme gdndral c,% devient infiniment petit -pour u : o,9, on a toujours: 

lira c~ = 0 

Ddmonstration. En considdrant une quantit6 positive z quelconque, 

je dis que le nombre des termes G, qui son t  plus grands que z, par rap- 

port k leur  valeur absolue,  dolt ~tre fini; car s'il dtait infini il y aurai t  
une s6rie infinie c.~, contenue dans la premi6re G, dont t o u s l e s  termes 

seraient plus grands que e; on ne pourrait  donc pas en enlever une troi- 
si6me c~,~, dont les termes deviennent infiniment petits pour ~ ~ cx9, ce 

qui est contre l'hypoth6se. 

I1 est donc clair que le nombre des termes c~, qui sont plus grands 

qu'une quantit6 e, si petite qu'elle soit, est fini; mais de lk on conclut 
6videmment que l im G := 0. 

i 
HI. Lorsque pour chaque valeur de x entre z~ro et ~ (i etant une 

quantitd donnde -positivO on a: 

lira c~ sin u z  = O, 
y~0o 
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on a toujours aussi: 

lim c~ -= 0. 
y ~ o ¢  

Ddmonstration. Soit c~ une  s~rie quc lconque  con tenue  dans  l a  s6rie 

c;; je  feral voir, qu ' i l  y en a tou jours  une  t rois i6me c,%, con tenue  dans c,,~ 

et  telle,  que l 'on a: 

lim c%~ ~ 0 
y ~ a v  v 

P o u r  ce]a j ' enl6ve de la s6rie c.~ donn6e l ' au t re  c..,~ ~ condit ion,  que,  le 

n o m b r e  k d tant  donn6 et  > l ,  on ait  p o u r  chaque  v a l e u r  de ~: 

- n m ~  >~ k V - l n m ~ _ l  • 

I1 est .clair ,  que cela se p e u t  de diverses mani6res ;  prenons-en 

une  d6terminde.  La  serie d ' indices n.,~ 6tant  prise de sorte qu 'on  ddter- 

m ine  d 'apr6 s I une  quan t i td  ~2, s i tu@ dans r i n t e rva l l e  0 . . . .  i , et 

telle,  que r o n  ait: 

o11 Yr. est ent ier  et-0~ dev ien t  in f in iment  peti te  p o u r  , --~ cxv. 

Alors  la quant i t6  ~ 2 ' =  $2~ est situ6e dans  l ' in te rva l le  0 . . . .  

et  l 'on a: 
7C 7~ 

D'apr6s l 'hypoth6se  , fai te dans not re  ~h6or6me, en l ' a p p u y a n t  sur  

le h o m b r e  x = t2', on a: 

lira c~ sin (~/2') = 0 

De 1~ on peu t  conclure ,  qu 'aussi :  

lira (3nm . Sin (n~ £2') = O. 

7C 
Mais on a :  sin (n~ ~2')== + c o s ~  0~, d 'oh  l 'on voi t  que :  

lim c,+,~ . cos O~ = O. 
y ~ a t ~  
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8~ 6 tan t  une  quan t i t 6  qui  d i spara i t  p o u r  ~ = co,  on conc lu t  q u e :  

lim ¢,~,~ = 0. 
V ~ o ¢  

I1 y a donc  dans  chaque  s6rie Cn~, content le  dans  la  p remi6re  G, u n e  

t rois i6me s6rie c~m, con tenue  dans  la  seconde, te l le  que  ses t e r m e s  devien-  

n e n t  i n f i n i m e n t  pet i ts  p o u r  ~ ~ cxg. D 'apr6s  le th6or6me II ,  on  a donc  de 

m 6 m e  : 
lira c~ = 0. 

IV.  Lorsque pour chaque valeur de x comprise darts un intervalle donnd 

(a . . . .  fl), la condition: 

lira (a~ sin ~z + b~ cos ~z) = 0 
y ~ c ~  

est remplie, on a toujours: 

lira a, = 0, lira by ---= 0. 

Posons :  

On a:  

Ddmonstration. Soit  

+#et r =  2 

a~ cos ~ - -  by sin ~T ~- c~ 

a~ sin ~y + b~ cos ~ = d~ 

a, -= c, cos ~" Jr d~ sin ~- 

b~ = - -  c~ sin ~" -b d~ cos ~ ;  

d~ d e v i e n t  i n f i n imen t  pe t i t  p o u r  ~ ~ co,  pa r  hypoth6se ,  p u i s q u e  d~ est ce 

que  d e v i e n t  l ' express ion  a~ sin ~x -4- b~ cos ~x p o u r  x == ~', e t  que  2 est unc  

v a l e u r  si tuSe en t re  a et  ft. 

De m ~ m e  c ,  dev i en t  aussi  i n f i n i m e n t  pe t i t  p o u r  ~ = co ;  car  on a, 

i 
pa r  hypo th6se ,  p o u r  c h a q u e  va l eu r  de x posi t ive et  < - ~ :  

lira (a, sin ~(~- + z) + by cos ~(~" + z)) = 0 
y ~ a o  

lira (a~ sin ~([ - -  ~) + b,cos ~(~- - -  m)) = 0. 
y = o v  
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P a r  soustraction on en conclut :  

335 

limc~ sin~z ---- 0 
y ~ o o  

i 
pour  chaque valeur  positive de x < - ~ .  

De l~ on voit  d'apr6s le th6or6me III ,  que l 'on a: 

lira c, ---- O. 

Maintenant  cv et dv devenant  toutes les deux infiniment petites, il en 
r6sulte la m~me propri6t6 pour  a~ et b~. 

Berlin, 21 Avri l  1871. 


