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Zur Axiomatik endlicher Gruppen
II. Teil

Yon BEneT SToLT

§ 1. Einleitung

Die klassischen Definitionen einer Gruppe enthalten bekanntlich solche Axiome,
die in weniger umfassende Axiome zerlegt werden kénnen. In [1] habe ich eine
solche Zerlegung vorgenommen. Dann habe ich Axiomensysteme gebildet, die
fir eine zugrundeliegende unendliche oder endliche Menge vollstindig bzw. un-
vollstindig sind; siehe [1], [2] und [3]. In spiteren Arbeiten habe ich Systeme
betrachtet, die nur fiir eine zugrundeliegende endliche Menge vollstindig sind.
Zunschst sind alle solche Systeme aufgestellt worden, die aus den sogenannten
allgemeinen Axiomen, den Eins-Existenzaxiomen und den allgemeinen Invers-
axiomen gebildet werden konnen, siehe [4]. Wenn die Komposition der Menge
eindeutig ist, habe ich auch alle solchen Systeme aufgestellt, die nur fur eine
zugrundeliegende endliche Menge vollstindig sind; siehe [5].

Es ist nun das Ziel der vorliegenden Arbeit, die iibrigen Systeme zu bestim-
men, die fiir eine zugrundeliegende endliche Menge vollstindig sind. In der
Arbeit werden 13 solche Systeme bestimmt; die Vollstindigkeit zweier weiteren
Systeme sind wunentschieden. Fiir Bezeichnungen und Hilfssitze wird an [1]
verwiesen.

§ 2. Hilfssiitze

Zuerst wollen wir die folgenden Hilfssitze beweisen.

Hilfssatz 1. Wenn A, E, LI(E) und li(U) bestehen, hat cin Element mit LI(K) sogar
die Eigenschaft 1E.11.

Beweis: Wenn ¢ ein beliebiges Element ist, ist es méglich, der Reihe nach
die Produkte aa >a? aa®>a® ... zu bilden. Weil die zugrundeliegende Menge
endlich ist, kommt man zu einer Verkniipfung ea"” oa™, m<n. Dann ergibt
sich

a a a“1,

woraus aa >af und afa”"! >a™ folgt. Ferner bilden wir
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at a a2

~woraus aja oo} und aia"?oa™ folgt. Indem man fortfihrt, kommt man
schliesslich zn af'a >af und a¥a™ >a™

Wenn e ein Element mit LI(E) ist, gilt auch e a™ >a™. Aus L(U) folgt dann
ai=e. Wegen af 'a>e gilt folglich [E.II, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Hilfssatz 2. Wenn A, E, li(U) und I(U) bestehen, gibt es ein Element mii IE.1
und rE.1.

Beweis: Wenn a beliebig ist, ist es moglich, wie im vorigen Hilfssatz der
Reihe nach die Produkte aa >a?, aa? >a® zu bilden, bis man zu aa” >a™,
m=n, kommt. Bilden wir ferner der Reihe nach aa >a? und ala”'>a",
ala >ad und ¢da" 2 >a™, kommen wir schliesslich zu den Ausdriicken a¥'o o a%
und af a™ >a™. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, besteht dann af af >af.

Wenn b ein anderes' Element ist, kann man dieselben Uberlegungen durch-
fiilbren. Man erhilt dann b} b} >b}. Wege I(U) gilt nun

k h
ay=bi=-=éqy
wo e, die Eigenschaft e,e, De, hat. Wegen af 'a>e, hat e, sogar die Eigen-

schaft IE.I.
Wir bilden nun

ai
——
k
a
e et
- k
af ' a af,

x k41 k-1 gktt 1 Ind fortfahrt, erhilt
woraus aaf Saf*! und af laft! oaf folgt. Indem man fortfihrt, erhilt man
k : - . _ .
aai™ >af*? und af"?af** 54, ..., bis man zu a a?* ! oaf kommt. Folglich

besteht auch rE.I, womit der Hilfssatz bewiesen ist.

§ 3. Vollstiindige Systeme
Wir wollen nun die Vollstindigkeit der folgenden Systeme zeigen.

1) 4, E, WU, rI(U)
92) A4, E, U, rE.i

3) A, E, WU, rei, rvi
4) A, E, B, rUli, ri(U)
5) A, E, IB.ri, rU.ri, L(U)
6) 4, B, U1, L)

7) A, E, U1, ri(U)

8) A, E, UL, U), I(U)
9) A, E, fUli, L), IU)
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E, Wi, leri, L(U), I(U)
11) A, B, W.r, reri, (U), I(U)
E, 1U.ri, leri, W(U), I(U)
E, vU.ri, rers, W(U), 1(U).

Vollstindigkeitsbeweis von 1):

Wegen Hilfssatz 2 in [4] bestehen A4, E, lE, U, 1U und rI(U), womit 1) auf
das vollstindige System 12) in [1], S. 81, zurlickgefiihrt ist.

Vollstindigkeitsbeweis von 2):

Die Vollstindigkeit von 2) ist in [4] bewiesen.

Vollstandigkeitsbeweis von 3):

Wegen Hilfssatz 2 in [4] bestehen A, E, IE, U, IU, re.d und rv.i, womit 1) auf
das vollstindige System 16) in [1], S. 32, zuriickgefiihrt ist.

Vollstindigkeitsbeweis von 4):

Wegen Hilfssatz 1 in [4] bestehen A4, H, IE, rE5i, UL, rUlLi und ri(D),
womit 4) auf das vollstindige System 18) in [1], S. 49, zuriickgefiihrt ist.

Vollstindigkeitsbeweis von 5):

Wegen Hilfssatz 1 in [4] bestehen A4, E, lE.ri, rE.ri, IU.ri, vU.ri und Li(U),
womit 5) auf das vollstindige System 17) in [1], S. 49, zuriickgefithrt ist.

Vollstandigkeitsbeweis von 6):

Wegen Hilfssatz 1 hat ein Element mit IU.LI auch die Eigenschaft [E.lI,
womit 6) auf das vollstindige System 1) in [1], S. 38, zuriickgefiibrt ist.

Vollstandigkeitsbeweis von 7):

Wegen Hilfssatz 1 hat ein Element mit 1U.rI auch die Eigenschaft rE.r1,
womit 7) auf das vollstdindige System 10} in [1], S. 46, zuriickgefiibrt ist.

Vollstindigkeitsbeweis von 8):

Der Annahme zufolge gibt es ein Element e mit IU.li, das wegen Hilfssatz 2
in [1], 8. 35, auch die Eigenschaft IU.] hat. Wegen Hilfssatz 2 gibt es ein
Element mit IE.J] und 7E.I, und wegen I(U) ist dieses Element gleich e. Weil
also e die Eigenschaften I#.] und IU.I hat, ist 8) auf das vollstindige System
4) in [1], S. 43, zuriickgefiihrt.

Vollstindigkeitsbeweis von 9):

Der Annahme zufolge gibt es ein Element ¢ mit rU.li, das wegen Hilfssatz
2 in [1], S. 35, auch die Eigenschaft IU.I hat. Wegen Hilfssatz 2 gibt es ein
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Element mit IE.I und rE.I, und wegen I(U) ist dieses Element gleich e. Weil
also e die Eigenschaften IE.I und rU.I hat, ist 9) auf das vollstindige System
10) in [1], S. 46, zuriickgefithrt.

Vollstandigkeitsbeweis von 10):

Der Annahme zufolge gibt es ein e, das ce o¢ und ¢’ ¢ >e erfiilllt. Aus

folgt ¢'c >e, und e,e >e. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, gilt e, e, D ey, und
wegen Hilfssatz 2 hat e, die Eigenschaften IE.I und rE.I. Wenn a beliebig ist,
gilt folglich aa; >e,. Dann erhalten wir

PN
ed
P
’
a a e,

woraus a, e S>a; und aa;Se folgt. Also hat ¢ die Eigenschaft rE.I, womit 10)
auf das vollstindige System 6a) in [3] zuriickgefithrt ist.

Vollstéindigkeitsbeweis von 11):

Der Annahme zufolge bestehen ce >c¢ und cc¢; >e. Dann bilden wir

e
m—— e,
c
’
¢ e €1,
’ ’ 7
woraus ec¢; >¢; und ccy oe folgt,
e
e N
c
!
c e Ca,

woraus ecs; >cs und ccg >e folgt, usw. Weil die zugrundeliegende Menge end-
lich ist, kommt man zu einer Verkniipfung ec, Scm, m <n. Dann ergibt sich

’
[ e Cn-1,

!
Cn
—————
’

cm
’ I
woraus ee >e? und e*c,_, Dc, folgt,
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€ € Cn_2,
R Y —

’
Cn-1
N ———
I
Cm

woraus e?e>¢® und e¥c, o Dcp, folgt, usw. Indem man fortfihrt, erhdlt man
schliesslich e*cr, Dep,.

Wegen Hilfassatz 2 gibt es ein ¢, mit I5.J und rE.I. Wegen Hilfssatz 2 in
[1], S. 35, und I(U) gilt e*=e,.

Aus
’
C e Cm
\_ﬁ,’—/
Cm
|V ——

folgt ceq >c. Wegen IE.I gilt ¢, ¢ De,. Dann ergibt sich
¢ C, o
R AP —
ea

[ "
[

woraus e.c¢ > ¢ folgt. Wegen Hilfssatz 2 in [1], 8. 35, und I(U) gilt dann e, =e,.
Aus

e
e
c
e ’
[ Cc Cm

folgt ccm>es und e ep>e. Schliesslich bilden wir aa; >e,, wo a beliebig
ist, und

[
e
€q
S —
’
a Gy (’/ﬂ .

Dann gilt a; eg Sa; und aa; De. ¢ hat also die Eigenschaften rE.ri und 1U.ri,
womit 11) auf 4) zuriickgefiihrt ist.
Vollstindigkeitsbeweis von 12):

Auf Grund der Annahme bestehen ce >¢ und cic >e, wo e ein Element mit
rU.rt und le.re ist.

Aus
I
C1 c e
e —
c
S —
e

folgt c;¢c >eg und ege >e. Wegen Hilfssatz 2 gibt es ein e, mit IE.J und rE.1,
und wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, und I(U) gilt eg=e,.
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Aus
I
[ [} c
[N —
[

folgt cc; e, und e.c >c. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, und I(U) gilt e, = e,
Ferner bilden wir

e
N
Co
?
c Cy e,
! !
woraus ¢;e D¢, und ccy, >e folgt, und
e
e e,
c
’
¢ e Co

Dann folgt ecy >ecy, und wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, und I(U) gilt ferner
ex=e, womit 12) auf das vollstindige System 17) in [1], S. 49, zuriickgefiihrt ist.

Vollstindigkeitsbeweis von 13):

Der Annahme zufolge bestehen ce>c und cc¢' >e, wo e ein Element mit
rU.ri und re.rs ist. Wegen Hilfssatz 2 gibt es ferner ein e, mit IE.T und rE.1.
Aus '

e
e e,
c
’
c e c

folgt ec’ >¢’. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, und I{U) gilt dann e, = ¢, womit
13) auf das vollstindige System 5) zuriickgefiihrt ist.

§ 4. Unentschiedene Systeme. Die Irreduzibilitit der vollstéindigen Systeme

Es ist dem Verfasser noch nicht gelungen, die Vollstéindigkeit oder Unvoll-
stindigkeit der folgenden zwei Systeme zu entscheiden. Es ist aber zu vermuten,
dass wenigstens 1) unvollstindig ist.

Die unentschiedenen Systeme sind wie folgt.

1) A, B, IE, Wrl, rexi, ro.ri, WU), rI(U)
2) A, B, Wi, rU.rs, LU, IU).

Zunidchst werden wi zeigen, dass die Systeme 1)-4) und 6)-9) des § 3 irredu-
zibel sind. Zu diesem Zweck ersetzen wir die in jedem vollstdndigen System
enthaltenen Axiome der Reihe nach mit weniger umfassenden Axiomen.
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Es ist zu bemerken, dass in [1] gezeigt ist, dass ein vollstindiges System das
Axiom A, eines der Axiome K, IE, rE und eines der Axiome E, U enthalten

muss.

Wenn die zugrundeliegende Menge unendlich ist, sind simtliche Systeme des
§ 3 mit der Ausnahme von 5) unvollstindig, was aus [1], Satz 1 und Satz 7
im Abschnitt IV, hervorgeht. Wenn die zugrundeliegende Menge von 5) unend-
lich ist, bekommt man ein System, das weniger umfassend als das unentschiedene

System 7 d) in [3] ist.

Teilsystem, das aus dem Auf Grund folgenden
Vollstandiges System vollstandigen System Satzes in [5] ist das
hervorgeht Teilsystem unvollstandig
1. 4, E, IU, »I(U) A, E, 1Us, W(U), rI(U) Satz 8
A, B, U Satz 1
2. A, E, IU, rEx A, E, lU.%, Li(U), rE4 Satz 8
A, E,1U, re.s Satz 1
3. A, E, lU, res, rv.s A, B, IU4, Li(U), red, rvs Satz 8
A, B, lU, rv.1 Satz 2
A, B, IU, red Satz 1
4. A, E, IEli, »U.lL, ri(U) A, E, 1E.4, rU.3, ri(U) Satz 8
A, E, ledi, rU.li, ri(U) Satz 9
A, E, 1Bk, rv.li, ri(U) Satz 8
A, B, IEL, rUlLi Satz 7
5. A, E, lE.ri, rUuari, L(U) A, E, lE+, rUa, L(U) Satz 8
A, E, leri, rU.rs, 1i(U) Satz 9
A, B, lE.ri, ro.ri, vI(U), L(U) Satz 8
A, B, lE.ri, rUai, LI(U) Satz 7
6. A, E, IU.U, 1(U) A, E, 1U.1, Li(U) Satz 1
A, E, Wi, Li(U) Satz 8
A, E, 10U Satz 7
7. 4, B, lU.sI, ri{U) A, E, 1U.1, ri(U) Satz 9
A, E, wrl, »i(U), LI{D) Satz 8
A, E, 1U.rI, rI(U) Satz 6
8. 4, E, IU.lLi, Li(U), I(U) A, E, 10U, U(U), I(U) Satz 5
A, E, w.li, Li(U), I(U) Satz 8
A, E, 1U.li, I(U) Satz 7
A, E, lU.li, li(U), rI(U) Satz 9
9. A, E, rU.Li, W(U), I(U). A, E, »U s, L(U), I(0) Satz 5
4, B, rv.li, (U), I(U) Satz 8
A, E, rUli, I(U) Satz 7
A, E, rU.l, 1i(U), rI(U) Satz 9
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Fortsetzung
Teilsystem, das aus dem Auf Grund folgenden
Vollstandiges System vollstandigen System Satzes in [5] ist das
hervorgeht Teilsystem unvollsténdig
10. A, E, IU.ri, leri, L(U), I(U) | 4, E, U, les, (U), I(U) Satz 5
A, E, i, leri, U(U), I(U) Satz 8
A, E, IU.r, L(U), I(U) -
A, E, LU, leri, I(U) Satz 7
A, E, 1U.ri, leri, (U), rI(U) Satz 9
11. A, B, 1U.r, reri, 15(U), I(U) | A, B, 1U.4, re.d, W(U), I(U) Satz 5
A, B, w.ri, re.rs, B(U), I(U) Satz 8
A, B, IU.r, W(U), I(U) -
A, E, lU.r, reari, I(U) Satz 7
A, E, lU.ri, rers, BW(U), »rI(U) Satz 9
12. A4, B, rU.ri, lexri, L(U), I{U) | 4, E, rU., leid, W(U), I(U) Satz 5
A, B, rv.ri, lers, UW(U), I(U) Satz 8
A, E, rU.wri, W(U), I(U) -
A, E, rU.uwri, leri, I(U) Satz 7
A, B, rU.ri, leari, Wi(U), rI(U) Satz 9
13. A, B, vU.ri, reri, W(U), I(U) | A, B, rUa, re.d, L(U), I(U) Satz 5
A, E, rv.ri, reri, L(U), I(U) Satz 8
A, E, rUxri, B(U), I{U) -
A, E, rU.ri, rers, I(U) Satz 7
A, B, rU.ri, reri, Li(U), rI(U) Satz 9

Aus den folgenden Tafeln ist es moglich zu bestimmen, ob ein gegebenes
System vollstindig, unvollstindig oder unentschieden ist.

In den Tafeln sind folgende Bezeichnungen benutzt worden.

— bedeutet, dass das entsprechende System wegen eines Satzes des § 4 in [5]
unvollstindig ist.

G bedeutet, dass das entsprechende System mit einem System des § 3 identisch ist.
g bedeutet, dass das entsprechende System fiir eine zugrundeliegende endliche
aber nicht unendliche Menge vollstindig ist.

z bedeutet, dass das entsprechende System vollstindig ist, wenn eine endliche
oder unendliche Menge zugrunde liegt.

? bedeutet, dass das entsprechende System unentschieden ist.

Die Tafeln sind unter der Voraussetzung aufgestellt, dass das System 4, E,
IE, rU.ri, li(U) fir eine zugrundeliegende unendliche Menge unvollstindig ist.
Wenn dieses System vollstindig wire, wiirde es notwendig sein, in einigen
Fillen g und G durch z zu ersetzen.
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Auf Grund folgenden | Auf Grund folgenden
Axiomensystom .vollsté.ndi.gen Systems Satze-}s in [5] ist das
ist das Axiomensystem Axiomensystem
vollstandig unvollstandig
A, E IE, rE, U, rU.e. . e e Satz 7
A, E, WU, rEBd . . . . . . ... .. 1
A E U, »Ux. e e e e
A, B0, IE)Y. . . . . . . ... ... 6
A, E B, U W, rerl . . .. . .. .. Satz 1
A EIE, U, WU, rorl. . . . . ... .. Satz 2
A, B, U, ret, 708 . . . . . . . . . . . 3

Eins-Unitatsaxiome, die zum Axiomensystem hinzugefiigt werden sollen

Axiomensystem Ii (U)

(Ol (ol (o . i ()i (Ol ([P
rngg ZEU; erEU; rI(U)ri (U)la (D) (U (U) éﬁmf(m I (UWILEZ;
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Ark. Mat. 3 Nr 7 (1954) 113-115.

[5].
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Tryckt den 21 april 1955

Uppsala 1955, Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB

Zur Axiomatik endlicher Gruppen. Ark. Mat. 3 Nr 11 (1954), 171-180.

Fortsetzung
Eins-Unit#étsaxiome, die zum Axiomensystem hinzugefiigt werden sollen
Axtomensystom ()i (D)}t (D) i (Ol ()] (D)
4 % . . % 4 74 f
1 (O (O)|ez (0T (Ore (ONEORLON Dy 1 ()| 1 (U)T;Egg
A, E,lE, WU, rvri . . . . - T ? - ] - - - T x z x
A, B, LB, LU.lIi, rels, rv.ld . - z ? - z ? - - z x 7 z
A, B, IE.ri, LU, reai, rors . .| — T ? - [ ? - - x z z z
A, B, 1ElL, Ul . - g z - G z - - x 2 x z
A, B, lExi, rUri . . - x g - T G - - x z T ©
A, E,IB.L, IU.Ii . - x - - x - - - x x x z
A, E, lEri, LU . . - x - - x - -~ - x z z z
4, E,IUL . . - - - - - - - - - G ? g
A, B, 1Ur. . . - - - - - - - - -~ ? G g
A4, E, UL, UL - - - - - - -~ - - g ? g
A, B, UL, leli. . - - - - - - -~ - - g G g
A, E, LU, leari . - - - - - - - - - G g g
A, B, IU.lLi, reli - - - - - - -~ - - g G g
A, E, LU, reri . . - - - - - - - - - G g g
A, E,IE, rB, IU4, 7Ug . - - - - - - - - - - - -
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