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Uber gewisse Axiomensysteme, die abstrakte Gruppen

bestimmen

Von BeENeT STOLT

§ 1. Einleitung

In meiner Dissertation! habe ich nebst vollstindigen und unvollstindigen
Axiomensystemen auch einige unentschiedene Systeme aufgestellt. In zwei spé-
teren Abhandlungen? habe ich bewiesen, dass vier von diesen Systemen voll-
stindig und zwei unvollstindig sind. Die Vollstindigkeit eines dieser vier Systeme
wurde schon von CARLESON gezeigt; siehe [2]. Unabhiingig davon hat Croisor3
die Vollstindigkeit von zwei derselben Systeme bewiesen. Er hat auch gezeigt,
dass ein System unvollstindig ist. :

In der vorliegenden Arbeit wollen wir die Vollstindigkeit von vier weiteren
Systemen zeigen. Von den unentschiedenen Systemen in [1] bleiben dann nur
zwei Systeme ibrig.

Betreffs der Bezeichnungen wird auf [1] verwiesen.

§ 2. Die unentschiedenen Systeme

In [1] werden die folgenden unbestimmten Systeme aufgestellt.
1) 4, E, U, W, rB, let, rvs, I{U)
2) A, B, U, IE.L1, 0.1, red, rv.I, i (U), rI (U)
3) 4, E,1E, U, lvi, rei, rv.d
4) A, E, 1B, W01, rel, ro.d, i (U), ri (U)
5)Y 4, BE,IE, W.rl, rexd, rorl, i (UY, rI(U)
6) 4, E, IE.lL, rU, re.li
7 A, E, B, WU, rUrs, L (U), I({U)
8) 4, E, IE, rE, IU.ri, b (U), I(U)

1 Siehe [1]. Mit [ ] wird auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit hingewiesen.
2 Siehe [2] und [3].
3 Siehe [4].
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Zunichst werden wir 2, 4, 6 und 7 in folgenden Systemen zerlegen.

2a) A, E, U, B4, WU, res, rvi

2b) 4, B, U,IE1, W01, rel, i (U), vI{U)
2¢) 4, E, U, IEIL,IUI, ro.I, L (U), rI (U)
4a) 4, E, IE.ri, lU.ri, ri (U)

4b) A, E, 1Bk, UL, i (U)

6a) A, E, IE.li, rU.li, re.ly, ri (U)

7a) 4, E, lE.ri, WW.r, L (U), I(U)

7b) 4, E, IE.ri, vU.ri, (U), I(U)

7c) 4, B, IE.ri, rU.ri, ., L (U)

7d) A, E,IE, rU.ri, li (U)

Die Unvollstindigkeit von 1 ist von Croisor gezeigt. Er zeigt auch, dass
2a und 3 vollstindig sind, was unabhiéngig von SToLT bzw. CARLESON gezeigt
ist. Ferner habe ich gezeigt, dass die Systeme 2b und 2c¢ unvollstindig und
die Systeme 4a und 4b vollstindig sind. In folgendem Abschnitt werden wir
die Vollstindigkeit von 6a, 7a, 7b und 7c zeigen. Daraus folgt, dass auch 8
vollstaindig ist. Von den unentschiedenen Systemen bleiben folglich 5 und 7d
iibrig. Wahrscheinlich ist 5 sogar fiir eine zugrundeliegende endliche Menge un-
vollstindig, aber es ist nicht leicht, ein Beispiel dafiir zu finden.

Wenn man ein System bildet, das weniger umfassend als 2, 6, 7 oder 8 aber
nicht umfassender als 2a-2¢, 6a oder 7a—7d ist, ist es immer unvollstdndig.

§ 3. Vollstiindige Systeme
In diesem Abschnitt wollen wir die Vollstindigkeit von 6a, 7a, 7b und 7¢

zeigen. Es empfiehlt sich, mit 7a zu beginnen.
Vollstindigkeitsheweis von 7 a:

Der Annahme zufolge gibt es ein e mit I£.ri und IU.ri. Ferner gibt es ein
¢, das ce>¢ erfulll, und ein ¢’, das ¢’ c>e erfillt. Aus

e e
¢ c e
U
c
—_— ———
e

folgen wegen E und A c¢'co>e, und e, e>e. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35,
gilt auch e, e, > e,.
Wegen IE.ri und IU.7 gilt eye,>e. Aus

— e, e s,
e, ¢ ¢ und e ¢ ¢
—_— e
e e
N—————— e ——— N e e’
e e
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folgt e c’>c¢ bzw. e c’>c¢. Wegen Ui (U). gilt dann e,=e,, woraus e,e,De

folgt.
Wegen K gilt ee,>ep, und aus IE.ri"und [U.r: folgt epesde. Aus
.
eﬂ [ €y
[ —
— %
e
folgt wegen IU.re e}eDea, und aus
e
eﬁ [ (2%
[ ——
e
———
ea

Aus

—
e o e
L ——
o
N e e
s
folgt ee,>e, und e,e>e und aus
o —
€ . ey e
N ——————
s
e ———
e
folgt e,e, e, Schliesslich bilden wir
— i
e [ ey
Y —— s
B €
—— e ———
ey

woraus ee,De, und e.e,oe, folgen. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, gilt e, e,>e..
Aus I(U) folgt dann e, =e, Daraus erhalten wir ee, De,, und wegen li(U)
gilt auch e,=e. Folglich ist das System auf das vollstindige System 4 in [1],
8. 43, zuriickgefiihrt.

Vollstindigkeitsbeweis von 6 a:

Wenn e ein Element mit [El, rU.li und reli ist, bestehen ec> ¢ und
c¢’De. Aus

e
———
¢
p———
e ¢ ¢
Nttt

folgen cc'>e, und ee,>e¢, und wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, gilt egeq,> e,

189



B. sToLT, Uber gewisse Axiomensysteme, die abstrakte Gruppen bestimmen

Wenn o beliebig ist, gilt a;a>e. Aus

e N
e
———
a a ey
[

folgt @e,>a, d.h. e, hat die Eigenschaft rI (E).
Wegen IE.li gilt ¢;eDe. Aus

;7!
e €x e
folgt wegen rU.li e,e>e, und aus
e
€y
c ¢’ e

folgt wegen rUli c’e>c¢’. Wegen Hilfssatz 2 in [1], 8. 35, gilt dann ee>e,
womit das System auf das vollstindige System 12 in [1], S. 47, zuriickgefiihrt ist.

Yollstindigkeitsheweis von 7 b:

Wenn e ein Element mit {E.ri und rU.ri ist, bestehen ce>c¢ und ¢;c>e.

Dann bilden wir
—N— ——

7 4
¢ c e und ¢ 1 c
N — ittt — v 2
c : e
J S — N ——
e c

woraus ¢, cDe, und ege>e bzw. ce e, und e.co¢ folgen. Wegen Hilfssatz 2
in [1], S. 35, bestehen ferner eye;>e, und e.e.>e., und aus I (U) folgt e, =e,.
Aus

e
e N
€q

——
i
[ Cy e
[ —

folgen cie>cy und ccq>e. Schliesslich bilden wir

e
e e e e
[
———
’
c e Co
——— —

woraus nach rU.ri ec,>c, folgt. Wegen li (U) gilt ee>e, womit das System
auf das vollstindige System 10 in [1], S. 46, zuriickgefithrt ist.
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Yollstindigkeitsbeweis von 7 ¢:

Wenn e ein Element mit IE.ri, +U.ri und lv.ls ist, bestehen ce>c¢ und ¢’ ¢c>e.
Aus

e acr—.
¢ ¢ e
[ —
c
pE—
e

folgen ¢'¢cDe, und ey e>e, und aus Hilfssatz 2 in [1], S. 35, folgt ey e, Deq.
Wegen [E.ri gilt e, e,>e, und nach

r— e s s,
e ¢ ¢ und e ¢ ¢
[ — [ —
(4 €z
N e g N rt?
e e

bestehen wegen Ww.li e,¢'>¢ und e¢,¢'>¢. Aus I (U) folgt e;=¢,, und dann
gilt eqeq,>e. Schliesslich bilden wir

e
—
€y

e e,
€q € €,
|
woraus e, e>e, folgt, und
e
o e e,
ed
e
€u e €o s
| SN

woraus ee, De, folgt. Wegen 13 (U) gilt dann e, =e, womit das System auf das
vollstindige System 10 in [1], S. 46, zuriickgefithrt ist.
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