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Mitge te i l t  a m  28. Apr i l  1954 d u t c h  T.  NA~EL~ 

o~ 

Uber gewisse Axiomensysteme, die abstrakte Gruppen 
bestimmen 

Von BENGT STOLT 

§ 1. Einleitung 

In  meiner Dissertation 1 habe ich nebst vollst/indigen und unvollst~ndigen 
Axiomensystemen aueh einige unentsehiedene Systeme aufgestellt. In zwei spi~- 
teren Abhand]ungen~ habe ich bewiesen, dass vier yon diesen Systemen voll- 
:st~ndig und zwei unvollst/~ndig Rind. Die Vollst~tndigkeit eines dieser vier Systeme 
wurde schon yon C~LESO~ gezeigt; siehe [2]. Unabh~ngig davon hat  CROISOT 3 
die Vollst~ndigkeit yon zwei derselben Systeme bewiesen. Er  hat  auch gezeigt, 
class ein System unvollst/indig ist. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wit die Vollst~ndigkeit von vier weiteren 
,Systemen zeigen. Von den unentschiedenen Systemen in [1] bleiben dann nur 
zwei Systeme fibrig. 

Betreffs der Bezeichnungen wird auf [1] verwiesen. 

§ 2 .  

In [1] werden die 

1) A, 

2) A, 

3) A, 

4) A, 

5) A, 

6) A, 

7) A, 

8) A, 

1 Sieho [1]. Mi~ [ ] wird 
Siehe [2] und [3]. 

3 Siehe [4]. 

Die unentsehiedenen Systeme 

folgenden unbestimmten Systeme aufgestellt. 

E, U, lU, rE.i, le.i, rv.i, I (U) 

E, U, lE.I, 1U.I, re.I, rv.I, li (U), rI (U) 

E, 1E, U, lv.i, re.i, rv.i 

E, lE, lU.I, re.I, rv.I, li (U), ri (U) 

E, lE, lU.rI, re.rI, rv.rI, li (U), rI (U) 

E, lE.li, rU, r~.li 

E, IE, lU.ri, rU.ri, li (U), I (U) 

E, 1E, rE, lU.ri, li (U), I (U) 

auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit hingewiesen. 
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Zun~chst werden wir 

2a)  A, 

2, 4, 6 und 7 in folgenden Systemen zerlegen. 

E, U, 1E.i, lU.i, re.i, rv.i 

2b)  A, E, U, lE.I, lU.1, re.I, li (U), rI (U) 

2c)  A, E, U, 1E.I, lU.I, rv.I, li (U), rI (U) 

4 a) A, E, 1E.ri, 1U.ri, ri (U) 

4b) A, E, 1E.li, lU.li, ri (U) 

6 a) A, E, lE.li, rU.li, re.li, ri (U) 

7 a) A, E, 1E.ri, lU.ri, li (U), I (U) 

7 b) A, E, 1E.ri, rU,ri, li (U), I (U) 

7 c) A, E, 1E.ri, rU.ri, lv.ri, li (U) 

7 d) A, E, 1E, rU.ri, li (U) 

Die Unvollst~ndigkeit yon 1 ist von CROISOT gezeigt. Er  zeigt aueh, dass. 
2 a und 3 vollsti~ndig sind, was unabh~ngig yon STOLT bzw. CA~LESON gezeigt 
ist. l~erner habe ich gezeigt, dass die Systeme 2 b und 2 e unvollstiindig und 
die Systeme 4 a  und 4 b  vollst~ndig sind. In  folgendem AbsChnitt werden wir 
die Vollsti~ndigkeit yon 6 a, 7 a, 7 b und 7 e zeigen. Daraus folgt, dass auch 8. 
vollst~ndig ist. Von den unentsehiedenen Systemen bleiben folglieh 5 und 7 d 
iibrig. Wahrscheinlich ist 5 sogar fiir eine zugrundeliegende endliehe Menge un- 
vollst~indig, aber es ist nicht leicht, ein Beispiel dafiir zu finden. 

Wenn man  ein System bitdet, das weniger umf~ssend als 2, 6, 7 oder 8 aber 
nieht umfassender als 2 a-2  e, 6 a oder 7 a~-7 d ist, ist es immer unvollst/~ndig. 

§ 3. Vollst~indige Systeme 

In  diesem Abschnit t  wollen wir die Vollst~ndigkeit yon 6 a, 7 a, 7 b und 7 c 
zeigen. Es empfiehlt sich, mit  7 a zu beginnen. 

Yollst~indigkeitsbeweis von 7 a-" 

Der Annahme zufolge gibt es ein e mi t  1E.ri und lU.ri. Ferner gib~ es ein. 
c, das c e De erfiillt, und ein c', das c' c D e erfti]lt. Aus 

^ 

t C 

G 

folgen 
gilt aueh e~ e~ ~ e~. 

Wegen IE.ri und lU.ri gilt eL e~D e. Aus 

e~ c und 

e~  

e 

wegen E und A c'c~e~ und e~eDe.  Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35~ 

ect ~)  C 

d 
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fo lg t  e'~ c" ~ c" bzw. e~ c' ~ c'. Wegen li  (U)~ gilt dann  e'~ = e~, woraUs e~ e~.D e 
~olgt. 

! 

Wegen E gilt e e~ ~ e~, und  aus lE . r i ' , und  lU . r i  folgt e p e ~  e. Aus  

et~ 

folgt  wegen 1U.ri e~ e ~  e~, und  aus 

e~ 

{olgt wegen l i ( U )  e'~e~De~. Dann  gilt 
.Aus 

e 

folgt  e e~ D % und  e~, e ~ e¢, und  aus 

ea  

- F  

e 

e~ e~ 
Y 

ec¢ 

t e~ -- e~, woraus e~ e~ ~ e und  e~ e ~ e~ folgen. 

e~ e 

e~ 

e~ 

folgt  e~ e x ~ e~. 

e~ 

Sehliesslich bilden wir 

e~ 

woraus  e ea ~ e~ und  e~ e r ~ e r folgen. Wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, gilt e~ e~. ~ e~. 
Aus I ( U )  folgt dann  e~=e~.  Daraus erhalten wir e e r i e r ,  und  wegen l i ( U )  
gilt  auch e~ =e .  Folglich ist das System auf clas vollst~ndige System 4 in [1], 
S. 43, zuriickgefiihrt. 

Yollst~indigkeitsbeweis yon 6 a :  

W e n n  e ein Element  mi t  lE. l i ,  rU . l i  und rs . l i  is~, bestehen e c ~ c und 
(~6 r D e .  A l l S  

e 

6 

e G C t 

folgen c c ' D e ~  und ee~De,  und  wegen Hilfssatz 2 in [1], S. 35, gilt e ~ e ~ e ~ .  
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Werm a beliebig ist, gi l t  a~ a D e. Aus  

^ 

e 

• r 
a 1 a e~ 

folgt  a e~,~a,  d .h .  e~ hat  die Eigenschaft  rI  (E). 
W e g e n  lE.li  gi l t  e~ e ~ e. Aus  

e 
^ 

e~ 

e 1 ea e 

folgt  wegen  rU.li  e= e ~ e ,  und aus 
£ 

g a  

C C e 

fo lgt  wegen rU.l i  c ' eDc ' .  Wegen Hil fssatz  2 in [1], S. 35, g i l t  dann e e ~ e ,  
w o m i t  das S y s t e m  auf das vollstt~ndige S y s t e m  12 in [1], S. 47, zuriickgefi ihrt ist.  

Vollst~indigkeitsbeweis yon 7 b: 

W e n n  e ein E l e m e n t  m i t  lE.ri  und rU.ri  ist, bestehen c e ~ c  und c ~ c ~ e .  
D a n n  bilden wir 

^ 
rp  ] 

cl c e und c 61 c 

C e 

e C 

t r 
woraus Cl c ~ e~ und e~ e ~ e bzw.  c c1~  ec und ec c ~ c folgen. W e g e n  Hi l fssatz  2 
in [1], S. 35, bestehen ferner e~ e~ ~ e~ und ec ec ~ ec, und aus I (U) folgt  e¢ = ea. 

Aus  

e ~  

c C 1 

! I i 
folgen C 1 e D Ca und c ca D e. Schliessl ich bilden wir 

e 

p 

woraus nach rU.ri  e c'~ ~ c'~ folgt. W e g e n  li (U) gilt  e e ~ e, w o m i t  das S y s t e m  
auf das vol ls t~ndige S y s t e m  10 in [1], S. 46, zurtickgefiihrt ist. 
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Vollsti indigkeitsbeweis yon 7 c: 

W e n n  e e in E l e ment  mi t  lE.r i ,  rU . r i  und lv . l i  ist,  bestehen c e ~  c u n d  c' c ~  e. 
~IIS 

^ 

C 

e 

folgen c ' c ~ e ~  und e ~ e ~ e ,  und  aus Hilfssatz 2 in [1], S. 357 folgt e ~ e ~ e ~ .  
W e g e n  lE.r i  gilt  e l e ~ e  , und  nach 

e~ c ) c und e I c ~ c 

e e:¢ 

e 

bestehen wegen Iv.li e~ c' D c" und e I c' ~ c'. Aus  l i  (U) folgt  e 1 =  e~, u n d  dann  
gi l t  e~ e ~  e. Schliessl ieh bflden wir 

woraus e~ e D e~ folgt, und  

e6{ 

e~ 

e~ e 

woraus e e~ D e~ folgt.  Wegen  li  (U) gilt  dann e~ = e, w o m i t  das Sys tem auf das 
vol l s t~ndige  S y s t e m  10 in [1], S. 46, zuriickgeffihrt ist. 
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