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Isopérimétrie, décroissance
du noyau de la chaleur
et transformations de Riesz: un contre-exemple

Thierry Coulhon et Michel Ledoux

1. Introduction

Si M est une variété riemannienne compléte non compacte, il est maintenant
bien connu que I'inégalité isopérimétrique |A|(V—1/N <C|0A|, otr A décrit les sous-
ensembles compacts de M & bord régulier, entraine sup, ,cps ps(z,y)<C't—N/2,
t>0, ol p; est le noyau de la chaleur sur M ([17], voir aussi [6]). Une réciproque par-
tielle & ce résultat est annoncée dans [20]: si M est & géométrie bornée (par exemple &
courbure de Ricci minorée et & rayon d’injectivité positif), et si sup, . pt(z,y)=
O(t™N/2), t—+oo (dans cette situation on a de toute fagon sup, ,c pe(z,y)=
O(t~@imM)/2y 4_,0), alors |A|N'~D/N'<C|dA|, si dim M <N'<N/2. Les hypo-
théses de géométrie bornée sont naturelles, et la restriction dim M <N’ peut étre
levée (cf. § 2), si I'on considére une inégalité isopérimétrique convenablement lo-
calisée 4 l'infini comme dans [4], [5]. Mais Pon s’attend & ce que la condition N’ <N/2
puisse étre remplacée par N'<N, comme c’est le cas en courbure de Ricci positive
ou nulle ([18, § 5], voir aussi [9]).

Notre but est de montrer qu’il n’en est rien, et plus précisément de prouver le

Théoréme 1. Pour tout entier N >3 et pour tout réel N'>N/2, il existe une
variété riemannienne M de dimension N, & courbure sectionnelle bornée et ¢ rayon
d’injectivité positif, telle que:

i) sup, year pi(s, y)=0(t"N/?), t—+00, ol p; est le noyau de la chaleur sur M.

i) L’inégalité isopérimétrique |A|N' ~D/N' <C|0A|, ot A décrit les sous-en-
sembles compacts a bord régulier de M contenant une boule de rayon fixé, est en
défaut pour tout C.

Remarque. Pour une variété de dimension N & courbure de Ricci minorée
et & rayon d’injectivité positif, on a toujours supz,yeMpt(:v,y)=O(t“N/2), t—0
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(voir [15]). En revanche, Iinégalité isopérimétrique |A|V' ~D/N' < (|9 A|, ot A décrit
tous les sous-ensembles compacts & bord régulier de M, ne peut avoir lieu que
pour N'>dim M =N, & cause des petits ensembles. Mais le phénomeéne de défaut
d’isopérimétrie que nous voulons faire apparaitre est indépendant de cette contrainte
purement locale; c’est ce qui nous ameéne en ii) & considérer, 4 la suite de Chavel et
Feldman ([4], [5]), une inégalité isopérimétrique “localisée & 'infini” parce qu’elle
ne porte que sur des ensembles suffisamment grands.
Nous prouverons parallelement le

Théoréme 2. Pour tout entier N>3 et pour tout réel N'>N/2, il existe un
graphe conneze X, localement uniformément fini, tel que:

i) sup, ,ex ar(z, y)=0(k~N/2), 011 g, est le noyau de la marche aléatoire stan-
dard sur X.

i) L’inégalité isopérimétrique |A|N ~V/N' <C|0A|, ot A décrit les sous-en-
sembles finis de X, est en défaut.

Un point laissé en suspens par le Théoréme 1 est celui de savoir si I'on peut
construire, par exemple par recollement, une telle variété sur laquelle toutes les
inégalités |A|(N'~D/N' <C|9A|, N'>N/2, soient fausses. La situation est bien siir
la méme pour I’énoncé discret.

Le point de départ de notre travail a été exposé par I'un d’entre nous dans [9].
Les idées qui fondent le contre-exemple figurent déja dans ce texte, exprimées en ter-
mes d’inégalités de Sobolev pondérées sur N; nous développons ici les techniques qui
permettent de passer du modeéle unidimensionnel 4 la construction d’une véritable
variété. Nous montrons aussi que sur cette variété, les transformations de Riesz ne
sont pas toujours bornées sur LP.

2. Le résultat positif

Nous démontrons dans ce paragraphe (qui est essentiellement extrait de [9]) un
résultat un peu plus général que celui qui est annoncé dans [21, p. 276]. Nous en
donnerons deux preuves trés simples, mais trés différentes: la premiere repose sur
des arguments de semi-groupes, dans la lignée de [19], et la seconde sur un argument
de discrétisation.

Proposition 1. Soit M une variété riemannienne d courbure de Ricci minorée
telle que:

i) supz’yeMpt(a:,y):O(t_N/2), t——+o0, pour N>2, ot p; est le noyau de la
chaleur sur M.
Alors
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ii) |A|(N=2/N<C|0A|, ou A décrit les sous-ensembles compacts & bord régulier
de M contenant une boule de rayon fixé.

Preuve 1. Soit P; le semi-groupe de la chaleur sur M. Les estimations en temps
petit de Li et Yau ([15]), et les arguments de [20] permettent de voir que ||f— P, f||1 <
CV1|||[V£]||1, pour 0<t<1 (pour une preuve simple et détaillée, voir [14]). On en
déduit facilement:

If=P:flls <Cl|[VF]ll1,  pourt>1.

Ecrivons maintenant, pour A>0 et feC§ (M),

anzni<{ir-ra= 3+ finas 3}

Par hypothese
1P flloo < Ct™N/2|flls,  pour t>1.

Si o est tel que CtaN/2||f||1=)\ et tp>1, on a donc

Az 1< [{I7-Part> 3 } < 310-Poslh < 0l Vi,

et finalement e
2(C 2
anzn< 3 (LY o,

Si A est un sous-ensemble de M & bord régulier de mesure supérieure ou égale a
C~!, on obtient, en prenant pour f une approximation C* de 14 et en choisissant
A=1,

A< C'| AN |94l

Notons que la conclusion est légérement plus forte que ii), puisque qu’elle s’applique
en fait a tous les ensembles de mesure suffisamment grande; en fait les hypotheses de
géométrie bornée faites sur M permettent sans doute toujours d’améliorer ainsi ii).

Preuve 2. Soit X un discrétisé de la variété M, c’est-a-dire une partie maximale
e-séparée de M, ou € >0 est fixé, munie de la structure de graphe obtenue en décidant
que deux points de X sont voisins s’ils sont distants de 2e au plus dans M. La
condition

sup pi(z,y)= O(t"N/z), t — 400,
z,yeM
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équivaut d’apres [8] a

1/2
||fum/<N—z>50(Z|f(w>—f(y)|2) .V & support fini sur X.

Ty

En appliquant cette inégalité aux fonctions f=1q, ot 2 décrit les sous-ensembles
finis de X, on obtient

(Card Q)V-D/2N < C(Card 8Q)/2.

Cette derni¢re inégalité est & son tour équivalente a l’inégalité isopérimétrique
cherchée sur M (voir [4], [13]).

Remarque. En fait, i) dissimule une hypothése sur la variété: le simple fait que
SUDPg ye M P1 (z,y)<+o0 équivaut, en courbure de Ricci minorée, & une minoration
uniforme sur le volume des boules de rayon 1 sur M ([5], [20]). Cette minoration,
qui est utilisée implicitement dans la preuve 2, est assurée, d’apres les travaux
de Croke, si M a un rayon d’injectivité positif. La preuve 2 montre en fait que
I'on peut remplacer ’hypothese de courbure par une majoration et une minoration
uniformes des volumes des boules de rayon 1. D’aprés une prépublication récente
de Gilles Carron (“Inégalités isopérimétriques de Faber—Krahn et conséquences”),
on ne peut se passer d’une telle hypothese.

3. Le contre-exemple

Soit M=Rx S"!, avec n>4. Munissons M de la métrique qui au point (z, §)
s’écrit, de fagon un peu abusive mais claire, g=€&xo(z)g1, o & est la métrique
euclidienne sur R, g; la métrique standard sur S"~? et o une fonction C* de R dans
[1, +o0], paire, valant 1 sur [—1, 1], et telle que sup, g |0”(z)/0o(z)| <+o00; (M, g) est
alors une variété riemannienne (de révolution) & courbure sectionnelle bornée (cf. [3,
p. 26]) et & rayon d’injectivité positif. Sa mesure riemannienne est, & une constante
multiplicative pres, o™~ 1(z)dzdf, ot df est la mesure uniforme normalisée sur la
sphere S"1. La longueur du gradient au carré [V £|? vaut (f.)2+(|Vef|?/c%(z)),
oll Vof désigne le gradient de f comme fonction sur S~ 1. On a donc

|||Vf|||§:/R/SM |f;(x,9)|2a"*1(x)dxd9+/ﬂ/5n_l Vo f(z,0)*0™ () dz df.

Nous allons montrer que si ¢ est comme ci-dessus et satisfait certaines condi-
tions supplémentaires, la variété M vérifie les propriétés i) et ii) du Théoréme 1.
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k+1

Plus précisément, soit ax=f, o™ '(z)dz, pour kE€Z, et ﬂkzz:fzo ay, pour keN.

Supposons que:
2/a
1) 3C>0 tel que (Z |fk!a05k) <CY |fe—frerPon,
keZ keZ

pour toute suite & support fini (fx)rez,
et

(2) Il n’existe aucun C > 0 tel que ﬂ;/b <Cay, Vk €N,

ot 1<b<a/2, autrement dit a=2N/(N —2), avec N>2, et b=N'/(N'—1) avec N' >
N/2. Nous construirons au § 4 un poids o vérifiant (1) et (2), pour N>2 et N'>N/2
arbitraires.

Proposition 2. Sin=N+1, la variété M vérifie

sup pi(z,y) =0t ™?), t— oo
z,yeM

Preuve. Nous allons d’abord déduire de (1) inégalité

[Z(/Sn_l FAGIN da)akr/a SC[Z(/H_I RO de)ak

W +Zk(/ Vs 0>|2d0) ‘"“3)/‘““”],

pour toute suite (fix(6)) & support fini de fonctions sur "%,

c’est-a-dire une inégalité de Sobolev “discrétisée en z” sur M. Pour cela, posons

fe=/ fx(6)df. On a

[Ek: (/Sn_l |fe(6)]° da) ak]”a < (; lfkl"ak>1/a
+ [Z(/Sn_l [fk(a)—fkladg)akjll/a.

k

D’apres (1),

1/a

(Z |fk|a04k) <CY \fr—frrrlou,
P B
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et

2
fe=tenP < ([ 1RO-fen@ld0) < [ 15O 8

d’apres l'inégalité de Jensen. Donc

(; |fkl“ak)2/a < ij ( /S (O fea (O d0> .

D’autre part, si N>n—1, I'inégalité de Poincaré-Sobolev sur S”~! donne

@-nlw) <o [wanoras)
s

uniformément en k. Donc

[Z (/Sn_1 | £ (6)— fiel® d9> ak]l/a < O[Z </Sn-1 Vo fe(0) da)aﬂak]l/a

k k
< C[zk: (/Sn_l Vo fe(8)? d9) az/a]lﬁ’

car a>2. Si 2/a<(n—3)/(n—1), i.e. N<n—1, on obtient ainsi, comme o} >1,

[Z (/Sn_l |F&(6) — fi|® dO)ak]l/“

k
1 3 Yz
< c[z ( / Vo fu(0)° de) oD/ (n- >] .
k Sn—1
Finalement, (3) est démontrée si N=n—1.
Nous allons maintenant établir les inégalités
{ 157 la <ClIV£lll2
IZ=8)7llz <CVAll2’

ol S est un opérateur de moyenne convenable.
Soit (g )x une partition de I'unité C* de R indexée par Z:

) v €O (M),

D er(@)=1, 0<pi(z)<1, VzeR,
k

or(z)=1sur [k—31,k+1], suppyrClk—3,k+3].
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On définit alors S par

0)=>_ fr(0)pk(z),
k

ol
k+1
fol®)= = / F(2,8)0™ (z) de
k

A

On a alors, pour feC§ (M),

=)= [ [
SZ/+1/S f(f(

S2Z/m/ §|f($ 8)— fr(6)>c™ ! (z) dz df
/Sn 1(22/ £ (,8)— firs (0)20™ 1($)dx)

..0 i 1

2

f(xé’ — fe(0))pr(zx)| 0" (z)dz db

x,0)— fu(0))pr(z)| o™ (x)dzdo

L’inégalité de Jensen donne maintenant, pour j=0 ou 1,

i+1
/ |f(z,0)— fir;(O)?0™ 1 (z) dz

i+1 z+]+1
/ / £(2,6)— £ (9, 0) o™ (2)0™ (v) der dy

a,+]

i+2 z+2
<Cas [ [ 1i@0-1w.0P

La derniére ligne utilise le fait que sup; sup, ,e(i i+1)2(0(2)/0(y))<+oo. En effet,
comme nous avons supposé ¢ minorée et sup,cg |0 (x)/o(z)|<+oo, on a aussi
SUP,er |0(2)/(z)] <-+oo.

Finalement, 'inégalité de Poincaré usuelle sur un intervalle réel donne

42 i+2 i+2
/ [ o~ fuoF deay<c / |1z, 6)? d,

indépendamment de i et 6. La deuxiéme inégalité dans (4) s’ensuit immédiatement.
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La premiére découle de (3). En effet,

istie= ([, [ [ s@ne @ war)
<C /S (; tfk(e)l“ak) der/a

L’inégalité (3) donne alors

18712 < [ [ 100)-hs@P )

-k
Vo £(0)2 d0> (n—3)/(n—1>]_
([, et )

En appliquant I'inégalité de Jensen, d’abord en df, puis en dz et dy, on obtient

50~ fina @) a0

1
(677187 °F %}

<

k+2  pk+2
T — 20,71—1 T n—1
/S /k /k |£(2,0)— £ (3,0) o™} ()o™ (y) du dy,

et cette derniére intégrale est majorée, d’aprés I'inégalité de Poincaré, par

k+2
e[ [ in@ordasas,
sn-1 Jk

uniformément en k. Finalement,

S ([ O TP a9 o sc;( [ [ ineore it) o

k
sc’// |fo(z,0))2c™ () dz df.
R Jgn-1

D’autre part, en utilisant & nouveau Jensen et sup; sup, ycj; ;+1)2 (0(2)/0(y)) <+oo,
on voit que

Z(/S"—l IVefk(G)IZ d@) agcn—3)/(n—1) SC/R/S”-1 |V9f(IL‘, 0)'20_71—3(1:) dz,

k

ce qui achéve de prouver (4).

Or (4) entraine que A~/2 est continu de L? dans L2+ Lo=L[24[2N/(N-2)
D’aprés 7], ceci équivaut, si P; désigne le semi-groupe de la chaleur sur M, &
[ Pell1—00=0(t"N/2), t—+00, C’est-a-dire & sup, ¢ Pt(, y)=0(t=N/?), t—+oo.

Nous allons maintenant déduire de la propriété (2) du poids o la
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Proposition 8. La variété M ne vérifie pour aucun C l'inégalité isopérimét-
rigue |A|(N'=D/N < C|BA|, ot A décrit les sous-ensembles compacts & bord régulier
de M contenant un disque géodésique de rayon fizé.

Preuve. Considérons la suite d’ensembles Qi =[—k, k] x S"~1, k>1. Le volume
de Q) vaut 20, et la mesure de son bord vaut 20" ~1(k), qui est de l'ordre de ay.
L’inégalité isopérimétrique en question entrainerait donc I’estimation

ﬂ](cN’_l)/Nl < Cak’

qui est fausse.
Les Propositions 2 et 3 donnent le

Théoréme 1'. Pour tout entier N>3 et pour tout N'>N/2, il existe une
variété riemannienne M de dimension N+1, & courbure sectionnelle bornée et a
rayon d’injectivité positif, telle que:

i) sup, yeum pi(z, y)=0(t"/?), t—=+00, ot p; est le noyau de la chaleur sur M.

ii) Vinégalité isopérimétrique |A|(N'~D/N' <C|9A|, od A décrit les sous-ensem-
bles compacts & bord régulier de M contenant un disque géodésique de rayon fizé,
est en défaut pour tout C.

Les techniques de discrétisation ([12], [13], [4], [8]) permettent de déduire le
Théoréme 2 du Théoréme 1’. En réépaississant le graphe ainsi obtenu, c’est-a-dire
en remplagant les arétes par des cylindres de dimension N et de rayon fixé, on
obtient le Théoréme 1 (le graphe en question, obtenu comme discrétisé d’une variété
A courbure de Ricci minorée, est localement uniformément fini: le nombre de voisins
des sommets est borné; c’est ce qui permet d’opérer des jonctions réguliéres entre
les cylindres, de courbure contrélée).

Remargues.

- La variété que nous considérons est un cas particulier de ce que Bishop et
O’Neill appellent dans [3] un produit tordu (warped product); les procédés présentés
ci-dessus s’appliquent tels quels au produit tordu de R par une variété compacte. On
pourrait s’intéresser plus généralement aux propriétés isopérimétriques d’un produit
tordu, en fonction des inégalités de Sobolev valides sur les variétés intervenant dans
le produit, et du comportement du poids.

- Nous aurions tout aussi bien pu construire une variété difféomorphe & R"™
et non & un cylindre: il suffisait de considérer R} x S™~1 et de refermer le tube
convenablement en 0. M apparaissait alors comme une déformation de R" vu en
coordonnées polaires.
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- Nous verrons au prochain paragraphe lors de la construction de o que le signe
de ¢”(z)/o(x), et donc celui de la courbure de M, est variable.

- Les graphes et les variétés que nous construisons sont a croissance polynoémiale
du volume.

- Dans [10}], on montre que sous certaines conditions de régularité de la géomé-
trie d’une variété, 'on peut conclure d’une minoration du volume 4 une inégalité
isopérimétrique; on vérifierait facilement que ce n’est pas le cas ici: nous considérons
un cas typique ou les inégalités de “Poincaré a I’échelle” n’ont pas lieu.

- Dans une prépublication récente (“Heat kernel upper bounds on a com-
plete non-compact manifold”), Alexander Grigor’yan montre que la décroissance du
noyau de la chaleur sup, ¢ pi(, y)<Ct=N/2 >0, équivaut A Pinégalité isopéri-
métrique L?

|A|72/N <O (4)

(voir aussi le travail déja cité de G. Carron). Le Théoréeme 1 montre donc P’écart
entre une telle inégalité, et I'inégalité L' usuelle.

4. Construction du poids

Nous devons construire dans ce paragraphe une fonction o sur R, paire, satis-
faisant certaines propriétés de régularité, et telle que ses moyennes

k+1
o, =/ a"_l(m) dz,
k

keZ, vérifient
(1) ez |fk|aak)2/“§CZkez | fx — fr+1|2ak, pour toute suite & support fini

(fk)a

et

() Bi/*LCay, kEN,
ou ﬁk=2f=0 oy, et a>2, 1<b<a/2 sont fixés. Nous allons commencer par montrer
que la propriété (1) découle d’une estimation sur les oy, plus facile & vérifier. Cette
remarque est inspirée d’un raisonnement de Gerl ([11]), voir [9].

Proposition 6. Si )", ., or 182/ < +oo, alors (1) est satisfaite.

N

Preuve. Soit fr, une fonction a support fini sur N. Pour tout k>0, posons
dr=fr— fr+1, de sorte que fr=>,., d;. On écrit alors
a>1/a

(D) = (S afa) (X

k>0 £>01i>k k>0

Zakl/adil{iZk}

i>0
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En vertu de 'inégalité du triangle,

a\1l/a 1/a
(Z Dt diliinn ) Szwil(zo‘kl“zk}) =D ldilgM".
i>0

£>0'i>0 k>0 i>0

Finalement

l/a 1/a 1/2 1/2
(Zlfk|aak) $<Z|di|ﬂ3/“) S(Zldilzai) (Zai—lgf/“) ,
k>0 i>0 i>0 i>0

par Cauchy—Schwarz. En passant d’une sommation sur N & une sommation sur Z
par parité, la proposition s’ensuit.

Nous sommes maintenant en mesure de construire le poids o. Comme 2/a<
1/b<1, nous pouvons choisir D>2 tel que 2/a<(D—-2)/D<1/b.

Définissons d’abord une suite de réels (ax)rcz de la fagon suivante: ag=1,
ar=kP1 si 1<k <23, puis, pour I>3,

ap =kP~12-®=2) g p=0ot 2y,
ap=kD-12k=(@'42) G p_ol 111 . 249l
ar=kP? si k=2142141,...,2!+1

et enfin a_p =ay pour k€ N*.

Notons qu'il existe C>0 tel que Clar<ary1<Cay, VEEZ.

Considérons alors la fonction a(z)=},cz a1k, k+1[(Z), TER, et définissons le
poids o par la relation 0™ ~!=axyp, ol ¢ est une fonction C™ positive, d’intégrale
un, & support dans [0, 1]. La fonction o est C*°, paire minorée par 1, elle vaut 1
sur [~1,1]; il est facile de voir que la condition Clax <ag+1<Cay, VkEZ entraine
Sup, g |07(2) /(@) < +o0.

1l reste & vérifier que o satisfait aux conditions (1) et (2). Notons & cet effet
que ak=f:+1 o™ 1(z) dz~ay, et, par suite, ﬁkzzgczo a;~kP. Maintenant, si 'on
examine ﬂ,t/ ® et aj pour k=2'+1, le premier est de l'ordre de 20/? et le second
de l'ordre de 2P=2) ce qui assure (2) puisque D/b>D—2. S’agissant de (1), il
suffit en vertu de la Proposition 4 de vérifier que Y, 5, ax " k*P/% < +o00. Mais, par
construction de la suite ay, -

Zak—lk2D/a < CZ kl_DkzD/“+CZl2_l(D‘2)2l2D/“,
k>0 £>0 1>0

et la conclusion en résulte puisque D—2>2D/a.
Du point de vue des inégalités de Sobolev pondérées sur R, nous avons obtenu
au passage:
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Proposition 5. Pour tout N>2, il existe une fonction a sur R, C™, minorée
par un, telle que l’inégalité

+00 (N-2)/N +o0
( / |f(w)i2N/<N—2>a(w)dx) < [ 1@Pa@ds, vieCE®)

soit vraie et l'inégalité

(/_+°° £ (@) NN Do) d$>(N—1)/N < C’/_;00 |f'(z)|a(z)de, VfeC§(R)

o0

soit fausse.

5. Transformations de Riesz

Etudier la continuité L? des transformations de Riesz pour 1<p<+4o0o sur une
variété riemannienne M revient & se demander si les quantités ||AY2f||, et ||V ]l
sont uniformément comparables pour fe€Cg°(M). Bakry a montré dans [1] que c’est
le cas pour une variété a courbure de Ricci positive, et dans [2] que si la courbure de
Ricci est seulement minorée, alors || A2 f||,+|| ||, est comparable & |||V £|||p+| fll,
(voir aussi [16]). Nous ne connaissons pas dans la littérature d’exemple de variété
ou les transformations de Riesz ne soient pas bornées. Celle que nous venons de
construire en fournit un. Plus précisément, nous pouvons énoncer:

Théoréme 3. Pour tout po€]1,2|, il existe une variété riemannienne M d
courbure sectionnelle bornée et d rayon d’injectivité positif vérifiant: Vp, 1<p<po,
il n'existe pas de constante C telle que

IAY2 £, <ClIVFlllp,  VF €CE(M).

Rappelons d’une part que pour p=2 les transformations de Riesz sont toujours
bornées, d’autre part que linégalité |||V f|||,» <C||AY2f|,, ott p’ est 'exposant
conjugué de p, entraine par dualité |AY/2£||, <C|||V f}|l,; on nie donc la premitre
en niant la seconde.

Preuve. Fixons po€]1,2[. Considérons la variété M construite au §3: on fixe
n=dim M >4, N=n—1, et on choisit b=N/(N—po); on a bien b<a/2=N/(N—2).
Le semi-groupe de la chaleur P, sur M vérifie || P||1—o00=0(t~"/?), t—s400; il en
résulte, d’aprés la théorie de Hardy-Littlewood-Sobolev abstraite ([18]), que, pour
tous p, g tels que 1<p<n et 1/g=(1/p)—(1/N), et tout opérateur S borné de L' (M)
dans L>*(M), N

157lla <CIAY?£llp, Vf € C3(M).
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Nous choisirons ici §, en reprenant les notations du §3, de la fagon suivante:
_ - 1 k+1 )
§1@0)=5f@) =3 fpnle), ob fi=o- / / £(@,6)0" " (2) du db
- k §n—

(I'opérateur S considéré au §3 n’est pas borné de L!(M) dans L>®(M)).
Le théoreme découlera alors du fait que 'inégalité

(5) 15Fle <CNIV Sl VF€C (M),

est en défaut. Considérons en effet une suite (fx)ren de fonctions C>® sur M,
ne dépendant que de z, paires, telles que 0<f,<1, fr=1 sur [0,k], fr=0 sur
[k+1,+o0[, et |f7|<2 sur [k, k+1]. On a alors

k+1 1/p L
IIIVflllpS(2 / zo”-l(mdm) —cal?,

et, par définition de §,

_ k-2 1/q
IISf||q2(2 / a"—1<x>dm) .

L’inégalité (5) entrainerait donc que, pour tout k>0,
A1 < Cay.

OI‘, si PSPOa

qa N T

et M a été construite de sorte qu’aucune inégalité du type

p_N-p>N—po 1
- 2

B/ < Cay

n’ait lieu. Ceci achéve la preuve du théoréme.

Remarque. Le méme type de raisonnement, appliqué au graphe obtenu en
discrétisant M, permet d’obtenir un résultat analogue au Théoréme 3 pour les
transformations de Riesz “discrétes”.

Il nous est agréable de remercier Laurent Saloff-Coste, Damien Lamberton,
Martine Babillot, Emmanuel Hebey, Nicholas Varopoulos et Noél Lohoué pour d’u-
tiles conversations sur le contenu de cet article.
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