SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE
ET D’ORDRE SUPERIEUR
DONT LINTEGRALE GENERALE EST UNIFORME

PAR

P. PAINLEVE

4 PARIS.

1ER MEMOIRE.

1. La détermination des transcendantes uniformes définies par les
équations différentielles algébriques est un probléme qui se trouve posé
en fait depuis les travaux d’ABgL et de Jacosr sur 1'équation

(&) " (1 — (1 — k).

C’est 1'étude de cette équation qui a engendré la théorie des fonctions
elliptiques et (par extension) celle des fonctions uniformes. Cette derniere
théorie une fois fondée, il s’agissait moins de construire artificielloment
des transcendantes nouvelles que de découvrir, dans I'immense famille des
transcendantes uniformes, celles qui peuvent servir & intégrer les équations
différentielles. La fonction exponentielle, les fonctions elliptiques étaient les
premiers types de telles fonctions; on ne tarda pas a en découvrir d’autres,
a savoir les fonctions abéliennes, puis les intégrales uniformes des équations
différentielles linéaires; enfin les fonctions fuchsiennes ou automorphes, hyper-
fuchsiennes, ete.

Mais I'étude de ces nouvelles transcendantes, si importante qu’elle fit,
ne permeftait en aucune maniére d’épuiser le probléme qui se posait des

lors naturellement:
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Déterminer toutes les équations différenticlles algébriques du premier
ordre, puis du second ordre, puis du troisiéme ordre, etc., dont Uintégrale
est uniforme.

2. Quand on approfondit ce probléme, on se trouve conduit néces-
sairement 3 le décomposer en deux problémes successifs.

Etant donnée une équation différentielle quelconque, les points critiques
d’une intégrale y(z) sont, les uns fizes (indépendants des constantes d’'inté-
gration), les autres mobiles (variables avec ces constantes); pour exprimer
que lintégrale est uniforme, il convient d’exprimer d’abord qu’elle n’a pas
de points critiques mobiles, ensuite qu’elle n’a pas de points critiques fiwes;
et ces deux parties du probléme exigent des méthodes toutes différentes.

On est amené ainsi & élargir la classe d’équations considérées et a
étudier les équations downt UVintégrale gémérale a ses points critiques fixes.’

Ces équations présentent d'ailleurs, en elles-mémes, un intérét consi-
dérable; elles constituent en effet le prolongement naturel des équations
linéaires. Toutes les propriétés des équations linéaires qu’entraine la fixité
des points critiques, s’étendent aux nouvelles équations, en particulier la
méthode dintégration par les fonctions fuchsiennes. On congoit donc,
sans qu’il faille insister davantage, 'importance du probléme qui consiste
a déterminer, parmi les équations différentielles algébriques, les équations
& points critiques fixes.

Historique de la question.

3. Dés 1855, M. Msray, Brior et BouQuer,? WEriErsTRASS,® se
sont attaqués au probléme dans un cas particulier, en étudiant les équa-

! Nous réservons exclusivement le nom de points eritiqgues d'une fonction y(z)
aux points singuliers (isolés ou non) autour desquels deux branches au moins de y(z)
se permutent. L’intégrale générale d’'une équation & points critiques fixes peut présenter
des singularités essentielles mobiles. ,

? Comptes-Rendus de 1l’Académie des sciences de Paris (1855—1856);
Journal de 1'Ecole Polytechnique, tome 21, cahier 36 (1856). — Voir aussi la
Théorie des fonctions elliptiques (2% édition), livre 5, chapitre 4.

® Les résultats de: WEIERSTRASS, qui servent de base & sa théorie des fonctions
elliptiques, semblent remonter & la méme époque. Ils ont été enseignés mais non publiés.
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tions du premier ordre, indépendantes de x, soit F (Z—Z, y) =0, dont

I'intégrale est uniforme. ILes transcendantes ainsi définies se confondent
d’ailleurs avec les fonctions elliptiques et leurs dégénérescences.

Trente ans plus tard, M. Fucas,’ généralisant les recherches de BrroT
et BouQuET, a déterminé les équations différentielles (algébriques) du premier
ordre dont les points critiques sont fixes; mais par une brillante méthode
d’intégration, M. PoINCARE® montrait presque aussitdt que ces équations
sont toujours réductibles aux quadratures ou aux équations linéaires du
second ordre.® ILes équations a points critiques fixes d’ordre supérieur au
premier peuvent donc seules définir ‘des transcendantes nouvelles.

C’est M. PicarDp qui, le premier, a abordé la théorie des équations
du second ordre & intégrale générale uniforme ou A points critiques fixes.
Entre les anuées 1880 et 1895, il a consacré a cette théorie plusieurs
mémoires* du plus haut intérét. Mais les efforts de lillustre géométre,

! Berlin. Sitzungsberichte, 1884, p. 699—720.

* Comptes Rendus Juillet 1384. Acta mathematica (tome 7) 1885, p. 1—32.

* D'une fagon précise, I'équation s'intégre algébriquement, ou se raméne algébrique-
ment soit 3 une équation de RiccaTi, soit & 1’équation:

d
= y*)(yl m— = u(x)dx, [« fonction algébrique de x; %k numérique].

* Les principaux de ces mémoires sont les suivants:

Sur wune propriété des fonctions wuniformes d'une variable lides par une relation
algébrique et sur une classe d’équations différentielles [Comptes Rendus 1880, t. 91,
et Bulletin des sciences mathématiques 1880, t. 4 (2° série)].

Sur la iransformation des surfaces et sur une classe d'équations différentielles
(Comptes Rendus 1886, t. 103).

Sur une classe d'équations différentielles (Comptes Rendus 1887, t. 104).

Mémoire sur les fonctions algébriques de deux wvariables (Journal de Liouville
1889, t. 5, p. 223—249 et p. 263—319).

Sur des fonctions d'une variable dépendant de deux constanies arbitraires (Comptes
Rendus 1392, t. 114).

Remarques sur les équations différentielles (Acta mathematica 1893, t. 17).

Sur une classe de transcendantes nowvelles (Comptes Rendus 1893, t. 117, et
Acta mathematica 1894, t. 18).

Sur une classe d’équations différentielles dont Vintégrale générale est uniforme (Comptes
Rendus 1893, t. 117). '
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aussi bien que les efforts de tous ceux qui sont venus & sa suite, se sont
heurtés & une difficulté qui ne se présentait pas dans le cas du premier
ordre *: a savoir l'existence de singularités essentielles mobiles des intégrales.

Je crois utile d’insister sur la gravité exceptionnelle de cette difficulté.

4. Considérons une équation du second ordre
"o P(?/',?/,w)

o QY '.Z/Tw—)’
ot P et  sont des polynomes en ¥, y,x; et soit y',,¥,,x, des valeurs

qui n’annulent pas & la fois P et ¢. On sait étudier, dans le voisinage

Sur Vinversion des iniégrales & muliiplicaleurs (American Journal 1894, t. 16,
ot Traité d’Analyse t. 3, p. 66—80). .

Sur une cdasse d'équations différentielles dont Pintégrale est umiforme (Comptes
Rendus 1895, t. 120).

! Les singularités transcendantes des intégrales y(z) d'une équation différentielle

(algébrique) du premier ordre
dy
ot =0
F <dw Yo ac)

sont des points fixes en nombre fini, dont les affixes se calculent algébriguement sur
léquation méme; jai démontré ce théoréme pour la premitre fois dans ma thése (Sur
les lignes singuliéres des fonctions analytiques, Paris, Juin 1887, p. 38). Jen ai déduit
cette conséquence que, si l'équation F = O a ses points critiques fixes, Viniégrale y(x
renferme algébriquement la constante y, (valeur de y pour la valeur numérique z, de x).
Ces deux propositions (qui sont l'une et P'autre en défaut pour les équations du second
ordre) mettent & labri de toute objection les travaux (cités plus haut) de M. Fucus et
de M. Poixcarg. M. Fuons se bornait & exprimer que l'équation F == O ne présente
pas de points critiques algébriques mobiles: il n'en résultait pas que l'équation efit ses
points critiques fixes; étendues au second ordre, les conditions de M. Fucus conduisaient
4 des équations possédant des points critiques franscendanis mobiles; si les conditions de
M. Fuces se trouvent étre suffisantes pour le premier ordre, »la véritable raison», dit
M. Picarp (Acta mathematica, . 17, p. 298) »en est dans le théoréme de M. PAINLEVE».
Les travaux de BRrior et BouqQuET prétaient d’ailleurs 4 la méme objection, mais non ceux
de ‘WEIERSTRASS.

La méthode de M. PoINCAR¥, au contraire, n’introduisait strement que des équations
4 points critiques fixes; mais comme elle supposait implicitement lintégrale y(x) algébrique
en y,, on pouvait se demander si elle les épuisait toutes. Etendue au second ordre, cette
admirable méthode d’intégration est bien loin de donner toutes les équations 3 points
critiques fixes, ainsi qu'on g'en rendra compte plus loin (n° 20).

Voir, au sujet de cette discussion, mes legons de Stockholm (p. 23—60 et 443—462).
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de z,, l'intégrale y(z) définie par les conditions initiales y(z, ) =y,,¥'(Z,) =¥,
Quand ¢',,¥,, %, annulent & la fois P et @, le point z, est, en général,
une singularité tramscendante des intégrales y(x) définies par ces conditions
initiales, et c'est seulement dans des cas particuliers que les méthodes
de M. PoincartE (en dépit de perfectionnements récents) permettent
d’étudier ces intégrales; on congoit cependant qu’il soit possible d’étendre
ces méthodes & des cas de plus en plus généraux.” Mais quand on pour-
suit I'étude d’une intégrale y(z) le long dun chemin quelconque du plan
des z, il arrive qu'on rencontre des points singuliers z = ¢ d’une espece
toute différente: & savoir des points £ = a telsque y ou y' ne tende vers
aucune limite (finie ou non) quand z tend vers a.

Prenons comme exemple 1'équation: ‘

vo__ 224 —1

y_y1+y2

dont Vintégrale générale est:

y = tg [log (dz 4 B)], A, B constantes arbitraires.

Quand z tend vers le point ——g sur une direction quelconque, y(x) est

indéterminée. Une infinité de valeurs de y se permutent, d’ailleurs, autour,
de ce point, qui est a la fois point essentiel et point critique de y(w).

Comme exemple plus frappant, citons encore ’équation suivante (ol
y figure algébriquement dans le coéfficient différentiel):

Y =y,2[‘y[2k2y‘f (1 + E4] I ]
=y —EY)  Wa =y — k)’
(A, k*, constantes pumérigues).

On voit aisément que l'intégrale y(x) de cette équation ne présente
pas de points singuliers algébriques autres que des poles; d’une discussion
plus approfondie, il ressort méme que toute intégrale y(«) qui tend vers
une valeur déterminée (finie ou non) quand x tend vers @ sur un certain
chemin, est holomorphe ou méromorphe pour # = a. Ce serait cependant
commettre une erreur grossitre que d’en conclure que l'intégrale y(z) est
méromorphe dans le plan. L’intégrale de I'équation peut en effet s'écrire:

y = sny[Alog (Az + B)], A4, B constantes arbitraires;
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le point x = —g est donc un point d'indétermination complete de y(z);

quand z tend vers — 3 sur un chemin donné (quel quil soit), y(x) ne

A
tend vers aucune limite (finie ou non); de plus, une infinité de valeurs
de y(x) se permutent autour de ce point (3 moins que 2izA ne soit une
période ou une partie aliquote d'une période de smy).

Pour que lintégrale de 1'équation ait ses points critiques fixes (c’est-
a-dire, ici, soit uniforme), il faut et il suffit que 2izd soit une période de
swy, condition tramscendante qu'on ne sait pas vérifier (A et k? étant donnés)
a l'aide d’'un nombre fini d’opérations.’ '

Enfin, des types classiques d’équations du 3° ordre montrent que les
singularités essentielles des intégrales peuvent affecter les dispositions les
plus compliquées, former des ensembles parfuits discontinus, des lignes
(analytiques ou nod analytiques), ete. ... Pour démontrer que les intégrales
y(x) d’une équation différentielle (algébrique) ne présentent pas de singularités
transcendantes mobiles, nous n’avons le droit d’introduire a priori aucune
restriction: une discussion qui écarterait d’avance certaines singularités
comme invraisemblables serait ineristante.

5. On congoit immédiatement la profondeur de la difficulté que
crée l'existence toujours possible de telles singularités, variables avec les
constantes d’intégration et que rien ne met en évidence sur I'équation
différentielle. Comment étudier une intégrale dans le voisinage dun point
ou sa valeur est indéterminée? Comment, avani tout, discerner si de telles
singularités existent ou non? A ces questions, les méthodes dérivées de la
doctrine de CAUCHY ne semblaient pas susceptibles de répondre. Un tel
obstacle pouvait donc, & bon droit, étre jugé insurmontable. '

C’est la conclusion & laquelle aboutissait M. Prcarp dans les derniers
travaux qu'il a consacrés & ce genre de problémes. »On a fondé autrefois,
écrivait-il? en 1892, les plus grandes espérances sur I’étude des équations
différentielles ordinaires; on pensait ainsi obtenir de nombreuses classes
bien définies de transcendantes nouvelles. Il faut reconnaitre que, si on
laisse de coté les équations linéaires, ces espérances ont été jusqu’ici, &

! Voir PicArp, Acta mathematica 1893, t. 17, p. 298.
? Comptes Rendus 1892, t. 114, p. 1310,
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peu prés décues.» Aprés avoir rappelé que les équations différentielles a
intégrale uniforme (ou & points critiques fixes), ne sauraient définir des
transcendantes nouvelles sans étre au moins du second ordre, M. PicarD
ajoutait: »Malbheureusement, une différence considérable se présente dés le
début de la théorie (entre les équations du premier ordre, et les équations
d’ordre supérieur). On peut, étant donnée une équation du premier ordre,
reconnaitre sur 1'équation elle-méme si les points critiques sont fixes; il
n'en est plus ainsi pour les équations du second ordre... Les conditions
sont de nature transcendante: il est impossible, en général, de les former.»
~ Dans un mémoire ultérieur,’ revenant sur l'existence des singularités
essentielles mobiles, M. PicArRD constatait que, seule, I'intégration effective
d'une équation différentielle (j’entends sa réduction aux quadratures et aux
équations linéaires) permettait d’affirmer I'uniformité de son intégrale.
»Ces réflexions», disait-il en terminant, »ne sont pas en définitive trés en-
courageantes. Il est peu probable que les équations d’ordre supérieur, a
points critiques fixes, puissent conduire & I'étude de transcendantes nouvelles.»®

6. Cet obstacle qui faisait échec »aux grandes espérances fondées sur
I'étude des équations différentielles», je suis parvenu a le surmonter dans
le cours de ces trois dernitres années. J’ai pu en particulier résoudre le
probléme suivant:

Parmi les égquations
¥'=R(y,y,

ou R est rationnel en y', algébriqgue® en y et en x, déterminer explicitement
toutes les équations & points critiques fixes. '

! Acta mathematica 1893, t. 17, p. 300.

? M. PicarD ajouteit il est vrai: »J’espére beaucoup plus de ces systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles... que j'ai sommairement indigués dans une note des Comptes
Rendus (Sur des fonctions d'une variable dépendant de dewx conmstantes véelles arbitraires,
Juin 1892).»

Mais ces systémes, en réalité, équivalent & une équation ordinaire du premier ordre
(voir le n° 9). »

* Il est méme loisible de supposer R non pas algébrigue en x mais simplement
anolylique en x.
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Mais avant d’exposer mes propres recherches, je voudrais indiquer
avec précision les résultats antérieurement acquis.’

7. Les deux premiers mémoires cités de M. Prcarp? sont relatifs
aux équations algébriques

Fy' y=o

et déterminent toutes celles de ces équations dont l'intégrale générale y(x)
est uniforme. Par la suite, M. PicarRp? a traité le méme probléme pour
les équations

yn= y'QA(?/)

ol A est algébrique en y. Mais ces deux types d'équations sont intégrables,
et les transcendantes uniformes qu’ils engendrent sont banales.

! Je laisse entidrement de c4té dans cet historique les travaux (de WHEIER-
strass, de M. Prcarp, de M. PoINCARE, etc.) relatifs aux équations & points critiques
fixes dont Vlintégrale renferme algébriquement les constantes d'intégration. J’ai montrs,
en effet (Legons de Stockholm, p. 351—394), que toute équation différenticlle (algébrique)
dont Uintégrale est ume fonction algébrique des constanies, se raméne algébriquement auz
quadratures ou aux équations linéaires. Pour nous limiter au second ordre, le théoréme
précis est le suivant: ‘

ou bien lintégrale y(x) est une fonction algébrique de u, v, %, ot u(#), v(z) sont
donnés par un des systémes \

du{=—u*+ A=z, v) dv[=— v + b(=2)
dz { = a(eW(T — iz — Fu) d??f{= e(@W(T — o)1 — £07)
(A fonction algébrique de #,v; a,b,c de #; k et x numériques);

ou bien y(z) s’exprime algébriquement 4 I’aide de # et de deux fonctions hyper-
elliptiques, ¢(u,v), y(w,v), dont les deux arguments sont deux intégrales abéliennes
en %, soit v == [a(x)de,v =fb(w)dm,

ou enfin, y(#) est une fonction algébrique de (%, u,w’), u désignant la dérivée

3

logarithmique :— de 'l'integrale » d'une équation linéaire, homogéne du 3¢ ordre.

* Comptes Rendus 1880, t. 9I, p. 1058, et Bulletin des sc. math., t. 4

(2° série), p. 416. M. PicArp se limite au cas ol y() est supposée méromorphe dans
le plan.

¢ Journal de Liouville 1889, 4° série, t. 5, p. 300—318; American Jour-
nal 1804, t. 16, p. 111—122; Traité d’Analyse, t. 3, p. 67—80. M. PicARD ne

. . Aly)dy . . .
congidére que le cas ol I'expression ef n'a pas de points singuliers transcendants.
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Cest surtout aux équations
(1) y"'= Ry, y)

ol R est rationnel en y',y, que s’est attaché M. Picarp.! Le procédé
de M. Picarp consiste a former des conditions suffisantes® pour que
Vintégrale y(») n’ait ni points critiques algébriques, ni points critiques
transcendants dune certaine espéce particuliére. L’intégrale est dite alors
& apparence wuniforme: mais est-elle vraiment uniforme? Des exemples
particuliers montraient qu’il n'en était rien. ILes conditions en question
n’étaient donc pas suffisantes en général. J'ajoute que ces conditions ne
limitaient point le degré de R en y et ne laissaient pas soupconner qu'une
telle limitation fit possible.

Les auteurs qui ont poursuivi les mémorables recherches de M. PicArp
sur les intégrales ¢ apparence umiforme, tels que MM. WALLENBERG,®
Forsyrn,* ete., n’ont fait qu'appliquer les conditions du géomeétre Francais
a des types simples d’équations.

Pour les équations de la forme:

y' =y (ay + b) + Ay* + By* 4 Cy + D,

M. Mirrac-LerrLEr® et, aprés lui, M. Franséx® ont montré que les
conditions de M. Picarp entrainent Uintégrabilité de 1'équation; les fone-
tions y(z) quon obtient en effectuant l'intégration sont des fonctions
uniformes élémentaires.

8. Disons maintenant un mot des équations (1) (3 points critiques
fixes) on x figure explicitemeni. M. Picarp” ne s’est occupé de ces équa-
tions que dans le cas particulier ol elles sont de la forme:

(2) ¥y =yla(=)y + b(z)] + A(2)y® + B(x)y* + C(x)y + D(x).

! Journal de LiouviLLe 1889, 4° série, t. 5, p. 277—293.

* Comme ces conditions n'étaient établies que moyennant certaines hypothéses
simpliﬁcatrices faites sur l'équation (1), il n'était pas démontré quelles fussent nécessaires
pour que lintégrale fiit uniforme.

* CreLLE, 1898, t. 119, p. 87—113, et 1899, t. 120, p. 113—1I31.

* Theory of differential equations, t. 111, p. 276—306,

° Acta mathematica, t. 18 (1894), p. 233—245.

Stockh. 8fv., t. 52 (18935), p. 223—241.
Acta Mathematica, t. 17 (1893), p. 296—300."

Acta maothematico. 25. Imprimé le 28 novembre 1900. 2

6

7
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Imitant le procédé connu de Madame Kowargeskr, M. Prcarp cherche
les conditions pour que lintégrale y(x) admette des pbles mobiles. Il
peut exister deux familles de poles, et l'existence de chaque famille en-
traine une condition entre a@,b, 4, B, C, D et leurs dérivées jusqu'au 4°
ordre. Ces deux conditions, fort compliquées, et dont le caractere nécessaire
n'était pas établi, étaient-elles suffisantes pour que 'équation (2) efit ses
points critiques fixes? M. PicArD pensait que »bien probablement» il
n’en- était rien. En tous cas, la question restait en suspens et ne semblait
guere susceptible d’étre tranchée.’

9. L’étude directe des équations différentielles (non intégrables) a
points critiques fixes semblant fermée, ne pouvait-on du moins 'aborder par
des voies détournées? Cest ce qu’a tenté M. Picarp a l'aide de deux
méthodes différentes.

La premitre* substitue aux équations différentielles un systéme
d’équations aux dérivées partielles de la forme:

ou U

é;=f(x)y>u>v)’ 5’2;'—_"_— (x:y>uav)
(3) v v

55—6—-:59(3:,3/,%,?)), @:——f(x,y,u,'v)

ol f et ¢ désignent des fonctions algébriques réelles des variables réelles
x,Y,u,v, et vérifient identiquement les deux conditions d’intégrabilité.
Si wu(x,y),v(x,y) représentent une intégrale réelle quelconque du systéme
(3), la combinaison w = u 4 v est une fonction analytique de 2=z + iy
qui dépend de deux constantes réelles arbitraires. »Etant donné un systéme
tel que (3)», dit M. Picarp,® >on peut reconnaitre si les intégrales ont
leurs points critiques fixes. J’ai formé de tels exemples ol f, ¢ sont
rationnels. Il me parait extrémement probable que les intégrales de ces

' 1l se trouve en réalité que, pour les équations (2), ces conditions sout suffisantes
gans 8tre mécessaires. De plus, en dépit de leur complication apparente et de leur carac-
tére différentiel, on peut former explicitement, et d’une facon trés simple, toutes les équa-
tions (2) qui satisfont & ces conditions [voir le n° 30].

* Comptes Rendus, tome 114 (1892), p. 1310—1313, et Acta mathematica,

tome 17 (1893), p. 300.
® Comptes Rendus, ibidem, p. 1312.
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équations constituent un type nouveau de transcendantes.» Mais, en fait,
les fonctions w(z) définies par un systéme (3), ou bien sont algébriques, ou
bien vérifient une équation différentielle (algébrique) du premier ordre, dont
les points critiques sont fixes en méme temps que ceux du systéme réel (3).

Les fonctions signalées par M. PicArD sont donc des transcendantes
classiques. ' |

La seconde méthode consiste a renverser en quelque sorte le probléme,
en partant de fonctions uniformes définies directement et en cherchant a
les choisir de manidre qu'elles intdgrent une équation différentielle algé-
brique. M. Picarp’ a obtenu de cette maniére des systémes d’équations
différentielles dont 1'intégrale générale est effectivement uniforme, mais
renferme algébriquement les constantes.” Ces équations sont donc réductibles
aux quadratures ou aux équations linéaires, et cela sous la forme explicite
qui a été indiquée plus haut (note 1, page 8).

10. En dépit de tant de profondes recherches, la question en restait
donc au point si nettement précisé par M. Picarp: les seules équations
dont on pit affirmer que les points critiques étaient fixes, étaient des équa-
tions intégrables et Cest Uintégration méme qui metiait en évidence la fixité
des points critiques.

Pour pousser la question plus loin, il m’a fallu constituer une double
méthode qui répondit & ce double objet:

1°.  Trouver de nouvelles conditions nécessaires pour quune équation
différentielle ait ses points critiques fixes;

2°  Décider si ces conditions sont ou non suffisantes.

La premiére partie de la méthode (recherche des conditions nécessaires)
est & la fois trés simple et trés élémentaire. Elle s’applique avec une
extréme facilité & une équation différentielle d’ordre quelconque, ou plus
généralement & tout systéme d’équations aux dérivées partielles dont l'inté-
grale ne dépend que d’un nombre fini de constantes.’

! Comptes Rendus, t. 117 (1893), p. 472 et p. 603; Acta mathematica,

t. 18 (1894), p. 133.
? Qette remarque a été faite ultérieurement par M. PicArp [Comptes Rendus,

t. 120 (1893), p. 402].
® La méthode repose sur ce principe bien intuitif: »Considérons ume équation

différentielle dont le coéfficient différentiel est uune fonction (holomorphe pour & = 0) d'un
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La seconde partie de la méthode (recherche des conditions suffisantes)
est d'un caractére plus subtil; elle peut étre étendue aux équations du 3°
ordre ou d'ordre supérieur; mais les complications qu’elle entraine croissent
avec l'ordre différentiel.

Je vais résumer maintenant les principaux résultats auxquels m’a
conduit cette double méthode. J’insisterai d’abord sur les résultats qui
me semblent essentiellement nouveaux.

Transcendantes uniformes nouvelles engendrées par les équations
différentielles du second ordre.

11. La détermination de toutes les équations a points critiques fixes
de la forme

y'= Ry, y,x)

(o R est rationnel en y', algébrique en y, analytique en z) m’a donné

paramétre «. Si l'équation a ses points critiques fixes pour « quelcongue (mais == O),
il en est de méme, a fortiori pour « = O, et le développement de l'intégrale y(2), sui-
vant les puissances de @, a comme coéfficients des fonctions de # & points critiques fixes.»

Pour faire conceveir immédiatement l'esprit de la méthode, cherchons des conditions
nécessaires pour que l'équation 4" == R(¥',v,#), (ol R est rationnel en ¥, y, ), ait ses
points ecritiques fixes. Il faut d’abord, comme il est bien connu, que l'équation soit de
la forme:

y' = Ay, )y + By, 2)y + Cly, ).

Changeons = en #, + ax; I'équation devient

y' = A(y,wo)y'2+ a{ . };

daprés le principe énmoncé, I'équation:

y' = Ay, z)y"*

doit avoir son intégrale générale uniforme: ce qui détermine aussitdt toutes les expressions
possibles de la fraction rationnelle 4 en y. Les degrés de B et (' en y se limitent avec
la méme facilité.

La méthode, moyennant quelques modifications, se laisse d’ailleurs adapter & toutes
les questions qui concernent les propriétés analytiques des intégrales d'une équation
différentielle quelconque: par exemple & l'étude des intégrales définies par des conditions

. . ppr . (o]
initiales z,,¥,, %', ... qui donnent au coéfficient différentiel la forme o
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trois types (et trois seulement) déquations différentielles dont Uintégrale
générale y(x) est une fonction uniforme de x essentiellement nouvelle.
Ces trois types peuvent recevoir les trois formes canoniques qui suivent:

4) Y =o'+ fr+ 7,
(5) y' = oy’ + fry + yy + 9,

2 2 z 8
(6) y' = %; + e*(ay® + B) + €’ <ry3 + ?—),

(@,f, 7,0 constantes numériques).

L'intégrale générale y(x) de chaque équation (4), (5) et (6) est une
fonction uniforme de x méromorphe dans tout le plan.

Si B est nul, I'équation (4) définit les fonctions elliptiques; si a est
nul, des polynémes. D’autre part, si of == o, la transformation y = 1Y,
& =pX v, (o0 A, p,v sont des constantes) permet de donner & a, B,y les
valeurs respectives 6, 1, 0. De méme, en négligeant les cas ol l'intégrale
est une fonction connue, il est loisible de supposer que dans I'équation (5),
on a: a=2, =1, y =0, et que, dans l'équation (6), les constantes
a,B,r,0 coincident avec un des trois systémes:

F=—1, 0=1; a, B quelconques;
(7) F=—1, ¢ = 0; B = 1, a quelconque;
7‘:0, 0“:0; q=—I,‘3=I.

Autrement dit aux équations (4), (5), (6) on peut substituer les 5
équations canoniques suivantes: '

1 y'=6y'+a=,
IX Y'=29"+ ay + «a,
111 y' = “’7 + (1 —y7),
v Y = % + & (ay® + 1) —e*y?,

A T e ]
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Les intégrales y(x) des équations I, II, TI1, IV, V, sont des éranscen-
dantes méromorphes essentiellement nouvelles.

On peut réunir d’ailleurs les équations I et II dans le type unique:

y'=ay’ +y’+ a0y +

et remplacer les cinq équations précédentes par les deux équations:

Vi Y=oy’ + 9’ + 300 + @
VII w0 e 2f s 4 0.
y'=" T + B +e (ry +y),

les constantes numériques «, 3, y,d de VII coincident avec un des trois
systémes de valeurs (7).

Il convient de remarquer toutefois que le cas a = o pour VI, et
les cas d =0, ou ¢ =0, y =0 pour VII sont des cas remarquables
de simplification de ces équations; les transcendantes qu'elles définissent
ont, dans ces cas particuliers, des propriétés moins compliquées que dans

le cas général.

12. Puisque les intégrales y(x) des équations précédentes sont des
fonctions méromorphes dans tout le plan, il est bien évident qu’elles sont
représentables par le quotient de deux fouctions entidres; mais ce qu’il
importe de remarquer cest quon peut choisir ces fonctions entiéres de
maniére qu’elles vérifient une équation différentielle trés simple du 3° ordre.

Voici comment on effectue cette représentation pour les équations I,
H, I, 1V, V.

Pour V'équation I, on pose

yl2

d.
=5 —2y—uy, w= el

la fonction u(x) est une fonction entiére qui vérifie 1'équation:

2112 3 ; . uI‘
?—l—zz’—‘l—xz——z:o, oz =

y(#) est donnée par le quotient:

w'? — wu” i

Y 5 E_—d—leog"‘

Il



Sur les éqvua,tions différentielles dont l'intégrale générale est uniforme. 15
Pour 1'équation II,. on pose:
2=y —yt— xy*— 20y, u=efm, v = uy;
les fonctions wu(x), v(2) sont des fonctions enfiéres qui vérifient le systeme:
uw” — u'* 4 v? = o, (v’ — vw')® = v* + 20’u® 4 (200 + o)u’,

et y(x) est donnée par le quotient:
v
¥y=u-
De plus, soit
22, =2—Y, 28, =24Y,

. 2(x)dx 2(x)lz . PN .
les fonctions %, = ef T uy = ef sont deux fonctions entiéres qui
vérifient respectivement une équation du 3° ordre, et on a:

— e {ag? ’ Uy wy
U= Uuu,, v = (u'u, — u u,), y=———.

Pour Véquation VII (qui comprend les équations 1IL, IV, V),
on pose: '

R S )

y2
puis ,
e ¥ — 1
22 = y+ , 27 ¢4 y+2’
enfin
u__efzdx’ v::efzm;

les fonctions u(z), v(x) sont des fonctions entiéres qui vérifient les équations:

" ’2

w_w vt v v uetduer .
(8) ',l?—uz—' [ +d], v 2 ’U[ +ﬂ])

w u v

il est loisible de remplacer une des équations (8) par I'équation:

’ ’

2 ’ ’ 2 2
(9) (3——l> ——2%——2%—4— 1+ e“’”[o“%———;*i—, -+ 261'[ %—aﬁ]=o;

v w
les fonctions u(z), v(z) étant définies par I'équation (9) et la premidre

équation (8), y(x) est représentée par le quotient y = 2
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En outre, si on pose:

e” e
22, = 2 — yYe*, 22, = 2 - ye°, 2Z1=Z—y, 2Z2=Z+;;

f 2oz f Zdz f Zydz
u,=¢e " ; v, =ce , v, = ,
les fonctions w, , w,, v, , v, sont des fonctions entiéres qui vérifient respec-
tivement une équation différentielle du 3° ordre, et on a:

7 7 z I 7
Ug n e Vy v,
ey = —- - =
= A
. 7//2 ‘ul y v‘l ,Ul

13. Les équations I, II, III, IV et V doivent étre regardées comme
intégrées au sens moderne du mot, exactement comme I'équation:

yI2 — (I ____yil)(l ___k2y2)

est intégrée par le quotient de deux fonctions 4. Si on définit I'intégrale
y(#) d'une des équations par les conditions initiales z,, ¥, , s, la fonction
y(x) est représentée par le quotient de deux séries entidres en (x — z),
séries qui convergent dans tout le plan des z et dont les coéfficients se
calculent par des dérivations successives. Ces coéfficients sont, pour I et
II, des polyndémes en x,,y,, ¥y, et pour III, IV, V des polyndmes
en e®, yo,;— et ys.

C’est 1a un résultat essentiellement nouveau sur lequel je voudrais

insister. Depuis la fondation du Calcul intégral, toutes les équations
qu'on a réussi a intégrer (au sens le plus large de ce terme) sont réduc-
tibles & des combinaisons d'équations linéaires et de quadratures. D’une
fagon générale, c’est parce qu’on connait la manidre dont les constantes
figurent dans l'intégrale qu'on sait étudier cette intégrale. Méme les
équations qui définissent les fonctions fuchsiennes n’échappent pas i cette
remarque. Les équations I, 1L, TII, IV, V constituent donc le premier
exemple connu d'équations qui se trouvent intégrées & Uaide des principes de
la théorie des fonctions, sans quon sache les ramener & aucune combinaison
déquations linéaires, de quadratures et déquations du premier ordre.
J’ajoute que le caractére précis des types canoniques I, II,... V,
ne doit pas faire méconnaitre le degré de généralité des équations diffé-
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rentielles qu’intégrent les nouvelles transcendantes. Parmi les équations a
points critiques fixes de la forme

(4) y'= R(y,y,x)

(oW R est rationnel en y',y et algébrique en ), celles qui s'intégrent a
Paide des nouvelles transcendantes dépendent de gquaire fonctions arbitraires
et de deux constantes arbitraires ou d'une seule suivant qu’elles correspondent
au type VIL ou au type VL

Parmi les équations (4) ot R est un polynome en y', y, algébrique
en x, celles qui sont réductibles algébriquement & l'équation VI, oit «
est donné, forment une classe aussi étendue que les équations différentielles
linéaires, non homogeénes, du second ordre.

Par exemple pour qu’'une équation

y'= a(x)y + A(z)y* + B(z)y + O(z)
soit réductible algébriquement a 1’équation

d*y _ <9

il faut et il suffit que a, 4, B, U, satisfassent & une condition unique
(qui permet d'exprimer a, 4, B, C, explicitement & l'aide de trois fonc-
tions arbitraires). (Voir le n° 23.)

14. Considérons maintenant, pour un instant, l'intégrale d'une des
équations I,...V comme fonction des constantes d’intégration.

Soit y = ¢(x,,,y,,9;) lintégrale de I définie par les conditions
initiales x,,y,,v,. JLa fonction ¢ est une fonction méromorphe de z, z,,
Y,, Y5, dans tout le plan de chacune de ces variables. Le point a l'infini
dans chacun de ces plans est un point essentiel de ¢. Nous venons de
dire, au n° précédent, qu'on peut représenter ¢ par le quotient de deux
séries de polyndmes en @, %,,¥,,y, dont les termes successifs se calculent
par de simples dérivations.

Pour plus de clarté, dans ce qui va suivre, remplacons y' par 2, et
considérons (y, 2) comme les coordonnées (réelles ou complexes) d'un plan yO.

Les formules
(10) ¥y =07, %,4%) v=J@,m,Y, %)

Acte, mathematica. 25. Imprimé le 4 décembre 1900. 3
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entrainent les formules inverses

(II) y():fa(xo)m?y?‘z)) zo=¢(x07w’yﬁz)'

Si on domne & x et i x, des valeurs numériques, les égalités (10), (11)
définissent wune correspondance biuniforme entre les plans (y,2) et (y,, 2,)-
Il n'existe pas, dans cette correspondance, de points-bases [points (y,, 2,)

. R R o .
qui donnent & ¢ et & ¢ la forme 6]; mais les valeurs y, = o0, 2z, = 00,

sont singularités essentielles de ¢, ¢.

J’al étudié’ les correspondances biuniformes (ét non birationelles) entre
deux plans; je les ai divisées en deux classes, suivant qu’il existe ou non
un faisceau de courbes algébriques que la correspondance transforme en
un autre faiscean de courbes algébriques. ILa transformation est dite semi-
transcendante dans le premier cas, essentiellement biuniforme dans le second
cas.” La correspondance biuniforme (10), (11) entre (y,2) et (y,,2,) est
essentiellement biuniforme. C'est ce qui résulte immédiatement de ce
théoréme (quon peut “établir en toute rigueur): »L'intégrale générale
y =¢(®,a,d) de I'équation I est une fonction transcendante de chacune
des constantes d'intégration @, b, de quelque maniére qu'on choisisse ces
constantes. »

Considérée comme fonction de y,, ou de y;, ou de z,, I'intégrale
y=o¢®,%,,9,,4,) est encore une transcendante méromorphe nouvelle,

! Lecons de Stockholm, p. 482—484 et 50I1—5i7. — Comptes Rendus,
avril 1890.
* La correspondance biuniforme
y = yo b4 yo == y )
z = z,e%, , = e Y
et semi-transcendante. La combinaison des deux transformations
ylzy’ y=ylezl!
5, = 2,6%, =2
conduit 4 la transformation essentiellement biuniforme
y = 9,6,y = ye,
7 = g,6%, 2, = ge— @)
Il existe d’ailleurs, ainsi que jeo Yai montrs, des correspondances biuniformes qui ne
résultent pas de la combinaison de transformations semi-transcendantes.
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dont on ne connait d’autres propriétés que celles qui dérivent de I’équation
différentielle elle-méme.

Les mémes remarques peuvent se répéter pour les intégrales des équa-
tions II, III, IV, V, avec cette différence que, pour les trois derniéres,
la fonction ¥ = ¢(x, %y, ¥, ¥;) n'est plus méromorphe en y,, mais admet
le point y, = o comme point singulier essentiel. Si on pose y, = €, la
fonction ¢ est une fonction méromorphe de z,. Le quotient qui représente
¢ est formé de deux séries dont les termes, avons-nous dit, sont des po-
lynbémes en x, €™, y,, E/I— s Yo-

Regardons enfin lintégrale y = ¢(x) de II comme fonction du mo-

dule o qui figure dans I'équation; la fonction y = o(x, %y, %, ¥;, @) est
une fonction méromorphe des 5 wvariables indépendantes © , %y, Yo , Yo , .

Cette propriété subsiste pour les équations IV et V (relativement
& a ou a a, f), & cela prés que y, = O est un point essentiel de ¢. Pour
I'équation V, I'intégrale ¢ est une fonction méromorphe des six variables
indépendantes z , z,, 2, = log y,, 5, @, B.

15. La méthode qui m'a permis de démontrer que lintégrale y(x)
des équations I, IL, ..., V est méromorphe, fournit aussi des indica-
tions sur la nature et les propriétés des mouvelles transcendantes. Il n'y
a pas lieu d'espérer que ces transcendantes jouissent de propriétés fonc-
tionnelles simples, analogues & la périodicité des fonctions sw ou 4. Mais
il convient d’approfondir leur étude au point de vue du genre, de la distri-
bution des zéros, de la croissance pour = oo, ete.

Cette étude, ol les travaux bien connus de M. HApamMArD et de
M. Borer doivent jouer un réle important, sera développée dans la mo-
nographie que je consacrerai & chacun des types de nouvelles transcendantes.

Je me borne ici 3 signaler cette proposition qui a son analogue pour
les équations I, III, IV et V:

»Bi y(x) est une intégrale particulitre de I, 'égalité y(x) = A posséde
une infinité de racines quelle que soit la valeur (finie ou infinie) de 4.
La fréquence de ces racines (pour # = oo) est la méme quel que soit 4.»

Les transcendantes définies plus haut sont les seules transcendantes
vraiment nouvelles qu'engendrent les équations du second ordre a points
critiques fixes (résolues par rapport a y'').

Je vais maintenant épumérer explicitement toutes ces équations.
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Enumération de toutes les équations a points critiques fixes
de la forme

(E) Yy’ = R(y') Yy, .7})

(R rationnel en ', algébrique en y, analytique en z).

16. Je formerai d’abord un tableau fondamental d’équations (E)
a points critiques fixes, d’ol se laissent déduire toutes les autres.

En premier lieu, si I'équation (E) a ses points critiques fixes, elle est
nécessairement de la forme:

(12) y' = Ay, 2)y" + Bly, »)y + Cly, =)

Les fonctions 4, B, U, algébriques en y, sont exprimables rationnellement
& laide de y et d'une irrationnelle ¢(y) = g(y, #) qui dépend de z ana-
lytiquement; soit:

A=0L@¢,y,2, B=M{t,y,z, C=N{¢,y,2)
avec
H(t,y,x):‘o;

L, M, N, sont des fractions rationnelles et H un polynéme en ¢, y; leurs
coéfficients @, b, ¢, ... sont des fonctions analytiques de x.

Avant d’aller plus loin, précisons le sens de quelques expressions que
nous emploierons fréquemment par la suite. :

Je dirai qu'on sait reconnaltre algébriguement si une équation (12)
donnée jouit de telle propriété, quand cette propriété se traduira par un
nombre fini de relations algébriques entre les coéfficients a(z), &(z), ...
de (12) et leurs dérivées jusqu’a un certain ordre.

J’emploierai fréquemment, par la suite, les transformations:

(T) Y=49@,2, X=z ou X=op(),

ot ¢ est algébrigue en y et analytique (ainsi que ¢) en x. Je diral
qu'une équation (12) est réductible algébriquement a une équation

a*Y ay
<I3) W=F<E)YJX>
par une transformation (T), si la transformation de passage se calcule
algébriqguement sur l'équation (12); autrement dit, si les coéfficients de la
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fonction algébrique ¢(y) sont des combinaisons algébriques des coéfficients
a(z), b(x), ... de (12) ainsi que de leurs dérivées jusqu’a un certain ordre,
et si, de plus, la fonction ¢(x) satisfait & la méme condition ou se réduit
identiquement & «.

Si I'équation (E) est algébrique en x le mot algébriquement est pris
dans son sens ordinaire.

17. Rappelons maintenant quelques résultats connus et quelques dé-
finitions.

Admettons qu'une équation (E) ait ses points critiques fixes et
étadions son intégrale y(x) comme fonction des constantes y,, y; (valeurs
de ¥,y pour une valeur numérique z, de x).

Trois cas peuvent se présenter.

1% Cas. L'intégrale dépend algébriquement de y,, y,. On dit alors
que l'iniégrale est une fonction algébrique des constantes.

2° Cas. L’intégrale est une fonction transcendante de y,, y;, mais
on peut, par un changement de constantes, faire en sorte que y(z) ren-
ferme algébriquement une des mouvelles constantes. On dif alors que l'inté-
grale est une fonction semi-transcendante des constantes.

3° Cas. L'intégrale y(x) renferme l'une et l'autre des constantes sous
forme transcendante de quelque maniére quon les choisisse. On dit alors
que ['intégrale est une fonction essentiellement transcendante des deux constanies.

Dans le premier cas,

ou bien I'équation (E) est réductible algébriquement & une équation linéaire :

2" 4 p(x)d + q(x)s = 0;
d'une facon précise, si on pose Z—= “, on a y = ¢, u, ), ¢ désignant
une fraction rationnelle en ', w, qui dépend de & analytiquement;
ou bien, I'équation (K) équivaut au systéme:

(14) Fly',y,u,0) =0, w = p(z)u’+ g(x)u + r(z);

F est un polynéme en y', y, u, dont les coéfficients, ainsi que p, ¢, 7,
sont des. fonctions algébriques des coéfficients de (E) et de leurs dérivées.
I’équation du premier ordre F'= o (ol % est remplacé en fonction de x)
doit d'ailleurs avoir ses points critiques fixes. '

! Voir la note I de la page 8, et mes Legons de Stockholm, p. 360—389.
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Dans le second cas, 1'équation (E) équivaut® & un systéme (14), olt
le genre de la relation algébrique F = o entre y’, y est (pour %, z quel-
conques) égal & zéro ou un.

Le troisiéme cas est le seul qui puisse conduire a des transcendantes
nouvelles.

Le tableau que nous allons former, fournit une vérification de ces
résultats. \

Dans ce tableau, nous représentons invariablement par @, b, ¢, .

des fonctions analytiques de x; par o', ¥,¢,...,a", 0", ¢", ..., leurs:
dérivées premiéres, secondes, ete.; par a, B, 7y, ... des constantes numé-
riques; par K, K , ... des constantes arbitraires.

Chaque équation est suivie d’une indication sur la maniére dont 1'inté-
grale générale y(w) renferme ses constantes; si 1'équation est intégrable
(jentends réductible aux quadratures ou aux équations linéaires), elle est
accompagnée des formules qui effectuent cette intégration.

Le tableau total se compose de #rois tableaux partiels, a savoir les
tableaux I, II, III, qui suivent.

18. Tableau des équations canonigues (E) a points critiques fizes.

TABLEAU 1.

(1) y'=—3 —y + a(2)
L'intégrale est une fonction algébrique des deux constantes. Intégration:
Z, o
y=-, 2" = a(x)a.
(2) y' = — 2y + a(z).

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes. Intégration:

Y+ y'=u, w = a(x).

' Legons de Stockholm, p. 465—477.
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(3) V' =a’+pfr+my+ o

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes. Intégration:

y' e s  Bos T, S
TEY T Ay + K

(4) Y = 6y® + .

L/intégrale est une fonction essentiellement transcendante des deux con-
stantes.

() y'=2y* + ay + a.

L’intégrale est une fonction essentiellement transcendante des deux con-
stantes.

(6) ¥ = —uyy + y* — 12a(x)y + 120'(2),

avec la condition a” = 64” + ¢, (¢ = 0 ou 1). L’intégrale est une fonc-
tion semi-transcendante des constantes. Intégration: la transformation

3=—é(y' +y2)———d
donne
y = 2" =6z + ¢ [équation (3)].

z—a’

Intégrale premiére:

7?=42°4 202+ K, ou z=é(y’+y’)—-—a, z’=a’+y[é(y’+y’)—‘2a].

(7) y'=—yy + y*— 12a(2)y + 120'(),
avec la condition: @” = 6a®+ . L’intégrale est une fonction essentiellement
transcendante des deux constantes. La transformation z — %(y’ +y)—a

donne:

, 7’ = 62° + z [équation (4)].
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TABLEAU II.

(1) v =Lt [a(ey + X2y + @l — v(a).

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes.

y = a(x)y’—b(x) + Ky.

2

@ =L+ @ity + a0y — ().

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes.

@ + ) =9y + a)® + K].

) vy =L+ a(@)l — (@) + 0"

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes.

@ +a)’ =20y +uw, o =a(x)

(4) y"=%+ay"‘+ﬁy’+r+g-

L'intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes.

y?=ay* + 28y*— 27y — 0 + Ky’

(5) y:,=%;+ e(ay® + ﬂ) +'e2z[ry3 + S]’ (ﬂ ou ¢ ==

Intégration:

Intégration:

Intégration:

Intégration:

o).

L’intégrale est une fonction essentiellement transcendante des deux con-

stantes.
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TABLEAU IIIL

29
(%)

¥ — 0.9 —9,)"

(1) y' = y'2< 2 (9,, 9, c*° numériques).

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes. Intégration:

“—,,——?,——-:'KJ yzso(%;ga7gs)7 M=Kﬂ7+1{1
\/4?/ —§Y —9s .

(2) y,,=?/”(37/2—2(1+w)y+‘w)+ ( LRI _1>+ yy—1

2y(y — 1y — ) vy T1—2 o) T me—1y—o

L’intégrale est une fonction essentiellement transcendante des constaﬁtes.
Si on appelle A(u, x,) la fonction elliptique de # définie par 1'égalité:

¥
dy
=y
O/V\/y(y - 1)(?! - wo)

et 20,, 20, ses deux périodes, 'intégrale générale de (2) est

y = A(K, o0, + K,0,), .

A
) "= [ i ]
4 Y @' — 9.9 —9)  wVay — g,y — 4,

[2w période quelconque de .p(u, g,, g,)]-

L’intégrale est une fonction semi-transcendante des constantes. Intégration:

’

Y . 2] . N o .
VA —g9 —¢. e + K)’ y=9u,9,,9), w=2K +—-loglz+ K),

# = — K est un point essentiel mobile de y(x).

Acta mathematica. 25. Imprimé le 4 juin 1901. 4
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19. Parmi les équations précédentes, les seules dont 'intégrale soit une
fonction essentiellement transcendante des deuwx constantes sont les équations
(4), (5), (7) du tableau I, (5) du tableau IL et (2) du tableau IIL

Les équations (4), (5) du tableau I, et (5) du tableau II ont été
étudiées plus haut (n*® 11—15); leur intégrale est méromorphe dans tout
le plan. Quant & I’équation (7) du tableau I, elle est réductible a 1'équa-

’ ’

. . 82— a .. rd . 2
tion (4) par la transformation y = ———; son intégrale est aussi méro-
Z ———

morphe dans tout le plan.

I’intégrale y(x) de 1'équation (2) du tablean III admet trois points
critiques (transcendants) fixes, & savoir ¥ = 0, # = 1, z = 0. Elle ne
présente comme singularités mobiles que des poles.’ Si on pose

_ I e@—1y"* _ [z
b | v el S

)

la fonction u(z) est une fonction dont les seules singularités (polaires ou
autres) sont les trois points fixes £ =0, # = 1, £ = 0.?

La fonction y s’exprime algébriquement a I'aide de w, w', w” et de .
La fonction w(z) vérifie une équation différentielle (algébrique) du 3° ordre.

Posons maintenant # = ¢(X), en désignant par ¢(X) la fonction
modulaire qui ne prend aucune des valeurs o, 1, c0; les fonctions y(X) et
#(X) sont uniformes et admettent 1'axe réel des X comme coupure essen-
tielle; la premidre est méromorphe, la seconde holomorphe au-dessus et
au-dessous de cette coupure; elles vérifient respectivement une équation
différentielle du 2° et du 3° ordre algébrique par rapport a la fonction et
4 ses dérivées, mais dont les coéfficients sont des transcendantes uniformes
en X.

Enfin, U'intégrale générale de I'équation (2) de III, soit:

Y=o, %, Y, Yo)

' Iréquation (2) de III a été formée explicitement par M. Prcarp (Journal de
Liouville 1889, 4° série, tome 5, p. 299). Elle fait partie, an fond, du systéme
classique d’équations différentielles que vériflent les fonctions elliptiques regardées comme
fonctions des invariants (voir HaLPHEN, Tradté des fonctions ellipliques, tome I, p. 252
—253 et p. 291—331).

* On peut former- trois autres expressions analogues & w(z) en permutant le réle
des valeurs remarquables y =2, y = 0, ¥y = 1, y = 0.
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définit (pour x, x, choisis numériquement) une correspondance biuniforme
entre les deux cylindres de l'espace Oyzt

1 = y(y — I)(?/ — :Z), fh = yo(?/o - I)(yo '__5;0)‘

Cette correspondance est essentiellement biuniforme (voir le n° 14);*
il suffit, pour l’obtenir, de poser:

y’ =7, { = \/y@/— 1)(?/ — ), ot y(;zzo) to = \/yo(yo _ I)(?/o —'mo)'

Mais je n’insiste pas davantage sur cette équation qui ne définit pas
de transcendantes vraiment nouvelles, du moment qu'on regarde comme
connue la transcendante & deux variables sn(w, &7).

20. Quant aux 11 autres équations des tableaux I, II, III elles
sont toutes réductibles a des équations classiques.

Les équations (1) et (3) du tableau I (cette derniére moyennant les
conditions a = o, B = 0) jouissent seules de la propriété que l'intégrale
renferme algébriguement les deux constantes. Pour les autres types, l'inté-
grale est une fonction semi-franscendante des constantes; je signale la ma-
niere variée dont figurent ces constantes dans l'intégrale. o

Enfin la seule équation dont l'intégrale générale présente des singularités
essentielles mobiles, c’est 1'équation (3) du tableau III, dont l'intégrale est
une fonction semi-transcendante des constantes et posséde un point singulier
essentie]l variable avec les constantes d’intégration.

21. Ces tableaux I, II, ITI, permettent de résoudre bien aisément
le probléme général qui nous occupe:

Parmi les équations

(B) o= k%, 7, X),

ou R est rationnel en 2%(_, algébrigue en Y, analytique en X, déterminer

toutes les équations & points critiques fixes.

* Voir mes Lepons de Stockholm, p. 501—517.
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Pour obtenir toutes les équations cherchées, il suffit d’effectuer, dans
les équations des tableaux I, II, le changement de variables

(15) Y=rly,s), X=4¢(@)

et dans les équations du tableau IIT, le changement de variables:

(16) Y=r{y, =+ sy, z)yP, X = ¢(x),

A

olt
P= 4y’ —g,y—yg, pour (1) et (3) de III

et ou
P=y(y— 1)y —=) pour (2) de III;

dans les égalités (15), (16), les fonctions r(y, x), s(y, x) désignent des
fonctions rationnelles quelconques de y, dont les coéfficients, ainsi que ¢,
sont analytiques en #.

Les équations (E) & points critiques fixes dont l'intégrale est une fone-
tion essentiellement transcendante des deuz constantes sont done réductibles
sait par une transformation (15) & une équation (4), (5), (7) de I ou (5)
de II; soit par une transformation (16) & l'équation (2) de IIL.

Toutes les équations (E) & points critiques fixes dont l'intégrale pré-
sente des singularités essentielles mobiles sont réductibles par une trans-
formation (16) a une équation (3) de TIL.

De la question de reconnaiilre si une équation (E) donnée a ses
points critiques fires. Problémes connexes.

22. Equations (E) ou R(y', y, z) est rationnel en y', y. — Etant donnée
une équation (E), comment reconnaitre si elle a effectivement ses points
critiques fixes?

(est la question que je vais traiter maintenant. Je considérerai
d’abord le cas ol le coéfficient différentiel R de (E), rationnel en y’, est
rationnel aussi en y, puis le cas o R est algébrique en y.
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Soit done:

’ a? d iy ,
(B} (;;Z=R<£,y,x>zzi(g,x)y + By, 2)y' + Cy, #)

(R rationnel en y' et y, analytique en ).

La marche & suivre pour décider si cette équation a ses points eri-
tiques fixes est la suivante.

En premijer lieu, A(y, ) doit coincider avec une des neuf expres-

sions (4):
1 1
2a “(“r;z) "(‘*a) . |
S g ab > + i d (n entier > 1);
a c 1/ a ¢ e
(@) s Toyrd) 2 (ay+b T cy+d) T oyt7
3 a ¢ e .1 a é c e X
3 (ay+b T cy+d T ey+f> > 2ay+b s <cy+d + ey+f> ’
5 a 2 ¢ 1 e l( a ¢ € g >
6ay+b+3cy+d+2ey+f ’ o2 ay+b+cy+d+ey+f+gy+h ’
ol @, b, ..., h désignent des fonctions de x (qui peuvent étre identique-

ment nulles ou se réduire & des constantes).
Cette premiére condition 6&tant remplie, on effectue sur y la trans-
formation homographique

4 Y_cy+d

_ __(af —be)(cy + d)
T ay+b’ ou T ay+b’ ¥

o LT F—doay + )’

‘suivant que A coincide avec la seconde expression (f), ou avec la troisieme
ou la quatridme, ou enfin avec une quelconque des suivantes.

Aprés cette transformation, I'équation garde une forme analogue 2
(E’), mais dans les neuf expressions possibles de 6 on a

a =0, d= o, e = —f.
Nous n’avons donc plus & considérer que des équations (E’) de la forme:

a*y

(B”) I =

A7, X)(5x) + B, Dix + OF, X)
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o 4, B, C sont rationnels en Y et ot A coincide avec une des huit ex-
pressions ()

I
 ——
o; Yn (n entier > 1); —If;
(0") r,_r . 3<_I_ __‘_) §<L L )
2Y+Y—1 '3 Y+Y—,I 4 Y+Y~—1 ¢
21 I 1 1/1 I I
st Hav—= 5(?+Y—I+Y——H>’

H désigne ' soit une constante numérique a, soit X.
Nous allons, dans ce qui suit, distinguer huit cas qui correspondent
aux huit expressions possibles de A(Y , X).

23. PREMIER cAs: 4 =o.

L’équation (E”) doit étre alors de la forme

®) =T @Y 4 b) 4 o¥ 4 cT 41,

(@,b, ..., [ fonctions analytiques de X).

Pour qu'elle ait ses points critiques fixes, il faut et il suffit qu'elle soit
réductible, par une transformation

(17) y=mX)Y +nE), «=IX),
@ un des 7 types canowniques du tableaw I,

On sait toujours reconnaitre algébriquement® si cette condition est
remplie. Mais le calcul de la transformation de passage (17) ne s'effectue
algébriquement que pour les types (4), (5), (7) de I, dont l'intégrale est une
fonction essentiellement transcendante des deux constantes.

af —be ch— dg
ef — de e — by

! H est égal 4 Vexpression ; sl cette expression n’est pas une

constante a, on poge:

H(z) = X.

® Voir au n° 16 le sens précis de ce terme.
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Les autres équations sont intégrables. Pour se rendre compte avec
précision des opérations qu'exige leur intégration, il importe de n’introdunire
que des types canoniques tels que la réduction d’une équation (E,) & un
quelconque de ces types s’effectue algébriguement.

('est ce que nous allons faire dans le tableau IV qui suit, ou chaque
type canonique du tableau I est remplacé par une ou plusieurs équations
nouvelles. Nous y représentons exclusivement par A(X), p(X), »(X), ...
des combinaisons algébriques des coéfficients a(X), ..., f(X) de (E,) et de
leurs dérivées (jusqu'a un certain ordre).

Toute équation (E|) ¢ points critiques fizes est réductible & une des
équations (1), (2), ... du tableauw IV par une fransformation

(18) y=pX)Y + »(X), z = A(X).

TABLEATU IV.

Equations réductibles au type (1) du tableau I

(1) Y = —3yy —y’ + q(2)y + r(x).
Intégration:

y = % , 2" = q(z)e + r(x)a.

Transformation de passage de (E,) a (1): y = pY 4, v = X.

Equations réductibles au type (2) du tableaun I.

(2) y'=—29 + ¢(2)y +9") + r(2).
Intégration:
y+y=u  w=q(@u+r(z)

Transformation de passage de (E,) & (2): y=pY + v, 2z = X.

Equations réductibles au type (3) du tableau I
(3) v = q(@)y + r(2)y + s(x),

équation linéaire non homogene, du second ordre.
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ot q’(w) 3 )y 2 Y
(4) Y =Y s T 2@z + 68" + 7y + 9.

Intégration: _
¥ = q(@)ay* + 4py° + ry* + 20y + K.

Transformation de passage de (E,) a4 (4): y =pY + v, 2 = X.

(5) y' = —3q(x)y + 20° —ylg + 2¢%(z)].

Intégration;

!

v +g@)y)*=9* +u, —=— ()

(2

Transformation de passage de (BE,) 3 (5): y = pu¥ 4, v = X.
Un changement de variables: % = ey = f dwe /" ramene

(5) & la forme: %’Z = 29",

(6) y' = —2q(a)y + 6y’——y[Q’(w) + 3%(“—)]

Intégration:
v +a(2)y]" = 49’ + u, 2 = — 39(x).
u

Transformation de passage de (E,) & (6): y = p¥ 4, 2 = X.

1
Un changement de variables: y = /1 &= f dwe” T/

2
a la forme: Z—SZ—-: 63

rameéne (6)

Equations réductibles au type (4) du tableau I.
(7) | y' =6y’ + =
Transformation de passage de (E,) & (7): y = p¥Y 4 v, z = A(X).

Equations réductibles au type (5) du tableau I.
(8) y' = 2y® + 2y + a.
Transformation de passage de (E)) a (8): y = p¥ 4+ v, z = A(X).
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Equations réduetibles au type (6) du tableau I

(9) Y'=—uy + 9+ ¢#)3y + 9°) — [24°(%) — ¢(2)]y.
Intégration:

’

z —_—
V4s® — 1
Transformation de passage de (E,) & (9): y = p¥Y + v, 2 = X.

Un changement de variables: » = m(2)y, & = I(z), qui exige deux
quadratures, raméne 1’équation (9) & la forme: zi = — ny; + 7°.

z o
Y =;’: u, —u—= Q(x)

"o ’ 3 9'(%) ’ 2 9"(“) - 9’2(%) -
(10) ¢"=—w' + v’ + 5050 + )+ | Sy — Q(x)]y-

Intégration:
Yot i,
z—1’ Vaz* — 122 + K 24/3

Transformation de passage de (E,) & (10): y = puY 4+ v, 2 = X.
Un changement de variables: % = m(x)y, & = I(x), qui exige une

quadrature, raméne 1'équation (10) & la forme: ni = — gyt + p*~— 129.
(11) Y'=—uy + v’ — q¢(@)[3y + y’] —r(e)y — 245%2)
avec
( ,
1= —[D 1 sm)] =)+ 200 + x25%)
Intégration:
—_— 2
V4z' — 1+ —
y= ¥ s—pu+K,o,1), v=e™, u—L

1 3
(=)
Transformation de passage de (E,) & (11): y =p¥ + v, 2 =X.

Un changement de variables: 7 = m(#x)y, & = I(z), qui exige une
quadrature, raméne (11) a la forme:

Y = — 7 + 773”—‘ 120(§, 0, 1)y + 12'(§, 0, 1)

Acta mothematica, 25. Imprimé le 18 mars 1901. 5
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(12) y"=—yy’+yg~(3y'+yﬁ)2;7((—;))~3‘}liy—+%
ol
q=42° — % — a, (e=o0o0u 1, a=1 s ¢=0).
Intégration:
=1 7 o I
y—z—“, \/4z3—sz+K._\/4w3——ew—a.

Transformation de passage de (E,) & (12): y = pY + v, z = A(X).
Un changement de variables: 5 = y/42* —ex — a, 2= p(£, e, a), ra-
meéne (12) 4 la forme:

e =—mmet+ 7 — 12p(&,¢,a) + 120' (€, ¢, a).

Equations réduectibles au type (7) du tableau I.
(13) 9" =—uwy' + 9y’ — 129(2)y + 129'(x), avec ¢ = 64" + .
Transformation de passage de (E,) a (13): y = pY 4+ », v = M(X).

L’équation (13) peut s'éerire: y = Z—E—(lg— avec: 2"’ = 62" + x.

I — —
" .

Y
Tout d’abord, I'équation doit étre, dans ce cas, de la forme:

1 .
(&) - g ;“> e T

24. Deuxieme cas: A(Y, X) =

(a, b, ¢ fonctions de X).

Pour quune équation (E,) ait ses points critiques fixes, il faut et i
suffit quelle soit réductible par une transformation:

(19) y=wnX)Y, z=AX)

& une des équations du tableaw suivant:
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q’ g g

TABLEAU V.

(1) y =" (1—=1) + el@)y + (@),
ou

Yy = ", = q +£z [éq. (3) de IV ou s = o].

o _ y,z g’(ﬂd) ’ 2
(2) V' =5 T agy? T 20(@)2y" + ]

y =2’ z”==5'q{—lz’+q[2z3+z] [éq. (4) de IV oua=1, =0, 0 =0}

(3) v =0 30(a)y + 4y* — 2ylg(2) + 20%(o)]
ou
Y =27 &= — 397 + 26— 2(¢' + 2¢%) [éq. (5) de IV].
Intégration:
Y i v
(z +qz/) =y +w, g=—4.
(4) | =5t
ou
y = 27 7' = 22"+ xz [6q. irréductible (8) de IV, ol a = o].

Remarque. Les équations (2) et (3) de V dont réductibles par une
transformation y = m(x)y®, © = I(&), la premidre (moyennant une qua-
drature) & l'équation y; = 2%° 4 %, [équation (3) de I ohl a=1, =0,
0 = 0], la seconde (moyennant deux quadratures) & 1'équation nki = 27°
(équation (3) de T oh a =1, f =7 = ¢ =o0].
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25. TromstEmMe cas: 4(Y, X) = %
L’équation (E'*) doit étre de la forme:
(i) |
a*y aX ay h
) gm="5 + [T + o+ 5|55+ a¥ + e+ T+ + 3,

ot @,b,...h sont des fonctions analyfiques de X.

Pour que Uéquation (E,) ait ses points critiques fixes, il fout et il
suffit qu'elle se laisse ramener par une transformation:
: =m(X)Y,
(20) - y : r = |(X)
ou = m(X)i,—,

a un quelconque des types du tableaw II.

On soit reconnaitre algébriqguement si cette condition est remplie, mais
le calcul de la transformation (20) peut exiger des quadratures. Pour
éviter cet inconvénient, il faut substituer au tableau IL le tableau VI
qui suit.

TABLEAU VI.

Equations réduectibles au type (1) du tableau II,

(1) y' = ”7 + y’[a(x){o“y + f;} + r(w)] |
+ [7'(@) — q(@)r(#))(9y” — ) + s(2)y,
(0= 1 ou o, g==1 ou O).
Intégration:

Y = q(0y® — &) + uy, o = ru -+ s.

Transformation de passage de (E,) & (1): y=p¥, 2 =X, [p=1si ¢
ou ¢ est nul].

Un changement de variables % = m(2)y, & = I(«), qui exige trois
quadratures, ramene (1) & la forme (1) de II [o a=o0 si =0, b=o0
si ¢ = 0].
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Equations réductibles au type (z) du tableau IL
' y q(%) '
(2) + 9[22 + D8 —q(o)]
+ @+ x>[r<w> + 2820 g(a) — ()]

Intégration:

»'

v +aly + O =’y + 1)"—u], - =-—2¢.

Transformation de passage de (E,) & (2): y = p¥ ou 7, x = X.

Un changement de variables 7 = m(2)y, € = I(z), qui exige deux
quadratures, raméne (2) & la forme (2) de IL

Equations réductibles au type (3) du tableau II.

@ =l yfe@ + 1]+ @ + s+ alo),

s=(G—g)[2e+ 0 ——%+£—:]
[y’ + 1+ ?/(Z;:/ 29)]2= 2ry® 4+ wy?, w = 2qu + 2r.

Transformation de paésage (E,) a (3): y = pY ou 1’;, r =X,
Un changement de variables % = m(x)y, & = I(z), qui exige deux
quadratures, raméne ‘1'équation & la forme (3) de IL

Equations réduetibles au t&pe (4) du tableau IL
u — 2__ q (Qﬂ) 3 2 é
‘(4) v T oy T W)[ay + By +r+y]-
Intégration:
’ y* = g(o)ay* + 2py° — 27y — 0 + Ky’
Transformation de passage de (E,) & (4): y = pY, © = X.
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6) v =5+ ey + [0 — @)y + T

2

(j=13,2,0 ou —1).

Intégration:

~

W+ —yt =, = (11—

/LY,y=X.

Transformation de passage de (E,) & (5): y =
( ) € == I(z), qui exige deux

Un changement de variables 7 = m

quadratures, rameéne (5) 3 la forme: 7z = 77 % (équaition (4) de II ou

les a, 8, 7, 0 sont tous nuls sauf un seul).

12

(6) y' ="+ a(@)y + r(@)y.
Intégration:
?—J~I=u, ' =qu +r.

Y

Transformation de passage de (E;) a (6): y=1Y, z =X.
- Un changement de variables 7= m(x)y, &€= 1I0(z), qui exige trois

()

quadratures, ramene (6) a la forme: %z = g équation (4) de II ol

Equations réduetibles au type (5) du tableau IL

(7) y”=y§—%’+;(ay2+ﬂ)+ry3+§.

Transformation de passage de (E,) a (7): y = p¥, v = A(X).
La transformation z = ¢* raméne (7) au type irréductible (5) de II.
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\ I I
26. QuUATRIEME cas: 4(Y, X) =2-I7+ T
Tout d’abord I'équation (E”} doit étre de la forme

@Y [dY\? dY ra¥ 47 | c¥'+dY
(&) W”(ZX>[2 ]+dX Y — ]"' Y —1
(@, b, ¢, d fonctions analytiques de X).

Pour que (E,) ait ses points critiques fixes, il faut et il suffit que

la transformation ¥ = <Z i i) raméne (E,) & une équation (E,) a points

critiques fixes. On déduit de la que les équations (I,) cherchées ou bien
coincident avec une des trois premitres équations du tableau VIT qui suit,
ou bien se ramenent & la quatridme par une transformation: z = A(X)
[A désignant toujours unme fonction algébrique des coéfficients a, b, c, d
de (E,) et de leurs dérivées].

4

TABLEAU VIL

ORA S R 2@y + r(0)] + 2yl —r*—q — 7).

Intégration:

’

Y+ 2y =uly—1)Vy, T=r—q.

La transformation: ( " ramdne (1) a I'éguation:

= +[qﬂ< + >-I—(q—-—-r)]z’+[gg-r2—q’_¢](1—zz),

(équation (1) de VI, ou ¢ = ¢ == 1, et oll s=0).

I

(2) y' = y”[—;

]-l— J'zqg((m) + 4q(2)y| 7 + 20% x =

Yy —
Intégration:

v = 2q(o)y| 27(x —y) — 00 + 6y + 1) + Ky —17.
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La transformation y = <': _-_’-_ i) raméne (2) & 1'équation:

e o) )

(6quation (4) de VI ou a = —¢, B=—7).

L ! 1 1 ’
(3) Y =y2[2—y+y__l]+w(w)-
Intégration:

y=uly—1yy, =40
La transformation y = (:—-E-;) ramene (3) a l'équation:

2" =€;+ g2 (équation (6) de VI o r=o).

I
y—1I

Y Y y+1
]—‘; + 48, + 85."/?7—"-

—1

(4) Yy’ = yz[—;g +

Transformation de passage de (E,) & (4): y =Y, = = A(X).

La transformation y = ( :j i) raméne (4) & l'équation irréductible

@

=Lt By o|;—=]

(équation (7) de VI ot a = — B, y = —9).

27. CINQUIEME, SIXIEME ET SEPTIEME CAS:

=21 L =3[L ! —2r,_r
A(Y, X) _3[Y+Y——1] ou “‘4[17"‘ Y——-I] ou =z:y+yoy
Pour que l’é(llua,tion (BE") ait ses points critiques fixes, il faut alors
et il suffit qu'elle coincide avec une des trois équations qui suivent.
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TABLEAU VIIL

t’ 2 I I 7 ’
() y =3 &'l'y_l]yz-i-él(x)!/-
Intégration:
A PR
Yy —1)°

La transformation: y = é [1 + é/42°— 1) rameéne (1) a I'équation:

= 4236i -&” + g(x)#, éq. (1) de IX (voir plus loin) ot g, =0, g, = I..
ro__, é £ I 2 ’
(2) v =3 =+ e
Intégration:
y’ ul
R e
yHy — 1t

La transformation y = ;[1 + W4+ ?’] raméne (2) & 1'équation:

(-=3)

) '
o 22 " 4 S — e —
e Sral + q(z)e, éq. (1) de IX ot g, = —1, g, = 0.
ag?! E_I_ 1 ’2 ’
Intégration:
yl %l
ER
Yy — 1

La transformation y = 42° raméne (3) & l'équation:

62

T4t —1

Pe %+ q(z)d, éq. (1) de IX ol g, =0, g, = 1.

Acta mathematica. 26, Imprimé le 18 mars 1901. 6
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28. Huirieme cas: A(Y | X) =£<—If + yL ;T Yi H)’

H=X ou H=a.

Si H = a, il est loisible, en remplacant ¥ par <Y 42 _I; H), de sub-
stituer & 4 l'expression:
6Y* — 322
4 = (9, , g, constantes numériques).

4Y3 —ng'—'gs ’

Cela fait, pour que Uéquation comsidérée ait ses points critiques fixes, il faut
et il suffit quelle coincide avec une des deux équations qui swivent.’

TABLEAU IX.

6y3——&

7’ 2 2 ]
I _=—— .
(1) V'= ==Y + 9(=)y

Intégration:
S —
V4Y* — 9,9 — 9
Une transformation z = I(€), qui exige deux quadratures, raméne (1) au

type (1) de (III).

'U/’
::u, ;—:q.

(2) y”=£<5+ ! + ! >+y< LI 1 _1)_,_. yly—1)

2 \y y—I y— ®—y 1—a2 = 2x(x— Iy —x)

équation (3) de IIL

29. La question que nous nous sommes posés au début du n°® 22
est maintenant complétement résolue:

FEtant donnée une équation:
a4y R <d Y

(&)

%= K’Y’X>

' T convient de remarquer que les fonctions \4y®—g¢,y —g¢g, pour ’équation (I)

de IX, et \y(y— I)}y—=) pour I'équation (2) de IX ont aussi leurs points critiques fixes.
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ow R est rationnel en Y, analytiqgue en X, on sait reconnaitve algé-

ay
d_}f’
briquement si Uéquation a ses points critiques fixes; quand il en est ainsi,
on la raméne algébriquement & wune des équations des tableaux 1V, V, VI,

VII, VIII et IX.

J'insiste sur le caractére vraiment simple et prafigue des opérations
algébriques qu’entraine notre méthode. Tout revient a vérifier si 1'équa-
tion donnée se laisse ramener par une transformation:

Y +y(X)
T XY + X))’

z = A(X)

a un des types des tableanx IV, V, VI, VII, VIII et 1X. Cette vérification
ne présente aucune difficulté, et la réduction (quand elle est possible)
s'opere algébriquement. Une fois cette réduction effectuée, 1'équation (si
elle est intégrable) se trouve toute intégrée dans les tableaux précédents.

Parmi les 33 équations des tableaux IV, V, ... IX il en est sept
dont l'intégrale est une fonction essentiellement transcendante des deux con-
stantes, 3 savoir les équations (7), (8), (13) de IV, (2) de V, (7) de VI,
(4) de VII et (2) de IX.

Ces sept équations se raménent d'ailleurs algébriquement a quatre
d’entre elles, qui sont les équations (7), (8) de IV, (7) de VI et (2) de IX.

Quant aux équations dont I'intégrale renferme algébriquement les deux
constantes, ce sont les frois équations (1), (3) de IV et (1) de V, c’est-d-dire:

¥ = q(x)y + r(2)y + s(z),

Y'=—0Gw +u)ta@y+r(), ow y==, & =gs 41

w (N : o .
Y —(1 n>y+9(x)?/ + r(2)y, ou y=z", ¢ =g + 5.

L’intégrale des wingi-trois autres équations est une fonction semi-
transcendante des constantes. Elles équivalent respectivement & un systéme

(21) Ply,y,v)=uH(y), o =p(z)u+ o(x)

ot H est un polynéme en y '(indépendant de z), et P un polynbéme en
¥',y, dont les coéfficients ainsi que p(z) et o(x) sont des combinaisons
rationnelles des coéfficients de (E') et de leurs dérivées.
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Pour des valeurs numériques (arbitraires) de z et u, le genre de la
relation P = o entre y', y est égal & zéro ou 4 un. Une transformation
y = ¢, u,x) raméne I'équation a points critiques fixes P(y’, y, z) = u(w)
a une des deux suivantes:

v = Au, 2)v* + plu, 2)v + vu, 2),

ou

’

v
V@ — o*(1 — k%%
La fonction ¢ (v, u, x) est rationnelle en v [ou, dans le sesond cas, en v
et (1 — (1 —k™?)] et ses coéfficients sont des fonctions algébriques de

u, des coéfficients de (E') et de leurs dérivées. La fonction u(z) se
déduit des coéfficients de (E') par les deux quadratures:

d. — [ pd:
/7 ‘ fdxo-e Jodz

! Nous vérifions bien ainsi, en les précisant, les théorémes généraux
rappelés au n° 17.

= Awu, x), (b numérique).

30. - La discussion précédente permet de résoudre le probléme in-
téressant qui s'énonce ainsi:

Déterminer explicitement toutes les équations & points critiques fixes de

la forme:
2
a’y R(dY

ax: dX’Y’X>

ot R est rationnel en j—;, Y el analytique en X.

La réponse est immédiate: Il suffit d’adjoindre aux' tableaux I, IT et
IIT les tableaux V, VII et VIIL' et d’effectuer sur toutes les équations
I, II, III, V, VII, VIII la transformation la plus générale:

1 Tl est loisible de supposer:

g =0, r =0 dans Iéquation (1)

¢g=1 » » (2)} de V
g=o » » (3)

g=r » » ()

g=1 » > (2)} de VII
g=o0 . B

=0 dans les 3 éq. VIIL
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(22) _a(X)Y + b(X)
YT ®Y Xy

3

= ()

l@,b,¢,d,l sont des fonctions analytiques quelconques de X].
En vparticulier, foutes les équations & points critiques fixes de la forme

@) O = () T+ (X)) 5% +e(XN) Y +a(X) P e(X) T4 £(X) T 4(X)

sobtiennent en effectuant sur les sept équations du tableaw I la transformation

(23) y=a(X)T +5(X), 2=1IUX)

la plus générale. :

Parmi ces 7 types d’équations I, il en est deux [le type (5), et le
type (3) ot a == O] dont l'intégrale posstéde deux familles de pdles mobiles:
a savoir deux développements polaires distincts, déduits de 1'équation diffé-
rentielle.

Les types (1), (2), (6), (7) d'une part, le type (4) et le type (3) [oh
=0, = 0] dautre part possedent une seule famille de poles mobiles
qui sont simples pour le premier groupe, doubles pour le second. Enfin
le type (3), (o a = = 0) — équations linéaires — ne posséde pas de
poOles mobiles.

Pour qu'une équation (F) donnée posséde deux familles de pdles
mobiles, il faut et il suffit que les coéfficients w, b, ..., g, satisfassent
a deux conditions différentielles. Quand ces conditions sont remplies, I'équa-
tions est réductible par une transformation (23) a I'une des équations (3)
ou (5) de I; elle a done ses points critiques fixes. ILes deux conditions
indiquées par M. Prcarp® (Acta mathematica, tome 17, p. 300) se
trouvent ici étre suffisanies sans étre nécessaires. :

Enfin, dans le probléme énoncé au début de ce n°, assujettisons le

. ay
coéfficient différentiel R< 5> ¥ X>, rationnel en —=,

en X. La solution peut alors recevoir la forme suivante:

Y, a étre algébrique

Toutes les équations d points critiques fixes de la forme

d°’X
axz R(dX’Y X>

! Voir le n° 8, p. 9 et la note 1 de la page 10.
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. . ay I L g .
o R est rationnel en X Y et algébrigue en X, se déduisent des 32 équa-
tions IV, V, VI, VII, VIII et IX (o Uéquation 13 de IV est supprimée)
en choisissant, pour les. coéfficients arbitraires q(x), r(x), ... de ces équa-
tions, des fonctions algébriques quelconques et en effectuant sur ces équations
la transformation algébrique (22) la plus générvle.*

31. Equations (B) o R(y',y, x), rationnel en y', est algébrique en y.

Il nous reste maintenant a étudier les équations (E) ot B est non
plus rationnel, mais algébrique en. y.

Soit donc I'équation:

(B) y' = Ay, )y’ + By, 2)y + Cly, »),

ou 4, B, C sont algébriques en y et analytiques en z. Pour x arbitraire-
ment choisi, il est loisible d’exprimer rationnellement A(y), B(y), C(y) a
I'aide de y et d'une irrationnelle #(y), et cela de telle fagon que #(y) soit
une fonction rationnelle de ¥, 4, B, C.

Pour cela, il suffit, par exemple, de poser:

(24) t = A + BA+ C,

A désignant une constante ou une fonction de x; la fonction algébrique
t(y) vérifie une relation:

(25) Ht,y,z)=o0

ol H est un polynéme en ¢, y, dont les coéfficients dépendent analytique-
ment de x. Les fonctions 4, B, C s'expriment rationnellement* a 1'aide
de ¢ et de y, soit: '

A=1L(t,y, x), B=Mt,y, ), C=N({,y, ),

les coefficients a(x), b(x), ... des fonctions rationnelles L(¢, y), M(t, y),
N(t,y) étant des fonctions analytiques de x. :

! Jentends par 13 que les coéfficients @, b, ¢, d, !, de (22) sont des fonctions
algébriques quelconques de X.

* La valeur de 2 étant arbitrairement choisie, il n'y a d’exception que pour un
nombre fini de valeurs de 4; on donnera & A une valeur distincte de ces valeurs excep-
tionnelles,
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Inversement, la fonction #(y) s'exprime rationnellement a l'aide de
y, A4, B, C, ou, si I'on veut, des variables y, y’, ¥’ liées par la relation
(E). Soit:

26) t=pW", Yy, y, ),

x figurant analytiquement' dans les coéfficients de la fraction rationnelle

Yy Y).
’ Ceci posé, nous établissons d’abord ce théoréme:

Pour que Uéquation (E) ait ses points critiques fizes, il faut que, pour
x quelcongue, le genre @ de la relation algébrique H(¢,y,x) =0 entre t,y
soit égal @ o ou & 1.°

On sait reconnaitre algébriquement si cette condition est remplie.
Quand @ = o, on sait exprimer birationnellement® y et ¢ en fonction d'un
parametre ¥, et quand @ = 1, en fonction de ¥ et de (Y (Y —1)(Y—H);
H désignant une combinaison algébrique des coéfficients a(x), b(x)
de A4, B, C. Si H est une constante, il est loisible de donner au radical
la forme 4Y°®—g,Y —g, (9,,9, constantes numériques). Si H est une
fonction de #, on posera H = X. Dans tous les cas, la fonction Y (z)
ou Y(X) a ses points critiques fixes en méme temps que l'intégrale géné-
rale y(x) de (B).

32. Moyennant une transformation algébrique toute élémentaire, nous
sommes ramenés ainsi aux cas ol R(y’, y, ) est soit rationnel en y, soit
rationnel en y,P(y), P désignant un des deux polyndémes (4y° —g,y —g,)
et [yly — 1)y — x)]. Pour que l'équation donnée ait ses points critiques

1 8i A, B, C sont algébriques en @, il suffit de choisir A(2) algébrique pour
que « figure algébriquement dans toutes ces formules.
® Tl est loisible de substituer & #(y) toute irrationnelle T'(y) gui lui correspond

par la transformation:
sz(tbysm% t='r1(T)me>

ot 7,7, sont rationnels le premier en ¢, y, le second en T', y et analytiques en 2. In-
versement, toute irrationnelle T'(y) qui peut remplacer {(y) s’en déduit par une transforma-
tion birationnelle de 1'espéce précédente; cette transformation ne change pas le genre @.

® Jentends par 13 que ¥y et ¢ sont ratiomnels en Y et qu’inversement Y est
rationpel en ¥, ¢; 2 figure analytiquement.
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fixes, il faut et il suffit que I'équation transformée jouisse elle-méme de
cette propriété.

D’apres cela, deux cas sont a distinguer:

Si @ = 0, nous sommes ramenés au probléme du n° 22 résolu plus
haut dans tous ses détails.

Si @ = 1, je montre que 'équation transformée doit coincider avec
un des trois types du tableau X qui suit:

TABLEATU X

6y2—&
17 2 ’ ——————
(1) y =@my2+4( )y + (%) Vay*— g%y — g,
Intégration:
yl

= u, W = qu 4 r.

V4y* — 9.y — g,
Une transformation » = ¢(y, #), § =I(x), (ol ¢ est algébrique en y mais
qui exige 3 quadratures), rameéne (1) a I'équation

6" ._%z
T = i —g. (@ (1) de II).
(2) —f[ +or o w] + y[m : o+ zm(jgll—;(;) 5
Intégration: + 4(2) \/W@-
Jy,z)=u, ' + w(’;: i)“' +4w(wu_ —q,

v
_ dy
Ty, %) _Of VI — 1y — )

u = u(x) + K o, + K,o0,;

et par suite,

(20, et 20, périodes de J(y); K, et K, constantes arbitraires).
Une transformation 3 = ¢(y, 9,), olt ¢ est algébrique en y,y, et ol y,
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désigne une solution quelconque de (2), annule ¢(z), ¢’est-a-dire raméne (2)
a l'équation (2) de IIL

s 92
Sy 2 %4

v __ Y 4+
(3) ¥ 2|49 -9y —9s o Vay° — 9. — g,

+ (@)Y’ + r(@)ay' — g9 — .
(20 période quelconque de p(u, g,, g,)].
Intégration: ’ '
Y y WT g .
\/;mzu, u=;0—u + qu -} r.
Une transformation % = ¢(y , %), &€ = I(») [algébrique en y, mais qui exige
la connaissance d'une intégrale de (3)] rameéne (3) & 1'équation:

q
672 — T2 .
7 2 1T

rr 2
7 == + 1 — a7 — g
Ve 7 47— 9,9 — 90, o \,/4773 T3 G,

[équation (3) de IITj.

33. Les conclusions auxquelles nous arrivons peuvent s’énoncer ainsi:

Etant donnée une équation

(B) y' =Ry, y, z)

ow R est rationnel en y', algébrique en y, analytique en x, on sait reconnaitre
algébriquement * si son intégrale a ses poinds critiques fixes, ou bien on raméne
algébriquement U'équation o la forme:

6y — Iz
: d*y '2 2 z
2 T = A — a1 —q.
(27) dw =Y 4Y°— 9,y — 9, + V&Y  — 9.y — g,

+ 9(®)y + r(®)Vay' — gy —g,

(9, 9, , @ constantes numériques).

' Jentends par 13, comme je lai dit (n° 16), que les conditions pour que les
points critiques de (E) soient fixes se traduisent par un nombre fini de relations diffé-
rentielles algébriques entre les coefficients a(z), b(z), ... de (E).

Acta mathematica. 25. Imprimé le 23 avril 1901,

-1
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Dans ce dernier cas, pour que l'équation donnée ait ses points eri-
. . . 20 . ‘s
tiques fixes, il faut encore que la quantité — soit une période de
a

e, g,,9,), condition transcendante. Quand cette condition est remplie,
lintégrale générale a ses points ecritiques fixes, mais posséde des points
essentiels (isolés) mobiles. .

Dans tous les autres cas, l'intégrale ne présente d’autres singularités
mobiles que des pdles, et I'équation se rameéne algébriquement a un des
types des tableaux IV, V, VI, VII, VIII, IX et X.

La discussion précédente indique avec une précision parfaite les
opérations (trés simples) qui réalisent cette réduction, ainsi que les inté-
grations a effectuer dans les divers cas ou l'équation est intégrable.

Nous vérifions, la encore, en les précisant, les théorémes généraux
rappelés au n° 17.

34. Posons-nous maintenant la question suivante:

Déterminer toutes les équations & points critiques fizes de la forme:

7Y ay
© == Rz ¥ X)
o . ay g
o R est rationnel en X et algébrique en Y et en X.

La réponse est la suivante:

On considére toutes les équations du tableau IV [abstraction faite
de l'équation (13)] et toutes les équations des tableaux VI et X, ou les
fonctions arbitraires ¢(«), r(x) ete.... sont supposées algébriques. On
effectue dans ces équations la transformation la plus générale

Y=9¢@y,2, X=AIz)

ol ¢ et A sont algébriques en x et ol ¢ est rationnel soit en y (pour
les équations IV, VI) soit en y et P(y) (pour les équations X)

[PE 4y° — g,y — g, pour (1) eb (3) de X]
P=yly — 1)y — x) pour (2) de X .
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Toutes les équations ainsi obtenues ont lewrs points critiques fizes et
elles constituent les seules équations (e) qui jowissent de cette propriété.

35. Remarques sur les équations (e).

Parmi les équations (e) & points critiques fixes, celles dont l'intégrale
est une fonction essentiellement tramscendante des deux constamies peuvent
seules conduire & des {ranscendantes mouvelles. D’aprés ce qui précede, ces
derniéres équations sont réductibles algébriquement o un des quatre types:

(28) y'=6y+uw

(29) y' =20+ a2y + a

‘2 g s F)
30)  y=t L@ P

e

y ' y—1  y—ax z—y  1—x

ot T — T,

L’intégrale y(x) des deux premiers types. est méromorphe dans tout le plan;
celle du 3° admet deux points critiques ¢ranscendants fixes x = o, ¥ = 00
st on change x en e*, y(X) est méromorphe dans tout le plan des X. —
Enfin Jintégrale y(z) de (31) admet trois points critiques fixes z = o,
£ =1, & = o0, pour rendre la fonction wuniforme, il faut faire un
changement de variable # = ¢(X), ot ¢(X) est une fonction telle que la
fonction modulaire, qui doit présenter un ensemble parfait de singularités
essentielles: ' l'intégrale générale y(X) est alors une fonction uniforme qui
présente les mémes singularités essentielles que ¢(X), et ne saurait par

suite étre méromorphe..

Les seules fonctions méromorphes nouvelles qu'engendrent les équations
(e) @ points critiques fizes, se loissent donc définir par les trois équations
(28), (29) et: '
. 2 i o o
(32) y' = % + e(ay® + B) + e”(rzf + §>

! En effet, ¢(X) est une fonction uniforme qui ne doit acquérir aucune des trois
valeurs 0, 1, cO.
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Faisons une dernidre remarque sur le cas o l'intégrale d’ume équa-
tion (e) (A points critiques fixes) présente des singularités essentielles mo-
biles: ces singularités (qui sont toujours des points essentiels isolés au sens
de WEIERSTRASS) peuvent étre en nombre infini: elles admettent alors un
nombre fini de points-limites qui sont fixes.

Considérons par exemple I'équation:

[ <6y2 _%&) i 1 ] T
N i e —.
V=9l —mw—nTo 4Y°— 0.9 — 9 w VA" 9 = 9,

qui équivaut a la suivante:
2w

g '__1+ew(z+h).
Vay® — 9.9 — g,

n’

1—ev

I'intégrale est une fonction uniforme qui admet comme points essentiels
les points = — ) + nw (n entier positif, negatif ou nul), points en
nombre infini, dont # = co est le point limite.

Equations (E) indépendantes de zx.

36. Les tableaux formés précedemment permettent de\ déterminer
explicitement toutes les équations

) Y= R(Y", Y)

a intégrale générale uniforme [RB est rationnel en gl’ , algébrique en Y et
indépendant de X].

I1 suffit, dans-les tableaux IV, VI, X de ne considérer que les types
olt # ne figure pas' dans le coéfficient différentiel et de faire le changement
de variables: ¥ = ¢(y), ¢ désignant une fonction rationnelle de y (ou de
y et de 4y* — g,y — g, pour les équations (1) et (3) de X); on ne change
pas la variable indépendante.

Nous sommes ainsi conduits au tableau suivant:

! D’aprés cela, les types (7), (8), (12) et (13) de IV, (7) de VI, (2) de X doivent
étre exclus. Dans les autres types, les fonctions arbitraires g(z), etc., doivent étre
remplacées par des constantes arbitraires.
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TABLEAU XL

(1) y'=—3w —y +u+p
Intégration:

y=%, Z" = az' + fa.
(2) = — 2y ol + ) + B
Intégration:

y’+y’=Ke“"——§, si a0, et Yy +y'=pgs+ K,

(3) Y’ ' =ay + By + 1,

équation linéaire du second ordre & coéfficients constants.

(4) y' =20y’ + 6y + 1y + «.

Intégration:

Y= ay* + 48y° + 1¥° + 20y + K.

(5) y' = 3ay’ + 29°— 20%, a==oO.

Intégration:

Yy = idKeaxsnkz___,_l(u), U = Ke‘“" -—I— ‘Kl’

’” 5 ’ ) a?
(6) ' =@+ 6y’—35y, a==o.

Intégration:
o’ K*?

y-—————e“’go(u,o,——l), u=Ke§x+bKl'

4

o =0,
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(7) y'=—uy + v+ a(3y + y°) — 20%.

Intégration:

K . .

__KawSol(“'o»l) u=;e +K1, 81 o= 0
V=2 w0, 1) _

u=Ke+ K, si a=o0

(8) ' =—uw + 9y —a%, @ % O.
Intégration:
e _9u,12, K) _% e

Y=oz, -1 =5t
Q) ¥'=—y 49+ a3y + ¥) — 140’y — 2447, a = O.
Intégration:

—3ax
(w0, 1) + eKa
y = aKeaz e—?a,’t b U = Keaz + Kl'

@, 0, 1)— %

(o) ¢ ="+ y]aly+5) +p] = — e+, =0 ou ),

Intégration:
w = ]{eﬂ”—-/—g, si f=+ o0,
Y =aly’—e) + uy, “

u=7ys -+ K, sl f=o0.

/2
(1) v =%+, — ]+ + DEY— ).
Intégration : ‘
y—__.—_—.l' +Ke—ax_;__—_'§—2;’ 2?)'==,3[K3——M(I +?)2)+?)2~——IJ.

(12) ?/”‘—‘%2*4-.?'[0! +;]+ 28 — 2d’y + a, (@ ou B = o).
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Intégration:

y=gpr K L), =g+ (K@), s oaso,
y=—x+ K4 v, w=pu+ K—z], si a=o0, f=o0.

(13) v =L 1w+ +r+~

Intégration:

y? = ay* + 28y’ — 27y — o+ Ky

'——I)\ ' ) — 1) ] 4
() y7 =2+ U5 ey — U5y $ U2 8y, (=2 0u 3, a0,
Intégration:
: C(K gurtu ax M P
y:—z—'(—l——-—_—eEM—)’ u:]{e +-](1, S1 ]——3)
2K2 QT+ u Ex . .
yz%:%ﬁ?" M=K62+Kn BLog = 2.
'2
o5 Ly
Intégration:
= —=g 4+ Ke*, s a=o0,
y=]fe",
2
0='@:*+1Z1x: si a=o.
16 ’L”—-": 2 3 2 + +ay + 4Y" — .Y — G5
(16) y"=y 44— 0y —9 i — gy —9, W =g ?

A=0 ou A =i~7r, 2w période quelconque de @(u, g,, 9,)]-
@ p q q
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Intégration:
y =, 95, 9)
avec:
u=’e—zz+Kx+Kl, si =0, a=0
w=—Lo L R4 K, s 1=o0,a%o
+ hKer= . % .
u:-fgI_Ke—Edw+Kl, 81 A::%, o’ %= 4fir
e Y T
- aw 1) . o ' .
u=_5§;}x+ﬁlog(x_‘7{)+Kl’ si /1=Z, wa® = 4fix.

Toutes les équations (f) & points critiques fizes se déduisent des (16)
équations précédentes par le changement de’ variables:

Y = o(y),

¢ désignant une fonction rationnelle de y (ou, pour 1'équation (16), de y
et de vay*— g,y —g,)-

37. Ces 16 équations XI sont toutes intégrables, jentends réductibles
aux quadratures et & une équation de Rrccari. Leur intégrale est une
combinaison de fonctions rationnelles, exponentielles et elliptiques, exception
étant faite pour les (5) types (2), (10), (11), (12) et (16) (o0 A== O):
Iintégrale des équations (2), (10), (11), (12) dépend dune équation de
Riccarr dont le coéfficient différentiel est linéaire en z ou e (u con-
stante numérique). L’'intégrale de l'équation (16) (ot A == o) est donnée
par y = @(u) avec

* = fp(e‘“)dm ou bien # = pxr 4 vlog(x — K) + K,,

o désignant une fraction du premier degré en e*. Toutes les périodes
de u sont périodes de @(u, g,, g,). Tous les infinis de u sont des poinits
essentiels de y(z).
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L'intégrale des 16 équations XI est une fonction semi-franscendante
des constantes; abstraction faite des équations (1) et (3) qui renferment
les constantes aw premier degré.

33. Proposons-nous maintenant de former foutes les équations
) ‘ "= R(Y', )

(o R est rationnel en X', Y} dont Uintégrale générale est uniforme.
Ces équations se déduisent de la maniére suivante du tableau XI.
Annulons, dans (16), A et §; puis effectuons les transformations:

:}%——i—%, (b, k, h, &, constantes), dans les 16 équations XTI,
L L (n entier) dans l'équation (3) de XI ot y =0
hy + k, T 9 T )
l .
: 47, dans 1’équation (4) ol a = 1 =0, 0=0
__ ky + k q ) 3
_— 7'_%‘—“"—]—— .......
W Ay [et dans 1'équation (3),
Idans Iéquation (10) od e =1, y =0
hly + 17 + kly—1) | e \ s
W T FEG=0" dans l'équation (13) ot « = —¢, f= —7
dans I'équation (15) ot g = o,
he + k 1 —— .
Y= Tp + F V0 FT Z 11+ Way —1] dans 1’équation A=p=yg,=0,

R (16) ou

= — 1.

btk , avec 2 =11 + i——V4y3_+ yz dans 1'équa- A=f=g;,=0,
hie + k, 2 I . N
(y——E) tion (16) ol

Les équations obtenues par toutes ces transformations constituent les
seules équations (f') dont Uintégrale générale est uniforme.

On peut donner au théoréme une autre forme en adjoignant au tableau
XT le tableau suivant:

Acta mathsmatica, 25. Imprimé le 28 avril 1901, . 8
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TABLEAU XIIL

ll_y_lz ______I_ ' 1oy
(1) v =5 (I n) + ay’ + By, (n entier),

(2) Y’ =‘Z~—y + 2[2y® + ey] (e = 0 ou 1),

ou

y =2, 2" =22"+ ez (6q. (4) de XI ot a=1, f=0, y=g¢, d=0).
(3) Y=g s 4y — 4y

ou

y =2, g = 3a2 4+ 2z°— 20% [éq. (5) de XI].

(4) y' = y""[}y e 1] + y:fl (@y + B) + 2y(e® — )
ou |
1= (75)
f e+ ()
(6q. (10) de XI ol e = 1, y = 0).
(5) y' = J'ﬁ[@ +, I] + 4y[ry + 202 IJ
ou

(éq. (13) de XI ol @ = — 6, B = —p).
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(7 /2_1__ I
y ~y[2y+y_I

]+a3/’

Y= <z b I/\)~, 2" =%+ az  (6q. (15) de XI o B = o).

u_z_{ 1 12 ’

y —3[?/-{-!/_1]9 T
I s I T3 2 652 ‘¢ 7
?/=5[1+Z\/4g3—1], K =4zs__lz2-|—az

(éq. (16) de XI ot A=0, B =0, g, =0, g, = 1).

//__-é E 1 ’2 ’
v= <y+(y——1)>y + oo

(éq. (16) de XTI owA=o0, f=0,g,=—1,g, =0).

'?/II — (% _,‘L_ I >y12 + ayl

3y " 2(y— 1)
1’ 6‘2'2 ’ r
y=ad, = e

(6q. (16) de XI ol A=o0,f=0,g,=0,g =1).

Toutes les équations:

V" = B(Y', Y) [R rationnel en ¥’ Y]



60 P. Painlevé.

dont Uintégrale générale est unmiforme sobtiennent en effectuant sur les 25
équations X1 et XII la transformation

ey
y= Y +k°
la plus générale.

(h, %, b,k constantes),

Le probléme abordé par M. Picarp' dans son célebre mémoire sur
les fonctions algébriques de deux variables se trouve ainsi résolu® avec une
précision parfaite. '

Les 9 premidres équations XI ont été formées par M. MirTaG-LEFFLER®
dans son étude des équations:

(£) ¥ =ayy + oy + ay’ + ay’ + oy +
(a,, ..., a, constantes).

M. Mirrac-LEFFLER a déterminé tous les cas ol l'intégrale de (f”) est
méromorphe et admet effectivement des poles.* Notre discussion suppose
seulement lintégrale wmiforme; mais pour les équations (£”) l'intégrale ne
peut étre uniforme sans étre méromorphe.

39. Pour ce qui est du probléme:

Reconnaitre si une équation donnée

Y = R(Y", Y) (R ra,ﬁ,onflel en Y’>
algébrique en ¥

a son intégrale uniforme,
la solution d’aprés ce qui précéde est évidente.

Une transformation algébrique toute élémentaire permet de supposer
que B est rationnel soit en Y, soit en Y et J4Y*— g, Y —g,.

! Journal de LiouviiLE, 4° série, t. 5 (1887), p. 277—293.

2 Jai résolu ce probléme dés l'année 1893 (voir les Comptes Rendus de 1'Ac.
des sciences de Paris, 24 juillet 1893), mais par une méthode beaucoup plus compliquée.

® Comptes Rendus de ’Ac. des sc. de Parig, 10 juillet 1893; Acta mathe-
matica, t. 18 (1894), p. 233—246. '

* La méthode de M. Mirrac-LErrLER négligeait Phypothése oii intégrale serait
holomorpbe dans tout le plan. Mait il était bien facile de voir que cette hypothése n'est
réalisée que dans le cas ol l'équation (f”) est lindaire.
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Dans le premier cas, I'équation doit étre réductible & une des 25
Y — hy + &

équations XTI et XIL par une transformation: =Wy F

ce qu'on

reconnait immédiatement.
Dans le second cas, 1'’équation doit coincider avec une équation de la
forme (16) de XI; pour que l'intégrale soit uniforme, il faut encore que

. . I . oy
A soit nul ou égal a 3 cette derniére condition est framscendante.

Conclusions relatives aux équations (E).

40. Résumons, dans leurs grandes lignes, les résultats obtenus jusqu’ici.

Premier probléme. Déterminer toules les équations & points critiques
fixes de la forme:

ay dY
(E) = B(G% ¥ X)
. aY 7 .
[R rationnel en X algébrique en Y, analytiqgue en X].
Considérons les huit équations:
TABLEAU XIII.!

(1) Y =—3p —y° + a(x)
(2) y' = —2yy + a()
(3) y' =20y’ + 68y’ + (rx + Oy + (ez + %),  [1f = ac]
(4) y' = y; + [a(w)y + Z%x)]y + @(2)y’ — V(=)

! L'équation (3) de XTII comprend les types (3), (4), (5) des I; 'équation (5) com-
prend les types (2) et (3) de II; I'équation (6) comprend les types (4) et (5) de IL

Comme dans tous les tableaux précédents, a, 3. .., désignent des constantes numé-
riques, a(2), b(x)... des fonctions analytiques de z.
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(5) y' =%+ (@) + oy + [a(e)d + ey’ ~ a'(a)
[0=o0 ou I, e =0 ou 1]

'3 3 (s
(6) y' ="+ )+ eﬂ’(w + 5)

PV
(7) y"=y’2[ (e ) + ! ]

@y’ — 9.9 —95)  Vay* — g,y — g,

+ a(@)y’ + b(x)ay® — 9.9 — g,
[A =0 ou Z—f ; 2w période quelconque de @, g,, g,)].

o 12[3?/2_2(]' +x)?/+x] ’ I I ___1\
(8) ¥y =y 24(y — )y — ) +y<x——y+1—x x)

y{y — .
-+ zx(x.l_:{ I)(yr)_ z) + a(x)\/y(y— )y — x)

Toutes les équations (E) & points critiques fizes s obtiennent en effectuant
sur ces huit équations XIII les transformations:

Y =¢ly, %), ] ¢ rationnel en y: dans les équations (1), (2), (3), (4),
X = I(z), (5), (6);
(Z (¢) analytique en x) ¢ rationnel en y et \/4y°— g,y —g,: dans 'équation (7);

alnsi que ¢

¢ rationnel en y et /y(y — 1)(y —z): dans I'équation (8);

et:

Y = I b X = I{
¢z, ), a= (w)

dans l’équation (3) ol a =y
=6 =0, =1, [y,(x) solu-

(Z(x) analytique en z ainsi que gp,\ tion quelconque (3)].

¢ rationnel en 2
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41. Deuxiéme probléme. Déterminer toutes les équations & poinks
critiques fixes de la forme:

2

R . . ay ’
(&) ﬂ:: R(EI—Y—,, ¥ X) R rationnel en X et Y,
dX aX ’ ’ ]
analytique en X.

Toutes ces équations s’obtienment en effectuant dans le tableau XIIT
les transformations:

° _ 9=)y + r(x) _ PSR
(1°) Y——ql(x-)y Y@ X = Il{z), dans les 8 équations XTII.

[On annule A et b(x) dans (7) et a(x) dans (8)]:

() ¥ = AW +r(2)

= @)y + r(z)’ X = I(#»), dans I'équation (3)

- ou g=ff=¢=x=0.

(3°) ¥ = U2 £ (=)

T g, @)yt + r(z)’ X = l{z), dans l'équation (3)

N
ou a:I, ﬁ:s:z:o_

o __g@)ly + 1) + r(z)y — 1)° _
) Y= g, (2)y + 1)" + r(z)y — D’ X =Hla),

{dans l'équation (4) ou a = b,
dans I'équation (6) olt ¢ = — B, y= — 0.

oAy a@ztre) . o
) ¥ = p@ern@ XU

I R '
Z =5(I + 4y’ —1) | dans I'équation (7) ot A= o,
b=o =0 =1
ou 2 =f1]3 y 9a y 93 )
avec

R .
z =£[1 + zﬂs——'——yéJ dans l’égluation (7) o A=o,

2 1 .

<?/-5> b=o0,9,=—1, g, = 0.
° _q(=z)e + (=) | . Y=
(8) Y= q.(2)z + r(z)’ X = (=), avec 2 = y—y,’

dans léquation (3) ol a =0, f=1, y =0 =0,
[y, (%) intégrale quelconque de (3)].
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42. Troisiéme probléme. Eiant donnée une équation:

;l;?; (ﬂ Y, X), R{ra‘monnel en Yy, Y,

E =R
(E) ax’ algébrique en X,
reconnaitre si elle a ses points critiques fixes.

11 faut et il suffit qu'elle soit réductible, par une des transformations
précédentes (n° 41) & une' des équations XTII; ce quon reconnailt algé-
briquement & l'aide d'un petit nombre d’opérations trés simples. La trans-
formation de passage de (E) & I'équation XTIT correspondante se calcule algé-
briquement, ou par quadratures, ou par I'intégration d'une équation linéaire.

Quatriéme probléme. Etant donnée une équation:

d*Y

(®) -

_ R<d—Y Y, X), R{ratlonnel en Yy,

ax’ algébrique en Y, X,
reconnaitre si elle a ses points critiques fixes.

Une transformation algébrique toute élémentaire permet de supposer
B rationnel soit en Y, soit en Y et Y(¥ — 1)(¥Y — X), soit en Y et
VaY* —g,Y¥ — g, (X figurant algébriquement dans R).

Dans la premiere hypothése, le probleme est déja résolu; dans la
seconde hypotheése, I'équation doit coincider avec une équation (8); et dans la
3° avec une équation (7). Ce dernier cas exige (si A n'est pas nul) que

" wmo . .
la condition ¢ranscendante A = — Soit remplie.

43. Cinquiéme probléme. Déterminer les transcendantes nouvelles
engendrées par les équations & points critiques fixes:
da*y

() o

dyY , rationnel en Yy,
- R(E, Y, Y) {

algébrique en Y, X.

Les équations (E) & points critiques fixes qui engendrent des frans-
cendantes vraiment nouvelles sont réductibles aux deux types (3) et (6)
de XIII, ou, d'une fagcon plus précise, aux équations:

(33) y' =20y’ + 6" + axy + =

(34) 9" =% + ey’ + ) + e2”<ry3 + S) (B ou 80, a ou y= o).

' On annule préalablement 4 et b(z) dans (7) et a(x) dans (8).
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La transformation de passage entre 'équation (E) et les équations
(33) ou (34) est:

Y = ¢y, X), z =1(X) pour (33),
Y=¢@y, X), &=1IUX) pour (34),

¢ étant rationnel en y et algébrique (ainsi que !) en X.
Les intégrales de (33) et (34) sont des tramscendantes méromorphes
nouvelles (voir les n® 11—16).
~ Tous les autres types d'équations (E) & points critiques fixes sont
intégrables, et les tableaux précédents font connaitre avec une précision
parfaite les opérations qui effectuent cette intégration.

Equations différentielles (algébriques) quelconques du second
ordre a points critiques fixes.

44. La détermination des équations (E) a points critiques fixes est
maintenant” achevée. Si, au lieu d'une équation résolue par rapport a y”,
on considere wume équation algébrique quelcongque du second ordre, de degré
donné en y", notre méthode s'applique sans modification.

Soit, pour fixer les idées, une équation du second degré en y'":

(35) Py, y',y, %) =o,

o P désigne un polynéme en y”, y’, dont les coéfficients sont fonctions
algébriques de y, x.!

Tout dabord, l'équation (pour avoir ses points critiques fixes) doit
étre de la forme:

Y24+ (Ay® + Ay + Ay + Ayt + Ay A4y” + Ay + A4,

les 4 désignant des fonctions algébriques de y, x.

Je montre ensuite, que, moyennant une transformation algébrique
toute élémentaire, il est loisible de supposer (pour z quelconque) les 4
rationnels soit en y, soit en y et \Jy(y — 1)y — H(w)]

Le degré des A en y peut dés lors étve limité, et la méthode permet
de former un nombre fini de types d’équations (35), dépendant explicitement

! 11 est loisible de supposer ces codfficients analytiques (et non algébriques) en z.
Acta mathematics. 25, Imprimé le 29 avril 1901, A 9
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dun uombre fini de constantes et de fonctions arbitraires de x, qui épuisent
toutes les équations (35) a points critiques fixes.

Je n'ai pas achevé encore I'énumération compléte de ces types, mais
ce n'est quune question de patience. J’al poussé d’ailleurs la discussion
assez loin pour établir l'ewistence de transcendantes méromorphes vraiment
nouvelles, engendrées par des types d'équations (35), et irréductibles aux
transcendantes que définissent les équations (E) du premier degré en y'.

45. Ce que je viens de dire peut se répéter pour les équations
(35) du 3° degré, ou du 4° degré, etc., en y”’. Mais un nouvel effort
sera nécessaire pour traiter le méme probléme sans se domner le degré de
P en y"; autrement dit, pour déterminer explicitement toutes les équations
différentielles (algébriques) du second ordre & points critiques fixes, et la
nature de leur intégrale.

Je voudrais indiquer ici quelques considérations générales qui sont de
nature & faciliter la solution de ce probléme.

Donnons & # une valeur numérique quelconque z; posons, pour plus
de clarté, y' =z, y' = u, et regardons y, z, v comme les coordonnées
d'un point de I'espace & 3 dimensions. Si (quel que soit ) on peut passer
rationnellement® d'une certaine courbe algébrique:

GE,y,x)=o0
3 la surface
P(u,z,y,o_s)=o,

2a courbe G(&,n,x) = 0 est de genre O ou 1.

Dans le cas particulier d’'une équation (E) (résolue en y”), c'est ce
théoréme qui m’a permis de supposer le coéfficient différentiel B rationnel
soit en y, soit en y et \y(y — 1)y — H).

Voici maintenant deux théorémes généraux que jai signalés jadis
comme {rés vraisemblables sans en avoir de démonstration satisfaisante.

' Jentends par la qu'on a
E=r(u,z,y,n
p=nr,s,y,%

r et r, étant rationmels en u, 2, ¥.
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Théoréme I. Si lintégrale dune équation (35) & points critiques
fixes est une fonction essentiellement transcendante des deux constantes,®
la surface

Pu,z,y,x)=o0

correspond  birationnellement soit & un plan, soit au cylindre de l'espace
(¢, %, ¢) défini par l'équation

§ =yl —1)lp — H@)].
L'équation, dans ce cas, équivaudrait donc & un systéme:

d a¢ '
d_zZ=M+ Npg—1g—H), =M, + Nyg—ng—H)

o M, N, M, N, seraient rationnels en 7, {, (algébriques en z), N et N,
pouvant étre identiquement nuls.

Théoréme II. Si lintégrale d'une équation (35) a points critiques
fixes, présente des singularités essentielles mobiles, ces singularités sont
des points essentiels isolés; l'imtégrale est une fonction semi-tramnscendante
des constantes et par suite se laisse définir par une combinaison d’équations
de RiccATI ou de quadratures.

Ces deux théorémes sont maintenant démontrés en foute rigueur pour
les équations (35) du premier degré en y'. 11 resterait a les démontrer
sans se donmer le degré de P en y”’. ILa détermination compléte des
équations différentielles du second ordre & points critiques fixes, serait
alors bien prés d’étre achevée.

Equations différentielles du troisiéme ordre.

46. Equations résolues en y'".

Quand on passe aux équations du troisiéme ordre, la premiére partie
de la méthode (recherche des conditions nécessaires pour que les points
critiques soient fixes) sapplique d’elle-méme; mais la question de savoir
si ces conditions sont suffisantes entraine des complications nouvelles.

1 Dans les autres cas, Iéquation (35) (& points critiques fixes) est réductible aux
quadratures ou aux équations linéaires, et ne saurait définir de transcendantes nouvelles.
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Parmi les conditions nécessaires que notre méthode met en évidence
d’une fagon en quelque sorte intuitive, je me bornerai & citer ici les plus
simples et les plus caractéristiques, celles notamment qui précisent la na-
ture du coéfficient différentiel y’ regardée comme fonction (algébrique)
de y’ et de y'.

Je considérerai d’abord les équations résolues en y'.

Soit done:

(36) y'=R{y",y,y, )

(R rationnel en y”, y', algébrique en y, %).!
Si I'équation (36) a ses points critiques fixes, elle satisfait aux condi-
tions suivantes:

1°. R est un polyndme, du second degré ou plus, en y", soit:
(37) y'=R=Aly,y,2y" + Bl,y,2)y" + CW, v, );

(4, B, C fractions rationnelles en y’, dont les coéfficients sont algébriques
en y, ).

2°, A coincide avec une des douze expressions suivantes:

4

I —-

)

O,y +

(n entier + ou — mais &= — 1),

£( 1 ) I I + 2
2\y+a y+b y+a Z(y’+b)’2(y’+a) 3 +b)°

I I g
sy e T Ey s re T

2 I 1 2 5 §< I I )
3(y’+a+y’+b>’ 3(y’+a)+6(y’+b)’ 4 y’+a+y’+b ’

I I I I
. 5(y’+a+y’+b+y'+c>

(@, b, ¢, fonctions de y, 2).

' 11 serait loisible de supposer R analytigue (et non algébrique) en z et
‘méme en ¥.
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3°. B et C, considérés comme fonctions de y', nw'ont dautres piles

¥ =gy, x) que ceux de A, et ces piles sont tous simples.
° Q R S, ;s ,
4°. Posons: A=E’ B=D—, 0=ﬁ’ D, @,R,S désignant des
polyndmes en y' premiers entre eux. Les degrés de R et de S en y' sur-
passent le degré de D le premier d'une unité, le second de trois unités, au plus.

Ces théorémes limitent le degré des fractions rationnelles A, B, C en y'.
Les degrés respectifs de D, @, R, § en y' sont en plus égaux a 3, 2,
4 et 6.

On peut former d'aprés cela un nombre fini de fractions rationnelles
‘R(y, y’) dont les coéfficients @, b, ...7 sont des fonctions indéterminées
de y, 2. Toutes les équations (36) & points critiques fixes rentrent dans
un de ces types.

47. Introduction de la simplifiée de Uéquation (36).

Mais notre méthode fournit en outre des conditions trés préeises sur
ces fonctions encore indéterminées a(y, z), b(y, »), etc.... Signalons
seulement la suivante.

D’aprés ce qui précéde, les fractions 4, B, C, pour ¥ = co sont
de la forme: ‘

4= g;(“ + ¢), B=ylply, ) + &), C=yPl, 2+ <,
(o = 1-—-;&, % enfier = — 1 ou # — cO);

’ e . . I
g, &, &, désignent des fonctions de y',y, x qui tendent vers zéro avec v

Les fonctions p(y, ), v{y, ) peuvent étre identiquement nulles.
Appelons simplifiée de 1'équation (36) l'équation:

"2

(38) Y = ayy, + ¥'Y1(y) + ¥ 0 (v)
fa—1—>, w0 —pl, ), | ) =, ).

Si Véquation (36) a ses points critiques fixes, sa simplifiée (38) a son
intégrale uniforme. ' ‘
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L'équation (38) se rameéne par ume quadrature 3 une équation linéaire.
Elle équivaut en effet au systeme:

-—n

dx v du du I
(39) w=v gp=algt <1 + ;)vo(y)u
(n entier 4 ou —, == — 1, ou n == CO).

48. TUn problmeée préliminaire s’impose done:

Déterminer tous les. cas ou les fonctions y(x) définies par um systéme
(39) sont wmiformes.

La résolution de ce probléme n’est pas sans présenter des difficultés
sérieuses. '

Pour n = — 2 et y,(y)= o, les fonctions uniformes y(z) définies par
un systéme (39) constituent la classe des fonctions automorphes (fuchsiennes
ou kleinéennes).

Dans les autres cas, j’ai montré que I'intégrale générale y(x) d'un
systéme (39), quand elle est uniforme, est une dégénérescence de fonctions
automorphes ou une combinaison de telles dégénérescences (combinaisons telles
que y = %, etc....).

La nature de lintégrale y(z) de la simplifiée (38) fournit des indica-
tions évidentes sur l'intégrale de l'équation (36) (& points critiques fixes):

1°.  8i lintégrale uniforme y(x) de (38) présente des lignes singulicres,
a fortiori l'intégrale y(x) de (36) présente des lignes singuliéres mobiles.

2°.  8i l'intégrale uniforme y(z) de (38) présente’ des ensembles par-
faits (discontinus) de points singuliers, a fortiori l'intégrale y(x) de (36)
présente des emsembles parfails de points singuliers mobiles (ensembles
discontinus ou continus).

3°. Si lintégrale uniforme y(x) de (38) west par méromorphe, a
fortiori l'intégrale y(x) de (36) présente des singularités essentielles mobiles
(isolées ou non).

D’autre part, les coéfficients a(y, ), b(y, 2)... des fractions rationnelles
A(y'), B(y'), C(y’) sont, par hypothese, algébriques en y. Donnons a x une
valeur numérique quelconque x, et exprimons birationnellement® ces coéfficients

! Jentends par 13 que a(y, #,), b(y, 2,) ete.... sont rationnels en y,¢ et qu'in-
versement #(y, z,) #’exprime rationnellement en fonction de y et de a, b, ...
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aly , %,), bly, z,) ete.... & laide de y et d’'une irrationnelle #(y, x,) dé-
finie par la relation algébrique

(40) Gt,y, ) =o.

Représentons par y = ¢ (v, K, K, K, , x,), 'intégrale générale de la
simplifiée (38) et par ¢t = ¢(v, K, K, , K, , x,) la fonction ¢ correspondante.
définie par (40). Si I'équation (36) a ses points critiques fixes, la fonction
¢(x) est, nous le savons, wniforme; jai pu établir qu'il en est de méme
pour la fontion ¢(z) et cela lors méme que les coéfficients u,(y), v,(¥)
de (38) sont rationnels.

11 suit de 1a que le genre de la relation algébrique G = o est égal a
o ou & 1, sauf dams le cas ou Uintégrale générale de la simplifiée (38)
présente des ensembles parfaits (discontinus ou continus) de points singuliers.
Dans ce cas on a nécessairement # = — 2, p(y, 2)=o.

49. On ne saurait espérer former, comme pour les équations du se-
cond ordre, un nombre fini de types d’équations (36) a points critiques fixes,
auxquels toutes les autres soient réductibles. La considération des fonctions
automorphes suffit & montrer qu'une solution de cette nature est impossible.
En effet, & chaque classe de courbes algébriques correspondent des types
distincts de fonctions automorphes et par conséquent des types distincts
d’équations (38) (o0 #» = — 2, g, =0) a intégrale uniforme.

Je voudrais indiquer briévement le genre de solution que semble
comporter le probléme. Cette solution résulte de ce fait que les propriétés
d'une équation (38) & points critiques fixes se refletent dans sa simplifiée
d’une fagcon beaucoup plus précise que je ne l'ai indiqué jusqu’ici.

Supposons connue la simplifiée:

731

8 rr’ — y
(38) Yy 7

a+ ply, v)yy + vy, ©,)y°

de I'équation (36) (probléme préliminaire).

Les résultats suivants me paraissent trés vraisemblables:

1°. Toutes les équations (36) & points critiques fixes qui admettent
la simplifiée donnée (38) sont réductibles & un nombre fini de types,
dépendant d’'un nombre fini de constantes et de fonctions de .

2°. 81 lintégrale de 1'équation (38) a points critiques fixes admet

un ensemble parfait (discontinu ou continu) de points singuliers mobiles,
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il en est de méme pour I'équation (38), et l'intégrale de (36) se déduit
de celle de la simplifiée (38) par des quadratures ou par I'intégration d’une
équation linéaire.’ ‘

3°. Si lintégrale de (38) admet des points essentiels mobiles, elle
est réductible & une équation du second ordre (2 points critiques fixes)
par des quadratures ou par l'intégration d'une équation linéaire.

Admettons pour un instant ces théorémes: la difficulté la plus grave
quintroduit I'élévation de l'ordre différentiel — & savoir D'existence de
singularités essentielles mobiles trés compliquées se trouve deés lors
surmontée. La seule classe vraiment nouvelle d’équations qu'il reste 2
étudier est celle des équations (36) dont Uintégrale wa dautres singularités
mobiles que des poles. Or j'ai tout lieu de penser (d’aprés les premiers
types que jai déja élucidés) que la méthode appliquée au second ordre
permet de former les conditions swuffisantes pour qu'une équation (36)
rentre dans cette classe.

Mais je n’insiste pas davantage sur ces prévisions. Les résultats
rigoureusement acquis suffisent & mettre en lumitre deux points: 1° la
formation des équations (36) & points critiques fixes est un problime dds
maintenant abordable; 2° dans I'étude rationnelle de ces équations, les
travaux de M. PoiNcarRt sur les fonetions automorphes doivent jouer un
role primordial.

s50. Equations différentielles algébriques du troisiéme ordre a poinis
critiques fixes.

' La simplifiée de (36) peut s'obtenir en remplacant, dans (36), la variable 2 par
z, + 2z, et en faisant tendre A vers zéro. La méme transformation effectuée sur une
équation ;

®) y'=Aly,2y" + By, )y + (Y, 2)
conduit 3 1'équation:
(e) y' =AWy, z)y"”

qui joue pour l'équation (E) (3 points critiques fies), le méme role que la simplifide (38)
pour l'équation (36). Si l'intégrale (uniforme) de l'équation (e) présente des singularités
essentielles mobiles, i1l en est de méme a fortior: pour (E); mais ce qui est remarquable,
cest que la réciproque est vraie; lintégrale de (E) se déduit alors de celle de (e) par
Pintégration d’une éguation de Riccarr. Des circonstances analogues se présentent pour
le 3° ordre.
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Les résultats qui précedent peuvent étre étendus (moyennant quelques
modifications) aux équations (37) ol 4, B, C sont, non plus rationnels,
mais algébrigues en y'. On s'appuie sur la proposition suivante: si (pour
Y, x quelconques) on exprime birationnellement les fonctions algébrigques
A(y'), B(y'), C(y') & laide de y et d'une irratiomnelle #(y’) définie par
la relation

ae,y,y, ) =o,

le genre de cette velation (enive ¢ et y') est au plus égal & Tunité.
Mais, plus généralement, considérons une équation algébrique quelconque
du 3° ordre, soit:
PY", y",y,y,a) =0

ol P désigne un polyndme en ¢, y”, ¥* dont les coefficients sont’ algé-
briques en y , x.

Quand TUéquation a ses points critiques fixes, les conditions suivantes
sont remplies:

1°. Si p est le degré de P en y

e

, Véquation est de la forme:

1) g+ I, v, y, 2y + ... + 0", vy, y, %) =o,

IT,, désignant un polynéme en y” de degré 2¢ au plus, rationnel en y/,
algébrique en y, z.
2°. Des propositions semblables & celles du n° 46 limitent le degré
auquel ¥ figure dans P ou dans les Il,;; ce degré est au plus égal & 6p.
3% Si dans I'équation (41) on remplace z par (x, -+ AX), le premier
membre admet A= 0 comme pdle d'ordre exactement® égal a 3p; autre-
ment dit, I'équation transformée peut s’écrire:

1 1 11— r ’ 4 !
w YR Yy, )+ By, Yy, )+ M) =o.
A :
4°.
42) ¥ YR Y Y, 4+ H LYy, 3.

Léquation (42) a son intégrale générale uniforme.

Convenons d’appeler simplifiée de 1'équation (41), I'équation:

' T1 serait loisible, 14 encore, de supposer P non pas algébrique, waijs analytique
en 2 et méme en y.

* 1 == 0 ne peut étre pdle d’ordre inférieur.

Acta mathemaiica. 25. Iwprimé le 18 juin 1901. 10
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Cette équation épuivaut & un systeme:
d /i dx du
(43) @ (10g@> = U, G(@; u, y) = 0,

ou Uéquation du premier ordre G = o a ses points critiques fixes.
L’équation (42) se laisse donc remplacer par un sysféme:

v

ay = M)o* + k) + Uy),

I

4 <lo @) =pv,y) avec
dy gdy oW,y i v
ou ZZ—.T; = k(y)\/“'vs-gzv'—gs’

d dz .
ou o <log@> = r(K, y);

o désigne une fonction algébrique de y, rationnelle en » (ou en v et
Vav®* — g,v—g, dans le second ecas); r désigne une fonction algébrique de
y et de la constante arbitraire K.

Ce ne sont la d’ailleurs que quelques-unes des plus caractéristiques
parmi les conditions que fournit immédiatement notre méthode. Klles
montrent l'importance du probléme préliminaire qui consiste a déferminer
les systémes (44) qui définissent des fonctions y(x) uniformes.

Dans I'hypothese :

p=—20, hly)=—1, k=o,

les systémes (44) a intégrale y(v) uniforme définissent les fonctions
automorphes.

FEquations différenticlles d’ordre quelconque a points
critiques fixes,

51. Des théorémes analogues s'appliquent aux équations différentielles
d’ordre m quelconque et fournissent notamment des renseignements tres
précis sur la nature du coéfficient différentiel y™ considéré comme fonc-
tion (algébrique) de y™ ™, y™? et de y™ .

Posons pour plus de clarté

m) 1

Yr U=z, Y=z, Y V=2,
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et considérons d’abord une équation résolue par rapport a z', soit:

(a5) 7" =RE@, &, 2,9 ... ¥, Y, Y, )

7

ott R est rationnel en 2”, 7, algébrique® en 2, y™, ... ¥, ¥y, x.

Si Uéquation (45) a ses points critiques fiwes les conditions suivantes
sont remplies:

R est un polynéme du second degré au plus en 2z”; soit donc:

o]

17,

(46) Z’” —_— Zn?A(zr) + Z"B(Z’) _|__ 0(21),
A, B, C étant rationnels en #/; algébriques en z,y™ % ¢y, ...y, ».
2°.  A(#) coincide avec une des expressions suivantes:

I
I — —

n I ir 1 + I
Z4+a’ Z+a’ z[z’+a z’+b]

(n entier + ou < 2 —m, a et b fonctions algébriques de 2, y("‘_*‘),‘. YL, Y, ),

o,

expressions auxquelles il faut joindre:

1

2(¢ + a)

-}

2
W@ PUmET

I 3
2(¢ + a) + 4@ +b)

I 2 I I
20 + a)+6(z’5+ B)’ §[m+MJ pour 7 = 4.

3°. Les fractions rationnelles B(z'), C(#) n’ont [pour 2z, %™ %, ...y, y,®
quelconques] d’autres pdles que ceux de 4, et ces podles sont tous simples.
De plus, les degrés des numérateurs de B et C surpassent respectivement
d'une unité et de trois unités au plus celui de leur dénominateur. ILe
degré auquel 2 figure dans 4, B, C est donc inférieur a 5.

4°. On peut écrire d’aprées ce qui précede:

pour m < 5,

I ’
Ad=5@+e), B=2pk 9" y,9,2+¢]
C — v,y .y, Y, 8) + &)

1 .
(a=1 — " entier + ou < 2 —m, ou # = 00);

’

' 11 serait loisible de supposer R analytique en z, y™ 9, ... 9, vy, «.
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. s , .
e,e,e¢, sont des fonctions de ', 2,y" ™ ...y, ¥,z qui tendent vers
, 1
zéro avec .
-4
Représentons par g, v, ce que deviennent les fonctions p et v quand
on y remplace y™ ¥ ...y, y,x par des constantes numériques quelconques
Y Ye Yy, %, et appelons simplifiée de (45) I'équation d’ordre m
qui suit:

712

1 Z o M, '
(47) 8" =+ 2" (2) + 7 (2)
ou
dm——3y
= G

Cette équation a son intégrale uniforme.
Elle équivaut au systeéme (de P'espece 44)

de - du du , m
(48) EZ— = Y y d—2—2 —ﬂO(Z)@'—}-mvo(Z)u,

[# entier 4 ou < (2 ——m), ou n= 00}, auquel il faut joindre la condition:

dm—3y :

a8 = Z.

Il faut donc que les fonctions z(x) définies par le systéme (48), non
seulement soient uniformes, mais soient encore dérivées (m — 3)* de fonc-
tions uniformes.

L’entier » étant plus petit que — 2, les intégrales z(x) du systéme
{48) (quand elles sont wumiformes) sont des dégénérescences de fonctions
automorphes, ou des combinaisons de telles dégénérescences.

5°. Pour des valeurs arbitraires donndes & y™ % ...¥, ¥y, x, les
coéfficients @, b, ... des fractions rationnelles 4(7), B(#'), C(¢') sont des
fonctions algébriques de 2 qui se laissent exprimer birationnellement & V'aide
de z et d'une irrationnelle ¢(z), définie par une relation

(49) G(t,2=o0
Y™, ...y ,y, x figurant algébriquement dans ).

Le genre de la relation (49) est égal & zéro ou d um,
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52. Il est facile d'étendre les résultats précédents (moyennant quelques
modifications) aux équations (46) dans lesquelles 4, B, C sont non plus
rationnels, mais algébriques en 7.} '

Plus généralement, considérons wne équation différentielle quelconque
d'ordre m:
dm—3y

Y —4
(50) P, 2" &, 2,y ...y, y,8) =0, To5=

Z

b

ot P est un polyndme en 2, 2", 2 de degré p en 2, algébrique en
2,y YLy, w

Si 'équation a ses points critiques fixes, elle satisfait aux conditions
suivantes:

1°. P est de la forme

(51) &7 + &L, &) + .. 27 0OIL, #) A Iy, ) =o,

on I, désigne un polynéme de degré 2i aw plus en 2", rationmel en 2,
algébrique en 2z, y™ 9 ...y, ¥y, x.
2°. Dans les II,;, # figure au plus au degré 35p.

‘r

3°. Si dans I'équation (51), on remplace 2 par %, 2’ par %,Z par

F )
Lorsqu'on le multiplie par 2%, il se réduit donc pour A= 0 & une expression:

le premier membre admet la valeur A= o0 comme pole d’ordre 3p.

e rr1(p—1 12 ’ — ’
A S el A AR TR N T ) I S

Par définition, on appelle simplifiée de équation (51) l'équation
d’ordre m:

(52) 2" 4 zlll(p—l)H2<zH’ Z’, z, ygm—4)’ . y(’) s Yo x()) 4+ ...=0
ou R
dm—3
s=27
dz™ -3

Cette simplifiée o son intégrale uniforme.

' On peut [pour 2z, y™%, ...y, ¥,z quelconques] exprimer 4(&'), B(#), C(2')
birationnellement & laide de & et d'une irrationmelle #(2') définie par uwne relation
H(¢,7)= o0, H renfermant algébriquement 2, y™ %, ...y, y,z: on commence par
établir que la courbe algébrique H(f, &) = O est unicursale, ou encore (si m < 7) est

une courbe de genre 1(dont un des modules g, , g, est nul).
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L’équation (52) équivaut a un systéme (44), c¢’est-a-dire & un systeéme:

(53) d%log (%) = u, G(Z—Z, u , z) =0

ot 'équation du premier ordre G = o a ses points critiques fixes. Les
fonctions 2(x) définies par (53) doivent étre non-seulement uniformes,
mais dérivées (m — 3)* de fonctions uniformes.

J’arréte ici I'énoncé de ces conditions qui montrent suffissamment la
fécondité de la méthode.

Conclusions générales.

53. Si, pour plus de clarté, nous nous limitons aux équations (d'ordre
dmy

quelconque m) résolues par rapport & T

les conclusions auxquelles nous

aboutissons s’énoncent ainsi:

La détermination des équations différentielles & points critiques fixes
qui semblait récemment comme inabordable deés que l'ordre différentiel
dépasse l'unité est complotement effectuée dans le cas du 2° ordre, et elle
est assez avancée dans le cas du 3° ordre pour qu'on puisse espérer la
voir achevée dans quelques années.

Jusquici c’est au point de vue de la théorie des équations diffé-
rentielles que nous nous sommes placés, le but que nous poursuivions était
de former des équations nouvelles, intégrables de par la théorie des fone-
tions, sans étre réductibles aux équations classiques.

Mais il est naturel de se demander quel rdle sont appelées a jouer,
dans la théorie des fonctions, les mouvelles transcendantes méromorphes
que j'ai mises en évidence (n® 11...16), ainsi que toutes les autres
transcendantes uniformes que pourront introduire les équations du 2° ordre
non résolues, les équations du 3° ordre, ete.

Ces transcendantes, ou du moins certaines d’entre elles, jouissent-elles
de nombreuses propriétés remarquables et comportent-elles des applications
importantes a l'étude générale des fonctions?

Pour prévoir le sens dans lequel il convient de trancher la question,
deux remarques, je crois, suffiront: d’une part, toutes les transcendantes
usuelles [a l'exception de la fonction /'] sont les intégrales d’équations diffé-
rentielles algébriques trés simples; d’autre part, dans une étude systéma-
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tique des équations a points critiques fixes du premier, du second, du
troisitme ordre, toutes ces transcendantes (fonctions exponentielle, ellip-
tiques, abéliennes, fuchsiennes, etc.) se mettraient en évidence d’elle-méme, si
on en ignorait l'existence. Il apparait donc comme bien peu vraisemblable
que le champ des transcendantes remarquables engendrées par les équations
différentielles soit deés maintenant épuisé.

Mais, d'un autre c6té, les transcendantes wuniformes qui jouissent
(comme les fonctions elliptiques, fuchsiennes,’ etc.) de propriétés exactes
trés nombreuses, qui sont notamment susceptibles de plusieurs générations
simples trés différentes, doivent former une classe extrémement restreinte.
Cest dans un autre ordre d’idées sans doute qu’on obtiendra des résultats
généraux embrassant toutes les mnouvelles transcendantes: il faudra, par
exemple, étudier les nouvelles fonctions entitres au point de vue de la
croissance pour x = oo, de la fréquence des zéros, etc.; en un mot,
approfondir leurs propriétés approchées.

Des résultats de cette nature peuvent d'ailleurs rendre les plus grands
services dans la théorie des fonctions, comme le montrent les conséquences
gu'on a tirées du mode de croissance de ¢®, de l'existence de fonctions uni-
formes qui n’atteignent pas trois valeurs connues, etec.

J'ajoute que la méthode méme qui m'a permis de former les équa-
tions différentielles du second ordre a intégrale uniforme, fournit, quant
aux propriétés approchées de leurs intégrales, des indications trés précieuses.

54. Toutefois, quel que doive étre 1'intérét intrinseéque des nouvelles
transcendantes, c’est la théorie des équations différentielles qui a été, je
le répdte, le véritable objet de mes recherches et dans laquelle les mé-
thodes que j'ai développées se montreront le plus efficaces. Les questions
qu’elles sont susceptibles de résoudre sont, en effet, extrémement diverses.
J’en citerai, en terminant, quelques exemples caractéristiques.

Tout d’abord, il n’est nullement indispensable de se limiter aux
équations différentielles ol la variable indépendante est unique. Il suffit
que lintégrale du systéme différentiel considéré ne dépende que d'un

! Les fonctions elliptiques peuvent étre définies par une équation différentielle,
ou par une condition fonctionnelle (la double périodicits), ou par des séries 3 loi de
récurrence trés simple. La fonection modulaire, en outre des trois définitions analogues,
86 laisse aussi engendrer par lintermédiaire d'une intégrale définie.
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nombre fini de constantes. C’est ainsi que ces mémes méthodes m’ont permis
d’établir le célebre théortme de WEIERSTRASS sur les fonctions qui admettent
un théoréme d’addition — de déterminer toutes les fonctions uniformes,
définies par linversion d’un couple de différentielles totales (algébriques)
2 deux variables; enfin de montrer (en partant du systéme de différentielles
totales qui les définissent) que les fonctions abéliennes sont le quotient de
deux fonctions enfiéres jouissant des propriétés qui caractérisent les fone-
tions 4. .On est ainsi en état de constituer toute la théorie des fonctions
abéliennes, en les définissant par des équations aux différentielles totales,
sans rien emprunter a la doctrine des séries # ni des courbes algébriques.

Mais ce n'est pas seulement & la recherche des intégrales uniformes
que s’appliquent les méthodes que j'ai introduites. ILlles interviennent
utilement dans toutes les questions qui concernent les propriétés analy-
tiques des intégrales, par exemple quand il s’agit de reconnaitre si les
intégrales possédent ou non des singularités transcendantes mobiles. Pour
fixer les idées, prenons I'équation:

y'=R{,y,
(R rationnel en y', y, x), et étudions les intégrales y(x) définies. par les
conditions initiales ®,, y,, ¥, qui donnent a R la forme g; la méthode

fournit des conditions nécessaires pour que toutes ces intégrales admettent
le point x, comme point singulier algébrique, et permet de voir (au moins
dans des cas trés éfendus) que ces conditions sont suffisantes.

55. Une autre considération qui ajoute a l'importance des questions
dont je me suis occupé ici, c’est que les équations différentielles & points
critiques fixes interviennent, et d'une fagon bien inattendue, dans les théories
les plus diverses. '

C’est ainsi qu’elles se relient a la théorie des groupes par un théoréme
précis que j'ai établi récemment. Ce théoréme concerne les groupes continus
finis de la forme:

Yi=2(, - YnsYurr, T, a, b, ... 1) f=1,2,...(n+ 1),

(@{X=x

ol les 7, sont rationnels en y, , ... y,,;, analytiques en x.
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J’al montré que les fractions rationnelles v, regardées comme fonctions
de z, ont fowjours leurs singularités non polaives fizes (indépendantes des
paramétres a , 6 ... 1 du groupe).

Il suit de 13 que tout systéme différentiel d’ordre #, portant sur les
- fonctions y,(x), ... y.(%), et qui admet un groupe continu transitif tel
que (, a ses points critiques fixes. )

Un théoréme analogue s’applique, avec quelques modifications, aux
groupes G ol les 7; sont algébriques en y, ... y,.

Le caractere algébrique des 7, par rapport aux y donnerait 4 penser
que les systémes différentiels & points critiques fixes qui rentrent dans la
catégorie précédente sont de ceux dont l'intégrale renferme algébriquement
ses constantes. Il n'en est rien: il existe des systemes différentiels d’ordre
quelconque a points critiques fixes dont I'intégrale est une fonction trans-
cendante de toutes les constantes de quelque facon qu’on les choisisse, et
qui cependant admettent un groupe continu transitif ¢. Comme types
de tels systémes, j’ai indiqué les systdmes différentiels algébriques que
vérifient les fonctions abéliennes (et dégénérescences) regardées comme
fonctions de leurs modules. En particulier la fonction y = sn (%) (ol on
a posé k* = x) vérifie une équation connue du second ordre qui se ra-
mene algébriquement au type (8) du tableau XIII. Cette équation admet
le groupe de transformations:

Chgm dn I — y*) (1 — ay?)snu .
Y . Yona + VI =y —aytjsma o w = aw, + bo,
I — 28N

(20, , 2w, périodes de sn, a et b constantes arbitraires),

et son intégrale générale y = sn,(aw, + dbw,) est une fonction essentielle-
ment transcendante des deux constantes. _

Si on réfiéchit a la difficulté du probléme qui consiste a reconnaitre
si une équation d'ordre m(m > 2) a ses points critiques fixes, on congoit
combien il serait intéressant de former les équations du troisitme ordre
qui admettent un groupe transitif de la nature de G.

Ces équations (qui se déterminent par des conditions algébriques) ont
slirement leurs points critiques fixes. Il est vrai qu'en vertu de la théorie
des groupes, ces équations se raménent & des combinaisons d’équations

linéaires et de quadratures. Mais cette réduction n’est pas explicite, et
Acta muathematica. 25, Imprimé le 18 juin 1901. 11
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les transcendantes ainsi définies, peuvent étre, comme les fonctions fuchsi-
ennes, des fonctions uniformes dune nature nouvelle.

56. Une relation plus importante est celle que j'ai établie entre les
équations a points critiques fixes et les intégrales premiéres des systémes
différentiels. Cette relation résulte d’un théoréme général que je me
bornerai a indiquer dans le cas particulier ol les équations différentielles
définissent le mouvement d'un systtme matériel soumis a des liaisons et a
des forces indépendantes des vitesses. Le théoréme s'‘énonce ainsi:

Les intégrales premiéres algébriques et de degré donné par rapporé aux
vitesses sont déterminées par des équations différentielles dont tous les points
singuliers (non polaires) sont fixes.

- De méme, les intégrales premiéres unmiformes par rapport aux vitesses
ont leurs points critiques fixes (dans tout le champ des paramétres ,,. .. z,).
Cest en m’appuyant sur ces théorémes que jai pu généraliser les
propositions bien connues de M. Bruxs et de M. PorNcarg sur le probléme
des n corps: j'ai fait voir que toutes les intégrales premitres analytiques
et uniformes dans tout le champ réel des vitesses mais fonctions quel-
conques des coordonnées, sont des combinaisons des intégrales classiques.
J’al méme étendu la proposition aux équations intégrales algébriques
par rapport aux vitesses, ou les coordonndes peuvent figurer de facon
quelconque. J’en ai déduit que les conditions du choc sont slrement
transcendantes, et méme transcendantes par rapport aux vitesses.

57. Jusqu'ici nous avons embrassé dans nos recherches le champ
complexe des variables. Mais les méthodes que j’emploie trouvent aussi
bien leur application quand on se restreint au domaine réel. La remarque
suivante le fait aussitdt comprendre: admettons quil soit établi que l'inté-
grale d’une équation différentielle ne présente dans tout le champ réel
d’autres singularités que des podles; l'intégration quantitative de 1'équation
est achevée: j'entends par la que l'on peut représenter I'intégrale y(z)
(pour toutes les valeurs réelles de z) par le quotient de deux séries de
polyndémes uniformément convergentes, et dont les coéfficients se calculent
par dérivations successives. Or les méthodes que j'ai développdes dans le
domaine complexe ont précisément comme objet de former les conditions
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nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale d'une équation n’admette pas
de singularités transcendantes.
Considérons, par exemple, une équation de la forme:

dy __ __Ply,x
a = B 0 =50 2y

P et @ désignant deux polyndémes en z,y, et le polynéme ¢ ne s'annulant
pour aucune valeur réelle de z,y. FPour que les intégrales réelles y(x)
ne présentent d’autres singularités mobiles que des pdles, il faut d’abord
que le degré p de P en y surpassé au plus de #rois unités le degré g de Q.

Si p<q -+ 1, les intégrales réelles y(x), comme il est bien connu
sont holomorphes quel que soit z. ‘

Si p =g + 2, pour que y(x) n'ait d’autres singularités que des poles,
il faut et il suffit que par une transformation:

y=a(X)Y +b(X), z=¢(X)
I'équation soit réductible a la forme:

d*y H(X)Y@ N 4 ¢(X)YeD ... o

— (XD —
@.}#6Yﬁ+a(X)+ T aX) e L o + 0(X)=o,

ce qu'on reconnait algébriquement.
Les conditions ne sont guere plus compliquées dans le cas ot p = g+ 3.
La méthode peut d’ailleurs s'étendre aux équations différentielles non
analytiques; il suffit de substituer, dans les raisonnements, la méthode
de Cavchy-LirscHITz a celle du calcul des limites.

58. Une classe de problemes ol cette étude générale des équations
différentielles trouvera naturellement son application, ce sont les problemes
de la Mécanique. v

On peut d’abord se proposer de reconnaitre si les parametres qui
définissent la position d'un systéme matériel sont des fonctions uniformes
du temps ¢ (pour toutes les valeurs réelles et imaginaires de f).

Dans le cas du corps pesant fixé par un point, le probléeme n'est
autre que celui de M°® KowaLkvski, mais élargi: M°® KowALEVSKI se
propose de trouver les cas ot le mouvement du solide est défini par des
fonctions méromorphes de ¢ qui possédent effectivement des poles. Son procédé
laisse échapper les cas ol ces fonctions seraient uniformes sans avoir de
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poles, soit qu'elles fussent holomorphes, soit que toutes leurs singularités
fussent transcendantes. |

De plus, aprés avoir formé les conditions pour qu’il existe des poles
mobiles, M°® KowALEVSKI remarque que ces conditions entrainent I'inté-
grahilité des équations du mouvement, ce qui lui permet de mener la
question jusqu'au bout. Mais cette remarque laisse échapper un cas ol
il existe des pdles et qui n'est pas un cas d'intégration. Toutefois les
géomotres Russes ont montré, par la suite, que, dans ce cas, les équations
du mouvement n’ont pas leur intégrale uniforme.

Les résultats de- M° KoOWALEVSKI subsistent donc en fait. Mais si
intéressante que soit la voie suivie par M° KowavLgvskl, il était désirable
de reprendre la question d'une fagon plus rationnelle. C’est ce que per-
mettent les procédés que j'ai employés pour les équations du second ordre:
ils fournissent de la maniére la plus naturelle et la plus simple les condi-
tions nécessaires pour que ce mowuvement Soit représenté par des fonctions
uniformes de t, sans qu’il soit besoin de faire aucune autre hypothese sur
ces fonctions. Les conditions auxquelles on parvient ainsi ne différent
pas d’ailleurs de celles de M° KowarLevsgr. Pour ce probléme particulier,
on n’arrive donc pas a des cas nouveaux.

Il est bien certain d’ailleurs que les problémes de mécanique qui
s'intégrent par les fonctions uniformes forment une classe trés exceptionnelle.
Mais on obtient des résultats autrement généraux en se restreignant au
domaine réel: les systémes dont le mouvement est représenté par des
fonctions de ¢ qui restent régulitres ou méromorphes pour toutes les
valeurs réelles de ¢ sont extrémement nombreux. Nous possédoné main-
tenant une méthode pour les mettre en évidence.

59. J’ai cherché, dans cette exposition, & donner un apercu des
diverses questions auxquelles sont applicables les méthodes qui m’'ont
permis de trouver les équations différentielles du second ordre & points
critiques fixes. TLa démonstration détaillée des théorémes que j'ai énoncés
plus haut et dautres propositions qui les complétent seront développées
dans une suite de mémoires dont le premier sera consacré i la formation
explicite de toutes les équations & points critiques fixes de la forme:

y'= Ry, y, o)

(R rationnel en y, algébrique en y, analytique en x).
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Les trois classes de transcendantes méromorphes nouvelles engendrées
par ces équations feront ensuite 1'objet de trois monographies distinctes.

J’aborderai dans des publications ultérieures 1'étude des équations
différentielles (algébriques) d’ordre quelconque a points critiques fixes, en
particulier des équations du second ordre non résolues en y” et des bqua-
tions du troisitme ordre résolues en . Enfin, les applications et questions
connexes (inversion des intégrales de différentielles totales, étude des singu-
larités des intégrales d'une équation quelconque, intégration quantitative
dans le domaine réel, application aux équations de la mécanique, ete. .. .)
seront traitées dans des mémoires séparés.

La variété de ces applications m’a fait juger utile de donner un ex-
posé détaillé de la méthode dans le cas le plus simple, de fagon a la
rendre accessible au plus grand nombre possible de lecteurs. On trouvera
cet exposé dans un mémoire du Bulletin de la société mathématique
de France (tome XXVIIL, p. 201-—261, juin 1900); ce mémoire con-
tient notamment la détermination explicite de toutes les équations & points
critiques fixes qui rentrent dans le type

y' = a(@)y + b(a)y’ + c(@)y + d(2),
la démonstration des propriétés fondamentales de 1'équation
yn — 6?/2 + x’

enfin les premitres conditions précises auxquelles est assujettie une équation
différentielle du troisiéme ordre pour avoir ses points critiques fixes.




