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EINE BEMERKUNG ZUR MITTAG-LEFFLER'SCHEN APPROXI- 
NATION EINER BELIEBIGEN ANALYTISCHEN FUNKTION 

INNERHALB DES STERNGEBIETES. 
(Auszug aus e i n e m  Brie fe  des  Verfassers  an Herrn Prof.  MITTAG-LEFFLER.) 

V o n  

L E O P O L D  F E J I ~ R  

in  KOL0ZSV~a. 

�9 . . E s  sei 

/ ( x ) = a o  + a l x  + a~x ~ + . . '  + a , , x " +  . . .  (i) 

eine beliebige Potenzreihe, deren Konvergenzradius yon Null versehieden ist. 
He r r  Professor haben bewiesen, dass man auf unend]ich-vieler Weise eine Folge 

~.  (x), ~,  ( x ) , . . . ,  ~n (z) . . . .  (2) 

aufstellen kann, deren Glieder ganze transeendente (oder aueh ganze rationale) 
Funktionen yon �9 sind, so dass innerhalb des Sterngebietes, welches zur Stelle 

x ~-0 und zur Funktion f (x) gehSrt, 

lira lvn (x) ----- i t (x), (3) 
i n 

wobei die Konvergenz gleiehm~issig ist innerhalb jedes Gebietes, das vollstKndig 
im Innern des Sterngebietes liegt. Die Potenzreihe yon ~',(x) entsteht  aus der 
Potenzreihe (i) yon it(x) dadureh, dass die Glieder yon ( i ) d u r o h  absoluten 
Konstanten multipliziert werden, it(x) bedeutet  an der reehten Seite yon (3) 
die unmittelbare analytische Fortsetzung yon (I) in das Sterngebiet hinein. 

Man bekommt z. B. nach Herrn LI~D~L6F eine solehe Folge (2), wenn 

man in 
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F ( a , x ) - - - - a 0 +  ~ x +  x S + " "  + ~ + "" ,  (4) 

(a > o) 

fiir a, der Reihe naoh, die Glieder einer Folge 

%, at, a 2 , . . . ,  a , , . . .  (5) 

einsetzt, deren Glieder alle positiv sind und mit waehsendem ~t zu Null konver- 
gieren. (E. LIND~.L6r, Le Caleul des Rdsidus, I9o5, Chspitre V.) 

Man betrachte nun die Summe tier ersten ( ~ +  x)Glieder  der Reihe (x), 
und der Reihe (4): 

s,  (z) =- ao + al �9 + ".. + a , z " ,  

(Z t ~n  
~,(a,~) = ao + ~ x + ... + ~ " ,  

(a > o). 

Man biMe ihre Differenz 

s ,  ( z ) - -  e ,  (a ,  x)  - -  a2 I - -  ~ + . . .  + a ,  I - -  x 

Ieh will zun~ehst den absoluten Betrag dieter Differenz abschitzen, wean 
IxJ<B, we B eine beliebige positive Gr6sse bedeutet.  

Es sei r eine positive Zahl, die kleiner ist als der Konvergenzradius der 

Reihe (i) (und aueh kleiner ist als R). Es sei welter I/(z)I<__M, wenn Ixl=r 
Dann ist 

(o-----o, I ,  2, 3 , . . . ) .  

Weiter ist, bekanntlich, 

1 - - 8  - 0  < 0 " ,  

wenn a eine beliebige positive Zahl bedeutet. 

Ich erhalte daher  

Also ist 

I 
I - -  == I n g - -av log~ < ot ~g l o g  ~ ,  ~,a.v 

(v----2, 3, 4, " .). 
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l e,, (x) - -  o,, (a, x ) l <  ~ - . ~ .  2 log 2 .  + ... + r  R" <aMr~Slogr~ .  

(~ ffi ~, 3 , .  �9 .). 

Es sei nun z. B. 

Dann ist 

und daher  

I 

a . f f i  , ~ , ,  = n~' (7) 

(n = z, 3 . . . .  ). 

$ I s,, ( x ) - -  ,,,,(-,,, x ) l <  . . . . .  n !  

Hm (s,, (z) - -  a .  (a,,, x)) = o, 
n n  

und zwar gleiohmiissig in #dem Kreise 

I~I<R. 

(s) 

I 

(nffi-O, I ,  2 ,3 , . . . ) .  

Es ist 
ao  @~ 

F (~ . ,  z )  = a~ + a, z + . . .  + a , ~  + ~ ~ ~ - -  ( s .  ( x ) - -  o.  (~. ,  z) ) .  
v - - n + l ~  nl 

W O  

Weun ich nun Gleichung (8) beriicksichtige, so erhalte ich den Satz: 
Die Folge yon ganzen transcendenten Funktionen 

v , ( z ) , ~ , ( ~ ) , . . . , ~ . ( x )  . . . . .  

e .  (z) = ao + at x + . , .  + a .  ~ + ~ --T ~ ,  
~--n+l 

(n------0, I , 2 , 3 ,  . .) 

(9) 

konvergiert zu / (z)  innerhalb des Sterngebietes (u. z. gleichm~ssig innerhalb je- 

Dies vorausgesohickt betrachte ich nun die Folge yon g~nzen transcenden- 

ten Funktionen F (an, x), wo 
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d e s  Gebietes ,  das  vol ls t~ndig im I n n e r n  des S t e rngeb ie t e s  liegt). Die approxi- 
mierenden ganzen tranacendenten Funktionen q~,~(x) haben bier die SpezialitZit, daaa 
die eraten (n + I)  Koef]izienten der Potenzreihe yon q),, (x) mit den eraen (n + I)  

KoeHizienten der Potenzreihe yon /(x)  reap. gleivh aind. 1 
Es is t  i ibr igens k lar ,  dass  m a n  m i t  Hilfe  einer  bel iebigen MITTAG-LEFFLER- 

schen Folge  (2) eine Folge m i t  dieser Speziali t i i t  hers te l len kann .  Mann  bedenke  

nut ,  dass  aus  (3) die Gle ichungen 

lim Fn  (o) - -  / (o), 
n ~ o o  

lira 
n-| dx" J=-0 [. dx" J#-0' 

( ~ =  1 , 2 , S  . . . .  ) 
folgen. 

Mit Anwendung  der  Folge (9) e r h a l t e  ich, im I n n e r n  des Sterngebie tes ,  fiir 

] (x) die Re ihenen twioke lung  

l (~ ) - -eo (x )  + ~ (e,,+~(:~)--e,, (x)). (~o) 
~==0 

Ich habe schon in meiner ersten Note in Acta mathematica (Tome 23 pag. 5o)eine Funk- 
tion hergestellt, welche die obengenannte Eigenschaft besitzt, namlich die Funktion: 

n 2  n 4 n 2 n  

} ' 
,n(x)-- Z X o ) . 1 - - 0  ~ 2 - - 0  , - -  

Well: 

~'1 +~'2 + ' ' "  +~n  '~Z 

(:1 
~1) '2  " " " ] ' n  

bekommt man unmittelbar: 

g,,(x)= F(o) + ~ x . . I - . . .  .-F F~(~n)(--~ x~'..b xn'+l G(x) 

n ~ 
. - -  2 - -  wo G(x) ein Polynom in x vom Grade n' + . . .  + n2n-- I -~ (n2n n ) n ~ _  I - - - -  I bezeichnet. 

Meine Funktion gn(x) hat also dieselben karakteristischen Eigenschaften die Herr FEJ~R 
ffir die Funktion On2(x,) erb~lt. Sie ist insofern einfacher als die FEJ~R'sche dass ihre Herleitung 
mehr elementar ist als die Herleitung des I~INDELOF'schen Satzes, welchen Herr FE#.R zur Her- 
stellung seiner Funktion braucht. 

Wie Herr FEJ~-R richtig angiebt k0nnen iibrigens alle meine verschiedene Darstellungs- 
formeln so modiflzirt werden, dass sie die yon Ihm angegebene karakteristische Eigenschaft 
erhalten: (M. L.) 
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Hier hat das allgemeine Glied der Reihe die Potenzreihenentwickelung 

( q~)f~ ( X ) - -  ~)n--1 (•) = an I n ~n + . . , ,  

hat also, wenn a~:[=o, (ffir n ---- 2, 3, 4 . . . .  ) an der Stelle x ---- o ge~w~u eine n-/ache 

NuUstdle. 

Herr  K/3RSCH).K teilte mir in einem Briefe seine Vermuthung fiber die Exi- 
stenz einer solehen Reihenentwiekelung (Io) mit, und wiinsehte einen Beweis fiir 
diese Existenz. Er  kam zu der Frage naeh einer solehen Entwiokelung, indem 
er ein funktionentbeoretisehes Analogon eines zahlentheoretisehen Satzes yon 

Herrn HE~ssL (Theorie der algebraisehen Zahlen, 1908, Bd. I, pag. 41--43) aufzu- 
stellen versuehte. Dies gab mir die Veranlassung zur Konstruktion der Fo]ge 
(9) - -  eine anspruehslose Bemerkung zu Ihrem wiehtigen Theorem. 

Ieh bleibe hoehaohtungsvoll 
Ihr  ergebenster 

Leopold ~vei~r. 


