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RECHERCHE SUR LES CHAMPS DE FORCE HYDRODYNAMIQUES 

P A R  

V. B J E R K N E S  
k S T O C K H O L M .  

I. I n t r o d u c t i o n .  

I. Les recherches thdoriques et exp~rimentales de C. A. BJERKNES 
ont fair ressortir une analogie profonde entre certains phdnom~nes hydro- 
dynamiques et les ph6nom~nes 61ectriques ou magn6tiques. 1 Mats eette 
analogie n'est ddmontrde jusqu'ici que dans une dtendue tr~s limitde. Car 
tes ddveloppements thdoriques se restreignent au cas spdcial, oh les corps, 
qui produisent les champs, affectent la forme sphdrique. 

Je me propose de ddvelopper ici la thdorie sans aucune restriction 
de ce~te nature. 

2. Pour y arriver, j 'ai chang6 16g~rement la mani~re de poser le 
probl~me. Au lieu de considdrer le mouvcment de corps rigides, ou de 
corps solides dlastiques, je consid~re le mouvement de corps fl, uides darts 
le fluide. 

Une modification de ce genre est n~eessuire au point de rue physique. 
Car st, dans le probl~me des spheres, on pousse les approximations au delh 
d'une eer~aine limite, on rencontre uu d6faut duns l'analogie. 2 Ce d6fuut 
est la consdqucnce 6vidente de la rigidit6 que poss~dent les corps de forme 
sph6rique. Car la rigiditd introduit entre le corps et le fluide ambiant 

' Voir V. BJERKbTES." Vorlesu~lgen tiber hydrodynamische Fernkr~fte nach C. A. Bjerk- 
nes Theorie, vel. I et I I ,  Leipzig I 9 o o - - o 2 .  

1. c. T. II, p. I75. 
Acta mathematica. 30, Impzimd le 6 octobre 1905. 
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un contraste qui n'a rien de correspondant dans la th~,orie des ph6nombnes 
61eetriques ou magn6tiques. En effet, dans la th6orie de ces ph6nom~nes 

^ ' "  " n s  on repr~sente ~ l'aide d'un mcme svs~me d equatm les champs h l in-  
t6rieur des corps et les ehnmps dans le milieu anabiant, avec cette seule 
diff6renee que dans le milieu ext~rieur le syst~me d'6quations se r6duit k 
une fornle sp6eialis6e. Je prends done, dans le problbme hydrodynamique, 
un point de d6part tou~-~-fait analogue: je suppose que le mouvement du 
syst~me hydrodynamique est d~termin6, dans route son 6tendue, par les 
6quations les plus g~n~rales des fluides parfaits; et je suppose qu'en ver~u 
de eertaines propri6t6s sp6eiMes ees 6quations so simplifient d'une mani~re 
ddtermin6e dans le fluide qui est ext6rieur aux corps fluides. 

3. Le probi6me, grant pos6 de eet~e mani~re, se simplifie en m6me 
temps an point de rue math6matique. Car la recherche d'une analogie 
possible se r6duit done 6videmment h une eomparaison directe des 6qua- 
tions hydrodynamiqucs avec les 6quations des champs 61eetriques ou magnd- 
tiques. On serait tent6, il est vrai, de conelure de suite qu'une analogie 
g6n6rale n'existe pas, les 6quations hydrodynamiques 6rant totalement diffd- 
rentes des dquations des champs 6lectromagn6tiques. Mais eerie conclusion 
est trompeuse: on peut en transformant les 6quations des fluides parfaits 
les ramener g une forme, qui se rapproehe singuli~rement des 6quations 
de MAXWELL pour le eas de l'61eetromagndtisme stationnaire. 

de suis arriv6 h eette transformation en essayant de diseuter le mouve- 
ment d'un 616ment du fluide en m'appuyant sur les m~mes prineipes qui ont 
permis h C. A. BJEmr de discuter le mouvement d'un corps sph6rique 
clans le fluide. Voici l'idge qui prdside g eette discussion. ~ On consid~re 
le mouvement actuel du fluide comme le r6sultat de la superposition de 
deux mouvements partiels, appelds clans la terminologie de C. A. BJEI~K- 
NES, le mouvement induit et le mouvement d'dnergie. C'est le mouvement 
induit qui constitue le champ, proprement dit. Le mouvement d'dnergie 
joue un double r61e. D'un c6tg il correspond ~ l'6tat de polarisation in- 
trins~que des aimants permanents ou des corps ~ polarisation 61ectrique 
intrins~que, tels que les cristaux pyro61eetriques. D'un autre cord il cor- 
respond au mouvement visible que prennent les corps sous l'aetion des 

i 1. c .  T .  I ,  p .  I 3 3 - - 2 I o ,  T .  H ,  p .  238--274. 
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forces ponddromotrices du champ. Si on passe ensuite au cas oh l'ana- 
logie se prdsente sous la forme la plus complete, e'est ~ dire au cas des 
mouvements vibrafoires, la vitesse d'dnergie se divise en deux parties, une 
par~ie rigoureusement pdriodique, qui correspond au champ intrinsSque, e~ 
une partie progressive, qui correspond au mouvement visible. 

C'est en appliquant ces m~mes principes dans des conditions plus 
gdndrales, qu'on arrive ~ la solution comp15te du problSme des analogies 
entre les champs hydrodynamiques et les champs 61ectriques ou magndtiques. 

II. l typoth~ses gdndrales. 

4. Les quantit6s sealaires ou vectorielles, dont on se serf dans la 
m6canique des milieux continus, peuvent se diviser en deux groupes di- 
stincts, que j'appellerai le groupe c~ndmatiffue et le groupe dynamiq~te. Les 
quantit6s du premier groupe ddpendent seulement, comme l'indique lear 
nora, des notions de longueur et de temps, celtes du second d~pendent 
aussi de la notion de densitd. J'appellerai correspondantes par rapport aux 
dimensions, ou simplement correspondantes, deux quantitgs, dont les di- 
mensions sont les m4mes h u n  facteur pros des dimensions de la densitd, 
M L - t  

I1 est important de faire attention simultan6ment aux correspondances 
et aux differences que prdsentent entre elles ees quantitds. C'-est pourquoi 
je ddsignerai par les m~me lettres des quantitds correspondantes, mats en 
marquant d'une barre la quantit5 appartenant au groupe dynamique. 

La correspondanee que je ddfinis ainsi n'est pas uniforme au point 
de rue mathdmatique. A u n e  quantit6 de l'un des groupes on peut ad- 
joindre un nombre quelconque de quantitds correspondantes qui appartien- 
nent it l'autre groupe. Mats l'intgrgt, qui s'attache ~ la correspondance, 
augmente d'autant plus que se distinguent davantage les quantifds corres- 
pondantes par des analogies ou des eontrastes caractdristiques dans leurs 
propri6t6s math6matiques ou physiques. 

Citons un premier exemple de quantitgs correspoadantes. La force 
par unit6 de masse, ou la force accdleratrice, dont je dgsigne les compo- 
sautes par X,  Y, Z, appartien~ au groupe eindmatique, les dimensions 
6rant simplement celles d'une acceleration. La force par unitg de volume, 
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X,  Y ,  Z, appartient au contraire au groupe dynamique. D6signant la den- 
sitd par q, ou bien le volume spdcifique par k, 

I 

(a) k = - ,  ,/ 

les relations entre les eomposantes de ees deux forces s'deriront 

(b) 

X - ~  q X  ou bien X - ~  k x ,  

F ~ q Y  Y - ~  kY ,  

~-= qZ Z=-  k2 .  

Ces quantitds eorrespondantes sont li~es par les relations les plus simples 
possibles. Nous rencontrerons plus tard des quantitds correspondantes qui 
ont entre elles des relations plus compliqudes. 

5. Soient maintenant x, y,  z les coordonn@s d'un point queleonque 
g~omdtrique, u, v, w les composantcs de la vitesse d'un point physique 
quelconque appartenant au fluide, X, Y, Z les eomposantes de la force par 
unitd de volume, qui agit sur ee point fluide, p la pression et k le volume 
sp@ifique du iluide. Les dquations de mouvement du ituide s'deriront alors 

I d u  ~ Vp 

k dt ~x 

(a) 
X - -  kdt ~y 

I d w  __ ~-  ~p 

k dt ~z 

A ces dquations dynamiques il faut ajouter l'6quation de continuitd, qu'on 
peut dcrire sous la forme 

I d k  ~u ~v ~w 
(b) k ~t -= ~ -  + ~ + ~-" 

Remarquons que chacun des membres de cette dquation reprdsente la vitesse 
d'expansion d'un dldment mobile du tluide, rapportde h l'unitd de volume 
de cet dldment. 
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On dolt se rappeler que dans ces 6quations la diff6rentiation par rap- 
d 

port an temps ~ se rapporb aux changements qui s'ach~vent au point 

physique mobile. Si l 'on veut passer aux ehangements qui s'aeh~vent au 
point ggom~trique immobile, on emploie le d~veloppement eulerien 

(c) dt - + u + + w 

0 
oh ~ se rapporte aux changements qui s'achgvent au point gdomdtrique 

immobile. 

III. T r a n s f o r m a t i o n  des d q u a t i o n s  h y d r o d y n a m i q u e s .  

5. Les gquations que je viens d'dcrire servent ~ caleuler le mouve- 
ment  actuel du fiuide. J e  d6composerai ce mouvement en deux mouve- 
ments partiels, qui se distingueront l 'un de l 'autre par certaines proprigt~s 
caractdristiques. 

En 6crivant 

u ----k~ q-ue 

v ~ kv Jr- ve 

w~-- k ~ - b  we 

je s6pare la vitesse actuelle u,  v ,  w en deux vitesses partielles, ku, k~, kw 
et ue, re, we, que j 'appellerai plus tard, apr~s les avoir compl~tement de- 
termin~es, la vitesse induite et lu vitesse d'dnergie. J 'ai  6crit les compo- 
santes de la premiere sous la forme ku, kv, kw, par ce qu'il est pr6fSrable, 
ainsi qu'on le verra par la suite, de reprdsenter le mouvement induit non 
pas par sa vitesse, mais par le vecteur u,  v, w, quantitd de mouvement 
par unit6 de volume. J 'appellerai ce vecteur l'intensitd de champ l d u  

mouvement induit. 
La vitesse u ,  v, w du mouvement actuel, et l 'intensit~ de champ 

u,  v, w du mouvement  indu i t ,  sont des quantit6s, dont la correspondance 
(4) joue pour nous le rble le plus important. Cette correspondanee se 

~ 1. C. I, p. 139. 
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rdduit h une simple proportionalitd dans le cas spScial, oh la vitesse 
u~, %, w~ du mouvement 6nergetique est 6gale h z~ro. 

7. de eonsidS~e maintenant le membre de gauche de la premiere 
dquation de mouvement (5, a). La substitution de la valeur de u (6, a) 
donne pour ce membre 

du I d (ka) x du, 
kdt "--k dt Jf-k d-~ 

En effeetuant la diffdrentiation du premier terme du second membre et 
tenant compte de (5, b) on trouve 

(a) I du da (au av ~w~ ~ I d~,'~ 
~dt----a-~ + ~ + ~ + f f /  +i-Tt?" 

Le premier terme du 2 ~m~ membre de cette dquation s'gcrit en vertu 
du d6veloppement eulerien (5, c) 

dt --  at + u ~  + v ~  + w~S 

ou ensuite 

(b) at--~t + ~ + ~ G  + w ~ + w ~ z  ~ /  \ G  ~,// 

Dans le trinome du second membre j'exprime, en vertu de (6, a), la vi- 
tesse actuelle u v w h l'aide des deux vitesses partielles. Ce trinome 
peut done s'dcrire 

u - +  + w ~ = - k  ~ +  + ~ ) + n ~ + , v ~ + w ~ - -  
ax 3x 2 ~ x  

ou bien, si on sdpare un terme qui a la forme d'une ddriv(~e par rapport h x 

a,.. _ av. _ awe x ~2 ~2) ak } 
--{#~L( + v ~ + W ~ x  + ~ ( ~ +  + ~ �9 
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Si, dans la preini~re parenthese, on eh~ me u~, v~ w~. a 1 aade des eq ~at;lons 
(6, a), on obtien~ 

u - + v  + w - - = -  u g +  
9x 9x ~x 9x 

v~ + w~ - -  ~ k (~ + ~ + ~ ) }  

En introduisant ee ddveloppeinent en (b), et ensuite le ddveloppement (b) 
en (a), il vient enfin 

I d?b (c) 

( a ~ + s ' + ~ ) ~ +  ~ ~ /  "~ 

C'est l'expression plus ddveloppde du premier membre de la premi6re dqua- 
tion de Inouveinen~ (5, a). 

8. J'deris done sous cette forine le membre do gauche de la preiniSre 
6quation do Inouveinent (5, a). Je soumets ensuite l 'intensit6 de champ 
g ,  ~, ~ h !a condition de satisfaire h l'6quation 

(a) ~t - -  l )  + u g  + v ~  + ~v~ - -  - 
, } ? k( ~' + ~ + Cv~) . 

La vitesse ~e, re, We safisfera done h l'dqua~ion 

Ces deux dquations, et les autres qui s'en ddduisent par sym~trie, 
d~errninent les deux mouvements parfiels. E~ ces deux mouveinents ainsi 
de~ermlnes" " " apparaissent comme jouissant de propri~tds bien d'lfferentes." 

Acta mathemalica. 30. Imprimd le 7 octobre 1905. 14 
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Les 4quations (a) du premier mouvement partiel eontiennent la pres- 
sion p. Ce mouvement est donc de natalre hydrodynamique proprement 
dire. I1 existe partout oh il y a de la pression variable de point ~ point. 
Son champ s'dtendra donc en ggndral ~t tout le fluide. C'est le mouvement 
que j'appellerai le mouvement induit. 

Les 4quations (b) du second mouvement partiel contiennent la force 
ext4rieure X, Y, Z, et en outre une force fictive d'origine hydrodynamique, 
dont la premiere eomposante est 

(c) x ~ = - -  G + ~ + V ~  u + ~ u ~ + ~ + w ~ ,  

+ vl, 

Rien n'exige d'ailleurs, que ees forces soient r6pandues duns tout l'espaee. 
Ce mouvement partiel peut donc ~tre un mouvement de nature locale, qui 
n'existe que duns certaines parties limit4es du fluide. En conservant la 
terminoIogie de C. A. :BJERIiNES j'uppellerai ce mouvement partiel le mouve- 
ment d'dnergie et la force fictive (e) la force d'energie hydrodynamique. ~ 

9. Au syst~me des 6quations originaires, 5, a et b, qui d6termine 
le mouvement actuel du fluide, on peut ainsi substituer un syst~me d'~qua- 
tions plus ddveloppd, qui ddtermine en m~me temps le mouvement actuel, 
le mouvement partiel induit et le mouvement partiel 6nergdtique. Voici 
ce systSme d'4quations. 

Le mouvement aetuel se d4termine en fonction des deux mouvements 
partiels par les 6quations de connexion 

u----k~Wue 

(A) v = k~ + v, 

w - - - k ~ T w ,  

Les variations dans le temps du mouvement induit se ddterminent par les 
4quations 

* 1. c. T. I, p. t33--I39. 
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~t -- ~ p § u,~ + v~ -§ w ~ - -  k(~ ~ + ~ + w ~) 

(B) ~t 

~t 

~ p + u~ + v~ + ,w~ - -  -~ ]~ (~: + ~ + ~ )  

~ p + u ~ + v ~ + w X ~ - ~ k ( a : + ~ + w ~ )  . 

Les variations duns le temps du mouvement d'gnergie se dgterminent 
les dquutions 

I due 

par 

I dwe 
- - 2 : §  Z~, 

k dt 

duns lesquelles la force d'6nergie hydrodynamique X~, Y~, Z~ est donnge 
par les expressions 

A-2(~ + A-~, '~)~w ~ ~ -4- \~  

Y~= \~ + ~ + ~ /  + ~-~+v--~.~+w~) 

+~(a '  ~- + ~ ' ) ~ - -  ~ ~ .§ 

A ces 

+ 2 (~' + + ~ ) ~ - - v  ~ ~ -4- ,~ 

dquations il rant ajouter l'gquation de eontinuitd 

(D) I dk Ou Ov Ow 
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Pour ties raisons qn'on trouvera justifi6es par ]es ddveloppemenis ul- 
t~rieurs de ca m~meire on t)eu~ appeler ce systbme (t'dquafions la forme 
dectroidique des dquations hydrod)rnamiques. 

IV. JDisc~lssion gdndl'ale. 

Io. On salt que deux quantitds ddrivdes d(~ferminent la nature de la 
distribution d~ms l'espace d',m vccteur quelconquc t~, v, w. Ce sent la 
quantitd sc-~laire 

~,,, ~v  ~tv 

qu'on appelle la dive~yence, et le veeteur 

~w ~v 

~y ~z 

(b) 

~v ~u 

~x ay 

qu'on appelle la rotation (ou bien le curl) du vecteur primaire u, v, w. 
Dans ]e eas off il existe des surfaces de discontinuit6, on rencontre 

comme eas limite de la divergence (a) la diff6rcnee des composantes nor- 
males du vecteur u , v , w  de part et d'autre de la surface: c'est la di- 
vergence de sub:face. De mSme on rencontre comme eas limitc de la rotation 
(b) la diffdrence g~om~trique des composantes tangentielles de ])art et d'autre 
de la surface: c'est la rotatio~ de surface (ou bien le glissement) '5 la sur- 
face de discontinuit6. Nous pouvons donner h nos thdorbmes en m~me 
temps une gdndralit6 et une simplicitd trSs convenables cn prenant les 
notions de divergence e~ de ro~ation dans le sens gdndral off elles com- 
prennent la divergence de surface et la rotation de surface. C'est ce que 
nous ferons toujours. 

Si la divergence est nulle, le champ du vecteur s'appelle solenoidal; 
si la rotation cst nulle, Ie champ s'appelle irrotatiom, l ou bien potentiel, par 
ce que dans ce cas les composantes du vecteur sent les ddrivdes d'une fonc- 
tion potentielle. 
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On peut considdrer 1s divergence et la rotation cn quelque sorte 
comme les ddrivdes d'un champ de vecteur. Si on les eonnait, on peut, 
par un procddd d'intdgrstion, ddterminer le champ du vecteur primaire 
u, v , w  h un champ solenoidal ct irrotationel prds, qui joue le rdle de 
eonstante d'intggration. Ce champ poss~de un potentiel qui satisfait g 
l'dquation de LAPLACI~, et qui se ddtermine h l'aidc des conditions aux 
surfaces limites du champ. En d'autres termes, la ddtermination de ee champ 
revient h la solution du probldme de DIRIC~LF,'r. 

Darts les reeherches gdndrales de 1s mathdmatique physique on se 
ddbarrasse ordinairement de 1s solution de ee probldme. On y arrive en 
supposant que le champ s'dtend h l'infini, msis qu'il s ses divergences et 
ses rotations dsns l'dspaee fini. Duns ces conditions on peut supposer, sans 
contradiction, que le vecteur disparait h l'infini, et le champ de LAPLACE 
disparsit alors identiquement. D~ns ce cas lu divergence et ls rotation 
dd~erminent done uniformdment le champ du vecteur primaire. 

Si g eette propridtd matMmatique s'ajoutent des propridt~s physiques 
fondamentales, ces quantitds ddrivdes joueront forcdment un grand rble 
dans la thdorie des ph~nomdnes en question, ainsi que le prouvent un 
grand nombre d'exemples de 1s physique msthdmatique. Exsminons done 
1s divergence et la rotation des deux vecteurs fondamentaux de notre pro- 
blame, c'est ~ dire de la vitesse actuelle u, v ,  w e t  de l'intensit~ de champ 
U , V , W .  

i i .  Quand il s'agit de la vitesse actuelle u, v, w, 1s divergence e, 
qu'on cslcule par l'dquation (to, a), exprime simplement la vitesse d'ex- 
pansion d'un dldment mobile du fluide, rapportde h l'unitd de volume de 
cet dldment. L'dquation (a) est ainsi dquivalente h l'dquation de continuitd 
(D), et on est donc amend ndeessairement h considdrer cette divergence 
eomme une des quantitds fondamentales de notre probl~me. Ls condition 
spdciale 

a) e ---- o 

exprime l'incompressibilitd de l'dldment fluide mobile. Dans la partie du 
fluide oh cette condition est satisfaite la distribution de la vitesse actuelle 
est solenoidale. 
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La rotation (b) de la vitesse aetuelle cst la quantit6 qu'on appelle 
aussi quelque lois le tourbillon. Je pr6fbre l'appeler la densitd de tourbiUon, 
et donner le nora de tourbillon h l'int6grale de sa composante normale 
prise sur une surface. C'est le tourbillon ainsi ddfini qui, d'aprbs les cd- 
15bres thdorbmes de v. HELM~IOLTZ, se conserve tout le long d'une surface 
matdrielle mobile dans le iluide. Mats dans los conditions (lUe suppose 
notre problbme, les hypothbses sur lesquelles repose la d6monstration des 
th~or~mes de v. HELMIIOLTZ ne sont pas en g~n~ral remplics. Pendant le 
mouvement des toarbillons naissent et disparaissent et le vectear (b) n'a 
pas de propridtSs g6ndrales assez simples poar prendre place parmi les 
quantit6s que nous consid6rons comme fondamentales. 

Remarquons enfin que les quantitds ddriv6es de la vitesse actuelle, que 
nous venons de considgrer, appartiennent h la classe des quantit6s cin6- 
matiques. Pour les distinguer de quantit~s analogues, qui se pr6senter.ont 
tout h l'heare, nous compl~terons lear ddsignation par l'adjonction de 
l'adjeetif cindmatique. 

1 2. La divergence de l'intensitd de champ 

est la quantitd dynamique qui correspond ~t la vitesse d'dxpansion cin6ma- 
tique e. Elle n'a pas en gdndral de signification ou de propridtds phy- 
siques trSs simples. Elle ne jouera done pas de rSle absolument fonda- 
mental, et cependant, en raison des propri6t6s remarquables de l'intensi~6 
de champ, elle nous rendra de grands services pour la reprdsentation ana- 
lytique des ph6nom~nes. 

La rotation de l'intensit6 de champ .iouit au con~raire d'une propri6td 
physique tr~s remarquable. Des deux derni~res dquations du mouvement 
induit (B) on tire imm~diatement 

~t \ ~ y  ~ ~ o .  

On p e u t y  ajouter deux ~quations analogues, et l'int6gration imm6diate de 
e e s  6quations donne 
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a~  a~ 

ay az 

(b) a ,  a .  m~ 

111 

~x 0y 

Les composantes de la rotation de l 'intensit6 de champ sont donc des con- 

stantes d mtegrahon. Et  l'op~ration ~ se rattachant aux changements qui 

s'ach~vent au point ~eomctnque conmdere, on voit que ]e vecteur l, m, n 
poss~de en chaque point de l'espace une direction et une valeur absolue 
inddpendantes du temps. 

~7ous appellerons ce vecteur la densitd de tourbillon dynamique, et son 
intggrale de surface le tourbillon dynamique. Cette intdgrale de surface est 
naturellement indgpendante du temps, comme la densit6 de tourbfllon. Le 
mouvement induit poss~de donc une propri~td extr~mement remarquable que 
l 'on peut dnoncer ainsi: 

Le mouvement partiel in&dr est un mouvement ~ tourbillons dynamiques 
invariables et stationnaires dams l'espace. 

Les quantit~s ~ et l,  m, n ont ainsi en g6n~ral des pro�9 bien 
diffdrentes de celles des quantitds cin6matiques correspondantes e, l, m, ~t. 
Mats dans un eas sp&ial ces propri6t& se rapprochent: C'est lorsque la 
vitesse d'6nergie devient identiquement mille u~ ~ v~ = We = O et qu'en 
m~me temps le fluide est homogbne, k ~ - k  0. On a donc 

u ~ k o ~  l = k j ,  

(c) v = k0~ e ----- koe m = kern, 

w ~ ko~ n ~ kod. 

Dans ce eas les quantitds cindmatiques et les quantitds correspondantes dy- 
namiques sent simplement proportionnelles entre elies avec le facteur de 
proportionalitd constant k o. 

Du thdor~me ci-dessus il rSsulte le corollaire suivant: 
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Si 0 u~e @oque quelco~que le mou'ccme.~d b~duit ~e comporte 1)as de 

tourbillons d.q~amique dans .m~ ccrtai~ cspace, il n'c~ coml)ortera jamais 

da)~s cet es2oace. 

En raison de ce~te propri@4 le cas oh ces tourbillons sont nuls es~ 
particuli~remen~ important. Dans un espace oh ces tourbiilons n'exis~ent 
pas l 'intensitd de champ u,  v, w ddpcndra h route @oque d'un potentiel 

~y 

. z  = 
~z 

Ces expressions rendent immddiatement intdgrables les dquations (E). Aprbs 
l ' intdgration ces 6quations se rdduisent g une seule, savoir 

- -  i \ o :  ; \~z / ] 
ou bien, en vertu de (5, c) 

(e) 
d t  - 

Ici la constan% dmtegmhon  P e s t  inddpendante des coord nnees et ne peu~ 
d@cndre que du temps. La fornmle permet de caleuler la pression p,  si 
l 'on connait en m~me temps le mouvement actuel et le mouvement induit. 

I 3- Nous sommes maintenant en dtat de ddmontrer une propridt6 
importante du second mouvement partiel, le mouvement d'dnergie. 

Des dquations (C1) on conclut que la vitesse d'dnergie, que poss~de 
un 616ment mobile du fluide, peut subir des variations par suite de deux 
e~uses, Faction d'une force extdrieure X,  Y, Z e[ Faction d'une force hy- 
drodynamique d'dnergie X~, Y~, z~. Supposons qu'aucune force extdrieure 
n'agite l'61dment considerd et ex~minons de plus pros la force d'dnergie 
hydrodynamique, (C=). Le premier terme de cette force disparaltra, st la 
vitesse actuelle ,u, v, w n a pas de divergence, ces t  h dire si l'61~ment en 
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question ne possSde pas de vitesse d'expansion e. Le troisi~me terme 
disparaltra, si le volume spdcifique k n'est pas variable de point h point 
dans l'614ment. Le quatri~me et le cinquiSme termes disparaitront, si, dans 
le volume de l'dldment, l'intensit4 de champ u,  v , w  ne possSde pas de 
tourbillon. Si nous supposons done que l'515ment consid6r~ appar~ienne h 
une partie du fluide homogSne et incompressible, et h une pal%ie de l'espaee 
oh le mouvement induit ne possSde pas de tourbillon dynamique, l'ex- 
pression de la force d energle hydrodynamique se r6duira au second terme 
du deuxigme membre des 6quations (C2). Le systSme (C~) se rdduit done 
s l'6quation 

I dq~te - ~U,e ~Ve  - -  ~Y3e 
- - u - - - - t - ~  + w - -  k dt ~,~ ~ ~x 

et aux deux autres qui s'en ddduisent par sym6trie. Ces 4quations nous 
montrent, que dans lee conditions que nous avons ddfinies, la vi~esse 
d'gnergie ne peut varier que si e]le pr6existe d6jh dans l'616ment fluide 
considdr6. Si done l'614ment ne possSde pas de vitesse d'4nergie d~s l'ori- 
gine, il n'en aura jamais. On trouve done le rdsultat suivant: 

Une vitesse d'dnergie n'existe jamais darts une ,pattie du fluide qui 
satisfait ?t la lois aux cinq conditions suivantes: n'etre soumise ~ l'action 
d'aucune force ext~rieure; ~tre homogdne; ~tre incompressible; avoir ?t l'or~qine 
une vitesse d'dnergie nulle; ap_partenir ~ un espace dans lequel ~t l'oriqine 

du temps il n'existe ,pas de tourbillons dynamiques du mouvement induit. 

V. S u p p o s i t i o n s  su,. la  c o n s t i t u t i o n  d u  sys t~me  )guide. 

I4. Nous allons consid4rer d~s maintenant un syst~me fluide d'une 
constitution sp4eiale. Le th4or~me 6none6 ci-dessus nous permet de con- 
eevoir un syst~me, tel qne eel%aines parties limi%6es dn t~uide possSdent 
seules la vitesse d'gnergie, ou la facult4 d'en pouvoir acqu6rir, tandis que 
l'autre partie, qui est illimitde, n'en poss~de pas, et n'en peut acqu6rir. 
D4signons la partie illimit4e du nora de fluide fondamental, et appelons corps 
les pal%ies limit4es. Ces corps ne doivent exister qu'en hombre fini et dans 
une rdgion finie de l'espace. 

Les condifions qui doivent ~tre satisfaites par le fiuide fondamental 
sont, d'apr~s le thdor~me ci-dessus, les suivantes" il dolt ~tre homog~ne et 

Acta mathematica. 30. Imprim6 le 9 octobre 1905, 15 
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incompressible, ~tre exempt de l'action de route force extdrieure, et ddpuis 
l'origine du temps ~tre d~nu6 de vitesse d'6nero'ie ct d~ tourbillon dyna- 
mique. Les corps se distingueront du ttuide fondamental par une ou par 
plusieurs des qualit6s suivantes: 

i. Possdder des vitesses d'6nergie ue, ve, we. 

2. Possdder des vitesses d'expansion e. 

3. Possdder un volume spdcifique k, different du volume sp~cifique 
constant k 0 du fluide fondamental. 

4. Possdder des tourbillons dynamiques du mouvement induit, avec 
la densit6 de tourbillon l ,  m, n. 

Le tourbillon dynamique dtant stationnaire dans l'espace (I 2), il en 
rgsulte que tout corps qui poss~de de tels tourbillons est aussi stationnaire 
dans l'espace, l~ous verrons plus tam l'importance de cette remarque. Lea 
corps, au contraire, qui n'ont pas ce mouvement tourbillonnaire, peuvent 
changer d'une mani~re quelconque leur forme ou leur position dans l'espace. 

I 5. En traitant la dynamique de ce syst~me on dolt se rappeler 
que la transformation des 6quations hydrodynamiques, "que nous avons 
effectu6e, suppose d~s l'origine une continuit~ complete. En effet les gqua- 
tions transform6s contiennent des ddriv~es de quantit6s telles que k, u, v, w, 
u , v ,  w,ue,  re, we. On est ainsi amen~ h admettre qu'il n 'y a pas de 
changement brusque aux surfaces limites des corps: On imagine l'exis- 
fence de couches de passage, dans lesquelles, avec une vi~esse aussi grande 
que l'o~ voudra mais toujours d'une mani~re continue, los propri~tgs du 
corps convergent vers celles du fluide fondamental. Dans ces couches la 
vitesse d'dnergie u~, ve, we, la densitd de tourbillon l ,  '~, n, et la vitesse 
d'expansion e tendent vers zgro, et le volume spgcifique k vers la valeur 
constante k0, qu'il game partout dans le fluide fondamental. Naturellement 
cette couche de passage appartient au corps, et h la surface limite le corps 
poss~de dgjh routes les propridt~s du fluide fondamental. 

Mais il n'est pas ndcessaire d'introduire eette hypoth~se de continuitY. 
On sait que les 6quations hydrodynamiques primitives n'exigent d'autre 
continuit~ que eelle de la non-existence de rides dans l'in~driem" du fluide. 
Rien n'emp~che done de faire disparaltre l'dpaisseur des couches de passage 
et de chercher les limites vers lesquelles convergent alors les dquations (9) 



Recherche sur les champs de force hydrodynamiques. 115 

pour les points de ees couches. On trouve done qu'il se s6pare de la 
force (9, C~) une force qui s'applique aux 616ments de la surface de dis- 
cont]nuit6, et qu'il faut compter par unit6 de surface. D'ailleurs on peut 
opdrer commc si la condition de continuit~ ~tait toujours remplie, h la con- 
dition de eompter les divergences des vecteurs en question comme compre- 
nant aussi les divergences de surface, et de compter les rotations des vee- 
teurs comme comprenant aussi les rotations de surface. C'est ee que nous 
ferons toujours. 

En proc6dant ainsi, nous consid6rons done toujours les int6grales de 
volume oh figurent les divergences ou les rotations, comme contenant im- 
plieitement des int6grales de surface dans lesquelles figurent les divergences 
ou les rotations de surface. Ce sent les int6grales de surface qui provien- 
neat des int6grales de volume dans les couches de passage, quand on fai~ 
disparaltre l'6paisseur de ces couches. 

16. Examinons maintenant le mouvement dans le fluide fondamental. 
La vitesse d'gnergie ~tant ici nulle, le mouvement aetuel s'identifie 

avee le mouvement iuduit, ce qui s'exprime par les 6quations 

u -~ ko~ , 

(a) v = k0 , 

W -~ ko~ , 

k o grant le volume sp6cifique constant du fluide fondamental. Le tour- 
billon dynamique 6rant nul, l'intensit6 de champ d6pend d'un potentiel 
uniforme ou non uniforme ~, et la vitesse actuelle u, v, w, qui est simple- 
merit proportionnelle h l'intensit6 de champ, d6pendru aussi d'un potentiel 

= k0~. En introduisant l 'un ou l'autre de ces potentiels dans l'gqua- 
tion de continuit6, on trouve qu'ils satisfont h l'~quation de LAPLACE. 
:Le champ de l'un ou de l'autre de ces deux veeteurs est done le champ 
solenoidal et irrotationnel bien connu. La valeur numgrique des vecteurs 
disparait done h l'infini au moins comme des quantit6s du second ordre, 
les potentiels au moins eomme des quantit6s du premier ordre. Ces pro- 
pri6t6s du champ dans ses parties infiniment 61oign6es nous permettent 
d'effectuer ci-dessous, par la mani~re connue, les intggrations par parties 
de eertaines int6grales cubiques qui sent 6tendues h tout l'espace. 
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I 7. Le mo~vement des corps so distingue de celui du /luide fonela- 
mental par l'existence d'une quantit~ scalaire, la vi{esse d'expansion e, et 
de deux quantit6s veetorielles, la vitessc d'6nergie u~, e;, w~ et la densit4 
de tourbillon dvnamique l ,  m ,  '~. 

Consid@ons l'intdgrale de volume 

J 

qui, &endue h tout l'espace, repr&ente l'6nergie cindtique du syst~me. 
Montrons qu'on peut exprimer eerie dnergie /t l'aide d'une intdgrale qui 
s'dtend aux corps seulement. 

]~crivons la vitesse actuelle u, v ,  w sous la forme 

u = k a~ aM a~V 
a-7 -t- a~ ay ' 

~7 aN aL v ~ ],: a: r- -~ 
oy ax az 

ab aM w = k ~  + a-v a+ 

L'expression de :T peut done s'dcrire 

c,_1 . : , ,  + 

Dans la seconde int~grale du second membre, exprimons la vitesse induite 
k/~, k~, k~0 ~ l'aide de la vitesse actuelle et de la vitessc d't~nergie (9, A). 
Alors 

' f (u  a~ + v~ + w%d~ 

aN } r i / :aM , /aN ar~ /aL a~x~ 

+ 
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Toutes ces int6grales devraient s'gtendre h l'espace entier. Mais ]a 
vitesse d'6nergie n'existant que dans les corps, il suffit d'&endre l a  se- 
eonde int~grale aux corps seulement. Sur les deux au~res on peut effectuer 
une intdgration par parties, qu'on peut ensuite, en vertu des propridt6s du 
champ dans les rggions infiniment dloigndes (I6), 6tendre h tout l'espaee. 
Les int6grales de surface, qui ressortent de l'int~gration par partie, dis- 
paraissent done, et en tenant compte des relations (1% a) et (12, b) on 
trouve l'expression suivante de l'dnergie T 

f e - C &  (b) T - 

la premiere et la derni~re intdgrale eontenant implieitement, clans le cas 
de discontinuitds, des intdgrales de surface (I5). 

Dans routes ces int6grales 1'expression sous le signe somme est identique- 
ment nulle en tousles  points du fluide fondamental, et nous avons donc 
r6ussi ~ exprimer l'6nergie du mouvement induit ~ 1'aide d'intdgrales qu'il 
suffit d'dtendre au volume des corps. 

I8. Nous allons en tirer une consdquence impor~ante. 
Supposons la vitesse d'dnergie ue, Ve, We, le tourbillon l, m, n e t  la 

vitesse d'expansion e dgales ~ z6ro. L'dnergie T disparait comme le montre 
l'expression (I7, b). Mais quand T disparait, l'expression (I7, a ) n o u s  
montre que la vitesse aetuelle u, v, w disparait aussi dans tousles  points 
de l'espace. La vitesse d'dnergie dtant ddjg nulle par hypothgse, il en 
r6sulte quc le mouvemcnt induit disparait aussi. Dans ces conditions il 
n'existe plus de mouvement. 

Cela dtant, eonsid~rons deux champs diff~rents, ayant en ehaque point 
les m~mes valeurs de la vitesse d'gnergie, ue, v, ,  We, du tourbillon l ,  m ,  n 

et de la vitesse &expansion e. La diffdrence de ees deux champs de 
mouvement est done un champ dans lequel toufes ees quantitds sont iden- 
tiquement dgales g z6r% c'es?~ ~ dire, d'apr~s ee que nous venons de voir, 
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un champ qui disparait compl~tement. Les deux champs ne peuvent done 
pus diff6rer l 'un de l'autre, et il en r6sulte le thdor~me que voici. 

La vitesse d'dnergie, le tourbillon dynamique du mouvement induit et la 
vitesse d'expansion du mouvement actuel ddterminent le champ de mouvement 

d'une manidre uniforme. 

I9. Pour nous rondre compte de la g6ndralit6 du thdor~me, remar- 
quons que les corps tels que nous les avons ddfinis peuven~ avoir un mouve- 
ment quelconque. Car les forces extdrieures, qui produisent le mouve- 
ment, ne sont soumises ~ aucune restriction. Rien ne nous emp~che donc 
de supposer l'existence de forces qui par exemple donnent k ces corps le 
mouvement de corps rigides, ou de corps solides 61astiques. 

On a donc le droit de supposer aussi que les corps, que nous avons 
d6finis, sont r6ellement des corps rigides ou des corps solides ~lastiques. 
Si l'on s'imagine ces corps liqu6fi6s, et que l'on d6termine les forces n~- 
cessaires pour leur donner, dans ces conditions, le m~me mouvement 
qu'ils auraient 6rant solides, et si l'on d6termine ensuite les deux mouve- 
ments partiels d'apr~s les gquations (9), on peut appliquer le thdorSme 
6nonc6. Duns ee sens le thdorSme, ainsi que tous les  rdsultats que nous 
d~velopperons ci-dessous, s'appliqueront h des corps dtrangers quelconques 
qui se meuvent duns le fiuide. Dans ces applications on dolt tenir compte 
des divergences ou des tourbillons de surface qui existent sur les surfaces 
limites entre le fluide fondamental et les corps. La consid6ration de ces 
divergences et de ees tourbillons de surface revient ~ ceci, qu'en calculant 
les divergences et les tourbillons, on eompte la surface adjacente du fluide 
fondamental comme appartenant au corps. 

En tout cas le th6or~me conduit ~ ee r6sultat remarquable que 
certaines particularit~s du mouvement, que poss~dent les diff6rents 616- 
ments des corps, (y compris en cas de discontinuit6 le mouvement des 
dl6ments imm6dia~ement adjacents du fluide ambiant), d6terminent le champ 
de mouvement dans chaque point de l'espaee. On peut imaginer ce rd- 
sultat d6couvert expdrimentalement par un observateur qui ne poss~de que 
des m6thodes indirectes pour observer les champs et les diff6rentes pal~icu- 
larit6s du mouvement. On comprend facilement qu'un tel observateur, en 
trouvant le r6sulta~ que nous venons d'6noncer, soit ten~d d'en donner une 
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interprgtation physique' spdciale, en l 'attribuant h une action h distance 
6manant des diffdrents dlgments de volume des corps, et se faisant sentir 
en tout point do l'6space. Voil~ le premier germe des ph~nom~nes d'ac- 
tions apparentcs ~ distance, que nous ~tudierons ci-dessous. 

VI. A n a l o g i e  gdomdSr ique  direvSe des c h a m p s  h y d r o d y n a m i q u e s  

et des c h a m p s  d lec t romaf fn~ t iques  s t a t i o n n a i r e s .  

zo. Appliquons le thgor~me ei-dessus en eonsidgrant d6s mainten~nt 
la vitesse d'dnergie ue, ve, we, le tourbillon dynamique l ,  m, n et la vitesse 
d'expansion e comme des quantitgs donndes. Les 6qua~ions, qui dgtermi- 
nent uniform6ment le champ 
donc les suivantes 

(A) 

en fonction de ces quantit~s donndes, sont 

u = k g  + u e ,  

v-----k~ + r e ,  

w---- k ~ " k  we, 

O~ OF __~ [, 
by Oz 

(B) ~ ~ m ,  

aT 0~ ____- ~ ,  

~a by 

~ 8v 8w 
(c) ~ + ~ + V~ = e 

auxquelles on dolt joindre les conditions suivantes, qui s'appliquent au fluide 
fondamental 

(D) 

~ e ~ O ,  l -~  O~ e ~ o ,  

ve = o, ~ = o, k ---- k0, 

W e ~ -  O~ '~ ~ O~ 

k o ~tant constant en chaque point du fluide fondamental. 
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2I. Comparons maintenant ee syst~me hydrodynamique h u n  svst~me 
61ectromagn6tique, eonsistant en un certain nombre do corps limit's, en- 
vironnds d'un milieu ext6rieur, qui s'&end h l'infini. Lc milieu extdrieur 
dolt 6tre homog~ne, et en outre dgnu6 de route polarisation intrinst~que, 
et de route distribution de masses magn~tiques ou de courants 61eetriques. 
Les corps doivent se distinguer du milieu ext6rieur par une on par plu- 
sieurs des propric3tgs suivantes: 

I. Poss6der des polarisations magn6tiques intrinsbques, u~, re, %. 
2. Possdder une distribution de masses magndtiques avee la densit6 e. 
3. Poss6der une permdabilit6 magndtique k diffdrente de la pormd- 

abilit6 eonstante /"0 du milieu extdrieur. 
4. Poss~der une distribution de eourants dleetriques avee la densit6 

Sous ees conditions il existe dans l'espaee entier, dans le milieu ex- 
t6rieur ainsi que dans l'intdrieur des corps, un champ magn~tique statio- 
naire uniform6ment ddtermin~. Ddfinissons ee champ h l'aide de deux 
veeteurs, savoir l'intensiN de champ maqndtique 'fi, ~', ,~:, et l'induction (dans 
la terminologie de HEUTZ la polarisation) .maqn(tiqt~e tt, c, w. Supposons 
enfin qu'on exprime routes les quantitds darts le svst~me d'unitds ratio- 
nelles de M. OLIVE~ HEAVlSlDF. ~ Le syst~me d'6quations, qui d6termine 
la distribution des deux vecteurs dans l'espaee, est done justement le syst~me 
(20, A--D),  qui d6termine la distribution des vecteurs eorrespondants, de 
la vitesse u, v, w e t  de l'intensit6 de champ u, v, w, dans le syst~me hy- 
drodynamique. 

En partieulier, les ~quations (A) sont les 6quations de connection, qui 
expriment l'induetion (la polarisation) en fonetion de l'intensit~ do champ 
e~ de la poIarisation intrins~que. (B) sont les dquations qui d6telaninent 
le eourant dlectrique en fonction do l'intensitd de champ magndtique. (C) 
est l'dquation qui d~termine la densitd magndtique vraie (s'il en existe)en 
fonetion de l'induction magndtique. Les 6quations (1)) donnent enfin les 
simplifications qu'on admettra par hypoth~se dans le milieu extdrieur. 

Si l'on avait employd les unitds magndtiques traditionnelles, les 6qua- 
tions du champ magndtique auraient dtd encore les 6quations (A--C),  avee 
eette seule diffdrenee que le dernier terme ~t droite de chaque 6quation 

1 OLIVER ]{EAVISIDE, Electromagnetic Theory, London i893. T. 1, p. 116--!25. 
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aurait 6t~ affect6 du facteur num6rique irrationel 4~r. En introduisant 
darts l'hydrodynamique un syst~me d'unit~s affectant la mgme irrationalit6, 
on peut naturellement donner aux formules hydrodynamiques la mgme 
forme irrationelle. Mais cette observation n'a d'autre int6rgt que de montrer, 

l'aide de cette image dynamique des phdnombnes dlectromagndtiques, t'ab- 
surdit6 complete du syst~me d'unitds qu'on emploie aujourd'hui dans la 
science de l'61eetricit6 et du magndtisme. 

22. Le dualisme bien connu des phdnom~nes 61ectriques et magnd- 
tiques a pour cons'dquence qu'on peut encore eomparer, h u n  autre point, 
les phdnom~nes hydrodynamiques aux ph6nom~nes 61ectromagndtiques. Au 
lieu de considdrer le champ magn6tique on peut considdrer le champ 61ee- 
trique d'un syst~me de corps, poss~dants une distribution de masses dlec- 
triques vraies de densit6 e, des polarisations dleetriques intrinsbques ue, re, 

We, une distribution de >>courants magndtiques stationnaires>> avec la densit~ 
_ _ ~ , m ~ , _ _ ~ ,  et enfin des constantes didlectriques k variables d'une 
mani~re quelconque. Les gquations (2% A- -D)  sont alors les gquations 
qui ddterminent la distribution de l'intensitd de champ 6lectrique u, v, w 
et de l'inductlon (la polarisation) 6lectrique u,  v, w. 

Dans la pratique, suivant les circonstances, on adoptera l'une ou l'autre 
de ces comparaisons. La seeonde prdsente eet avantage qu'une densitd 
dlectrique vraie existe r6ellement, tandis qu'on ne connait pas de densit6 
magndtique vraie. C'est done seulement avec ce dernier mode de com- 
paraison qu'on trouve une quantit6 physique rdelle qui corresponde ~ la 
vitesse d'expansion e. En revanche le premier mode de comparaison a 
l'avantage que le tourbillon dynamique corresponde au courant 6lectrique 
stationnaire qui existe rdellement. Le courant magndtique, au contraire, 
n'est pas en g6n6ral stationnaire ou ne peut l'dtre que momentandment. 
Ndanmoins, pour des raisons de symdtrie, il est commode de faire figurer 
dans les formules des symboles qui repr6sentent ces quantit6s fietives, les 
masses magndtiqucs vraies et lea courants magndtiques stationnaires. 

23. Nous pouvons done rdsumer, dans le tableau synoptique suivant, 
les rdsultats que nous venons d'obtenir, relativement ~ l'analogie des champs 

i V.  BJERKNES, Hydrodynamische Fernkrafte, t. II, p. 228. 
Ar m a t ~ l i v a .  30. Imprim~ le 16 octobre 1905. 16 
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de mouvement hydrodynamiques avec les champs ~lectriquas ou magnd- 
tiques. Les notions qui n 'ont  qu'un sens fictif, et que nous ne gardens 
que pour conserver touts la g6n6ralit6 du problems, sent raises entre 
crochets. 

champ hydrodynamique champ magndtique champ 61ectrique 

u, v, w Vitesse actuelle Induction magn6tique Induction 61ectrique 

Intensit6 de champ Intensit6 de champ Intensit6 de champ 
hydrodynamique magn6tique 61ectrique 

:Polarisation magn6tique Polarisation 61ectrique 
us, re, we Vitesse d'6nergie 

intrins~que intrins~que 

Vitesss d'expansion [Densit6 des masses Densit6 des masses 6 
par unit6 de volume magn6tiques vraies] 61ectriques vraies 

l , m , 't~ 
Densit6 de tourbillon 

dynamique 

Volume sp6cifique 

Densit6 de courant 
61ectrique stationnaire 

Perm6abilite magn6tique 

[Densit6 de courant 
magn6tique stationnaire 

Constante di61eotrique 

L'analogie se restreint au cas des champs 61ectriques ou magn6tiques 
stationnaires. Par la voie qua nous avons suivie on n'arrive pas ~ une 
analogie hydrodynamique des ph~nom~nes 61ectromagngtiques les plus ggng- 
raux. L'analogie cesse d'exister justement au point oh commence le croi- 
sement des phdnom~nes 61ectriques at magndtiques, et on n'arrive ainsi 
qu'~t d6finir une analogie d'ordre 61ectrique et ~ une analogie d'ordre magn6- 
tique, ces deux analogies n'ayant entre elles aucune connexion. 

La cause pour laqualla l'analogie cesse justement d'exister en ca point 
esr bian claire. Au moment oh le courant, qu'il soit dlectrique ou magn6- 
tique, devient variable, l'existence d 'un champ magn6tique est n~cessaira- 
ment  accompagn6e d 'ua champ dlectrique, et vice versa. Mais, dans l 'image 
hydrodynamique des ph6nom~nes dleetriques ou magn6tiques, ce qui cor- 
respond au eourant, c'est le tourbillon dynamique du mouvement induit, 
et ce tourbillon a n6cessairement un caract~re stationnaire par rapport h 
l'aspace et par rapport au temps. (t2). 
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Si done l 'on veut 6tendre l 'analogie au dell  de la limite qui nous 

arr6te ainsi, il faut modifier essentiellement la mani~re de poser le pro- 

blame dynamique. Mais n'ahordons pas cette question des g6n6ralisations 

possibles de l'analogie. Bornons nous h l 'approfondir duns son dtendue 
hmit~e. 

VII. Analog ie  d y n a m i q u e  inverse  des c h a m p s  h y d r o d y n a m i q u e s  et 

des champs  ~lectriques o~ magn~t iques  stationnai~,es. 

24. Au point de cue ggomgtrique il existe, ainsi que nous l'avons 
ddmontr6, une identit6 complete entre les champs hydrodynamiques que 

nous dtudions, et les champs dlectriques ou magn6tiques stationnah'es. 

Occupons nous maintenant de lu dynamique des m~mes champs. 
Des 6quations (9, B) nous pouvons ddduire la valeur de la force qui 

produit le mouvement induit, la force d' induction 1 duns la terminologie 

de C. A. BJERKNES. Mais une discussion ultdrieure de eette force n'a pus 

d'intdr~t pour le but que nous poursuivons ici. Car d 'un cbt6, sans nous 

occuper de l'expression explicite de cette force, nous avons pu ddduire 
routes les propri6tds gdQmdtriques des champs, et en ddmontrer l'analogie 
avec les champs ~lectriques ou magn6tiques. D ' u n  autre cbt6, la dynamique 

interne de ees derniers champs nous est compl~tement inconnue, et la dis- 

cussion de la dynamique des champs correspondants hydrodynamiques ne 

pent done pas, duns l'dtut actuel de nos cofinaissances, servir ~ approfondir 
l'analogie qui nous oceupe. 

25. I1 reste done ~t discuter la dynamique du mouvement 6nergdtique. 

D'apr~s les 6quations (9, C), ce mouvement partiel est l'effet de Faction 
combin~e de deux forces, une force ext~rieure non hydrodyuumique X, Y, Z, 

Remarquons que les seconds membres de ces ~quations ne repr~sentent pus les 
composantes de cette force. :En effet, les premiers membres n'ont pas la forme du pro- 
duit d'une densit~ par une acc~ldration. C'est d'ailleurs un avantage important de la 
m4thode que nous employons ici, que de permettre d'~viter toute consid4ration expli- 
cite de la force d'induction avec ses propri~t~s bizarrcs. La forme des ~quations (O, ]3) 
nous permettent de d~duire ]es propri~t$s g~om~triques du mouvement induit sans nous 
oecuper de ses propri~t~s dynamiques. 
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et une force due ~t la pression du fluide, la force d'dnergie hydrodynamique 
X~, Y~, ge. En tenant compte des dquations (~ o, a) et (~ :, b) nous pouvons 
6crire les expressions des eomposantes de cette seconde force 

X ,  

I ~)2 _~,  ol~ , _  ~ v ) ,  

(A) U ~  7 t- 

_ o k  - -  

_ ~ ~k 

Chaque terme dans l'expression de cette force affecte la forme d'un 
Oue 

produit de deux facteurs. Dans chaque produit Fun des facteurs, e, o-~" 

e v e  Ou__.f~ O k  , . ,  , 
0 - ~ ' ' ' "  0y ' " " ~ z ' ' ' " l ' m ' n '  reprcsente un dtat ou une proprmte in- 

trins~que de l'616ment de volume qui subit la force. Ce facteur est iden- 
tiquemen~ nul dans le fluide fondamental. I1 en rdsulte que ce sent les 
corps seulement qui sent soumis h raction de la force (A). L'autre 
facteur dgpend du champ, repr~sent~ soit par l'intensitd de champ u, v, w, 
soR par la vitesse actuelle u, v, w. Mais le champ ddpend de son cStd 
de certaines particularit~s caractdristiques du mouvement des diffdrents ~ld- 
ment~ de volume des corps, comme le montro le r fondamental (t 8). 
La force (A) apparalt donc comme une action ~ distance, que subi~ chaque 
dldment d'un corps de la part de tousles  autres dldments de ce corps et 
de tousles  616ments des corps distants. 

I1 se manifeste donc, dans notre syst~me hydrodynamique, entre los 
divers dldments des corps, des forces qui ont le m~me caract~re d'aetions 
apparentes h distance que les forces ponddromotrices dans un syst~me 
~lectrique ou magndtique. 
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26. A vant d'aller plus loin, rappelons nous ce que nous savons, et 
ce que nous ignorons, concernant les forces pondgromotriees dans les champs 
dlectriques ou magndtiques. 

Nos expdriences directes se rapportent aux forces rdsultantes s'appliquant 
it des corps de dimensions finies. Ces forces rdsultent d'une distribution de 
forces 616mentaires, qui s'appliquent aux diffdrentes dldments de volume des 
corps. Mais la connaissance de la force r6sultante ne suffit pas pour d6- 
terminer uniformdment ces forces gldmentaires. 

On a essay6, il est vrai, de ddfinir, par des voles indirectes, le syst~me 
des forces 616mentaires dans les champs 61ectriques et magngtiques. On a 
mgme essay6 d'aller encore plus loin, de dgterminer les pressions ~ l'in- 
tgrieur des champs, pressions dans lesquelles on cherche, d'apr~s FAaADAY 
et MAXWELL, la cause de ces forces. Mais on a l e  droit de se demander, 
s i ce s  ddveloppements sont k l'abri de tout reproche. Une discussion de 
ces dgveloppements, faite en s'dclairant ~ la lumi~re de l'analogie hydro- 
dynamique qui nous oceupe ici, pr6senterait certainement un grand intdrgt. 
Mais bornons nous ici k formuler les conclusions qu'on peut tirer, avec 
une sfiret6 absolue, relativement h l'analogie des phdnom~nes dlectriques ou 
magngtiques et des phgnom~nes hydrodynamiques. Autrement dit, bornons 
nous ~ considdrer, dans le cas hydrodynamique eomme dans le cas 61ec- 
trique ou magn6tique, la force rgsultante appliqu~e ~ un corps de dimen- 
sions finies, c'est h dire la force dont les composantes sont 

x =fxedr, 

(a) r = f r e d , ,  

Z =f  dr, 

les intdgrales grant dtendues h u n  corps de dimensions finies. 

2 7. En substituant les expressions (25, A) dans (26, a), on obtient les 
expressions de X,  Y et Z, qui sont respectivement les sommes de quatre in- 
t~grales, correspondant aux quatre parties principales des formules (25, A). 
Ecrivons les int6grales qui se rapportent ~ la composante X. Nous aurons 

(a) x - _  + + 
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OU 

(b) 
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X1 ~- - -  f e~dr, 

x ,  = - -  f - 

Toutes ces int6grales sont bien connues dans la thgorie de l'61ectricit6 
ou du magn6tisme. Elles repr&entent la composante X de la force r4sultante 
agissant s u r u n  corps, composante qui ressort de quatre causes diff&entes, 
X 1 due ~ la distribution d'~lectricit6 ou de magn6tisme vrai e, X~ due aux 
polarisations intrins~ques ue, ve, w~, Xa dub /t l'hdt6roggn6it6 (forces d6pendant 
de l'influence 61ectrique ou du magn6tisme induit) et enfin X4 due ~ la 
distribution des courants ~lectriques l ,  m, n ou du courant magn6tique 
- -  l ,  - -  ~ ,  - -  ~. Seulement, chaque intdgrale est affect~e d'un signe con- 
traire ~ celui avec lequel elle apparait dans l'61ectricit6 ou le magn&isme. 

I1 faut done en conclure que les forces r6sultantes qui apparaissent dans 
le champ hydrodynamique sont toujours ggales, maim de signe opposde, 
aux forces r&ultantes qui s'appliquent aux corps dans le champ 61ectrique 
ou magn6tique. 

28. On peut faire remarquer que les int6grales (27, b) ne repr6sentent 
pas sous la forme la plus ordinaire les forces agissant dans le champ 61ec- 
trique ou magn6tique. Montrons done, pour plus d'6vidence, la transfor- 
mation des intSgrales (27, b) suivant la forme employ6e le plus souvant 
pour calculer ces forces. Cette transformation repose sur l'introduction de 
la divergence e ( I i ,  a) de l'intensit6 de champ comme quantit6 auxiliaire. 
C'est la quantit6 qu'on appelle, dans le cas de l'61ectricit6 ou du magn6- 
tisme, la densit~ libre d'61ectricit6 ou de magn~tisme, pour la distinguer de 
la densit6 vraie e, qui est le quantit6 fondamental, proprement dire, au 
point de vue physique. 

Remarquons que, k o dtant constant, on peut dcrire la troisi~me intd- 
grale (27, b) sous la forme 
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X~ ~-- f ~ - ( ~  + ~ + ~ )  ~(k ~-- k~ 

Si l'on effectue maintenant une transformation par parties dans tout le 
volume du corps, l'int6grale de surface disparaitra, par ce qu'h la surface 
k--/Co est 6gale h z6ro. I1 vient donc 

J t 

De mgme on obtient en transformant par parties l'intd, grale X~ 

X~ = ~ _ _ _  u ~  + v~ G + w ~  jdr. 

En faisant la somme des intdgrales X~ et X~ et tenant compte des 6qua- 
tions de connection (20, A) on trouve 

x~+x3=__f{(,,__ko~) ~ - ~  ~ - , ~ l  d + (v--  key) ~ + (w-- ~oWj ~ j r 

ce qu'on peut ensuite dcrire, en tenant compte de (20, B) 

(a) X: + X3 = f { (u-- ko~) aa _ aa _ a a }  - -  ~ + (v - -  k or) ~ + (w - -  k o w) ~ dr  

Transformons par parties la premiere de ces deux int6grales. L'int6grale 
de surface disparaltra par ce qu'h la surface u--kog~v--ko~---w--ko~o. 
I1 reste donc seulement l'int6grale de volume. Cette intdgrale se sdpare 
en deux, dent l'une contient la divergence e de la vitesse actuelle (20, C) 
et l'autrc la divergence ~ de l'intensitg de champ (I 2, a). La premiere de 
ces intggrales est simplement - - X  I. De mdme on pent s6parer de la se- 
conde int6gral (a) l'int6grale - - X  4. I1 vient donc 

d'oh l'on d6duit imm6diatement la valeur de X. Les valeurs do Y e t  Z s'en 
d6duisent par sym6trie. On arrive ainsi enfin ~ l'expression suivante des 
composantes de la force r6sultante appliqu6e h un corps 
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(b) r =  - -  d r - -  k0f(   - -  

z = - kof  d -- kofq  - -  

En cas de discontinuit6 cos intdgrales de volume contiennent implicitement 
des intdgrales de surface oh figurent les divergences de surface e et les tour- 
billons de surface l ,  m, n. 

Ce sent bien lh les formules ~ l'aide desquelles on repr6sente le plus 
souvant la force appliqu6e h u n  corps dans le champ 61ectromagn6tique, 
abstraction faite settlement des signes ndgatifs des seconds membres. La 
force se compose de deux parties, une premiere qui est analogue ~ la force 
vers la distribution du magn6tisme libre e, et une seconde qui est analogue 

la force vers la distribution du courant dlectrique l ,  m, n, les corps se 
trouvant dans un milieu ayant la perm6abilitg magn6tique k 0. 

Nous avons donc bien d6montr6 que ces forces rdsultantes, qui agissent 
sur les corps dans le champ hydrodynamique, sent, au signe pr6s, iden- 
tiques aux forces ponddromotrices r6sultantes qui agissent sur les corps 
dans le champ 61ectromagn6tique. 

VIII. A c t i o n s  ~t d i s t a n c e .  

2 9. L'analogie que nous venons de ddcouvrir nous montre bien 
nettement que les forces hydrodynamiques ont le m4me caract6re d'actions 
r6ciproques h distance qu'ont les forces ponddromotrices dans le champ 
dlectromagn6tique. Mettons aussi ce r6sultat explicitement en gvidence, en 
dormant aux formules, qui expriment les forces, l'apparence ext6rieur qui 
correspond h des forces h distance. 

Pour y arriver, remarquons que les formules (28, b) expriment la 
force r6sultante h l'aide de l'intensit6 de champ u, v, w en connection avec 
la divergence e et la rotation l ,  m, n de ce mSme vecteur. On peut 6gale- 
ment exprimer le vecteur lui-m4me h l'aide de ces divergences et rotations. 
C'est en introduisant ces expressions du vecteur u, v, w dans ]es formules 
(28, b) qu'on arrive aux formules qui donnent aux forces l'apparence ex- 
t6rieur de forces ~ distance. 
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3 o. Reprenons done l'expression d 'un veeteur h l'aide de ses diver- 
genees et de ses rotations. D'abord on pent toujours exprimer nn veeteur 
g ,  ~, ~ '~ l'aide d'un potentiel sealaire et d 'un potentiel vecteur en 6erivant 

a~ a~r aTv 
g = ~ + az ay ' 

a> aN aZ 

ar aZ a~  
i? = aa + ay ae 

Ensuite on pent, s'il s'agi~ d 'un espaee infini, ealeuler f ,  l;, M ,  N h l'aide 
des quadratures 

r 

(b) 

d 4r:r ' 

,14~r 

Dans ee eas l'indiee i signifie que les qnantiths e, l ,  m, n son~ donndes 
en fonction des eoordonndes ~1, Y~ , zl, qni servent de lettres d'intdgratiou. 
r est la distance du point x l ,  YI, Zl, mobile pendant l'int6gr~tion, au 
point x , y ,  z, off l 'on eherehe la valeur des quantitds ~, L, ;Vl, N. Les 
intdgrations s '&endent h routes les rdgions de l'espaee off existent les quan- 
tit6s e, t ,  m, n. L'int6gration effective s'dtend done au volume des corps 
seulement. Mats, ees quantitds 6tant identiquement nulles dans le fluide 
fondamental, on peat considdrer les inthgrations eolnme 6tendues ~ l'espaee 
entier.  

(a) 

a x. Substitutions (3 o, a) dans (28, b). La eomposante X s'herit 

x :  x ,  + x 3 + 
Aeta ~mthematiea. 30. Impritn~ le 17 octobre 1905. 17 
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(I)) 
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== dr ,  

X : ;  - - -  k o " '  ~,z ay- d r ,  

X --- - -  k o ,Jii a7 ~ - / - - ~ i  a )  
a~ 

x , y ,  z sont les lettres d'intdo'ration, et l 'int~gration s'effectuee dans lc 
volume du corps vers lequel s'exerce la force rdsultante que l 'on cherche 
h ddterminer. 

A vant d'effectuer la substitution des valeurs de F ,  ~'' M, :~r trans- 
formons la derniSre des quatrc intdgrales, l ;addi t ion et la s<>ustraction <lu 

�9 aL terme l a~ nous permet d'6crirc X sous llt forme 

)( f (  = ; " aZ ~ a]f/ aV~dr - -  k0 q_ ~ a L_ q_ 57/dr .  
a,~ / ,, a J a?t 

Or, la derni~re de ees deux int6gralcs disparait. Car, si nous intdgrons par 
parties dans tout le volume du corps, nous avons une iutdgrale de surface 
qui eontient le, valeurs de l ,  m, ~ h llt surface, et une intdgral de volume 
qui contient la divergence 

a 'm-: a}~ 

aX + ~}i + - az az 

du tourbillon ~, ,m, 4i. Or ees deux intdgrales disparaissent, paree qu'h la 
surface du corps le tourbillon est nul (15), et parce que la divergence 
d'un tourbillon est toujours identiqucment nulle, comme on le voit de suite 
en fornmnt la divergence des expressions (20, B). L'expression de X, s'6crit 
donc simplement 

(b') x~ = k o j \ ,  a~, + ~n a~ + it 5;1 / ' 
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En substituant maintenant d'apr~s (3 o, b) les vateurs de ~, 5, ~i, iV 
on peut effectuer sous le second signe somme les diffdrentiations par rapport 
aux variables x,  y, z. 11 vient doric 

f f ~  a i X 1 = ko e~ g* 4-~ drdr,, 

(e) 
drdr .  ~ : X ,  = k o e m: az 4~,r a~./ 4r.r / . 

= - -  d rd ' q ,  ko e l  ~iaz 4~r ay ~" 

/ ' ?  
X~ H 

, .] ,]  ~os 4~rr 
i 

On en ddduit par symdtrie des expressions analogues relatives aux axes 
y e t z .  

32. Ces formules donnent bien h la force eonsider6e l'apparence d'une 
force h. distance, se eomposan~ de qua~re forces partielles. 

La premi&e de ees forces pal~ielles parait provenir d'une force agissant 
entre les masses magn6toXdiques libres ~dr et ~ldr l ,  que portent les 6ld- 
rnents dr et dr:. Elle agit eonformdment h la loi de COULOMS, mais avee 
inversion de signe, les masses magndtoidiques de m~me signe s'attirant et 
eelles de signes contraires se repoussant. 

La seconde force parait provenir d'une action h distance que subirait 
l'616ment dr de masse magn6to~dique edr  de la pm't de l'616ment dr, si~ge 
d'un eourant dleetroidiques de densit6 de eourant t~, mr, n~. Pour mienx 
se rendre eompte de la nature de eette force on peut ehoisir des 61dments 
de volume partieuliers. On peut diviser le corps en tubes infiniment minces 
engendrds par des lignes de eourant 61eetroidique. On trouve ainsi sans 
diffieult6 que ehaque 61~ment lin6aire dsl d'un tel tube agit sur la masse 
magn~toidique edr suivant la loi de BlOT et SAVAUT eL suivant la r6gle 
d'Am'L,'uE, mais cette dernigre r6gle 6t~nt inversde de signe. 

La troisi6me force reprdsen~e la force que subit l'616men~ de volume 
dr,  si6ge du courant 61eetroidique ~, m, n, de la part de l'dl~ment de volume 
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dr: de masse magndtoYdique ~jdr~. C'est la rdacfion correspondant ~ Faction 
envisagde darts le eas prdeddent. 

La quatriSme force parait provenir d'une action h distance apparente 
qui s'dffectuerait entre deux dldments de volume dr et dry, si5ges de courants 
61ectroidiques de densitds respectivcs [, ~ ,  'n et G, ~ ,  T~. En considdrant 
les m6mes dldments de volume spdciaux que ci-dcssus, on ddduit facilement 
que deux filets de courant agisscnt l'uu sur l'autre suivant la force qu'on 
deduit du potcnticl de NEU~L,t'.N', mais avee inversion de signe. 

IX. Analogie ttnalytiq~te et tt~alogic physiq~te. 

33. Ainsi que nous l'avons trouvd, lo mouvement de notre systSme 
hydrodynamiquc s'effectue conformdment h des formules qui sont en m~me 
temps les formules fondamentales de l'dleetromagndtisme stationnaire. Au 
point de vue analytique l'analogie est complete, abstraction faite de l'in- 
version de signe des formules qui se rapportent aux forces ponddromotrices. 

Mats bien que l'analogie analytique soit h tel point complete, un 
observateur qui regarde des mouvement fluides ne ddcouvrira gubre la 
moindre trace de cette analogie. Elle se dissimule par suite de diverses 
causes. D'abord ]e syst~me hydrodynamique est un systSme en mouve- 
m ent, tandis que le syst~me dlectromagndtique est, au moths extdrieure- 
ment, uu syst5me en repos. En gdndral ]e syst~me hydrodynamique 
change incessament de configuration, et l'analogie avec un systSme 61cctro- 
magndtique ddtermind ne subsiste quc pendant un instant, l 'instant pendant 
lequel le syst~me mobile passe par la configuration que poss~de constam- 
ment l'autre syst5me. L'instant d'aprSs le svst~mc hydrodynamique sera 
h comparer h un autre syst~me dlectromagndtique, et ainsi de suite. 

I1 faudra done que l'observateur se borne h faire ses observations au 
moment oil exis~e l'analogie avee un systSme 51ectromagndtique ddtermind. 
Et pour pouvoir ddcouvrir l'analogie qui existe pendant cet instant, il 
faudrait encore que l'observateur s6t d@omposcr lc mouvement actuel, 
qu'il observe, en deux mouvements partiels, et c'est lh une operation qui 
s'6ffectuera en g~n~ral plus facilement dans les calculs math6matiques que 
darts les observations physiques. 
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I1 n'y a donc rien d'dtonnant ~ ce que l'on n'ait pas depuis longtemps 
ddcouver~ cette analogie, uniquement en observant les mouvements des 
fluides. 

34. La premiere condition, qui dolt-~tre satisfaite pour que l'ana- 
logic puisse ressortir visiblement aux yeux, est donc celle-ci, que le mouve- 
ment du syst~me fluide soit d'une telle nature sp6ciale qu'il ne soit pas 
accompagn6 de changement de configuration essentielle. :Nous verrons que 
cette condition ndcessaire sera aussi suffisante pour que l'analogie puisse 
ressortir comme une r6alite physique, apparente aux yeux. 

I1 existe deux formes de mouvements qui ne sont pas accompagnds 
de changements de configuration visibles. La premiere est celle du mouve- 

m e n t  permanent. Darts ce cas l'invariabilit~ ext~rieure du syst~me est 
assurde par la condition que le volume qu'occupe une masse quelconque 
du fluide sera, pendant le mouvement, toujours remplac6 par unc masse  
absolument semblable, possddant absolument le m~me mouvement. Un tel 
mouvement ne changera dvidemment ni la forme extdrieure des corps, ni 
les positions de ces corps darts l'espace. 

La seconde forme est celle d'un mouvement vibratoire, qui se limite 
h des amplitudes tr~s petites autour d'une configuration invariable. Dans 
ce cas la condition de la configuration invariable n'est remplie que d'une 
maniSre approximative. Mais l'approximation est d'autant plus grande 
qu'on ehoisit des amplitudes plus petites. On peut donc rdaliser ainsi 
facilement darts la pratique le cas off la constatation des changements de 
configuration dchappe h u n  observateur dou6 de sens grossiers. 

35. Mais il y a u n e  remarque importante ~ faire relativement ~ ce 
passage de l'analogie analytique ~ une analogie physique concrete. Ddjh 
l'analogie analytique est de nature restreinte. Les formules hydrodynamiques 
que nous venous de d@elopper correspondent h celles de l'dlectrodynamique 
stationnaire seulement, et non pas h celles de l'dleetrodynamique la plus 
gdndrale. Si maintenant on passe de l'analogie analytique ~ une analogie 
physique, en introduisant l'une ou l'autre des hypotheses mentionndes ci- 
dessus, le domaine de l'analogie se restreint encore d'avantage. Et ce do- 
maine se restreint de deux maniSres diffdrentes suivant la nature du mouve- 
merit spdcialis6. 
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Dans ]e cas du mouvemcnt permanent on arrive '~ une :malogie qui 
ressortit des trave~mx de v. HF_LMIIOLTZ et de Lolm KELVI~ ~. Dans le cas 
du mouvement vibratoire on arrive h l'analogie qu'a trouvde C. A. BJEI~K- 
~'~S pour ]e cas de corps sph6riques, mais que nous allons ddmontrer ainsi 

d'une mani~re gdngrale. 

X. l~tat  de ~Jt~o'avement l t e , r m t ~ e ~ t .  A n r d o f l i e s  de  v. H e l m h o l t z  

et  de  L o r d  K e l v g n .  

56. Dans le rdgime permanent les corps paraltront limitgs par des 
sur[aces gSomStriques fixes dans l'6space. Le mouvement du fluide ex- 
tdrieur sera done compl~tement ind@cndant du mouvement que poss~de le 
fiuide ~t l'intdrieur des corps. Quelles que soient les hypothbses que l 'on 
fasse relativement aux corps, le mouvement dans l'espace extdrieur sera le 
mouvcment irrotationnel d'un fluide homog~nc et incompressible, compris 
entre des surfaces limites fixes. Or on salt que ce mouvement ne peut 
exister qu'h la condition que l'espacc soit h connections multiples. I1 faut 
done qu'un ou plusieurs des corps soient percSs de canaux, h travers des- 
quels le fluide peut circuler: c'cst le mouvemcnt de circulation h potentieI 
non uniforme, dont les propriStSs sour lgen connues. Les corps qui ne 
sont pas percSs de eauaux ne forment que des obstacles aux courants, qui 
existent, grhee aux canaux clans les autres corps. Partout les lignes de 
courant s'infldchissent tangentiellement aux surfaces des corps. 

37. La constitution et le mouvement int~rieur des corps ~t~nt in- 
diff6rent vis-a-vis du mouvement du fluids fond,~mcntal, supposons d'abord 
un cas limite tr~s simple. Supposons que les corps ont unc densit5 infinie, 
et par eons4quent un volume sp~eifique nul. Dans l c c a s  magn~tique cor- 
respondant les corps auront donc unc permdabilit6 magn6tique halle: c'est 

le cas id6al d'une diamagndtisme extrSme. 
Poursuivons l'analogie dans ce cas id6al. Dans les corps infiniment 

diamagndtiques il peut exister unc intensitd de ch:~mp finie. Mais la per- 
mdabilitd magndtique dtant nulle, une induction nulle correspondra h l'in- 
tensit6 de champ finie. De m~me, dans les corps infinimen~ lourds i] peut 
exister une intensitd de champ, c'cst h dire une quantit6 de Inouvement, 
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finie. Mais la vitesse qui y correspond est nulle. On peut donc donner 
h ces corps une distribution intdrieure quelconque de l'intensitd de champ. 
La condition de leur immobihtg dans l'espace reste remplie, sans qu'il soit 
n~cessaire de sp~cialiser la distribution de cette intensit6 de chump, on 
bien d'introduire une vitesse d'dnergic produite par des forces ext6ricures. 

on  pout donc se donner une distribution de l'intensitd de champ qui 
correspond ~ une distribution queleonque des teurbillons dynamiques. Ou 
bien, on pent se donner duns les corps infiniment lourds une distribution 
quelconque de tourbillons dynamiqucs, et duns les corps infiniment dia- 
magn&iques une distribution qucleonque de courants 61eetriques. Ces deux 
syst~mes sont donc analogues entre cux dans le sens que nous avons d& 
velopp6. Au point de rue gdom&riquc il y a une identitd complete entre 
les champs des deux syst~mes. Et h eette analogie gdom&rique direete 
s'ajoute l'analogie dynamique inverse. I1 s'exerce dans le champ hydro- 
dynamique entre les corps infiniment lourds des forces apparentes ~ distance, 
qui sont au signe pros identiques aux forces qui agissent entre les corps 
infiniment diamagn~tiques duns le champ 61eetromagn&ique. Ainsi les 
corps infiniment lourds duns le syst~me hydrodynamique agissent les uns 
sur les autres h l'inverse des corps infiniment diamagn6tiques qui sont le 
si~ge d'un systgme queleonque de courants dleetriques. 

Duns des corps infiniment diamagndtiques qui sont pere~s d'un nombre 
snffisant de eanaux d'une forme eonvenable, on peut distribuer des courants 
61eetriques de mani~re h obtenir duns l'espace ex~drieur un champ magnd- 
tostatique queleonque. En ee qui eoneerne ses actions extgrieures ee corps 
peut done reprdsenter un aimant permanent queleonque, mais avec eette 
particularitd que cet aimant serait construit en une matiSre infiniment dia- 
magndtique. L'effet visible extdrieur du diamagn~tisme diminuera inddfini- 
ment si l'espaee occup~ par les pores devient infiniment grand compard g 
l'espace occupd par la mati~re du corps. Duns ce sens nos corps poreux 
infiniment lourds donnent l'imag'e hydrodynumique des aimants permanents. 

Ajoutons enfin qu'aux corps fluides infiniments lourds et immobiles 
nous pouvons, sans changer en rien l'effet exf~rieur, substituer des corps 
rigides immobiles. N ous retombons done sur le rdsultat suivant: 

Si duns un fluide homog~ne et incompressible il se trouve des corps 
poreux, immobiles duns l'espace, et si h travers les pores de ces corps le 
fluide exdcute le mouvement de circulation irrotationnelle, cos corps poreux 
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agiront les uns sur les autres comme des aimants permanents dont l'action 
apparente h distance serait chanffde de signe. 

La premiere idde d'une analogie de ce genre est due h EULER, qui 
n'a pas soupconnd pourtant la nature inverse de la force h distance. 
L'dnonc6 prdcis et la ddmonstration rigoureuse sont dus ~t LOaD KELVIN. ~ 

38. Les dgveloppements de LORD KELVIN s'appuyaient sur l'analogie 
gdom&rique qu'avait dnoncde v. I=[EL~IHOLTZ dans son mdmoire cdl~bre sur 
les mouvements tourbillonnaires. Montrons la connection de l'analogie que 
nous avons ddveloppde ici avec celle de v. HEL~IHOIJTZ. 

Pour y arriver remarquons qu'au lieu de consid6rer des corps infini- 
C " P merit lourds, nous pouvons onslderer des corps d'unc densit6 quelconque. 

Mais pour assurer leur immobilitd dans l'gspace il faut ou bier ajouter la vi- 
tesse d'dnergie ndcessaire, ou bien se donner une distribution de tourbillons 
tout h fair particuli~re. Dans le cas de l'dlectromagn&isme cela veut dire 
que si l'on donne aux corps des perm6abilif~s magn&iqucs quelconques, il 
faut par des polarisations magndtiques intrins~ques particuliSres, ou par des 
distributions particuli~res de courants dlecta-iques, s'arranger pour que le 
champ ext~rieur reste le mSme que dans le cas de corps infiniment diamagnd- 
tiques. Ces magndtisations ou ces courants ont donc pour but de donner 
aux corps l'aspect extdrieur de corps infiniment diamagn&iques. 

Cela grant, supposons que le fluide qui constitue les corps air la 
mSme densitd que le fluide extdrieur. Supposons la vitesse d'dnergie nulle 
et supposons donnde une distribution de tourbillons dynamiques, assujettie 
h la condition de laisser ]es corps stationnaires dans ]'espace. Nous re- 
tombons 'donc au cas des ~quations (I 2, c), et l'analogie se transf~re immd- 
diatement de l'intensitd de champ et du tourbillon dynamique h la vitesse 
actuelle et au tourbillon cindmatique. On peut donc, dang ce cas, comparer 
aussi la vitesse actuelle h l'intensit6 de champ magn6tique, et le tourbillon 
cindmatique au courant 61ectrique: c'est la comparaison de v. I-[I.:LMIIOLTZ. 

Mais v. ~-tELMHOLTZ dnonee son rdsultat sous une forme moins spdcialisde. 
Car pour lui la distribution de tourbillons est quelconque, et il n'est pas 

1 EULER, Lettres h une princesse d'Allemagne, T. III, lettres cLxxvr--cLxxvrm 
Sir W. Trto.~rso~, Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Feb. 

I87O: Papers on Electrostatics and Magnetism, London I872 , p. 567--57 I. 
Philosophical Magazine, 4:th. Series, T. 45, P. 337--38. I873. 
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n6cessaire que les masses fluides, possddant le mouvement ~ourbillonnaire, 
forment des corps stationaires dans l'dspace. Ces corps peuvent avoir des 
mouvements quelconques. Mais on ne gagne cette g6n6ralisation de l'ana- 
logic g6om~trique qu'aux ddpens de l'analogie dynamique qui dispara~t to- 
talement. Ce fair est mis en pleine 6videnee par les exemples qu'on 
calcule ordinairement dans les cours d'hydrodynamique. On trouve par 
exemple que deux filets de tourbillons de mgme intensit6 exdcutent un 
mouvement de rotation l 'un autour de l'autre, s'ils sent de mgme signe, 
et un mouvement de translation Fun aupr~s de l'autre s'ils sent de signes 
contraires. Mats on ne trouve pas la moindre trace d'une attraction ou 
une r6pulsion entre les filets comme entre des courants dlectriques paral- 
l~les. Du moment, au contraire, qu'on introduit la condition que les filets 
de tourbillons garderont leur situation dans l'espace, on trouvera une r@ul- 
sion en casde  rotations de mgme sens, et une att-raetion en cas de rotations 
de sens contraire. Ce r6sultat peut gtre v6rifi6 exp6rimentellement ~ 1'aide 
de corps sohdes cylindriques auxquels on donne un mouvement de rota- 
tion dans l'eau. 

Comme le prouve ce cas particulier, et comme le montrent les dg- 
veloppements de LORD KEI, VIN, ainsi "que les ddveloppements tout diffdrents 
que nous venons de donner iei ,  c'est seulement dans le cas des tourbillons 
stationnaire dans l'espace que s'approfondit l'analogie de v. Hrr,MrmrTZ, en 
s'~tendant aux forces apparentes ~ distance entre les tourbillons. 

XL ~ ta t  de m o u v e m e n t s  vibratolres.  Ana~ogie de C. .4. B jerknes .  

39. Considdrons maintenant l'6f~t de mouvement vibratoire. Dans 
un tel mouvement, le teurbillon dynamique, s'il existe, doit gtre aussi n6- 
cessairement vibratoire, e~ par consdquent fonction du temps. Mats nous 
avons d6montr6 que la valeur de ce tourbillon est inddpendante du temps 
(I2). Pour dviter cette contradiction fl faut done ndeessairement supposer 
que ce tourbillon est partout identiquement nul 

~ = ~ = ~ = o .  

C'est par cette condition que se restreint le domaine de l'analogie physique 
dans le cas des mouvements vibratoires. 

Aeta math~mativa. 30. Impr im6 le 21 octobre 1905. 1 8  
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Dans ce cas les dquations (20, A- -D) ,  qui ddmontrent l 'analogi g~omd- 
trique, se rdduisent h 

u = k'~ "4- u ~ ,  

(h)  ~ = ~ + ~e, 

w : k ~ + w ~ ,  

o = y  ~z  - -  o, 

(B) ~z ~z O, 

O) 
~z Oy 

au  av aw 
(c) a~ + o~: + a-; = e 

jointes aux conditions que dans le fluide fondamental on a 

ue : -  o ,  e ---- o, 

(D) v, = o, k = k0. 

W e ~--- O) 

De mgme les 6quations (25, A), qui ddmontrent l'analogie dynamique in- 
verse, se r6duisent 

(E) 

X e = - - e ~  + i , u ~  + ~ + w-5-;) +-2 (a~ + + ~ ' ) ~  , 

--  I_a,*. ~v, ~w~ I ~ ~k 
Y~ - - e ~  .-[-(, oy nt" ~ -f" ~ --{-- (a' --[- 4- w ' ) - - ,  

- I_s,,~ -~*,e ~we~ ~ ( ~ + ~ ,  _ , , ~  E = - - ew  + ~u-ff. + v-~7 " + ~--~-/,/+ ~ + w ) ~ .  

Ces gquations sont sat-isfaites h chaque instant pendant le mouvement. 
I1 faut en ddduire ce que constatera un observateur, ayant des sens trop 
grossiers pour voir les petites oscillations, mats observant seulement ce qui 
en rdsulte en moyenne. 
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4 o. Soit f ( t)  une fonction p~riodique du temps de p6riode r, 

(a) f ( t  + r) = f(t).  

La fonetion doit avoir des valeurs toujours finies, mais la p6riode r d'oit 
8tre une petite quantit6 du premier ordre, fie suppose de plus que cette 
fonction pdriodique air pour une pdriode une valeur moyenne lindaire nulle, 
et une valeur moyenne quudratique 6gale ~ I, 

t 4 * r  

(b) f r(t)dt = o, 
t 

t + v  

' f  (c) ; [ f ( t )]2dt~-  I. 
t 

]~videmment ces conditions ne restreignent pas essentiellement la forme de 
la fonetion f ( t ) .  Citons comme un exemple d'une fonetion qui jouit de 
ces propridtds 

( ! '  (d) f ( t ) = ~ / ~ s i n 2 z  + ~ ) .  

Des hypotheses faites il r6sulte que nous pouvons toujours 6erire 

t" 

(e) f f ( t ) d t =  
t 

t' grant un temps queleonque et , une petite quantit6 du premier ordre. 

4I. Remarquons maintenant que la vitesse d'expansion jointe ~ la 
vitesse d'6nergie suffisent pour d6terminer uniform6ment le champ de 
mouvement (I 8). Supposons donc ees quantit6s donn6es comme des fonc- 
tions p6riodiques du temps par les 6quations 

e ~- em f(t),  

ue = Ue, mf(t), (a) 
ve = v~,~f(t), 

we = we,~f(t). 

Ici e,~, ue,,~, v~,m, We, m SOnt des quantitds inddpendantes du temps qui don- 
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nent des mesures convenables de l'intensitd moyenne des mouvements vibra- 
toires considdrds. Car en verfu de (4 o, c) nous avons par exemple 

t+r 

e• = f e' dr. 
7" 

t 

Remarquons en outre que les quantitds e~, u,,~, v,,~, w,,~ ont les trees 
par rapport aux autres les m4mes signes qu'ont h une 6poque quelconque 
les quantit6s ddpendantes du temps e, u,, G, we- D'autre part, en vertu 
de la propridt6 (40, e), les ddplacements qui rdsultent des vitesses u~, v~, we, 
ou les ehangements de volume qui rdsultent de la vitesse d'expansion e, 
seront toujours des petites quantitds du premier ordre. I1 en r6sulte comme 
un corollaire, qu'h une petite quantit6 du premier ordre pros on peut con- 
sid6rer le volume spdcifique k d'une partieule quelconque du fluide eomme 
constante. 

Cela 6rant on voit de suite qu'h des petites quantitds du premier ordre 
pros on peut satisfaire aux ~quations (39, A--D) en derivant 

(b) 

u =  umf( t ) ,  

v = v,~f(t),  

w = w,~f(t) ,  

= ~mf( t ) ,  

~ =  ~ . f ( t ) ,  

: ~ , f ( t ) .  

Car la substitution de (a) et (b) en (39, A--C) donne 

(A) v., = + v. , . ,  

w. = k~,~ + w.,=, 

(B) 

ay az ~ O, 

a~,n a~rn 
az aZ = O~ 

am ay : O, 

aura arm aWm 
( r  - -  = e~, 
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relations auxquelles i l  faut joindre les conditions qui proviennent de la sub- 
stitution en (39, D), savoir 

~e, ra ~ O~ era ~ O~ 

(D) v~,., ---- o, k = k0. 

'We,,,, ---~ O, 

Si les quantitds ind6pendantes du temps u , , ,  v, , , ,  wra, ~ra, ~,,,, ~ , . ,  Ue, ra, Ve, ra, 

w~,~, e~, k, satisfont aux dquations (A--D), les formules (b) donnent la 
solution cherch4e, q ui est d~terminde uniform~ment par les quantit~s 
donndes (a). 

I)ans ce champ de mouvement vibratoire s'exercent des forces X, Y, Z, 
dont les valeurs momentan6es sont donnges par les formules (39, E). Cal- 
culons les valeurs moyennes. Pour la composante X cette valeur sera 

t + r  

- ~ f  X . , . .  = - X d r .  
t 

En utilisant la propridt6 (40, c) de la fonction f(t), nous trouvons done 
sans diffieult~ 

( ~Ue, ra 9Ve, ra - -  ~We, ra\ I --,2~1r 
xra=--era~ra+ ~-~- +~ra-~-+wra-~-) +~(~'~+~+w~)~, 

(E) yra=--era~ra + \  ra ~Y +vra-~u + ra ~U /+~(~+~+wra~, 

- - l -  aue, ra _ ~ve.ra - ~we, ra\ I ~ , ' a ~  

Comparons maintenant ces 6quations (A--E) aux gquations primaires 
(39, A--E).  On volt qu'elles ont exaetement la m~me forme. Dans le 
eas des vibrations synchrones il n'est done pas ndcessaire d'gcrire des 
formules diffdrentes pour l'gtat de mouvement vrai, et pour l'6tat de 
mouvement moyen. On arrive aux 6quations qui dgcrivent l'dtat moyen 
simplement en changeant l'interprgtation des symboles qui figurent duns les 
6quations du mouvement vrai: on interpr~te les quantitds u, v, w, u, v, w, 
ue, v~, we, e non plus eomme les valeurs aetuelles, mais comme les moyen- 
nes quadratiques des quantitds en question, et on consid~re en m~me temps 
k comme independent du temps. 
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42. Quand on a ainsi chang6 l'interprdtation des symboles qui figurent 
dans les 6quations (39, A--E) ,  il n'y figure plus que des param~tres indd- 
pendants du temps. Pour l'dtat de mouvement moyen l'analogie aux phd- 
nom~nes ~lectriques ou magn~tiques subsiste donc inddpendamment du 
temps. Dans cette interprdtation des symboles, les dquations (39, A- -E)  
se distinguent des dquations des champs dlectrostatiques ou magndtiques 
uniquement par le signe inverse des forces pond6romotrices (39, E). Pour 
un expdrimentateur qui n'observe pas les petits mouvements, mats seule- 
ment les forces moyennes que subissent los corps, le syst~me hydrodyna- 
mique semblerait donc gtre un syst~me dlectrostatique ou magngtique, mats 
avec cette particularitd singuli~re, que les masses de n%me nora s'attirent 
et les masses de nom contraire se repoussent. 

Le courant dlectroidique ~tant nul, l =  m-----h = o, on voit que les 
formules (28, b) de la force r~sultante vers un corps se r~duisent ~t 

(a) 

X = - -  kof  dr, 

Y = - -  kof  dr, 

Z = - -  kof  dr, 

f f  ~ ! X ~ k o eel ~ 4r, r drdrl, 

f f  ~ ~ dzdr~ Z ---- k e-e' ~z 4r, r 

donnent aux forces l'apparence extdrieure de forces h distance entre les 
masses 61ectroidiques ou magn6toidiques libres ~dr et e~drl. Ce sont, avec 
le signe chang6, les formules qui pcrmettent de calculer routes les actions 

distance de l'dlectrostatique ou du magn6tisme, soit que les masses libres 
ddpendent d'6lectrisations vraies, de polarisations dlectriques ou magndtiques 
in~rins~ques, ou enfin du phdnom~ne de l'influence. 

formules dans lesqueUes on interpr~te maintonant e comme grant la moyenne 
quadratique de la quantitg ~ primitive. Les formules 
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Les formules (a) et (b) sont ind~pendantes de la forme des corps. 
Elles renferment done comme des cas particuliers t ous l e s  rdsultats de 
C. A. BJ~RKNES relatifs aux actions apparentes ~ distance entre des corps 
sph6riques qui effectuent des mouvements de vibrations dans un liquide par- 
fait. Remarquons enfin quc les expgriences, ~ l'aide desquelles C. A. BJERK- 
~ES a v~rifig clans une d~endue si vaste ses r~sultats analytiques, rgussissent 
aussi bien avec des corps d'autres formes que la forme sph6rique. Les 
r6sultats g6ngraux analytiques, que nous venons de dgvelopper, sont done 
dgj~ vgrifi~s dans une dtendue considdrable par des exp6rienees concretes. 


