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z ~ Dans eette Note,  je me propose de reprdsenter la fonction 

une intdgrale de la forme 

fp (x)~-(i+)dx, 
0 

par 

F(x) d6signant une fonetion enti6re donn6e explieitement. Comme on sait, l'hy- 
poth6se de Riemann consiste en ce que la fonction ~(s) n'a pas de z6ros dans 

le demi-plan R(s)> ~. Notre repr6sentation fournira une condition n6cessaire et 
2 

suffisante pour la validit6 de cette hypoth6se de Riemann. Je ne sais pas encore 
d6cider si cette condition facilitera la vdrifieation de l'hypoth6se. 

2 ~ Formons les quantit6s 
CD 

C k ~ d ~  -2k  ( k =  I ,  2, . . . )  
n--1 

et la fonetion enti6re 

/ ' - -  I ~]r 

k--I 

D'apr6s le ealcul des r6sidus, on a 

a§ 

a~ d z ,  < a < z (x) F(z)-~ ~(zz)F(z) sin zcz = 
a - - i m  

I 
1 En ce qui eoncerne  l'ordre de grandeur  de r ~  of. LAxI,,U: Handbuch der  L e h r e  der  

Ver te i lung  der  P r i m z a h l e n  (Teubner,  I9o9)t. I p. 177--178. 
A d a  vtmO~wm~ea. 40. Imprim6 le 20 d6cembre 1915. 24 
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l ' int6grale 6rant  abso lument  et  uni form6ment  convergente  pour  

- - - ~ + ~ <  Arg x < - ~ - - ~  ( $ > o )  (2) 
2 ~ ~ 2  

II en r6sulte imm6diatement ,  on posant  a-----2' que l 'on a un i formdment  

lim F(x)  

ou en a d o p t a n t  une no ta t ion  due h M. LANDAU 

F ( x )  = o (~�89 (3) 

x t e n d a n t  vers l ' infini  ~ l ' intdrieur d ' un  anglo de la forme (2). 

3 ~ Fo rmons  m a i n t e n a n t  l ' intdgrale 

qa 

(8) = ; ~ - -  (~ + 1) F ( ~ ) d g ,  (4) ~0 
t /  
0 

le therein d ' in tdgra t ion  6 tant  l 'axe r6el positif. En  ver tu  de (3), cet te  int6grale 

converge absolument  et  uni/ormgment dans  route  bande  de la forme 

+ ,~<R(s )<2- -~  (~ > o), 

et olle y ropr6sente done une fonct ion analyt ique .  D 'au t re  par t ,  on peu t  derire 

CO $ 

0 
o o  

(8) ~0 (8) • -- 1~6 �9 

I1 est 16gitime d ' in te rver t i r  ro rd re  do la sommation et de l ' int6grat ion.  

Cola est dvident  pour  l ' int6grale prise entre  o et  I p. ex., les termes de la s6rie 

d tan t  de l 'ordre de grandeur  n -e .  Pour  l ' int6grale prise entre  I et  oo I la formule 

(i) nous donne 

I Oomme d'ordinaire, la notation r signifie que 4~(x) tend vers z6ro et la nota- ~a 

tion O(x)~ O(xa) signifie que ~(x) reste fini, quand x tend vers l'infini. 
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M d6signant un nombre positif ne d6pendant que de a. En choisissant x < a  < 2 

< R(8), on voit quo l ' interversion en question est 16gitime. 2 

Or, la s6rie 

dtant uniformdment convergente dans tout  domaine bornd et ayan t  par consd- 

quent  la valeur 
Xe - x  , 

on a finalement 

c.-~-d. 
0 

+') F(x)dx. (5) 
. 

0 

4 ~ Si l'on avait, x tendant  vers l'infini sur l 'axe r~el positif, 

F ( x )  = 0 (zt+~) (6) 

pour tout  nombre positif #, l'int6gralo (5) convergerait absolument et uniform6- 
mont dans touto bande de la formo 

~- + O < B 0 )  <_2-- ~. 2 

Donc, moyennant  l 'hypoth6se (6), la fonction ~(s) do Riemann n 'a pas de z~ros 

dans lo demi-plan R (~) > x_. 
2 

D'autre part,  en utilisant un th6or6mo de M. CA~TH~.OVORY, M. La_~vau 

avait d6montr6 que moyennant  l 'hypoth6se do Riemaun, on a 

O(Is[ ')  1 pour R ( s ) > ~  + J, 

I LANDAU: ZOo. 6"/t. t. I I p .  870. M. LXTTX.~WOOD a d6montr~ que moyennan t  la m6me hypo- 
I 

th~se, on a m6me ~ ffi O([s [8), ~ d~signant un  hombre positif a rb i t ra i rement  petit .  (Quelques 

eons6quences do l 'hypoth~se que la fonction ~(s) de R iemann  n 'a  pas de z6ros dans le demi-plan 
I 

R(s)>  ~" Comptes rendus,  2 9 janvier  1912. ) 
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r designant un nombre positif ne ddpendant que de ~. Done, en admet tan t  que 

l 'hypoth~se de Riemann soit vraie, on pourrait  mettre dans ( i ) a - ~  i + d, ce qui 
4 

entrainerai t  (6). 
On en conclut que (6) est la condition n~cessaire et su//isante pour la validit~ 

de l'hypothbse de Riemann. 
Remarquons que la formule (i) met  en dvidenee que la relation (6) est rem- 

plie dans tout  angle (2), d~s qu'elle l 'est sur l'axe rdel positif. 

Inversement,  on voit sans peine, en combinant (3) avee un thdor~me eonnu 

de MM. PHRAGMI~N et LINDELOF, que (6) dtant remplie sur une certaine demi- 

droite situde dans l'angle (2), elle le sera sur l 'axe rdel positif. 
On pourrait  remplaeer F(x)  par d ' au t r e s  fonctions de structure analogue. 

On volt que la mdthode quo nous avons suivie permet  aussi d 'exprimer la valeur 

rdciproque d'une fonction quelconque reprdsentde par une sdrie de Dirichlet. 

I1 est facile de vdrifier l 'identitd 

w -~- 

r l ,~ l  

les /~ (n) ddsignant les nombres de I~OBIUS. 
5% Nous ajouterons quelques remarques sur la distribution des zdros de 

la fonction Fix) .  

On a, pour x rdel et positif, lira e - ~ F ( - x )  ------ I .  D 'autre  part,  pour un x 
: e m o 0  X 

queleonque ~ o, F(x) satisfait s l'indgalitd I F ( x ) l <  I xlel ~1. De ces deux faits il 
rdsulte d'apr~s des thdor~mes connus de POI~rCAR~ 1 et de M. HADAMARD que F(x) 

est de genre un. 

Ddsignons maintenant  par ~ les zdros de F ( x ) ( ~  z, 2 . . . .  ). De l'indgalitd 
x 

ci-dessus, on conclut immddiatement moyennant  le thdorbme en question de M. 

2 '  
HADA~IARD que la sdrie ~ est convergente, e ddsignant u n  nombre positif 

c o  I 

arbitrairement petit .  Nous allons ddmontrer que la sdrie ~ [ ~  est divergente. 
v m l  

En effet, si elle dtait convergente on aurait  d'apr~s les faits prdcedents et 

i De la convergence de Z I -~  il s'ensuit 
1 

positif arbitrairement petit. 

ddsignant un nombre 
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le thdor~me cit~ de POINOAR~. F(x)--~xe -~  I - -  . 0bservons maintenant 
1 

que ]a relation F(x) ~ 0 (~-~)  (~ > o), x tendant  vers rinfini sur l 'axe r6el positif, 

eat inadmissible. Elle entrainerait  en effet le rdsultat manifestement inexact 

que la fonction ~(s) ne poss6de pas de z6ros imaginaires. Mais si F(x) ~tait de 

la forme ci-dessus, il r6sulterait imm6diatement du dit th6or~me de POL'~CaR~ 
I 

F(x)~O(e-~:a-~))=O(x�88176 Nous avons done d6montr6 que la s6rie ~[7~1 

est divergente. 

Ainsi nous avons obtenu pour F(x) la forme canonique suivante:  

F ( z )  = I - -  ( 7 )  
7,! 13--1 

Le nombre 7 est 6videmment r~e]. 
Nous allons maintenant d6montrer que F(x) a une in/initd de zdros imagi- 

naires. Ceci r6sultera d 'un th6or~me important  de M. PSLYA qu'il a eu l'amiti6 

de me communiquer lors d'un entretien k GSttingen 1'6t6 igi  3. ~ 
Le th~or6me en question peut  s'~noncer de la mani~re suivante: 

co 

Supposons que la /onction enti~re �9 ( x ) ~  ~ a n x  n admette une repr~entation de 
n m O  

la lorme 

ju--1 ~'--1 

(8)  

7 dtant > o, fl~ et fi~ d~signant des quantitds imaginairea conics, des, c, J a & de, 

quantitds rdellea, et ~ dtant convergent. Alora, pour que la /onction q)(x) n' ad- 
Y- -1  

mate pas en mtme temps une reprdsentation de la /orme 

(9 )  

7 et toua lea J~ ~tant des nombrea r~els de m~me signe et le produit ]]  (I + ~ x) dtant 

i Le thdor~me se trouve ~tabli dans le travail suivant de M. P6LY*, paru pendant l'im- 
pression du travail prdsent: Algebraische Untersuchungen fiber ganze Funktionen veto Ge- 
schlechte Null und Eins. J . f .  Math (145) 1915; cf. p. 247--249. 
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abaolument convergent, il /aut et il su//it que chacune des deux suites a0, al,  �9 �9 �9 a ,  . . . .  

et ao, - - a l , . . .  ( - - i ) "a ,  . . . .  prdsente une in/initd de changements de signe. 

En ee qui eoncerne notre fonction F (x), il est manifeste, d'apr~s ce que 

nous venons de d6montrer, qu'elle ne peut  admettre une representation de la 

forme (9)- D'autre part, il r~sulte de la formule (7) que si la fonction F(x)  n 'avait  

qu 'un nombre fini de z~ros imaginaires, elle admettrai t  une representation de la 

I I 
forme (8). La suite C I F ( I ) '  C2F(2) . . . .  ne pr6sentant aueun changement de 

signe, il s 'ensuivrait  d'apr~s le th~or~me de M. PSLYA que F(x)  admet en m6me 

temps une repr6sentation de la forme (9). Ceei 5tant impossible, il se t rouve 

~tabli que F (x) poss~de vraiment une infinit~ de z6ros imaginaires. 

D'autre  part,  de la relation 

et de l'inadmissibilitd de la relation F (x ) -~  O(x�88 il rdsulte immddiatement que 

F(x) change de signe au moins une fois sur l 'axe rdel positif. 

A 

v 


