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SUR LES SERIES DE TAYLOR QUI ONT UNE INFINITE
DE POINTS SINGULIERS

PAR

E. FABRY

4 MONTPELLIER.

1. Une série, ordonnée suivant les puissances entiéres de la variable,
définit une fonction analytique; il existe sur la circonférence de con-
vergence des points non singuliers, la fonction est définie pour des points
extérieurs au cercle de convergence par de nouvelles séries déduites de
la premiére. Mais il y a des cas ol ce prolongement analytique est
impossible, c'est & dire out tous les points de la circonférence de con-
vergence sont singuliers. M. FrEpHOLM en a indiqué un exemple (C. R.
24 mars 1890). M. HApaMARD a montré (Journal de Liouville, 4*"°
série, t. 8) que la circonférence de convergence est une coupure pour
la série Za,z, ot ¢, représente une suite de nombres entiers tels que

[ —_—C , e \ o, . ’
2L reste supérienr a une quantité £ fixe. M. BoreL a montré

(C. R. 5 octobre 1896) que cela a lieu dans le cas plus général on
€1 — ¢ > kyc,. Enfin jai démontré (Annales de 1’'Ecole normale,
octobre 1896), qu’il en est de méme toutes les fois que ¢,,, — ¢, aug-
mente indéfiniment, et méme dans des cas plus généraux ou la série
peut étre complete.

M. Borer (C. R. 14 décembre 1896) considére comme les plus gé-
nérales les séries dont les coefficients sont choisis arbitrairement, et in-
dépendemment les uns des autres, et démontre que dans ce cas le pro-

longement analytique est impossible. J’ai donné (C. R. 18 janvier 1897)
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une nouvelle démonstration de ce théoréme, en partant de considérations
plus simples, qui permettent de présenter le résultat sous une forme
plus générale. Clest cette démonstration qui sera développée dans la
premiére partie de ce mémoire. Je donnerai ensuite, sous une forme
nouvelle et plus générale, quelques-uns des théorémes que jai déja
signalés (Annales de 1’'Ecole normale), et jen déduirai des séries
particuliéres ayant pour coupure une portion déterminée de la circon-
férence de convergence.

Pour étudier la nature d’un point de la circonférence de convergence,
on peut, par un changement de variable, ramener le rayon de convergence
a l'unité, et le point considéré a coincider avec z = 1.

2. Soit
fle)=1a, +az+ ...+ a2+ ...
une série dont le cercle de convergence a pour rayon 1, c’est & dire telle
que la limite supérieure, pour # = oo, de y/Ja,| soit égale & 1; celle de
I ’ oy ) . . )
-L|a,| est alors o. & étant une quantité positive aussi petite que l'on
n

voudra, on peut trouver des valeurs de » supérieures & tout nombre
donné, telles que |a,|> (1 — ¢)", et il existe un nombre tel que pour
toute valeur de » supérieure on ait:

la,| < (1 4 €)™

Soit ¢ une quantité réelle comprise entre o et 1:

o n t
fle) = Z’”(L’(z——tr
n=9 —_
() w41 m4+1)... 04+
" = Gt Gt b, TR R
Si la limite supérieure de y "(t), pour # = 0o, est ;{——t, cette nou-

|n
velle série aura pour rayon de convergence I — ¢, et z =1 sera un
point singulier de f(z).
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Pour calculer T'ordre de grandeur des coefficients, remarquons que

Pexpression
k

e\" 1 —=
1.2, n(—> —e *
Vn
. 1 . . .
augmente avec # si k> — et diminue si k¥ = 0; car les logarithmes de

deux termes consécutifs ont pour différence:
y—1I

s <n_5) (I»—"\-l' n—l)_ ik_@;“z)

y=2

. . . ’ . . . . I
expression qui reste négative si k= o, et positive si ¥ >—. On en
=12

déduit:
()\/m>ln><)\/ ¢m wu>(>\/m

_3 n n - n
2\/n+p<n+p> <n+pt)1’<|( p) <\/n+p<n+p> <n+pt>1’.
np n P |n|p np n P

D’autre part |a,.,| < (1 4 €)**?, ¢ étant aussi petit que 'on voudra,

et

. "(t) .
pourvu que # soit assez grand. Il en résulte que, dans f‘i), il est

inutile de tenir compte des termes qui suivent a,,,, p étant compris

t
entre T4 et n—+—x~— 1. En effet:

1—t 1—t
3 ot n \/n+p‘n+p\” nt P\
Zdn_,_,,t lnlv (I+s) * np ( n ) ( p t>

n+p+l
p+1

0+ )tg(n+p+1)("+10+2)+-”:,-

X[1 (14 v+ 0 £ 2)

Dans cette suite, le rapport de deux termes consécutifs est

t+ At

(I_!_e)_ﬂ_i'”é( +e)t°ii_1'LiI <(1+4¢ )t+2

p+v p+1I

! la théorie des intégrales HKulériennes donne pour ln une valeur plus approchée,

qui est ici inutile.
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si e est choisi assez petit, ¢ et A restant fixes. Alors

I - ,l(n"'”) I+Z n+p
L Zp: tut o | < T T e &)+ L
pyntp I t+ At

expression qui différe aussi peu que Von voudra de

1+ Z t + A A 1—40
__+ L+ 4 —1— (I+Z>=L1~t
6 étant une quantité positive qui augmente avec A. Soit & compris
entre o et @, si n est assez grand, on aura

=
1—t)°

De méme si p est compris entre ntl:'i et ntl:/;—l— 1, (A< ), dans la

w41 pl("b+19) w4y
Lt at ——E-—E, ¢
que 1, et le module de cette somme est plus petit que

® + 1)(1 + &)t \/m (" b p)" (” + 2”z:)’";

np " p

n+u)

|v

v
n+vt

somme @, + a,,,¢ reste plus grand

i1 en résulte:

'L

2

< L+ 1)+ 2L + ¢

()

e
Z " 1 TEE—

y=0

qui a la méme limite que

L — )~ —1) <

I 142 t4 2 A
Ll—t T —g ! )—T:TZL(I +f)
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car la différence de ces deux expressions diminue, si A augmente entre
o et ¢.

n

. ()
Done si, dans R on ne conserve que les termes tels que p reste

t— 2 t+ 2
1 —¢ et rpmery
1—f

i —1

compris entre #

la somme des termes supprimés a un

module plus petit que 2( )n. Si la racine #®@° a pour limite su-

périeure —, aprés la suppression de ces termes, il existera une suite

illimitée de valeurs de » telles que

[ —s\* ( — <I — "
> (=) =)
et \7f ") 5 aussi pour limite supérieure

|7

. t
D’autre part, si £ tend vers
n I —

()

B

i
I —1t

7 %—pt tend vers 1, et

reste compris entre les deux quantités

Prn+tp n4+p , I on4p
'nL P t+L " +2nL np

et

pyrmt+p nt+p, L yn+p 3
'n,L P t+L n +2nL np 2n

. A o . I
qui ont la méme limite L?—~-

. +
Mettons en facteur ce coefficient l%—l i) £, et posons u 4 p = m
t) = m+ Jm41)...(m+v)
¢m() “m+am+1tp+1+ + Ot (p+1...(p+v

tap i g, L2 D. Pyt D)

mY Y mim—1)...(m — v + 1)
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o p augmente indéfiniment avec m, de fagon que 5 tende vers ¢, et

y>M,o<A<it<r1. Ona

() — Spm(t)tp l(’”"'l'P)
2 [n]p

+ ¢(t)
¢ comprenant les termes a,,, out v>p(1 -I-)L%), et ceux ou V<p(1 ——)L%),

qui sont ceux que nous avons supprimés. Si {[¢,(t)] a pour limite
supérieure 1, pour m = 0O, on aura, pour une suite de valeurs de #:

f'{é”l > (r—er(F=5) —2(=9)

(t)
n

fn
L 1—t
En posant z=1te¢", { =1 correspond a z=e¢", et l'on est conduit
au théoréme suivant:
Soit

n
e tendant vers o, et \/ aura pour limite supérieure

_N |(m+v) |p
fule) =X 0un? G

ou v prend toutes les valeurs entiéres comprises entre — Am et -+ im,
(l). p . m e . .
z=1te", - tendant vers 1, et 0<A<i<I. 8i Y|ga(s)| a pour limite

supérieure 1, pour m = 00, 2 =" est un point singulier de f(z).
¢ peut ici varier avec m, pourvu qu'il reste compris entre deux

limites comprises entre o et 1, % tendant vers 1.

. . 2kr " (a+yﬁz)vi
3. Laissant ¢ fixe, donnons &  les valeurs «t——- PN
k=0

est égal & ne™ si v est un multiple de %, et nul pour les autres valeurs
entiéres de y. Si #>Am, on a

S ()

T ) = na.
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. 2k .
Parmi les » arguments a - — il y en a donc au moins un tel que

ENZSIEAEN

et il y a une infinité de valeurs de @ vérifiant cette inégalité.

Si {[an| ne tend pas reguliérement vers 1, on ne prendra dans g,
que des valeurs de m telles que {[a,| tende vers 1. Soit alors 4, une
quantité positive plus petite que |a,|, telle que Y4, tende vers 1. On
pourra choisir {4, tendant vers 1 aussi lentement que l'on voudra, et
ne prendra que les valeurs de m telles que |a,| > 4, ce qui est toujours

possible. Posons alors
pa(te”) > 4,

a chaque valeur de m correspondent une infinité de valeurs de w qui
vérifient cette inégalité.

Si un arc de la circonférence de convergence ne contient aucun
point singulier, {/|¢, (f¢e*)| @ une limite supérieure plus petite que 1 pour
toutes les valeurs de w correspondantes, et l'on peut trouver une quantité

e telle que
|pa(te)] < (1—e)" < 4,

pour toute valeur assez grande de m. Aucun des arguments w ne se
trouvera alors sur cet arc, & partir d’'une valeur déterminée de m.

Si les points singuliers de la circonférence de convergence sont en
nombre limité, les valeurs de w auront des limites déterminées en nombre
fini, lorsque m augmente indéfiniment.

Considérons le cas général ol les coefficients @ sont donnés arbi-
trairement, c’est & dire indépendemment les uns des autres, avec la seule

.y I . . . fos
condition que ;}Llan[ ait pour limite supérieure o. On peut former des

fonctions ¢, n’ayant aucun terme @ commun, en prenant pour ¢ une

oo T — A\
suite de valeurs m,m,...m,... telles que m,(m) augmente constamment,
de sorte que (1 —A)>m(1 4 2. Cela a liew, par exemple, si
|m,— (1 4 XY| reste fini, X>T2£7’ pourvu que p soit assez grand. On

a ainsi une suite de valeurs de m, 4 chacune desquelles correspond au
moins un argument w,; ces arguments se déduisent de coefficients a
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distincts, et peuvent étre choisis arbitrairement en méme temps que les
a correspondants. Au dela de toute valeur de m, il y aura des argu-
ments w, sur un arc quelconque, et tout arc du cercle de convergence
contiendra des points singuliers.

Si un point du cercle de convergence n’était pas singulier, il y aurait
un arc, comprenaht ce point, ne contenant aucun point singulier;\et au
dela d'une valeur déterminée de m il n'y aurait aucun argument w, sur
cet arc, ce qui limite le choix des coefficients a correspondants.

A une suite illimitée quelconque de fonctions ¢,,, telles que %L[aml

tende vers o, correspond ainsi au moins un point singulier. Mais en
général on pourra toujours en déduire une infinité. En effet, n étant
un nombre entier fixe, posons:

. n—l %k ( . gfn)i> |(m+p+hn) | p
ay __ I n o _ hn pauthnyi P 12
Pulte) =-D ¢ " pulte =2 i

k=0
on a
. ye-1 __2_k’i7ri ( (a+%1r)i> . |(m+/l)‘p
- ny ¢ ny —_ frerel ——="1=
e T mlie e

siy > dm + |pl.

E=RIES

‘ tend aussi

.o I ! l(m-l—#)
Si L ot mL]amﬂ] tendent vers o, ,,;L{%wtﬂm

. .. G 1 .
vers 0; et, si 4, est choisi assez petit, ELA"‘ tendant vers o, parmi les

koo, .
v arguments a -+ %;7: il y en aura au moins un pour lequel |¢, ((e¥)| > 4,

2k
. . . . at —r)i
et il existe au moins un nombre entier &k tel que go,,,(te( " )) >A4,.
Mais ¢, ne contient que les coefficients a de la forme a,,,.s,; en
faisant varier g, on peut former # expressions ¢ n’ayant aucun terme
commun, & chacune desquelles correspondent des arguments «, pourvu

1 .
que ‘,;Liamwl tende vers o, au moins pour un terme de chacune de ces

n suiteg, ou —:; tend vers o. Les coefficients a de ¢, sont ainsi décom-

posés en # suites, & chacune desquelles correspond en général au moins
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un argument «, et Vinégalité |g, (¢¢")| > 4, sera vérifiée pour I'une des
valeurs w = a —2%7—1 de chacune de ces # suites. Les coefficients a étant
arbitraires, ces » arguments « sont aussi indépendants, et en général les
n séries de n termes a -27]? n’auront aucun terme commun; de sorte

que Pon obtiendra ainsi au moins n valeurs distinctes de w. Et comme
% peut étre aussi grand que lon voudra, il y aura en général, pour
chaque valeur de m, une infinité de valeurs de w qui ne tendront pas
vers une limite unique, mais donneront une infinité de points singuliers
quelque soit la suite de fonctions ¢, considérée. On est ainsi conduit
au théoréme suivant:

Dans le cas général ou les coefficients de la série Za,2" sont supposés
arbitraires et indépendants les uns des autres, la circonférence de con-
vergence est une coupure.

4. Soit a, = a, + ia;’. Si les parties réelles a, des termes de ¢,
sont de méme signe, pour une suite illimitée de valeurs de m telles que

%Lla,’n] tende vers o, |¢,(¢)| >|a,| et le point z= 1 est singulier. On

arrive 3 un résultat beaucoup plus général en considérant les change-
ments de signes successifs de la suite a.

Parmi les termes de ¢,, considérons ceux d'indices successifs m,
m+h, m4&b +hy, . ..,m+b +h+...4+h et m—P5...,
m—h—hy—...—hy. Soit k le plus grand et %' le plus petit des
nombres A ,hy, ..., Ry hiyhy, ..k, Supposons que 7 augmente indéfiniment

h . . 9. , ..
avec m , — tendant vers o, les derniers indices étant choisis de facon que
’ y ¢

by +hy + ...t by =h+k+...+ ki = H= Nk
ou N est un nombre entier, et
m < H < Jm + h.

Dans la suite des termes o' de ¢, (¢), considérons ceux qui changent
de signe a partir de a). Supposons qu'entre a;, et a,,,_, le nombre
des changements de signe soit au plus ak,, entre a,, et @), au
plus ah,, et quen général entre an,; . 44 _, € Gnysy.qs—1 il y ait au

Acta mathematica. 22. Imprimé le 7 mars 1898, 10
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plus ok, changements de signe, et ah) entre aj_n_ _u . €t Gn y_ . w41
Le nombre total des changements de signes entre a,,_., €t @, est
ainsi au plus égal a 2aH.
Soit
|(m +v) l »

Pu(t) = i Akf”m(tekg) Sv‘ [~ l(p_'_y ’m Z.A

k==—p

ou les coefficients 4 seront définis par l'identité

+p

i w o m
F(e)y=# 2 A=z " —e?).. (s " —e"

, T , T , T , m
X (zeﬂﬁ—— e—y'”—ﬁ) (zey"ﬁ— e " ”)
alors
vri

i s <v—n—i v v+ v Vy— v+ v
1 = HFGH>= pein2 Y rsin2 2, sin 2 rsin 2t Y 7,
2 dse ¢ 4 28 7 2H 2H 2H

ces quantités réelles g'annulent et changent de signe pour les valeurs
V==Y,,Vyy...Vyy— Vi, —V,...—V,, et ne sannulent pour aucune autre
valeur de y.comprise entre — H et + H, si aucun de ces indices y et
v’ n'est supérieur a H.

Prenons pour ces indices » ceux ‘des termes a,,, qui changaient de
signe, de facon que les parties réelles des coefficients de ¢, (¢) soient
toutes de méme signe. On peut en outre prendre pour p deux des
indices successifs qui restent, ou ceux des termes extrémes, de facon que
dans chacun des n - #' intervalles, m 4+ h, 4.4+ h_, a m4h, +..4+h—1,
il y en ait un nombre compris entre ah, — 2 et ah, 4+ 2, et que

o> p>ald—1.

Alors
|¢u(2)] > || 24,

et il existe une valeur de %, comprise entre — aH et - aH, telle que

a,0,(16'7) anl 2

>2 +1|¢”‘ t)|> a(dm 4+ by + 1




Sur les séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers. 75

Mais on a:

24, —4/‘snr»—sm——sln—sm’—7r sin 2 smz“jz
2H 7 2H 2H PN 2T 2H

wH—1 . __E_ . _2,7_:_ 7Th ahy+2 h +h ahy4-2
>4 (smszmzH...sm H) >< (sm——ﬁ) X sm*r—————zH >

e hy by L B\t . why\ 142
X...(smn- Y] > x(smm)

. B F R4 R\ w2
X ... (Sln7z' i )

h 2 2a+-—
wit(IBV' S i 7 gin 2% in 27
>4 (H’*) X[smszmZHX . 8In i

() et > () gt ™

et

%m4>—ﬁqz+ w—%G+L%+LO+%>

expression qui tend vers o.
D’autre part

2mid, = f F(e™ (:if;’m
et [4,| < M, M étant le maximum du module de F(e*).
) = e (=) in (35 +2)

Wy o\ e (e 4@,
X sin <2H 2) sin <2H+ 2)

hl-}-hg+..‘+h,et ”h;+h;+...+h;.

Les arcs = —_— divisent la circon-
7] H °

I3

férence en n 4 n' parties comprises entre Tg et 7

T Changeons I'ordre
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. , k
des  notations, et représentons, pour le moment, par z=: celle de ces

H
h, by

7 7‘“1'12’ o T les arcs suivants,

parties sur la quelle tombe o, par =

By 4 by oo Ry
T

’

. . h . 7
étant compris entre 7 et 7—z+. De méme —,

H H
7%“3 yeees % seront les ares qui précédent w, ot b +H. e gt

. . h
aussl compris entre 7 et T—Tg- On a alors:

wi of o @2 ahy—2 ( . h’o+h1 an—2 (_ ho +hl+._.+hn>ahn~—2
| F(e*)] < 4 (szH> o (sinz= X .o (sinz i

by Ry et By B e Bt
X (Sln?f—“z'ﬁ—') X veo (smn' 28 )

att [ { i The "o(. ho+h,)"n . ho+hl+...+h,.)’“'
< 4 .[(smzH) SN 77 = X.oolsinw 2 H

A : ’ !\ Hwjo— 2
X(sinnh°+hl) X...(sinwh°+h’+"'+k") ] ¥

2H 2H
e 1 . gir;_b . (N-— 12@ o a_f_,
<4 [——-———\/ — s1n2H...sm Y ( h)
sin —
2H
4?{—1 AN "('Z_IT’)

%LM<%(/1+ %)Lz} +2 s (”m;")’,

. . A 1 h
expression quil tend vers o, en méme temps que o5 et ot

hl
. I 2Ak ;. \ o .
Quel que soit %, ELT reste supérieur & une quantité qui tend
k

. I . .
vers o0; et, si ﬁLla,’nl tend vers o, il y aura un arc  compris entre

‘—ar et + am, tel que Y[p,(e)| ait pour limite supérieure 1, et il y
aura un point singulier sur Vare + az.



Sur les séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers. 77

Dans le cas ou les nombres % n'augmentent pas indéfiniment, on
peut toujours réunir plusieurs groupes de termes, de fagon a former de
nouveaux groupes pour lesquels le nombre de termes devient infini avec
m. On peut également poser a, = €¥(a, 4+ ia;), § pouvant varier avec
m. On est ainsi conduit au résultat suivant:

Théoréme. Soit B un arc variable avec m, et a,,, la partie réelle
de a,,,¢" (v restant compris entre — Am et -+ im). La suite de ces
termes étant divisée en parties contenant chacune %,, 4,, ..., A, termes con-
sécutifs, et p,,p,,...,p, changements de signes de la suite totale, telles
que % reste plus petit que a,, toutes les quantités —:i tendant vers o;

si, pour des valeurs de m telles que %L]a,’,,] tende vers o, les quantités

a, ont une limite inférieure a, pour m = oo, il y aura un point singulier
sur l'arc compris entre — az et - az.

5. Si les termes o’ de ¢,(t) ont ¢ changements de signe, % tendant

. . q h
vers O, on pourra diviser ces termes en # groupes de % termes, 3 et -

.. h
tendant vers o, par exemple en choisissant % de fagon que Vo reste
: q
compris entre deux nombres fixes. Alors « tend vers o, et I'on peut

énoncer le résultat suivant:

Théoréme. Si les parties réelles a, de a,e™® ont, entre n=m+ im,

g changements de signes, gﬂ; tendant vers o pour des valeurs telles que

1 . A
ELM"I tende vers o, le point # = 1 est singulier.

Soit @, =p,e™. La partie réelle de a,e™ a le signe de cos(w,—f)-
Formons les différences ®,,, — w, comprises entre — 7 et + 7 et
2|®w,;; — @,| ot n reste compris entre m — Am et m + Am. Si, pour
toutes les valeurs de S comprises entre 53, et 8, + r, p, cos(w,—f) 2,
dans ¢,(f), au moins ¢ changements de signe, ¥|w,,; — w,| sera su-
périeur ou égal & gy, et si J|w,,; — @,/ <e il y aura au moins une
valeur de g pour laquelle le nombre des changements de signe est plus

. £ . I . .
petit que';. Donc, si %Z’[wn+1—~w,,[ tend vers o, on peut déterminer
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B de facon que % tende vers o, sans que w, — f tende vers o, de sorte

que —:;L]cos(w,,,-—ﬁ)j tend vers o; et si %" et %E,wni—l—wn’ tendent

vers 0, le point z =1 est singulier.

Si on pose 2z = te*, ®,,, — o, est remplacé par w,,, — @, — 0,
ce qui conduit au résultat suivant:

Théoréme. Si, pour une suite illimitée de valeurs de m, telles que

1 . Y .
—L|a,| tende vers o, les différences w,,; — w, des termes # compris
m

entre m— Am et m -+ im tendent vers w, sauf pour un nombre g de
ces termes, gﬂ: tendant vers o, le point # = ¢~ est singulier.

Cela peut avoir lieu pour plusieurs points, et méme pour une in-
finité. Soit par exemple la série:

z P On Pl

ou n[g(n + 1) — ¢(n)] tend vers o, lorsque n devient infini. Alors

h

lo@ + 1) —p(n)| <5 Tlen +v)— o0 +v—1)| (1 +» — 1)

y=1
. h .
tend vers o, si - reste fini; et w41 — @py — ¢(m) tend vers o, pourvu

reste fini.

que

A toute suite de valeurs de » telles que %'Lp,, tende vers o, corres-

pondent des arcs ¢(n) — 2kz, dont les limites donnent des points sin-
guliers. Et si ces limites forment une suite continue, on obtiendra des
arcs du cercle de convergence qui seront des coupures. Considérons, par
exemple, la série:

zznp"ein(m)”’ o< <,

R =) < of (I )= ] < s

Soit & un nombre entier qui augmente indéfiniment, pendant que ¢ tend

X . I .
vers O, mais aussi lentement que 'on voudra, (par exemple ‘2:7}_75)’ 81
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1 1 1 1
- el g gatmimliad :
n reste compris entre @t —e" ot getBDT+AT L (Ip) — 2kx a pour
limite «. Il en résulte que la circonférence de convergence est une

I . .
coupure, pourva que ﬁLpn tende vers 0, au moing pour une suite de

valeurs de # correspondant a chaque valeur de a, ce qui a lieu, par

exemple, si ;pr,, tend vers o pour des valeurs #, telles que Lﬁ;ii(Ln,,)""

Ty 41

tende vers o; et en particulier si reste fini,

n

Pour la série Xz2"p,d*"#™ ou nlp(n 4 1) — ¢(n)] tend vers o,
W41 — @, 3 la méme limite que asing(n), qui reste compris entre
—a et 4 a.

Aingi la série Xz"p,e 5 oli p, remplit les conditions précé-
dentes, a comme coupure l'arc compris entre — o et - a. Mais il ré.
sulte du théoréme général, que, si les modules p, sont choisis arbitraire-
ment, tout le cercle de convergence est une coupure. Il existe cependant
des cas assez étendus ou nous pourrons démontrer que la coupure est
limitée & Yarc + a.

3 le

6. Si \Vﬂ"—"«f{t—”« a une limite supérieure plus petite que
point z = 1 n'est pas singulier. Mais
|£7(2)] [(n+) I —6\"
T< |#a(D)] 20 2| + 2(: —-t> '

Pour chaque valeur de m choisissons p de facon que, % tendant toujours

vers f, m—p prenne toutes les valeurs entiéres. Cela a lieu, par
exemple, si mé > p > mé— 1. Alors, si \[[p.(¢)] & une limite supérieure
plus petite que 1, on peut choisir # > o puis m assez grand pour que
|@n(#)] < (1 — @)™ et, pour toute valeur assez grande de n, on aura

o+ =)

I—t

2

1
I —

il en resulte que \/

par suite:

a une limite supérieure plus petite que
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Théoréme. Si, t et w restant fixe, on forme te*) en choisissant
’ y Pom

p de facon que ,,% tende vers £, m — p prenant toutes les valeurs entiéres,

et 8i {[gpn(te*)| a une limite supérieure plus petite que 1, pour m = oo,
z = ¢” n'est pas un point singulier de ().

Pour appliquer ce théoréme, nous allons étudier I'ordre de grandeur
de ¢, (te”) dans des cas particuliers.

Soit

f(z) _k IVII Z l(h+'”')

on a
fr(s) = [ + B) (1 — g
et

plnth)
|m

P(1 — g)~h1

oul?) =|l-f,%z—pf"<z)

ou
Opyy=(m v+ 1)m + v+ 2)...(m + v + h).

Représentons par ¢, ,(2) ce que devient ¢, lorsque a,,, est remplacé
par »*, y variant de — p & <4 ©c0; clest & dire:

= w o, =1 [p
Pma(2) = z ](p+ 2( v)'s \(p—-u)|m

on a

|2 |n
'm

(1 — g = Pm0

+
119. I(—’n;—l—)-z—l’(l —_ z)'“”"'2 = QPu1 4 (m + I)Som,l)

et en général

|p |t +A)

{m

P — 2 = gt Pua T o P 2o

ou X X% ...Z%, , représentent les coefficients de »°,»,»*,...,v*? dans
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le développement de (v +m + 1)y +m+2)...(» +m + k). Et Yon
en déduit

P = ]—)%gz""(l — )" (2)

ot ‘¢, est un polyndéme en z de degré k. Posons z= I—f_—_—z, (1—2)" ¢ (2)

est un polynéme de degré % en z, et en supposant |z| suffisamment
petit, on aura

1t $X ety I (mdy) yegen
(1= ()= |1») vi” & %(p+v) _Z |(]p+v)!n (r+)
= (= =2 (= — (1 — )]

+("?'+IX”+2) g[(—p) — 2(t —p)' 4+ (2 — p)'] — ...

1.2

p (0 co.(n 4+ h N w oy Blh— N
e e O (e R ]

et

du(e) = 6 — 109" + T (g — 1) e [p" — (p— 1)']
+ +"““‘”“‘“‘xl).(2 Ayt —2(p — 1)+ (p— ]+

+(n+ I)...(ﬂh+7b)zh|:p ( I)h h(h )<p_2)h_+(h__p)h:|

I.2...

Le dernier coefficient

ESTRSIN

h
p”-—f(p—— )y 4+ ...+ (—p+ h)"-—-p[p"”l~ -
o h—1 —
+h—p[— =T — 2 | = (R
formule qui se démontre en donnant & & des valeurs entiéres successives. Et

P—ie— 0+ 55— = (= — )
— p[ph-—l _; (p— 1) + V(VI—Z I)( 21—, ]

y—1

T

Acta mathematicn. 22. Imprimé le 14 mars '1898. 11




82 E. Fabry.

en donnant a h des valeurs croissantes, on en déduit que cette cxpression
est nulle si v > £, et a une valeur positive plus petite que

hh—r1)...(h—v + 1)p*
si 0o <y<h. Par suite, pour toutes les valeurs s =1#¢*, si 0 </ <1, on a:

L W S

()] < (18" + —— "t (1 +0)p

n n W h
I ) i) § Y ROV ey R lin—i—)t"<[(r + 8p+ (v + )t}

1.2 Ifn

et

| @ (™) | <%‘?—t‘”ll — 1|7 M(1 - f)p 4 (n + B)E]

n

m

a pour limite

1 — tevt

\m/% t?(1 — )~ tend vers 1,

1—2

(1 —¢? El

(1 — &) + 4 sin*g

Soit « un arc fixe aussi petit que l'on voudra, supposons que w ne

prenne que des valeurs comprises entre a et 2z—a, et soit # une quan-
1—¢
(= ) :

1 4 t*— 2tcosa

tité positive fixe plus petite que 1 —( Pourvu que

m soit assez grand, on aura

| @ (te™)] < (1 — o)m<(‘ + t)pI -i(;@ + h)t>"

et si I'on suppose mf-— 1 < p < mi
|fantter)| < (x — O (12 EY.

Si, dans ¢,, on ne conserve que les termes ol |v| < Am, soit g le plus
petit nombre entier supérieur & Am; on supprime des termes dont la
somme a un module plus petit que

2o mea e &, () |p
tht th Rp+V)|£i°

y=p
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e ¢ S

Si oy >lili-_—mf, le rapport de deux termes consécutifs est
( y )"m+ut v m v h + mi
v—1i/ p+y v—bh p4v h+mt+20(1—~—t)'

Il en résulte que la somme des termes supprimés est plus petite que

wen =2 |2 |tmtp) |p /0 + miN®[h + mt
T apm? e (1) [T

<en+1\/m'—'/l VY ( P >1”<m—~,u)"‘( p—/j )/A
P m p—p\p—p m (m — p)t

m4p p <m+ﬂt>"<m+ﬂ>’"( P )P(h+mt>h+l(I 2—t>.
+e m ptpu\p-t+p m P+ p —1 + P

Mais

h 4+ mt 4 p(1 —-—t)]

+ p(1—1)

roy(mt+e m4+p P P

aL<p+/zt>+L m +mLp+/1

a pour limite (1 4+ DL + ) — (¢ + A)L(I +§) < o et il existe une
quantité fixe 0 telle que

Gt) () Gg) <o —or

. m p / S ”
il en est de méme pour (m ’u) ( P ),,( P—r ) et 'on peut trouver
m p—p/ \(m—pt

une quantité fixe 4 telle que pour toute valeur assez grande de m, l'en-
seinble des termes que nous supprimons ait une somme plus petite que

h4-1
(1 — 0)"‘[(mt)" + <hl+_":t) ], f étant trés petit en méme temps que A;

si dans ¢,, on supposé |v| <am, 2,¢t et @ restant fixes, @ Zo, on peut
trouver une quantité @ telle que, pour toute valeur de m dépassant un
nombre déterminé

emate < —or[ () + (T2

Si Ton suppose h < Am, on peut écrire de méme

| @mn(te)| < (1 — O) (t f _-t :m)h.




84 E. Fabry.

7. Supposons maintenant que la série f(2) soit telle qu'a chaque
valeur de m corresponde un arc a, a,,,e™ étant une fonction continue
de v, développable en série convergente, pourvu que || < Bm. Clest a
dire que tous les coefficients de ¢, pourront se mettre sous la forme

o y\* . y
am-{—v e Ah<_> [ e—wazF(__)
la série F étant supposée convergente si }%,é R, cette quantité R
restant fixe. Soit M le maximum du module de F(Re™), on a

R ghwi

27
. SO [
2mi A, =fF(R6 )zdw, (4, < %, .
0

Soit 2 == te“+*% @ étant arbitraire, mais sans étre nul, de facon que
|| reste toujours supérieur a un arc fixe. On a alors

®

[y Al w?
Pulte™r™) =3 i pnalte™)
h=0
Si T'on sépare les termes pour lesquels %>Am, en supposant A< R, on a:

> )

h>Am

R

M 1 Am
<2z (R) ®—1

et

a+w)t m ¢ 2+ih
ulter] < (s — o a3 (5 15)

AN R pjn g
+M(R‘) E—7 [m (1—g+t

Si ¢ et A sont assez petits, et m assez grand, cette expression peut
se mettre sous la forme (1 —@)"M, ol @ reste supérieure a une quantité

. . . . LM B I 7 1™
fixe, quand m devient infini. De sorte que, si %— tend vers 0, [g,,(te>+o¥)|

aura une limite supérieure plus petite que 1. Et il n'y a pas d'autres
points singuliers que ceux provenant des limites des arcs a. Si un arc
de la circonférence de convergence est tel que, pourvu que m dépasse
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un nombre déterminé, a ne se trouve jamais sur cet arc, il ne contiendra
aucun point singulier.
Considérons la ‘série
b, eirem g

o ¢(n) est réel, ¢(2) étant une fonction analytique de la variable z,
qui n’a aucun point singulier & distance finie, pour les valeurs z = pe*
ot |w| reste plus petit qu'une quantité donnée, et ol p reste plus grand
quun module déterminé. Supposons en outre que ¢(n -+ npe”) — o(n)
tende vers o, lorsque # augmente indéfiniment. quelque soit @, pourvu
que p <. Et soit b, = ¢(n), ¢(2) étant une fonction analytique, qui
n’a aucun point singulier & distance finie, pour les valeurs z = pe” ol

|@| et ‘—;- restent. plus petits que des quantités données, —I%L“b(ﬂe"'i)]

tendant vers o, lorsque R devient infini, pour toutes les valeurs de w
telles que |w| ne dépasse pas un arc donné. Alors

a +ve—i"¢(m) e imgp(m) Sb(ﬁl + IJ) ei(m+”)[¢(m+v)“¢(m)1
m ¢ v

' . . . 14
pourra se développer suivant les puissances de v, si { ;n—‘<l, pourvu

que A soit choisi assez petit. Et, si !%, <2

LM _ Ljg(m + )
m m

22l ) — ()|

qui tend vers o.
Il ne peut donc y avoir, sur la circonférence de convergence,
aucun point singulier en dehors de ceux donnés par les limites de e,

Si ﬁL}b") tend vers o, pour toutes les valeurs infinies de », il résulte

du théoréme général, démontré au n° 3, que l'on obtiendra les points
singuliers de la circonférence de convergence en cherchant les limites de
e™#™, pour n = co. Si pour une suite de valeurs de n, ¢(n) — 2kr
tend vers a, e~ est un point singulier de la séric.

~

Par exemple la série

2¢) (n) a glansin (L,,)ﬁ
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ouo<a<m 0<h<i, ¢(n) étant une fraction rationnelle, ot méme
une fonction algébrique continue de #, admet comme coupure l'arc
compris entre — a et 4 a, et n'a pas d'autres points singuliers sur la
circonférence de convergence.

8. Si une série contient des termes tels que ait une limite

supérieure plus petite que 1, on peut les supprimer sans changer les
points singuliers situés sur la circonférence de rayon 1. Supposons'la
suite des indices m 4 v de ¢, (v restant compris entre — Am et -+ Am)
divisée en parties égales successivement & h,h,,. .., k,, telles que parmi
h, termes consécutifs d'un groupe, il n’en reste que .p,, les h,—p, autres

ayant été supprimés; et soit a, le plus grand des rapports LoD Le

E’E,.."kn,
toutes les quantités’ — tendant vers o. Soit une suite de valeurs de m

Lian|

telles que tende vers o, et a la limite inférieure de «, pour cette

suite. En appliquant & la série Za,z"¢" le théoréme du n° 4, on voit
qu'elle a un point singulier sur l'arc + az, et la série Ja,z" a un point
singulier sur l'arc compris entre w — az-et @ + a7, c'est & dire sur
tout arc de la circonférence de convergence égal a 2a7.

Si entre @,,,, il ne reste que ¢ termes, n% tendant vers o en méme

Lia , s A
temps que —%””J, le théoréeme du n° 5 montre de méme que tous les
points de la circonférence de convergence sont singuliers.

Si 73[ a pour limite inféricure o, considérons les termes a,,, pour
des valeurs de m telles que % tende vers o, v restant cempris entre

—Xm et + Xm (X <2). Si —L—I—‘fw’:—’l' a, pour cette suite de termes, o

comme limite supérieure, pour m = 0o, le cercle de convergence est une

coupure, car on peut remplacer A par A— A, et il existera des termes
Lty L|tmyy]

m + v m

ces termes, une limite supérieure plus petite que o, on peut les supprimer

sans changer les points singuliers de la circonférence de convergence.

tels que et —w% tendent vers o. Si au contraire a, pour tous
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Mais cela n'indique rien sur le nombre des points singuliers, ainsi que
le montre l'exemple suivant:

f(z) = Zz"¢(n).en[*l+coswn)ﬁ]

0 < # <1, ¢(z) remplissant les mémes conditions que dans les exemples
précédents, et pouvant étre une fonction rationnelle ou algébrique. a,,,

est alors développable suivant les puissances de y pourva que {i—, <4,

LM - s . .
et —- a pour limite supérieure o, de sorte que cette fonction n’a qu'un
point singulier, z = 1, sur la circonférence de convergence. Mais si #
1 1
. ) —a)0 s .
reste compris entre e¢*7t®" et 779" ou le nombre entier k¥ augmente

. e L
indéfiniment, Lo

— a pour limite supérieure, pour # = oo, — 1 4 cosa,
et I'on peut supprimer tous ces termes sans que la série ait, sur la cir-

conférence de convergence, d'autre point singulier que 2z = 1. Il ne reste
1 1

. . a0 4
alors que les termes pour lesquels # est compris entre ¥ 9" et ¢™=+®7,
Mais

1 L T—a 11
e(2kn+27r—a)0 —(kr+a) 0 > 62—0—<?h+a)”

augmente indéfiniment avec k. Parmi les groupes de termes consécutifs
qui restent on peut donc en supprimer un nombre quelconque, ce qui
supprime les fonctions ¢, correspondantes et ne change pas les autres.
On a ainsi une série, n’ayant sur la circonférence de convergence qu'un
seul point singulier, et dans laquelle il peut manquer un nombre quel-
conque de termes consécutifs, pour m = o0.

Montpellier le 13 mai 1897.




