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BEMERKUNGEN ZU EINEM SATZE VON SOPHUS LIE UBER EIN ANALOGON
ZUM ABEL'SCHEN THEOREM

VON

LEO KONIGSBERGER

in HEIDELBERG.

- In einem am 31*" Mai 1879 an mich nach Wien gerichteten Briefe
schreibt WEIERsTRASS: ». .. Sorgen Sie aber dafirr, dass der hundert-
jihrige Geburtstag ABkL's und JacoBr's wiirdig begangen werde, und ge-
denken Sie dann auch derer, die als die ersten es als ihre Lebensaufgabe
betrachtet haben, die Arbeiten dieser Minner fortzusetzen, . ..». Dieser
Mahnung eingedenk erscheint es bei Gelegenheit der Feier des hundert-
jihrigen Geburtstages ABEL’s, eines der grossten Mathematiker des neun-
zehnten Jahrhunderts, vielleicht nicht unpassend, wenn ich aus Briefen,
welche der ausgezeichnete norwegische Mathematiker Sopnus Lik, der
der Wissenschaft nur allzufrith: durch den Tod entrissen worden, im Januar
1892 an mich nach Heidelberg gerichtet hat, einige Stellen verdffentliche,
welche Untersuchungen iiber das verallgemeinerte ABEL’sche Theorem be-
treffen, die — so viel ich weiss — in seinen gedruckten Arbeiten sich
nicht vorfinden, und an die ich einige Bemerkungen zu kniipfen mir er-
lauben will. -

Soprus Lie schreibt ». .. Vielleicht werden Sie noch den folgenden
Satz mit Interesse umfassen. Obgleich mein Beweis desselben ausser-
ordentlich kurz ist, so beruht doch derselbe auf so eigenthiimlichen
geometrischen Anschauungen, dass ich vermuthe, dass mein Resultat neu
ist. Ich betrachte m 4 1 Gleichungen von der Form

Uy = Akl(tl) + e + Akm(tm)) (k=1,2,.,.,m+1)
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und mache iber sie nur die einzige Voraussetzung, dass sich aus ihnen

nur eine Relation zwischen v ,,, ..., v,,, ableiten lisst, dann ist die
Relation '
.Q(’Ul,i)z, ...,1),,,_“) =0

dann und nur dann algebraisch, wenn zwei beliebige Grossen
Ay(t), 4u(t)

durch eine algebraische Relation gebunden sind. Setzen Sie insbesondere

- 4, = f"’lci(xi)dxi

und verstehen dabei unter ¢, (z;) ganz beliebige (?) Functionen von z;,
so haben Sie einen Satz iiber ABEL'sche Integrale, den man mit Benutzung
eines ABEL'schen Satzes noch mehr praecisiren kann. Darf ich Sie bitten,
nur auf einer Postkarte mitzutheilen, ob mein Satz, der sich iibrigens
ausserordentlich verallgemeinern lasst, in der Literatur schon vorkommdt.
Ist der Satz bekannt, so bin ich darauf gespannt, ob der Beweis so ein-
fach wie meiner ist. Mein Beweis beruht auf geometrischen Anschauungen,
die zwar sehr einfach sind, die aber doch, soweit mir bekannt ist, fast
nur von mir angewandt worden sind. Hoffentlich entschuldigen Sie meine
fortgesetzten Mittheilungen. Wenn ich mich in diesen Dingen so unsicher
fithle, so liegt es nur darin, dass ich plétzlich auf ein mir neues Gebiet hin-
eingekommen bin. Der allgemeine Satz, der. sich ebenfalls leicht beweisen
lisst, lautet: Lassen sich aus mn 4 1 gegebenen Gleichungen

U = Akl(tl) e sy tm) + Ak‘l(tm+1) LI ) t?m) + LU + Akn(tm(n—1)+l) LR ] tmn)
' ’ ‘ ' (k=1,2, ..., mn+1)
eine und nur eine Relation L(vy, ..., Vppyy) = O ableiten, so ist dieselbe
algebraisch dann und nur dann, wenn m 4 1 beliebige Gréssen .

Akli Ak?'.’ e v ey A,‘-H‘

immer durch eine algebraische Relation gebunden sind. Dieser Satz wird
doch jedenfalls wohl neu sein. Haben die A4, die Form totaler Integrale
von algebraischen Functionen, so hat der oben genannte Satz schon Werth;
den Fall m = 1 haben Sie, wie ich erfahre, schon erledigt. Die Be-
griindung meines ersten Satzes ist leider auf Mannigfaltigkeitsbetrachtungen
begriindet, die Thnen vielleicht als reinem Algebraisten unangenehm sind,
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Auch mein letzter Satz beruht auf Mannigfaltigkeitsbetrachtungen, ein rein
analytischer Beweis wiirde sehr schwerfillig ausfallen.»

Es folgen auf meine Antwort in ferneren Briefen weitere Umgestal-
tungen, Veréinderungen und Berichtigungen der angefiihrten Sitze, welche
auf strengeren geometrischen Betrachtungen, die jedoch nicht angegeben
sind, beruhen sollen, und es schliessen diese Mittheilungen mit der Be-
merkung, die uns nach dem raschen Ende des ausgezeichneten Forschers
wehmiithig ergreift: »>Seit langer Zeit habe ich in dem Maasse an Schlaf-
losigkeit gelitten, dass ich alle Lust zur Wissenschaft verloren hatte.
Als ich nun wieder anfing, wurde ich dadurch sehr iiberrascht, dass ich
auf einem mir fremden Gebiete neue allgemeine Sitze fand. Meine ner-
vise Unruhe zwang mich dazu, sogleich nachzufragen, ob meine Resultate
Werth hitten. Dadurch erklirt sich die verfrithte Mittheilung des letzten
Satzes, gleichzeitig die nonchalante Form meiner Briefe ...» Damit brach
der Briefwechsel iiber diesen Gegenstand ab.

Ich will nun an dieser Stelle in wenigen kurzen Betrachtungen rein
analytischer Natur auf den oben von LiE ausgesprochenen Satz niher
eingehen,

dass, wenn sich aus m 4 1 Gleichungen von der Form

() - vy = Ay () + Ap(t) + . . . + Adwalts) (=12, .., m1)

nur eine Relation zwischen v, vy, ..., Uy,

(2) N ‘.Q(’l),,’l)g,...,v,,.’+1)=0

ableiten lisst, dieselbe dann und nur dann algebraisch ist, wenn zwei be-
liebige Grossen
Ay,(t), 4;(t)

algebraisch von einander abhingen,

und will dann den Zusammenhang mit der bekannten Arbeit von
ABrL darlegen »sur les fonctions qui satisfont a 1'équation

¢(2) + o(y) = lafly) + yf@),

in welcher derselbe eine Erweiterung des algebraischen Additionstheorems
anzubahnen -beabsichtigte,
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Setzt man die Beziehung (2) in die Form
(3) Umyr = w(vl) Vgy oo -, Um),
und bezeichnet fiir die constanten Werthe

t, = Ty, ba=1"T4, ..., bly=T1Tm
den Ausdruck
A(ty) + Ai(ta) + - - . + Apn(z) mit By,
fir die constanten Werthe
b = 1y, b =Ty, ..., tu=Tn
den Ausdruck
Anlry) + A(t) + ... + Ain(tmy) mit By,
u. s. w., so erhilt man aus (3) die m Gleichungen
Ayps(h) + Buyns = 0(du(t) + By, du(t) + Bis, - - o, Am(t) + Bu)
Apiis(ts) + Buyio = 0(4y(t) + By, Ay(ts) + B,y - . -, Aus(ts) +"B,,;2) ‘
Apiin(ta) + Buprn = ©{din(ta) + B, Asu(tn) + Buwy - - -, Aua(tn) + Bu)
und somit durch Addition dieser Gleichungen wiederum nach (3)
o(dyt)+ By, - .y Ault) + B} + ...+ @(4intn) + B, - -, At + B,...)
=o(dy(t)+ .+ Aty ooy A+ o F A (B))+ Bugni -+ B,,,’+,,,l..

Durch Substitution eines willkiihrlichen, von den fritheren verschiedenen
Werthesystems '

l, =1, =17, ..., t,,.'—:—‘r»,,,'
folgt nun, indem man zur Abkiirzung die Constanten einfiihrt
By=a,By=a,,..., By=a,, 4)(1) + Ai(7) + ... + din(7a) =,
und

All(tl) = Uy, AZl(tl) = Uy , L Aml(tl) = Up1,
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ferner die Constante

Boyu+ ...+ Bopin — w(An(Tz) + By, ..., Auln) + Bm?) -
- w(Alm(Tm) + Blm, o ] Amm(Tm) + Bmm) =B

setzt, die Functionalgleichung in der Variabeln ¢,

(4) w(ul‘l+a1) u21+a2! A u’m1+am)=w(ull+al) u21+a27 R uml+am)+B)

worin @, @,, ..., a, der Annahme gemiss von a, a,, ..., @, verschieden
sind, und @ nunwmehr als algebraische Function vorausgesetzt werden soll.

Diese Gleichung kann eine in w,,, u,, . #,, ldentische sein oder

“ ey

sie liefert u,, als algebraische Function von u,,, ty, ..., %u_1-

Unter der Voraussetzung der Identitdt oder unter der Amnahme. dass,
wenn '

uy + a, = U, Uy + a, = U, "')_uml+‘a_m"—=_Um) A — Gy =

gesetzt wird, die Gleichung
(5) w(le +ﬂl) L72' +/12) AR | Um +p-m) = w(ljl) Ur); R I]m) + B

identisch befriedigt wird, wiirden, wenn die algebraische Function o(U,,
U,, ..., U,) der irreductibeln Gleichung geniigt

(6) o + (U, ..., U)o + ... +7(0,..., U)=o0,

in welcher r,, ..., 7, rationale Functionen dér Variabeln U,, U,, ..., U,
bedeuten, die Losungen der Gleichung

(7) ‘Qp+rlv(Ulv+pl) ‘_' ',’. Um +ﬂm)‘QP*I+ e +rp(ljl +,11 )' ‘; ) Um +,um) =0

sich von denen der Gleichung (6) nur um dieselbe additive Constante B

unterscheiden, so dass- dieselbe Function zusammengesetzt aus den Diffe-

renzen der Losungen (6) und (7) unverindert bleibt. Bildet man nun

eine aus den Diﬁerehzen der Losungen bestehende symmetrische Function

derselben, so wird diese als ganze rationale Function ¢ der Coefficienten

der Gleichung aufgefasst bekanntlich der partiellen Differentialgleichung
(4

d¢ _ 9 — % —
Par‘ + (o ')"131.2 + (p — 2)’23,.3 + ... o

geniigen, und da man, wie leicht zu sehen, stets ein in den neu ein-
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tretenden Coefficienten lineares, in den fritheren Coefficienten ganzes Inte-
gral bilden kann

fp:“(Ul,---, U,

2p
—2
(8) ¢=r3(Ul)--'>Um)_*p 1’2(17,,..., Um)rl(Ul"") Um)
’ sle=e =2, @ . U
3p
so folgt, dass diese Ausdriicke rationale periodische Functionen von U,,..., U,
mit den Perioden p,, ..., g, sein werden.

Nun ergiebt sich aber zuniichst aus der Vergleichung von (6) und
(7), dass

(9) 7 Tl({]l+ﬂ1)°°-7Um+pm):rl(m”"’UM)_IoB’

oder wenn man diese Gleichung nach U, differentiirt, worin A einen be-
liebigen der Indices 1, 2, ..., m bedeutet, fir die rationale Function

Uy..., Un
(10 Wl B (@, ., T

die nothwendig identisch zu befriedigende Gleichung

(Il) p(l]l+/1lr"‘yUm+#m)=/0(U])°") Um))

so dass nur die Form der periodischen rationalen Functionen beliebig
vieler Variabeln zu bestimmen bleibt.

Um zuniichst die Frage fiir gahze Functionen zu erdrtern, so ist,
ohne auf functionentheoretische Betrachtungen einzugehen, unmittelbar
ersichtlich, dass eine periodische ganze Function einer Variabeln eine Con-
stante sein muss, weil sonst zu einem bestimmten Werthe derselben un-
endlich viele Argumente gehiren wiirden. Setzt man nun eine ganze
periodische Function von zwei Variabeln %, und u, in die Form

gy, u) = go(w)s + gy(w)wz™ + ... + ga(w),
so folgt aus der Periodicititsbedingung _,

g(ul + My Uy + /12) = !/(u,, u?);



Bemerkungen zu einem Satze von Sophus Lie. 177

dass g,(w, + p) = go(u,), also g,(u,) gleich einer Constanten ¢ ist, und
wenn man nun die ganze periodische Function von %, und u, bildet

¢
h(u,, u,) = — (@2, + TR
123

welche, wenn die Constanten a,, und a,, der Bedingung geniigen
(12) Grafty + Ggopty = O

das Periodensystem p,, p1, besitzt, so wird die ganze Function zweier
Variabeln

9wy, uy) — h(uy, u,)

wieder dieselben Perioden haben, aber in Bezug auf #, nur vom A — 1*"
Grade sein. Erniedrigt man den Grad in Bezug auf u, in derselben Weise
weiter, bis man zu einer ganzen periodischen Function nur einer Variabeln,
also zu einer Constanten gelangt, so erhilt man als allgemeinste Form
von ganzen periodischen Functionen zweier Variabeln

(13) 9, ) = Ag(@rpt + sy} + A, (8%, 4 Gpun)' " + ..
+ 410U, + anu,) 4 4;.

Ordnet man weiter eine ganze Function der drei Variabeln u,, u,, u;
wieder nach einer dieser Variabeln in der Form

(14) 9(u,, Uq, us) = go(u,, uz)ug + .91(“1, ue)ugil + ...+ gA(ul; u,),
so wird wieder, wenn die Periodicitiitsgleichung bestehen soll
gl + p, uy, + My Ys + py) = g(ul y Uy, Us),
die Function g,(u,, %,) der Beziehung
Golwr + pys %y + ) = go (v, , uy)
geniigen miissen und daher nach dem Vorigen die Form haben
9oy, ) = Bo(@roth, + i) + Bi(a,t, + apu,}) ' + ... 4 B,,
wenn apf, + Anp, = O ist. Bildet man sodann ‘die mit den Perioden

1y Mo, ps behaftete Function

1
(15) (e, , u,, %) = &Tgo(ul ; uq)(a\sul + ayu, + aas“a)ly
. 33
Acta mathematica, 26. Imprimé le 19 juin 1902. 23
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worin die Constanten a5, @y, @5 der Bedingung unterliegen
sl + Agsfty + Gty == O,

so wird die Differenz
gy, Uy, ug) — h(uy, Uy, Ug)

wiederum die Perioden g, u,, p; besitzen, aber in Bezug auf #, nur vom
A— 1'*" Grade sein; die weitere Reduction des Grades in Bezug auf u,
liefert somit als allgemeinste Form einer periodischen ganzen Function
dreier Variabeln

(16) g(u,, u,, u,) =Z. mA,, (a,u, + Aoa )" (50, + Gogtty + Ggyts)™,

und es hat somit jede gamze Iunction vom w,, ,, ..., u, mit den
Perioden p,, py, ..., p, die Form
(17) glu,, Uy, .o, U,

4:2122 s 2‘“‘4&@...%4(“12“1 + Ao ts) (@5, - Aoyt + AgsUs)”. .
(almul + apu, + ...+ ammu'.)P--l’

worin die Constanten @y, @y, G5, . ., Gy - - ., QGua den  Bedingungen
unterliegen

(18) LTI + Ugo Mty = O, LTy + Qg3 [y + gty =0 5, .« . -,
Aty + Gontty; + ot At = O,
und geht somit, wenn
@y, + a0, = é’n a ¥+ au, + au =0, ..,
AU+ Oty + ..o F QU = Vs
gesetzt wird, in eine ganze Function der m — 1 Variabeln v, v,, ..., v,_, tber.

Sei die in einer ganzen Function von w,, u,, ..., %, vorkommende
hochste Potenz von u, die A%, die in dem Coefficienten dieser Potenz vor-
kommende hochste Potenz von u, die A, u. s. w. und nennen wir das
so herausgehobene Glied der ganzen Function das héchste Glied derselben,
so sieht man unmittelbar, dass die Substitution von

w, 4o,y oy, ot o, firow, o,
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das hochste Glied der Function unverindert lisst; es folgt somit, dass
Zdhler und Nenner einer rational gebrochenen periodischen Function selbst
wieder ganze periodische Functionen sind, und diese daher allgemein die
Form besitat

(19) YUy, Uyy oy Up)

Epl El’z... Ep..._ui,,l,,z,,,,,m,,(a,,ul Fa,u) (@, u, +a, 0, + a0, (Gl Gty + . QU )
- 3
Z’l 22' ” Z”’:""B"‘n”rdfm—l (@, u,+ anuz)a‘(als“n +ay U, Gy %, )% (Bt Banltla F o Q)

worin die Constanten a,,, ..., a,, wieder den Bedingungen (18) unlerliegen.

Soll nun die rationale Function der Bedingungsgleichung (9)

(200 n(Ui+p, U+ po, -, Up +p) = (0, U, ..., U,) —pB
unterworfen sein, in welcher pB eine Constante bedeutet, so wird ihr nach

einer der Variabeln U, genommener partieller Differentialquotient die
Perioden g, p, . .., pn haben, und somit nach (19)

or(U,, U, ... U,
(21) ( i ) —

EI Z;’z Z;: _lAPlﬂz-qu ——l(al 2 Ut +,an Uz)p'(am (]1 + Gys (]2 + a,, U; >p2"'(alm UI + U;'*' o Qpn Um)pu_!
21 2’2--- 2_1 B”‘”""””‘"‘(a” U‘ + aﬂ U*)Gl(al 3 Ul + aas Us + aa: U3)d:"'(almUl + a?mUZ +... +a'rtm Um)d"l

sein, und hieraus ergiebt sich fir die allgemeinste Form einer periodischen

rationalen Function von U,, U,, ..., U,, welche der Gleichung (20) Geniige
leistet
(22) rl(Ul, U?) A Um) =

2122' . E»—'Da,s,...fs.,.,,l(al, U +a,, Uy a, U +a, U, +a,U). (a,U+a U+ ...+ B U
Zel Ez' h E—'Eﬁszu-fm—l (an Ux + gy Ux)s'(axs Dvl + Aqs Us + Gy U,)EZ...(a,,,, Ul + @ U; +.. taum Um)s""

L
MBUA+ C.

Gehen wir nun 2ur Bestimmung der allgemeinsten Form der durch die
Gleichung (6) definirten algebraischen Function dber, welche der Bezichung
(5) Geniige leistet, so wird zunichst vermége (9) die Form des Coefficienten

r(U,, ..., U,) durch {22) bestimmt sein, und es werden somit nach (8),
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da die Ausdriicke ¢ rationale perindische Functionen von U, , U,, ..., Uy,
also in der Form (19) darstellbar sind, die sammtlichen Coefficienten der
Gleichung (6) die Gestalt annehmen

(23) (U, Uy, ..., U) =R+ RU + RBU{ + ... + RO,

wenn R, R, ..., R, rationale periodische Functionen von der durch die
Gleichung (19) gegebenen Form sind.

Hieraus folgt nun, dass sich unter der oben gemachten Voraussetzung
der identischen Beziehung (5) nach (3), wenn fiir A in dem Ausdrucke (23)
der Index m gewihlt wird, v,,, als algebraische Function von

a0, + a,,0,, a0, + 6,0, + a0, . .., G0+ AVt GV und v,

ergiebt, wenn die Constanten nach Feststellung der oben gewihlten Perioden
den Bedingungen unterliegen ’

Gyofty + Gy pt, = O, Gygthy + Gy pty + Ay, =0, ...,
alm)ul + a?mﬂ? + L + amm,um = 0)

und die Coefficienten der v,,, definirenden algebraischen Gleichung in
Bezug auf die explicite vorkommende Grisse v, von dem Grade ist, den
der Index des Coefficienten anzeigt.

Fasst man aber ebenso in der Gleichung (2) v, als algebraische
Function von v,, ¥,, ..., Vp_,, Uy, auf, so wird sich auch v, als alge-
braische Function von

’
A13¥; + A0y, Gyg¥y + Qga¥y + 3305, - - -,
a’;mvl + a;mv‘l + L + a:n—lmvm—l + a:umvm-}-l und vm+l

darstellen lassen, worin die Constanten mit den Perioden g, ft5, ..., f1, fims1
durch die Gleichungen verbunden sind

’ ' ’ v, o
Qiapy + Appy = O, gty + Gopts + Qpts =0, . . .,
’ ' ’ _
aimﬂ{ + a;mﬂ; + LI + a:n—lmﬂ:n—l + amml"‘m+l - O,

und wiederum die Coefficienten der algebraischen Gleichung in v, in Be-
zug auf ihren Grad in v,,, durch den Index des Coefficienten bestimmt
sind ; da nun in der ersten Darstellung v,_, nur mit v,, v,, ..., v,_, und

mit v, vy, ..., Vpos, ¥, additiv mit constanten Coefficienten verbunden
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vorkommt, wihrend in der zweiten Darstellung v,,_, nur mit v;, v,, ..., v,
und vy, ¥y, ..., Vp_y, U,,, ebenfalls additiv mit constanten Coefficienten
verbunden sich darstellt, und dieselben Uberlegungen statthaben fiir jede
der m 4 1 Variabeln v, v,, ..., v,, v,,,, wobei die Coefficienten der die
periodischen Functionen definirenden algebraischen Gleichungen die oben
angegebene Form besitzen, so sieht man leicht, da oben vorausgesefzt war,
dass zwischen den m 4 1 Grissen v,, v,, ..., Vw, Umy, 0ur eine algebraische
Relation. existiren sollte, dass dic Annakme der identischen Bezichung (s)
nicht statthaft ist, wenn nwicht die Beziehung (3) die Argumente v,, v,, ...,
Umy Umyr nUr linear emthdlt, in welchem Falle sich in der That nichts iiber
die Figenschaften der in dem Gleichungsystem (1) enthaltenen Functionen
aussagen lisst.

Nachdem die Voraussetzung der Identitit der Gleichung (4) erledigt
1st, bleibt nur zu untersuchen, was aus der Existenz dieser in den Grossen

Uy, Uy, ..., U, algebraischen Beziehung gefolgert werden kann.
Bezeichnet man mit Beriicksichtigung der Bedeutung der Grossen
Uiy Uy, - . ., U, diese algebraische Beziehung durch

Qn(dn(t), Au(t), ..., Am(t)) =0

und die analog wie oben aus (3) durch Einsetzen von speciellen Werthe-
systemen von

tl)ts)"':tm;tlyt2)t4)'-')tm; .o -;t1712)--';tm—1

hergeleiteten algebraischen Gleichungen durch

‘Ql?(AlZ(t?)) Azz(tn)_, e AZm(tZ)) = O, ..,
‘le(Alm(tm)) A_?m(tm)) R ] Amm(tm)) = O,

schafft man ferner, ebenso wie frither v,,,,, aus der algebraischen Beziehung
(2) jetzt v,, v,_y, ..., v, heraus, so dass sich die Beziehungen

‘Qﬂ(Au(tl)) A?l(tl)a NS Am—ll(tl): Am-}-ll(tl)) =0, | L )
y?m(AIM(tfn)) A?m(tm)) .' AR Am—lm(tm)) Am+lm(tm» =0

‘le(All(tl)) A3l(tl)) S | Aml(tl)i Am-}-ll(tl)) =0, A ]
gmm(Alm(tm)) A:im(tm)) LR ] ‘4m—lm(tm)) -Am+lm(tm)) =0
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ergeben, so wird man aus dem Systeme der m offenbar von einander un-
abhingigen Gleichungen

‘Qli(Ali(ti)) A?i(ti)7 Aai(ti)’ L} Am—li(ti)) Ami(ti)) =0

D Aii(t), 4o(8), 4u(t), - -, Auca(1), Apin(8)) = 0

‘Qmi(Ali(ti)y ASi(ti)) ety Ami(ti)) Arn+ll(ti)) =0

m-—1 der m -+ 1 A-Grossen eliminiren und somit fiir beliebige k und j
eine algebraische Beziehung zwischen A, (t,) und A, () herleiten kinnen.
Besteht nun umgekehrt zwischen je zwei Functionen

Au(t) und  A,(3)
eine algebraische Beziehung, so erhilt man m?® algebraische (leichungen,

welche mit den m 4 1 Gleichungen (1) zusammengestellt m® 4 m + 1
Gleichungen liefern, aus denen die m(m + 1) Grossen

Ai(t), 4yl - - o, Appai(t) (=12, m)
unter der Voraussetzung, dass ein und nur ein Zusammenhang zwischen
den Grossen v, v,, ..., ¥,,, identisch fir alle ¢, ¢, ..., ¢, besteht,

eliminirt werden koénnen, so dass sich ein algebraischer Zusammenhang
von der Form (2) ergiebt.
Der von LIE ausgesprochene Satz lautet demnach folgendermassen:

Wenn sich aus m 4 1 Gleichungen von der Form
Ay () + Ap(t) + ..+ dia(ta) = 9,
Ay (ty) + An(tz) + ..+ dy(t) =,

(24)
As(t) + () + - F Ap(t) = v,
Anin(B) + dpyna(le) + o+ Apin(tn) = Vuna

nur eine Relation v,, vy, ..., Vp, Uy

(25) v, v, ..., VU, Upy) =0

ableiten ldisst, so ist diese, wenn sie nicht die Argumente v, vy, ..., Vy, Vs
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nur linear enthdlt, dann wund nur dann algebraisch, wenn zwei beliebige
Grissen

Ayt wund A(t) fir k,j=1,2,...,m+41, i=1,2,...,Mm
algebraisch von einander abhdngen.

Wir wollen den Satz zum Zwecke der Anwendung desselben noch
anders aussprechen:

Wenn fiir beliebige Argumente wu,, u,, ..., u, und den Functionen
dieser Argumente
Bll(ul) ) B?l(u’l) y * ot Bml(ul) ) voe ey B,,,,(u,,,) ) B?m(um) y c Bmm(um)
eine und nur eine in den Argumenten u,,u,, ..., u, identische Relation

von der Form besteht
(16) ‘Q(ul + u, + ...+ Uy, By(w) + Bu(w,) + ... + Bin(%a), - -
Bml(ul) + Bm2(u2) + .. + Bmm(um)) = O)

so ist diese dann und wur dann algebraisch, wenn die simmtlichen B-Func-
tionen algebraische Fumctionen ihrer Argumente sind, oder dass, wenn diese
alle oder nur zum Theil transcendent sind, die Beziehung (26) ebenfalls eine
transcendente sein muss, vorausgeselzt, dass die Relation (26) nicht eine in
thren Argumenten lineare ist.

oder endlich,

wenn fir die Umkebrungsfunctionen des Systems
Bu(t) + Ba(t) + - . + Bin(tn) = w,
By (w) + By(t) + ... + Boa(ts) = w,

Bo(t) + Buo(t) + . + Bon(t) = 10,
welche mit
ul:’ol(wl:w2);")wm)) u2:¢2(201’w2"”'w'")’ I

umzspm(wl)w‘l)"';wm)
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bezeichnet werden mdgen, eine und nur eine Relation von der Form besteht

‘Q(wl)w2>-'wwm:?’l(wl’wz,---;wm)"’fpz(wl)wh---’wm)+---
.+¢m(wl)w2)°'°wm))=o

so ist diese, wieder von dem Falle der linearen Relation abgesehen, dann
und. nur dann algebraisch, wenn die B(w,) selbst algebraische Functionen
von w, also auch die ¢, (w,,w,, ..., w,) algebraische Functionen ihrer
Argumente sind.

Wiihrend Lik die Ausdehnung des algebraischen Additionstheorems
auf allgemeine algebraische Beziehungen zwischen Transcendenten im Auge
hat, geht ABEL in seiner Arbeit' »sur les fonctions qui satisfont & I’équa-
tion ga(x)+¢(y)=¢(wf(y)+yf(x))r darauf aus, transcendente Beziehungen
fir das Additionstheorem zu ermitteln, und ich will noch in einigen
Worten das, was ABEL dort angedeutet, erginzen, indem ich zuniichst
die Frage aufwerfe, wie die Functionen ¢,, ¢, und ¢ beschaffen sein
miissen, damit

(27) : o, (2) + ¢,(y) = ¢(F(z, y))

ist, Wovrin die Form von F (r , y) nachher ndher bestimmt werden soll.

, Zunichst darf zur Vereinfachung der Untersuchung angenommen
werden, dass ¢,(0) =0, ¢,(0) = o ist, da, wenn dies nicht der Fall ist,
und zwei Auflésungen der Gleichungen ¢ (2) = 0 und ¢,(y) = 0 mit &
und 7 bezeichnet werden, die Substitution von 2 =2 + &, y =y + y
die Gleichung (27) in die ihnlich gestaltete iiberfithrt, fiir welche o' = o
und gy = o die Summanden der linken Seite verschwinden lassen. Aus
der Beziehung (27) ergiebt sich nunmehr fir y = o resp. £ = o

p() = ¢(Flz,0) = ¢(z), ¢, = ¢(Flo,n) = ¢,
und die Gleichung (27) geht somit in

¢(z,) + ¢(v,) = ¢(f(z,, ,)

oder endlich, wenn

(o) =X, ¢(y)=Y oder =z =y(X), y, =y(¥)

! Qeuvres complétes, nouv. édition, tome premier, XVIL
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gesetzt wird, in

X4 Y= ¢t(x(X), g(T))

XX+ Y) = {(x(X), 2(D))

ber, worin [ eine algebraische oder transcendente Function sein kann.
Nachdem gezeigt worden, dass die Untersuchung der Gleichung (27)
stets auf die einer Functionalgleichung von der Form

(28) ole +y) = flp(2), o(¥))

zuriickgefithrt werden kann, ist unmittelbar ersichtlich, dass es sich um
die Ermittlung derjenigen Functionen handelt, welche ein algebraisches
oder transcendentes Additionstheorem haben, und es braucht kaum hervor-
gehoben zu werden, dass die zu (27) analogen Functionalgleichungen fiir
Functionen von mehreren unabhiingigen Variabeln ebenfalls auf die Unter-
suchung der entsprechenden Additionstheoreme fiihren.

Substituirt man fir das Additionstheorem (28) gleich das allgemeine
Functionaltheorem

(29) Plo(z, y) = Flp(e), ¢(y),

worin’ @(z , y) eine algebraische Function von z und y bedeutet, und be-
zeichnet ¢ die inverse Function der ¢-Function, so geht dasselbe iiber in

(30) o(Flz,y) = ole(x), oy)),

und es ist somit nur dieses zum (eschlechte 1 gehorige Functionaltheorem
zu untersuchen, in welchem @ eine algebraische Function der Argumente
¢(z) und ¢(y) bedeutet. Fiir den Fall dass F(x, y) eine algebraische
Function von 2 und y sein soll, habe ich die Frage in meiner Arbeit’
» Beweis von der Unmdglichkeit der Existenz eines andern Functionaltheorems
als des Abel'schen> beantwortet; soll jedoch F' eine transcendente Function
bedeuten diirfen, so erhalten wir durch Differentiation von (30) nach x und y

dp ol o . % dF w

5%‘375 = 207 () und 5%51‘/ = 20 ? (y)

oder in

: . .. . ]
und hieraus durch Elimination von 5%

oF sw |, oF 20 ,, . .
Y = s )

' Journal fir Mathematik. B. 100 und 101,

Acla mathematica, 26. Imprimé lo 25 juin 1902, . 24

(31)
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Ist nun die algebraische Function @ von ¢(x) und ¢(y) durch die irre-
ductible Gleichung definirt '

(32) @"+7,(e(2), ¢(y) @ +7,(p(2), p(y) @+ ...+ 1.(0(2), ¢(¥)) =0,

worin - 7, 7, ..., 7, rationale Functionen der eingeschlossenen Grdssen

) n

bedeuten, so lassen sich bekanntlich die partiellen Ableitungen von @ nach
¢(r) und ¢(y) genommen in der Form von ganzen Functionen n — 1*"
Grades von o darstellen mit Coefficienten, die rational aus ¢ () und ¢(y)
zusammengesetzt sind, so dass die Gleichung (31) die Gestalt annimmt

oF

(33) - lele(@), e} + ...+ pue(2), 0 ()]¢'(¥)

=5 [ale@, o + .+ ap(a), p0)]e@).

Setzt man nun in (32) und (33) ¥y = o und eliminirt die Function
(®),=0, 50 erhilt man eine Gleichung von der Form

s 6(e00), () pla),p@), (£) L (5),) o

worin G eine ganze Function der eingeschlossenen Grossen bedeutet.
Differentiirt man ferner die Gleichung (33) nach y, eliminirt wiederum e«
und setzt y = o, so ergiebt sich

(35) G, (so (0), ¢'(0), ¢"(0), ¢(@), ¢'(®), (g)m, (%),,zo’ (:;—a“l;),,=o’ (Z%y:o) =

worin (, wiederum eine ganze Function darstellt, und aus den Gleichungen
(34) und (35) wird sich die Bestimmung der gesuchten Functionen ergeben.

Um zuniichst nur auf den von AReL far das Additionstheorem zu
Grunde gelegten Fall, in welchem

Flo,y) = ofly) + of(z), olp(), ¢() = ¢(2) + ¢lv)

ist, niither einzugehen, so ist unmittelbar ersichtlich, dass, wenn
¢(0)=a, flo)=ua, [(o)=2d
gesetzt wird, die Gleichung (33) oder (31) in

(36) (fw) + vr'(@)¢'(y) = (f(x) + =/'(9))¢'(x)
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und fir ¥y = o in
(37) (flz) + a'z)¢'(x) = aa
iibergeht.  Differentiirt man nun (36) nach y, so folgt

(1) + 91 (@)e"(®) + (F(9) + (@)’ (y) = o' (9)¢'(=)

und fiir y = o
(38) ap"(0) + (« + f'(@))a = xf"(0)¢'(w),
welche, wenn aus (37) der Werth von ¢'(z) und der hieraus durch
Differentiation nach x sich ergebende Werth von ¢”(0) = —Z%a einge-
setzt und — «'> — o'f"(0) mit m bezeichnet wird, in
(39) f'(2)f(x) + «x) + (mz— a'f(x)) =0

iibergeht. Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung (11) von ABEL
iberein, und deren Integral liefert, wenn m — — n’ gesetzt wird, die
Function f(x) aus der Gleichung

o™ = (f(x) — nz)+*(f(z) + nx)~,
withrend ¢ () nach (37) durch den Ausdruck gegeben ist

(1) = [ dx
¢ x) = aav m

Ebenso einfach gestaltet sich der viel allgemeinere Fall, in welchem
Fz,9) = af(y) + (@) +9'0(f(2),  ole=), o) = ¢(@) +¢®)

ist, wie itberhaupt durch die Aufstellung der Differentialgleichungen (34),
(35) sowie der weiter zu bildenden die Methode zur Herleitung aller zum
Geschlechte 1 gehorigen transcendenten Functionaltheoreme fiir Functionen
einer Variabeln gegeben ist, und ebenso vollzieht sich die Aufstellung der
zum Geschlechte 2 gehorigen, die sich in der Form darstellen

Gle(F@,y,2), o(Fz,y,2), ¢(z), ¢y), ¢(2)) = o,

worin G eine ganze Function der eingeschlossenen Gréssen und F, | F,
wiederum transcendente Functionen bedeuten, u. s. w. Sind aber Funec-
tionen von mehreren unabhiingigen Variabeln gegeben, und soll z. B.
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wieder ein zum Geschlechte 1 gehoriges Functionaltheorem bestehen wel-
ches dann in der Form darzustellen ist

G] (gpl(xl ) 502) ) 501 (yl ) 3/,) ’ 50,(501 ’ wa)) ¢2(y1 ’ y:)) ) ¢1 [IP] (xl 4 yl) 3 F?(x‘z ) yi)] =0
Gﬂ(spl(xl ’ w?) ) 501(?/1 ) 3/2) ’ ¢a($1 ’ x?)) ¢7(y1 ) ya)) ) ¢2[Fl(xl ’ yl) ’ Fn("‘vz) !/?)] =0,

worin &, und G, wiederum ganze Functionen der eingeschlossenen Gréssen,
F, und F, transcendente Functionen bedeuten, so fithren ganz analoge
Betrachtungen auf die zugehérigen partiellen Differentialgleichungen zur

Bestimmung der gesuchten Functionen.




