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Introduction

L'espace de Hardy H, des fonctions holomorphes F dans le disque unité telles que
Sup,<; f | F(re®)| df <oo a été étudié depuis de nombreuses années. Plus récemment, aprés
la découverte de la dualité H, —BMO, une théorie paralléle des espaces H, de martingales
s’est développée. Si (Q, A4, P) est un espace de probabilité et (F,) une suite croissante de
sous-g-algébres de 4, on introduit ’espace H,[(F,)] des F,-martingales dont la fonction
maximale est intégrable (voir la section 0 pour les définitions précises). Nous étudierons
en particulier le cas ot les (F,) sont les algébres dyadiques (A4,) sur [0, 1], et nous appel-
lerons H,(0) ’espace H,[(F,)] obtenu dans ce cas.

La similitude des résultats obtenus dans la théorie classique et dans la théorie « mar-
tingales » améne & se poser la question de la comparaison de H, et H,(d) en tant qu’espaces
de Banach. Le résultat essentiel de notre article est le suivant :

THEOREME. Les espaces H, et H,(5) sont tsomorphes.

On sait depuis Paley que P'espace L,, 1 <p < oo, admet le systéme de Haar comme
base inconditionnelle. Au contraire L, ne peut pas se plonger dans un espace a base incon-
ditionnelle. Le cas intermédiaire de I’espace H, est resté ouvert, mais le théoréme précédent
apporte une réponse, puisque H,(6) admet aussi le systéme de Haar pour base incondi-
tionnelle (voir section 0). On obtient par conséquent :

COROLLAIRE. L'espace H, admet des bases inconditionnelles.

Nous n’expliciterons pas la base de H, dont l'existence résulte du théoréme. Cela
serait théoriquement possible, mais le systéme de fonctions ainsi obtenu serait trop com-
pliqué pour étre pratiquement utilisable. Le probléme suivant reste donc posé :
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Probléme. Trouver une base inconditionnelle explicite pour H,.(%)

La démonstration du théoréme principal est contenue dans les sections 1, 2, et 3.
Pour montrer que deux espaces de Banach X et Y sont isomorphes, il suffit souvent de
démontrer des propriétés apparemment plus faciles & vérifier : supposons en effet que X
soit isomorphe & un sous-espace complémenté de Y, c’est-d-dire que Y soit isomorphe &
un produit X x U, et que Y soit isomorphe 8 un sous-espace complémenté de X, c’est-a-dire
X ~ ¥ x V (nous emploierons le signe ~ pour noter I'isomorphisme de deux espaces). Faisons
I'hypothése supplémentaire que X et ¥ soient isomorphes & leurs carrés respectifs X x X

et ¥ x Y. Nous pourrons écrire :
XAaYxVaYxYxVaAaYxX~XxUxX~XxU~Y,

ce qui montre que X et Y sont isomorphes. Nous appliquerons cette démarche aux espaces
H, et H,(6). Nous vérifierons d’abord en (0.8) que H; est isomorphe & H, x H, et H,(0) &
H,(6) x H,(d). Nous montrerons ensuite que H,(d) est isomorphe & un sous-espace complé-
menté de H, dans la section 2, et finalement que H, est isomorphe & un sous-espace com-
plémenté de H,(6) dans la section 3. La démonstration du théoréme sera alors compléte.

Passons maintenant en revue de fagon plus détaillée le contenu des sections. La sec-
tion O contient des notations et des rappels concernant H,, BMO et les espaces H, de
martingales. La section 1 décrit certains plongements complémentés de H,(4) dans un
espace H,[(F,)] (théoréme 1.4). Ces plongements complémentés sont utilisés dans la sec-
tion 2 pour montrer que H,(d) se plonge de fagon complémentée dans H,. Cette deuxiéme
section présente un mélange des arguments de martingales de la section 1 et d’arguments
d’analyse harmonique concernant 'existence de certains multiplicateurs de H, (lemme 2.1).
Dans la section 3 on utilise les rapports bien connus entre les fonctions de H, et les mar-
tingales H, du mouvement brownien dans le disque unité, ainsi qu’une discrétisation con-
venable des tribus du brownien, pour montrer que H, se plonge de fagon complémentée
dans H,(9).

Les sections 4 et 5 contiennent des résultats complémentaires concernant les espaces
H, de martingales et les espaces H,(R"). Nous montrons dans la section 4 (théoréme 4.14)
que Uespace H,{(F,)] correspondant & une suite (F,) d’algébres finies est isomorphe & H,
dés que la suite (F,) vérifie lim, §, =0, ol :

8, = sup {P(4); A atome de F,}.

Nous considérons dans la section 5 les espaces H,(R") et H,(S"), =1, et nous mon-

trons au théoréme 5.4 que ces espaces sont tous isomorphes & H,. Ici encore, il suffit de

(1) Voir la note ajoutée & la correction des épreuves.
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montrer, par exemple, que H, et H,(8") sont chacun isomorphe & un sous-espace complé-
menté de I'autre. On voit assez facilement que H, se plonge de fagon complémentée dans
H,(8™), et il est facile de généraliser les résultats de la section 3 pour montrer que H,(8™)
se plonge de fagon complémentée dans H,(d) en utilisant le mouvement brownien dans la
boule unité de R™+1. La section 5 contient également un résultat concernant I’espace
H,(T?) des fonctions F holomorphes dans le bidisque D x D telles que

sup f | F(ry €%, 7, %) | dB, dB, < oo.

fra<l

Nous montrons au théoréme 5.6 que H,(T'?) est isomorphe & I'espace H,(6%) des mar-
tingales dyadiques & deux indices. Par contre nous ne savons pas si H; et H,(T) sont
isomorphes (question 5.7).

Je tiens & remercier A. Pelczynski pour les encouragements qu’il m’a prodigués et
Pattention qu’il m’a consacrée pendant la phase initiale de ce travail.

Je remercie également W. B. Johnson qui m’a aidé & clarifier la section 2, et Svante
Janson pour des conversations concernant le contenu de la section 5.

Les résultats principaux de cet article ont été annoncés dans deux notes ([11] et [12]).

0. Généralités. Notations

Nous utiliserons les notations classiques des probabilités : si (Q, F, P) est un espace
un espace de probabilité et si f est une variable aléatoire complexe P-intégrable sur
(Q, F, P), I'espérance | f(w)dP(w) de f sera désignée par Ef. Si § est une sous-o-algébre
de F, I'espérance conditionnelle de f sur G sera notée E(f| G). La norme de f dans L,(Q, F, P),
1 <p< oo, sera notée ||f||,.

Supposons donnée une suite croissante (F,), n=0, 1, 2, ..., de sous-g-algébres de F.
Une F,-martingale est une suite (f,) de variables aléatoires (complexes) intégrables sur
(Q, F, P) telle que f,=E(f,,,| F.) pour tout »=>0.

On définit I'espace H,[Q, (F,), P], en abrégé H,[(F,)], comme I’espace des martingales
(complexes) (f,) telles que :

®© ]
(1a+ 3 =) emi 3,2
On sait (voir [6]) que cette condition est équivalente & :
sup |f,| € Ly(Q, F, P).

Désignons par F,, la o-algébre VoL, F, engendrée par 'algébre U2, F,. Sous la condi-
tion précédente, on sait que la martingale (f,) converge dans L,(Q, F, P) vers une limite £,

6 — 802904 Acta mathematica 145. Imprimé le 5 Décembre 1980
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qui est nécessairement F.-mesurable. Inversement, la donnée de f permet de retrouver la
martingale (f,) par f,=E(f|¥,). On peut donc considérer H,[(F,)] comme un espace de
fonctions F . -mesurables, 'espace des fonctions f€L,(Q, F, P) telles que la martingale
fn=E(f| ¥,) appartienne & H,[(F,)]. Cet espace H,[(F,)] peut étre muni de deux normes

équivalentes :

@ 3
o) W= (1Al + 3 V= foeal)
©0:2) =5 sup I

Rappelons la construction du systéme usuel de Haar sur [0, 1]. On pose k,=1 et pour
n>1 on définit des fonctions 4, , sur [0, 1], ¢=1, 2, ..., 2"1, par :

— 9(1-n)/2
B s =292 (L s gy9-n, a-1y2-m = Liet-1y2-m,21.2-n))

On désignera par A4, I'algdbre de parties de [0, 1] engendrée par les fonctions #,,,,
t1=1,2, ..., 2™, c’est-d-dire aussi ’algébre engendrée par les intervalles [{2-", (j41)2-"],
7=0,1,..,2*~1. La suite (4,) est croissante, et 4, =Vi-¢ A4, est la g-algébre borélienne
de [0, 1]. Munissons [0, 1] de la mesure de Lebesgue A. L’espace H,[[0, 1], (4,), 1] sera
simplement noté H,(6). Si on munit H,(d) de la norme (0, 1), on voit que %, et les (k,, )
constituent une base l-inconditionnelle de H,(d), ¢’est-a-dire que si oy, Oy, oy, 1, 0y, sONt
des nombres complexes avec |0,| =[6,,,|=1,0ona:

”°‘o+ nz‘“n.thn.l”H|=E(|“0|2+ ;‘lan.ihn,(lz)* = "“oeo‘*‘ nZ‘ “n.ten.thn.t"m-

Dans le cas d’une famille continue (J,),5, de sous-g-algébres de F, on posera F,=
Vizo Fir €t on définira 'espace H,[(F,)] comme I’espace des fonctions f€L,(Q, F, P) telles
que :

Il =B sug) || < oo, ot f= E(f| ).
t>

(On peut aussi généraliser la norme (0.1), mais c’est plus compliqué et nous ne I'utili-
gerons pas dans la suite.)

Rappelons que le dual de H,[(F,)] s’identifie & 'espace des martingales BMO, c¢’est-a-
dire aussi I'espace des fonctions fEL,(Q, Fy, P) telles que

max {lfol» 3‘;? (E(If"' fu—l‘zl Jn))‘} € Lo(Q, Fw, P),

ot I'on a posé f,=E(f| F,), n=0.
(On remarquera que E(|f—f,_1|?|F,) =E(Sfen|fu—fr-1[?| Fn). Cette relation sera
utilisée par la suite.)
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On peut normer 'espace BMO[(F,)] par :
(0.3) Illswio = llmex {Ifo], sup (B(1f = fa-aIF) o

L’espace BMO correspondant aux o-algébres (4,) du systéme de Haar sera noté
BMO(9).

La dualité H, —BMO s’accompagne d’une difficulté : en général, le produit fg n’est
pas intégrable lorsque f€ H,[(F,)], € BMO[(F,)]. Cependant, comme L,(2, F, P) est con-
tenu dans H,[(F,)] pour p>1, et comme par ailleurs BMO[(F,)] est contenu dans tous les
L/(Q, #., P) pour ¢< oo, nous pourrons écrire :

(0.4) [E(fg)| <Oflla ll9llemo i 9€LG(Q) Fooo P)

ousi fELYQ, F,, P) pour un p>1.

et inversement :

(0.5) ][z, < € sup {| E(fg)]; 9 €Leo(Q, Foos P); [|9[| o <1}
fELp(Q’ Fw P), p>1, "f”m < Csup {lE(fg)l, "9”BMO < 1}-

Dans le cas de familles continues (J,),5, de o-algébres, nous nous contenterons du
cas de fonctions f€EL,(Q, F, P) telles que la martingale correspondante (f).>, soit & tra-
jectoires continues. On définit alors la norme BMO[(F,)] de f par :

"f"mvxo = ||max {|fo|’ ’i‘;g’ (E(lf_ft|2|:;t))*}"°°

Passons maintenant & quelques rappels concernant 'espace de Hardy H,. C’est I'espace
des fonctions F holomorphes dans le disque unité du plan complexe, et telles que :

25
supf [F(re‘e)lgt< oo

r<l JO

On sait que F admet alors une valeur limite F(e'®) définie presque partout sur le
cercle unité 7', et intégrable. Inversement, la donnée de F(¢'%) détermine F dans le disque
unité. On peut donc considérer H; comme un espace de fonctions (complexes) sur T'. On
normera F dans H, par :

2n do
Fl. = F(e® =||F
" "H. J; ] (e )]2:: " "1

Nous utiliserons occasionnellement la densité de H, dans H,, ol H, est le sous-espace
des fonctions fEL,(T, d6/(27)) qui admettent une représentation f=3%.,a,e™, avec

zz’_o la”'2<°°'
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Nous désignerons par BMO I’espace des fonctions G' holomorphes dans le disque unité
et admettant une valeur limite G(¢’) sur le cercle unité, presque partout définie, telles

27 db 1
10y 77 -
fo e 2 “‘,‘P{lrlf,

ott I déerit la famille des intervalles du cercle T', et out |I| désigne la mesure de I (pour la
mesure df/(2x)).
Un élément G de BMO définit une forme linéaire sur H, par

que ||G|smo < oo, ot :

G(e®) - L G(ed)ﬁ’(ﬁ}

“G“BMO:‘ iII L oxlonl’

27 — df
6 16 .
F—»fo Fle®YGle )27:

En fait pour cette dualité BMO s’identifie (antilinéairement) au dual de H,, et les inégalités
analogues & (0.4) et (0.5) sont vérifiées :

2n 6 __—‘-0— de . de
(0.6) [ FenEERE < ol 6o si Lo (7.5

ou si FEL, (T, df/27) pour un p> 1.
(0.7) Si F€L, (T, df/2n) pour un p>1,

27
17 < aup {| [ Fe T 22 0o < 1)

(0.8) Nous allons indiquer rapidement pourquoi H, et H,(6) sont isomorphes & leurs carrés
respectifs. Le cas de H, est trés simple. Il est clair que les sous-espaces X, et X, de H,

qui sont respectivement les adhérences des ensembles des polyndmes trigonométriques de

la forme :
N
Py0)= 3 agne e
n=0
et
N
Pyf)= 2 ay, e
n=0

sont chacun isomorphe & H, et complémenté dans H,, (Qf(0)=3(f(0)+ /(6 +mx)) est une
projection de H, sur X,, et (1 —@Q) une projection sur X;.) On a done :

Hy~X,©X,~H,xH,.
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Pour H,(§) on peut obtenir un isomorphisme de H,(d) x H,(d) sur H,(d) de la fagon
suivante : si f=(f,, f,) est un élément de H,(d) x H,(d), posons :

“1=thgt=ft_Efia 7/=1s2

On prolonge chaque g; & P'intervalle [ -1, 2] en posant g, =0 en dehors de {0, 1], et on

pose :
TH(E) = atyho(t) + e Py, 1(8) +91(2¢) +95(26 — 1).

On vérifiera sans trop de peine que T est un isomorphisme de H,(d) x H,(5) sur H,(d).
On remarquera aussi que 7' fournit un isomorphisme aussi bien dans le cas de I'espace
complexe H,(6) que dans le cas de 1’espace H,(5) des martingales réelles.

(0.9) Notons encore que H, est isomorphe a ses hyperplans (fermés). Comme tous les hyper-
plans fermés d’un méme espace sont isomorphes, il suffit de remarquer que I'application
F(z)—>2F(z) est une isométrie (pour la norme de H,) qui envoie H, sur 'hyperplan formé
des fonctions @ telles que G{0)=0.

1. Plongements complémentés de H,(5) dans un espace H,[(F,)]

Soit (F,)s-0 une suite croissante de o-algébres de parties d’un ensemble Q, et soit P
une probabilité sur (Q, F), ot Fo=Vieo Fa-

Un arbre d’ensembles compatible avec la suite (F,)7-o est une famille (4, ,) de parties
de Q,n=12,..,;i=12, .., 2" telle que :

(1) 4,,,=LQ, et 4, , est réunion des ensembles disjoints A,,;,9:1—; et 4, 4.

(2) E(]'An+1.2!—1] 7)) =1 lAn.t'

11 résulte de ces deux propriétés que pour » fixé, les ensembles (4, ), 1=1, 2, ..., 271,
réalisent une partition de £ en ensembles F,-mesurables de probabilité 2—*—2), On dé-
signera par (, 'algébre engendrée par les ensembles (4, ),4=1,2,...,2*1. On a G,< J,,
et la suite (G,) est croissante. On posera G, =Vi-1 Gy.

Si f est une fonetion P-intégrable j,-mesurable, la propriété (2) entraine :

(1.1) E(f| 3,) = E(f| Gn)-

L’égalité (1.1) est claire si f est G, ,,-mesurable. On la démontre par récurrence lorsque
f est G,.x-mesurable, k>1, puis par passage & la limite pour f§.-mesurable.
On peut construire une application mesurable ¢ de (2, G,) dans [0, 1] telle que :

g [(s - 1)2-"+, 271 = 4, ;.
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En utilisant ¢, on voit que G, correspond & I'algébre 4, _, du systéme de Haar. Précisé-
ment, si & est une fonction intégrable sur [0, 1] :

E(hop| Gn) = E(h| Ani)og.

Dans ce qui suit, nous associerons & un arbre d’ensembles (4, ,) la suite de fonctions
Uy, 1=P(4,,))"¥1,, .. Nous utiliserons sur H,[(F,)] la norme (0.1).

Nous supposons donné dans tout ce paragraphe un arbre d’ensembles (4, ;) com-
patible avec la suite (F,).

Leume 1.2, Soit (d,,,),n=1,2,..;i=1,2,...,2" une suite de variables aléatoires
complexes sur (Q, Fo, P) telle gue ;

(a) d,,, est F,-mesurable et B(d, | F,_y)=0

(b) Idn.ll =Uy, 1.

On a alors pour toute suste oy, (o, ;) de nombres complexes, en posant f=otg+ >, 4 oty dy
et g=ctg+Dny %, il s

11l stz = 19 || roe> €8 ||l mnsorczan < 19| maeocer-

Démonstration. ||fl|a,=E(|oto|2+ S, s | %, s| 20450}

Il est clair qu’au moyen de l'application ¢ la fonction §.-mesurable (|oq|2+
St ], |2uns)} est transformée en ([otg|2+Sn, i |otn, i ks, i|®)?, et ceci explique la pre-

mitre partie du lemme.
2k-1 t
{E(Z 2. |°‘k,thk.t|2|'4n)} “ }
kz2n {=1 0,

-1 i
{E( 3 la,,..l*uz..ls,.)} ” }
kan i=1 0

En utilisant la propriété (1.1), on voit que :

B(2°3 loratd3,) = B(3 S loniPet dG.)

kan {=1

D’autre part :

ugllsmo =max {l“ola sup
. npl

“f“nmo =max {lo‘ol» sup
nxl

et cette expression correspond au moyen de @ & I'expression E(Sysn 257" | ot s P, 1|2 | An-a)s
dont la norme dans L, est majorée par celle de E(Dyn D207 |, 1k, |2 | An)-

LezmmEe 1.3. Soit (J,,_,),n=1, 2, ..;i=1,2, ..., 2", une suite de variables aléatoires
complexes sur (Q, F, P) telle que :

(a) dy, est F,-mesurable et E(d, ;| F,4)=0
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(0) |1dn.s] —tn,olla<c 4™
(c) IJ"JI <""11.!’*‘04"'".

Pour ¢>0 assez petit, on a, en posant f=oty+ D, 1 0y, (G, 1 6 =g+ D1 0ty by

Hgllzmor < Mllmieom < 2|9l mer e ||f]|zmorean < 2]|9]amoc-
Démonstration. Considérons 1’expression :
B= (el + 3 lewn, o "l )t = (oo + 3 |t o )
Ona:
B (3 ot o[ (atn, o =1 o)*) < (max 20y (]) - (3 2 2, = |, o )
On trouvera aprés intégration :

EB< (max 202\, ) (B 3 2" Y (u,  — |d,, o)?)}
n,{ n,4

© 3
< (max 2(1—n)/2|a""|) . (Z 02° 4n. 4—2n) < % (max 2(1—n)/2l“n'l|)
n,4 n=1 n,{

pour ¢ assez petit. Si on suppose que [|g|lz, =1, on aura
o, iba,olly =292 @y | <1, done §<||f||s <4

Dans le cas BMO, on écrira :

ok~-1
Co= 2 Z [ote, 1y o[ < ’g 421 | o, o|2(2tye 4 + c475)?

kzn =1

ok-1 ok—1
<2 Z z [oc,,,lauk,+2c Z 4_ ‘21 |oc,,',|2.

k2n i=1

Supposons que ||g||zmo <1. On a alors pour tout =,

2k-1
E(Z > |ak.lh’lc.l|2|’4n) <1
k=n i=1
et en particulier,
gn=-1

on—1
Z |ty 12 4|2 < 1, domo 121 Jan, o<1

On en déduit :

ob—1
C,<2 2 Z | o, o|*1aF, s + 2¢* Z %<2y Z | o, ¢ [P, + 2
kzn i=1 k2n 1=

pour ¢ assez petit.

87
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En utilisant le lemme 1.2, on trouve finalement :

E(C,|F,) <4,
d’otr le résultat.

Nous allons maintenant énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe : si une suite
de fonctions orthogonales (@, ;) est telle que la suite des modules (|, ;|) est « suffisamment
proche » de la suite (u,,,), elle engendre (avec la fonction 1) un sous-espace X de H,[(F,)]
qui est isomorphe & H,(d) et qui est complémenté dans H,[(F,)].

TutoriME 14. Soit (¢, ), n=12,..;i=1,2, .., 2" une suite de fonctions com-
plexes dans L (Q, Fo, P) telle que :

(a) les fonctions (@, ) sont orthogonales, et Egp, =0, E|gp,. 2=1
(b) %n, 1= |@n.o| la<ca™

(©) |@ni| St (+od™,

@) |@n. = {E@n.i| Fn) ~ B@n 1| Faa)}]| Scd.

Lorsque ¢ >0 est suffisamment petit, Uespace fermé X engendré par 1 et par les fonctions (@, ;)
dans H,[(F,)] est isomorphe & H(8) et la projection orthogonale Qf =(f| 1)1+ 3, s (f|@n, )P,
est bornée sur H,[(F,)]-

Démonstration. Posons pour commencer :

¢n.i = E(‘pn.ilgn)—E((pn.ll :;n—l)-

La suite (¢, ;) est une suite de différences de F,-martingale qui vérifie les hypothéses du
lemme 1.3 (avec ¢ remplacé par 2¢). Nous allons montrer que les suites (¢, ;) et (@, ;) sont
équivalentes, & la fois dans H,[(F,)] et dans BMO[(F,)]. (L’argument que nous allons
donner est bien connu : si (%,) est une suite basique normalisée dans un espace de Banach
E et si (x,) est une suite telle que >%_o ||, —%,]|| soit assez petit, les suites (z,) et (Z,) sont

équivalentes.) Notons tout d’abord que lorsque ¢ est assez petit, on a :

Va4 = "‘7’1; i"H. = "‘f’n 4”1 > 20-M/2_ 204" > 2-n/2

et
On,1= ‘l‘f’n.aum\ao = |‘¢n.il|oo > 2002 _2c4-" > 3.

Posons f=cg+ Sn.i %n.1Pn,1 €t f=0g+ Dn.1 %n, 1 $n, (- Nous aurons

1Al ~ UFllerf < (nia:x Vot %) - (ﬂZ Vaill®Pa, s = Bu.illn)

o
< (max v, |t il) 3 2224 M < § max y, oo, ]
n,$ n=1 n,4
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pour ¢ suffisamment petit. Si on remarque que : max, ; ¥n. | %, | <||f||m, on déduit :

(1.5) {711, < Al < 201 Fll e

Dans le cas BMO, on écrira :
| ”f"BMO = |fllemol < (1111L3;X |t ) ;i ”‘Pn.t ~ @illsmo< 1 n:la‘x ]“n.tl

pour ¢ assez petit. Si on note que } max, ,|a, | <max, 8, |, ;| <||f]lsuos on éerit :

(1.6) HlFllzmo < Nfllsmo < 2||f]|3mo-

L’inégalité (1.5) ci-dessus et le lemme 1.3 montrent que X est isomorphe & H(d). Nous
montrons pour finir que la projection orthogonale @ est bornée. Soit g€Ly(Q, F., P).
Nous aurons, en utilisant (0.4), (0.5), le lemme 1.3, et (1.5), (1.6) :

1991l = g1 1+ 3, @1@n 0 nill < 4GV o+ 2, @1Pn.0) Bl
< 40sup {Bulg|1) + 2 Bu.s(91#n); 1o+ 2, Buibn.illmeo < 1}
<16C sup {Bo(g| 1)+ 3 Bn.9]9n.; [1Bot 3 Br.s@n.illamo < 1}
<160%|g]lx,

ce qui démontre le théoréme.
Nous allons terminer cette section par un lemme trés simple concernant les « martin-

gales approximatives », qui sera utilisé dans le paragraphe suivant :

LeMMmE 1.7. Soit (d,),n=0,1,2, ..., une suite de variables aléatoires complexes sur
(Q, Foo, P) telle que pour tout n=1, on ait :

Idn_ {E’(dnl 31:) - E(dnl gn—l)}l < 2"""dn"1,

el
|do—E(do|30)| < "do“r
Ona:
© -] )
Z dn <5 (2 'dnlz) ‘
n=0 Hil(3,)] n=0 1

Démonstration. On pose dy= E(dy| F,) et pour n>1,d, =E(d,|F,)— E(ds| Fny). On a
Ndn —dalln <|Fs —allw <27 dal]s <274 pour tout >0, ol A=|/(Z%0|ds|d}[;. On
peut écrire : :
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(3yar)]

© #
<4+ (z I, —ol,,lla,) < 34.
n=0

o0

> d,

n=0Q

Hy

<A+
1

(3 a-ar)’

1

On achéve en écrivant :

<« o0 [e.o]
Sd <2 + 2 - dflo<54.
n=0 | H n=0 H, n=0

2. H;(6) est isomorphe & un sous-espace complémenté de H,

Le plan de cette section étant plus complexe, nous commencerons par indiquer les
grandes lignes de la démonstration.

Nous utiliserons de fagon essenticlle une conséquence d’un résultat de E. M. Stein
[16], qui sera donnée dans le lemme 2.1 : on peut construire quatre suites d’entiers
(@, by, cx, dy) telles que ¢, <a, <b, <d, <c¢,y,, lim (b, —a;,)= + oo et des opérateurs (¢),) sur
H, tels que :

e si n€lay b,

nfy —
(@) Qu(e™) {0 i ng [, dy]

(b) L’opérateur >%o £,@; est borné sur H, pour tout choix de signes (g,).

Désignons par Z le sous-espace de H, engendré par les fonctions (e'™),

e Sn<by,
k=0,1,.... On va construire par récurrence une suite (B,) d’algébres de parties de T', un
arbre d’ensembles (4, ;) compatible avec la suite (B,), un systéme (g, ,) d’éléments de Z
vérifiant une partie des conditions du théoréme 1.4 et une sous-suite B, =@, de la suite
(@) tels que :

— les indices des coefficients de Fourier non nuls de ¢, ; sont contenus dans [ay, b;,]
(de sorte que Rn(‘pn. 0 =@n, 1)
— pour tout f€H,, R, f est « presque » B,-mesurable.

Notre idée est d’essayer d’utiliser la structure de H,[(B,)] au lieu de celle de H,. Pour
f€H,, nous aimerions considérer Y5.o B,f comme une B,-martingale approximative (au
sens du lemme 1.7). Malheureusement, on ne peut pas supposer que E(R,f| B,_,) soit petit.
Cela va nous obliger & compliquer la situation, en travaillant sur Q =T x [0, 1]. Considérons
sur Q les algdbres F, =B, ® A4,(4, du systéme de Haar) et posons :

Yn 4 =P, 1 O Suf =B f®r1y,

ol (r,) désigne la suite des fonctions de Rademacher sur [0, 1]. Dans cette nouvelle situa-
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tion, 4, ;=A4, %[0, 1] est un arbre d’ensembles compatible avec la suite (F,), et le systéme
(4n.1) vérifie les conditions du théoréme 1.4. Par ailleurs 372 S,f est une F,-martingale
approximative au sens du lemme 1.7. On montre ensuite que I’on peut définir un opérateur
borné 8 de H; dans H,[(F,)] en posant pour f€H, :

=)
8f= 2 8,f.
n=90
On voit que S1=1 et Sy, ;=v,.;. On montre alors que la restriction de 8 au sous-
espace X de H, engendré par 1 et les (¢, ;) est un isomorphisme. D’aprés le théoréme 1.4,
8(X) (donc aussi X) est isomorphe & H,(d) et la projection orthogonale @ est bornée de
H,[(#,)] sur S(X). Si U désigne V'inverse de S, défini sur S(X), 'opérateur UQS sera une
projection de H, sur X, ce qui achévera la démonstration.
Le premier lemme de cette section est une conséquence d’un résultat de E. M. Stein
[16] (voir aussi Coifman et Weiss [4], theorem 1.20).

LeMME 2.1. Il existe une constante K et des suites d’entiers (ay, by, ¢, d;), k=0, 1, ...,
telles que 0 <c,<a;,<b,<d,;<cy,q, € que limy, (b, —a,) = + oo, et une suite d’opérateurs (Q)
sur Hy, k=0, 1, ..., tels que

2 1
Qf= o f%‘f‘z
et:
e si ne€[a, byl

infy
(a) Qk(e ) {0 si né¢[o, dk]

(b) pour toute fonction f€H, et tout choix de signes (g,) :

< K|Ifll,.

1

“ 2 & Qrf
%0

Nous utiliserons la suite des fonctions de Rademacher (r,), n =0, 1, ...;' Rappelons que
ro=1et pour n>1:

on-1
= 2(1—n)/2 z h,,.,
i=1

Rappelons aussi les inégalités de Khinchine :

i) <],

pour toute suite (c,) de nombres complexes. (On peut prendre 4 = V2, of. [17].)

® ]
a<(3 k)
n=0

S carall)
n=0
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En remplacant dans (b) (¢;) par (r4(t)) et en intégrant, I'inégalité de Khinchine donne :

(2:2) u(émkflzy

S AK||f]l;.

Nous allons définir par récurrence une suite croissante (B,) d’algébres finies de parties
de T, engendrées par des intervalles, une suite (p,,;), n=1,2, ...;i=1, 2, ..., 2"1 d’éléments
de H,NL,, deux & deux orthogonaux, un arbre d’ensembles (4, ;) compatible avec la
suite (B,) et une sous-suite R, =@, de la suite (¢),) du lemme 2.1, tels que :

L g, 1= |@n. o] e Scd™™ et |@n, o] <up, o4

2. les indices des coefficients de Fourier non nuls de ¢, , sont contenus dans [ay,, by, ].

3. pour toute fonction f€ H,,
IRnf_E(Rnfl Bn)l < 2—n“Rnf”1
|@n,s— El@pn, 1| Ba)| <4~

On commence la construction en posant By = (D, T'), Ry =0,, R, =@Q,. On pose ¢; () =
¢™ ott n€lay, b,], et on choisit pour B, une algébre finie engendrée par des intervalles

et

telle que :

| B,f—B(R,f]By)] < 3}| Bsf
pour tout fE€EH, et
{91.1— Bl@1.1| Bl <c/4.

Supposons tous ces éléments construits jusqu’a l'étape n,n>1. Posons {,=
o{d, ;i=1,2,..,2"1}. Pour chaque atome 4 =4, , de {4, soit 4 =), B, la décomposi-
tion de A en atomes (donc intervalles de T') de B,. Pour chaque « découpons l'intervalle
B, en deux intervalles disjoints B, et B, de méme longueur, puis posons 4’={J, B, et
A" =, B,. Choisissons des polyn6émes trigonométriques P, et P, tels que E|Pj|%*=
E|Py|2=1
et : 4’| 1, — Polla<ed ™, |PAl<|4/ |71, +ea" !

A7) #1,-— Pille<ed™ Y, |Pal<|A"| ¥ 1 +Hed ™0

Choisissons un entier M tel que tous les polynémes P, et P, (lorsque A varie parmi
les atomes de (,) soient combinaisons linéaires des ¢, pour |n| <M. Choisissons main-
tenant un entier k tel que k>k, et tel que b,—a,>2"+1M. On peut choisir des entiers
K, K tels que les polynomes trigonométriques exp (iK,0)- P} et exp (¢K40)- P, aient
des spectres deux & deux disjoints, tous contenus dans [a, b;] (nous appelons spectre
d’un polynéme trigonométrique P ’ensemble des indices des coefficients de Fourier non
nuls de P).
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On posera alors B, =@, et si 4A=4, , on posera :
@n+1,21-1=0Xp (iK40) P4, @piq 5 =exp (iK40)- Py
Apiyo1-1= 4’ An+1, g=4".
On remarquera que les (g, ;) sont orthogonales entre elles, et aussi orthogonales

aux (¢, ,), m<n. Par ailleurs on a :

""‘nﬂ.w—l —NPrrr2-allla <A™, [ @riq,gio1] SUnig,pmg 477!

e L | S S [ N D e - I

Pour achever la construction & ’étape (n+1), on choisira une algébre finie B,,, con-
tenant B, et les ensembles (4,, ), t=1,2, ..., 2%, engendrée par des intervalles, et telle
que :

(@) |9—E(g]Bni1)| <27 |9||, pour tout polyndme trigonométrique g & spectre dans
[0, di]. (Ceci s’appliquera en particulier sig=R, ,f, f€H,.)

(B) [Pnir.s— E@nir, o] Brid)| Sed2, i=1,2,.., 2%

On remarquera que les longueurs des intervalles-atomes de B, tendent vers zéro. 11
en résulte que B, =Vi-y B, est la tribu borélienne de 7'.

Considérons maintenant sur £ =7 x [0, 1], muni de la probabilité (d0/2x) @dt, la suite
croissante d’algébres F, = B,®A,. Si f est une fonction sur 7' et g une fonction sur [0, 1],

f®g est la fonetion sur  définie par :
1®9(6,t) = 10)9(t).
On vérifie immédiatement que :
E(f®g|F.) = E(f| B,) ® E(g] An)-

En utilisant cette propriété, on voit que la suite d’ensembles 4, ,=A4, ,x[0, 1] con-

stitue un arbre compatible avec la suite (F,). En effet, 13, =14, ®1, donc :
(1,450 |#2) = (a0, |Br) @1 =1 L, ®t=1%135, .

Posons par ailleurs g, ,=¢,,;®r, et pour f€H,, S,f=R,f®r,. Nous allons voir que
la suite (y, ;) vérifie les conditions du théoréme 1.4, avec Parbre d’ensembles (4, ,) et les
fonctions (i, ) correspondantes. Tout d’abord :

Ey, =Eq@, , Er,=0, et By, v, ;=E(@, ¢n ;) Elr,r,)=0 sauf si (n, i)=(m, j).
Par ailleurs, i, ,=u, @1 et |9, ] =|@. | @1, done |, ;— |[wn.i| la=%n.: = |@n. | [|l2 <



94 B. MAUREY
64_n5 |1/)n.l| <dn.i+04_n' Enfin E(Wn.ilg —1)=E((pn.£| Bn—1)®E(rnlv‘4n—1)=0 et :

Iwn.i—'E(wn.ll gn)l = |(¢n.i_E(¢n.i| Bn))®rnl <cd™".

D’aprés le théoréme 1.4, il existe une constante M telle que la suite (y,,,) soit M-
équivalente dans H,[(F,)] au systéme de Haar (h, ,) dans H{0) et telle que la projection
orthogonale Q: g—(g]1) + >, (9| ¥s. )¥n. ; s0it de norme <M dans H,[(F,)].

En particulier la suite (v, ;) est M2inconditionnelle. En utilisant I'inégalité de Khin-
chine, on aura donc

on—1

Z “n.lwn.t

i=1

(2.3) ‘

(I“olz"' °Z°

ne=1

2\ ¢
) ”1 <AMBlloy + 3 a9 ilcoy

od B est une constante telle que : ||g||, < B||g|law,n (on remarquera que F,=Vi.o Fn
est la g-algébre B, ® A4, qui coincide avec la g-algdbre borélienne de 7' x [0, 1]).

Nous allons maintenant vérifier que >y S,f est une F,-martingale approximative
au sens du lemme 1.7. On a pour n>1 :

E(Snfl ;n—l) = E(Rnfl Bn—l) ® E(rn |’4n—1) = 01

et |Suf— B(Suf| Fa)| = | (Buf — E(Baf]| B,)) ®7a| <27 Ruf|ly =27"|| 80 ]|
D’apreés le lemme 1.7 on a :

® ®© t
Sad,  <o|(Z1sr)
n=0 HGW] n=0 1
Or
© ) o )
(Z 1) ~|(Z )| < i
n=0 1 n~9 1
d’apreés (2.2). Nous retiendrons que :
©0
(2.4) 3 8, f < 54K|fl.
n=0 H\([(3,)]

L’inégalité (2.4) signifie que I'opérateur S défini par Sf=>50S,f est borné de H,
dans H,[(F,)]. Désignons par X le sous-espace fermé de H, engendré par 1 et les fonctions
(®n.1)- Nous allons montrer que la restriction de § & X est un isomorphisme. Notons tout
d’abord que S1=1 et Sp, =, Soit =0ty + >, ; %, 1 Pn,; un élément de X. On a d’aprés
le lemme 2.1, en appliquant ’opérateur >3 &, R, :

"9’"1 < K"“:o Gy + "Z‘ En “n.i‘pn.‘lll'
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On en déduit par la deuxiéme partie des inégalités de Khinchine et par (2.3) :

o)

2\ &
> “n.ﬂ/’n.tl ) ”1 < KAM®B||Sz]| merm

i=1

ll=l < &

7 —1
Zl O, 1Pn,1

o

2
i 1

-K

(I“olz'l‘ §

n=1

Cet argument montre déja que la suite (p,, ;) dans H, est équivalente & la suite (y,, )
dans H,[(F,)], c’est-a-dire aussi au systéme de Haar (%, ,) dans H,(8) d’aprés le théoréme
1.4. En particulier X est isomorphe & H,(d). Par ailleurs en désignant par U Pinverse de S,
défini de S(X) dans X, on voit que X est complémenté dans H, par la projection UQS.
On a donc montré que H,(d) est isomorphe 4 un sous-espace complémenté de H,, ce qui
était le but de ce paragraphe.

On peut préciser que UQS est en fait la projection orthogonale de H, sur X. En effet
onasiz€Xet fEH, :

(8| 8z) = (f]2).

(11 suffit de le vérifier lorsque x =g, ,, et cela résulte facilement de la construction.)

3. H, est isomorphe & un sous-espace complémenté de H:(5)

11 est bien connu gue 'espace H, se plonge de fagon naturelle dans un espace H, de
martingales, en utilisant le mouvement brownien complexe. Nous noterons (X,);s, le
mouvement brownien complexe partant de 0, normalisé par E|X,|2=¢, (J,).», désignera
la famille des g-algébres du brownien, et T désignera le premier temps ¢ tel que X, atteigne
le cercle unité {[z| =1}. 8i f€H), le processus (f(X;4.)):»o (04 £ A T=inf (¢, 7)) est une mar-
tingale par rapport 4 la famille de g-algebres (F,,,)iso- On sait (voir par exemple [14])
que cette correspondance réalise un plongement de H, dans H,[(F,,.)]. En méme temps,
(9(X a:))ez0 €86 une martingale BMO lorsque g€ BMO, et plus précisément il existe une
constante K telle que :

Kl < 1A X o) |ttt o0 < K]

(3.1) .
K Ylgllemo < ".‘I(Xr)”BMOL(:,MN < Kllgllsuo-

Notre objectif sera de remplacer les g-algébres (F,..) par des algébres finies (F,), de
fagon que les inégalités (3.1) subsistent quand on remplace H,[(F;A.)] par H,[(F,)] et
BMO[(F,,.)] par BMO[(J,)]. De cette fagon nous aurons plongé H, dans un espace H,[(F,)],
mais nous voudrons imposer aux (F,) une condition supplémentaire :
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(3.2) 11 existe un entier N >2 tel que pour tout » >0, chaque atome 4 de F, se divise en
N atomes de F,,, de probabilité égale & P(A4)/N.

Nous allons done chercher & construire des algébres (F,) vérifiant la condition (3.2)
pour N convenable, et telles que les inégalités (3.1) subsistent.

Commencons par donner quelques majorations simples obtenues & partir de la formule
de Cauchy. Désignons par D le disque ouvert {|z| <1} du plan complexe C. Si a et b sont
deux points de D et si f€EH,,

etB et&

27
fmr—ﬂw=§§ﬁ)ﬂé%Lw_a—;a:Jdﬁ

On en déduit :

1 |b—al
[f(@)~ f(B)| < |b~—al. sup (mm‘l) Ifll, < d—lah L —]8) (1l

Dans la suite de ce paragraphe, ¢ désignera un nombre réel de 10, 1f tel que 4Ke<1,
ot K est la constante qui apparait dans (3.1). Supposons que z et y€D, avec |z—y| <
&(1—|2]?)/2. Nous aurons :

1—|y| 2 (1- le){l—(l-— |z|)/2}>(1—— |x|)/2
done

lz—y|
x)— S e i T BT <é& .

Pour chaque z€ D, nous poserons g(z) =&(1 — |x])*/2 et nous désignerons par D(x) le
disque centré en z et de rayon g(z). On notera que D{z)< D. Nous désignerons par S(z) le
cercle 0.D(x).

Si y € D(z) on aura :

e(¥) = (1 — |2| —o(@))*/2 >o(z) {1 —&(1 - |2|)/2}* >o(x)/2.

Nous retiendrons les inégalités que nous venons d’établir :

(3.3) [&yeD@%Mw>Mﬂﬂet

|f(=) ~ f(y)| <e||f|l, pour toute fonction f€ H,.

Si I est un intervalle sur le cercle S(x), de longueur 1 <p(x)/2, et si z désigne le centre
de I, ce qui précéde montre que I est contenu dans le disque centré en z et de rayon p(z)/2.
Par ailleurs on constate en examinant le noyau de Poisson que si « appartient au disque
centré en z et de rayon g(z)/2, la probabilité P,(4) pour que le brownien partant de w
atteigne le cercle S(x) en un point de 4, oi 4 est un sous-ensemble de S(x), est comprise
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entre P(4)/3 et 3P(4), oi P désigne la probabilité uniformément répartie sur S(z). Nous

pouvons énoncer :

LEMME 3.4. Soient x€D et I un intervalle sur le cercle S(x), de longueur 1<p(x)/2 et
de centre z. La probabilité pour que le brownien partant d’un point w€ I atteigne S(z) en un
point de A< S(z) est comprise entre P(A)[3 et 3P(A), ot P désigne la probabilité uniformément
répartie sur S(z).

Nous choisissons un entier N >>40 et nous allons construire par récurrence :

{(a) une suite croissante (7,), n=0, 1, ..., de temps d’arrét.

(b) une suite de variables aléatoires complexes (Z,), n=0,1, ..., prenant un nombre
fini de valeurs dans D. On désignera par F, lalgébre finie o(Z,, Z,, ..., Z,).

(c) pour n>1, une suite de partitions des cercles S(Z, ,(w)) en N intervalles
(IfZ, 1(w)),1=1,2, ..., N,delongueur <p(Z,_,(w))/2, de centres (2,(Z,_;(@))),j=1,2,..., N
tels que :

—Zy=2Zy) X, €1(Z,_,)

— pour tout atome B de F,_; et pour j=1,2, ..., N :
P(X,nEI,(Z,,_l)IB) =1/N.

Nous commengons la construction en posant t,=0, Z,=0, F,=(J, Q). Supposons que
tous les éléments précédents soient définis jusqu’a l'ordre n. Nous allons définir les élé-
ments d’ordre (z +1) en les construisant sur chaque atome de F,. Soit done B un atome
de F,. Soit z la valeur de Z, sur B. Nous définirons 7,,, sur B comme le premier temps
t>1, tel que X,€8(z) =8(Z,). D’aprés 'hypothése de récurrence, z est le centre d’un inter-
valle I =I(Z, ,(w)), w €B, de longueur <p(Z,_,(w))/2. D’aprés le lemme 3.4, la probabilité
pour que le brownien partant d’un point w €I atteigne S(z) en un point de 4<S(z) est
comprise entre P(4)/3 et 3P(4). Si on remarque que pour tout € B on a X, ()€1,
on déduit :

P(4)[3< P(X, . €A|B)<3P(4),

Tn+l

ol P(A4) est égale & la « longueur » de A divisée par 2mg(z).
On peut découper S(2)=8(Z,) en N intervalles disjoints (I,(Z,)),j=1,2, ..., N, de
centres (24(Z,)),j=1, 2, ..., N, tels que :

PX, €I1(Z,)|B)=1/N, pourj=1,2,..,N.

Tn+l

Chacun de ces intervalles (1,(Z,)) a une longueur inférieure ou égale & 3 x 2mp(z)/N <
o(2)[2=g(Zy,)/2.

7—802904 Acta mathematica 145, Imprimé le 5 Décembre 1980



98 B. MAUREY

On définira Z,,, sur B par :

Ty =2(Z0) < X, E€1(Z,).

Tn+1l

{On remarque qué Zy,,y est F;, , -mesurable. On aura par conséquent F, ;< F, . .)

La possibilité de la construction par récurrence est démontrée.

Par construction, pour tout n >0, chaque atome B de F, est divisé en N atomes de
.1 de méme probabilité P(B)/N. La suite d’algébres (F,) vérifie donc la condition (3.2).
Nous allons montrer que I'espace H, se plonge de fagon complémentée dans H,[(F,)]. Le
plongement utilisé sera simplement 'application f€ H,—f(X,), déja utilisée pour le plonge-
ment de H, dans H,[(F;,,). Nous allons chercher & montrer que sur les variables aléatoires
de la forme f{X .}, les normes de H,[{F,)] et de H,[{F,..)] sont équivalentes. Nous utilisercns
dans ce paragraphe les normes H, du type (0.2).

Remarquons qu’entre les temps 7, et 7,,,, X, reste dans le disque ID(Z,) et donec
d’aprés (3.3) on a pour fE€EH, :

sup {H(Xt)" Ty SESTruqf S ,ﬂXn)‘ +8”fo1'
Par ailleurs il faut noter que 7, tend presque surement vers 7. On peut voir que :
| X~ Xey > 0(Z0) /2.

La suite (X, ) est une martingale complexe bornée, donc p.s. convergente lorsque
n tend vers linfini. On en déduit que g¢(Z,) converge p.s. vers zéro, donc |Z,| tend p.s.
vers 1 lorsque » tend vers V'infini. Puisque | Z, — X, | <o(Z,), on voit aussi que | X, | tend

ps. vers 1, ce qui montre que la limite de X, est sur le cercle unité. On a donc
T=sup, T, P8.
Soit € H,. Nous aurons :

(3.5) ”f(Xr)”th(:M,)] =K E:‘;%’ [{(Xine)| = sup sup UHXD s Ta << T0ia}

<E sup |1(X)] + ellflls
n>

Posons f,=E(f(X;)|F,). Soit B un atome de F,. Puisque F,<F,, nous pouvons
écrire :

f,=P(B)* LE(ﬂXf)l:;,n) dP = P(B)* Li(xfg aP

d’aprés la propriété de Markov forte. Puisque B est un atome de J,, X, reste (sur B)
dans un méme disque D(z) (par exemple D(Z,_;)), donc d’aprés (3.3) l'oscillation de
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f(X,,) sur Best <¢|f|l;- On a par conséquent :

(36) lfn_f(Xrn)l<8"f"1

Remarquons encore que X, est F.-mesurable, ot F,, =V F,. En effet, si on ap-
plique ce qui précéde & f(z) =2, on peut dire que l'oscillation de f(X, )=X, sur B est

n

<0(Z,_,). On en déduit |f, — X; |<o(Z,,). Nous savons que ¢(Z,—,) tend p.s. vers zéro,

donc X, =lim, X, =lim, f, est Fy-mesurable.

ProrosiTioN 3.7. Il existe une constante M telle que Uon ait pour toute fonction f€H,
et pour toute fonction g€BMO :

MY < WX oo < M|l
et

19(X ) smotern < M9l amo-

Démonstration. Compte tenu de (3.1), nous utiliserons H,[(F;4.)] et BMO[(F;:1.)] au
lieu de H, et BMO. Nous aurons tout d’abord d’aprés (3.5) et (3.6), et en utilisant (3.1) :

E sup |{(X;:)| < E sup |f,] + 2¢[|fll, < E sup |f,| + } E sup | {(X;44)],
t=0 n n t=0

et inversement,

sup |fo| < sup |f(X,) |+ ellfll < sup |f(Xene) | + £l
d’olr aprés intégration et utilisation de (3.1) :

E sup|fa] < 28 sup |/(Xuno)|.
n t2

Pour V'inégalité concernant BMO, supposons que g€ BMO et que g(X,) soit de norme
<1 dans BMO[(F;.,)]. Nous aurons pour tout temps d'arrét ¢ <7 :

EUrlg'(Xs)l"_dslii,,}s 1, et|g(0))<].

On aura en particulier avec o =0, ||g—g(0)]|; <||g —g(0)||, <1. Posons g, = E(g(X,)| 3,)
et évaluons la norme BMO de (g,) : On a tout d’abord [g,| =|¢(0)| <1. D’autre part pour
nzl:

E(|9(Xs) ~gns || Fn) = E(|9(X ) =] | F0) + |90 ~Fns |2

= E(IV(XT)Izl:;n)_ Ign|2+ Ign“gn—llz'
Nous aurons :

Ign_gn—ll < |gn—g(xt,,)| + Ig(X‘r,.)'“g(Xrn-l)l + Ig(Xrn-1)_‘gn-—1|-
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En appliquant I'inégalité (3.6} & la fonction g —g(0), on voit que le premier et le troi-
si¢tme terme sont <e. Pour le deuxi®éme, on applique (3.3) & g —g(0), puisque X, et X, _,
sont dans un méme disque D(x). Finalement :

Ign _gn—ll < 3e.
On aura :

Boxa17:) = lo- ) + B [ 1o opasl3.f <l )f+1.

Alors :
E(lg(Xr)|2 | gn)— ’gnlz < 1+E(I9(X1”)|2 | Jn)_ Ign|2
=1+ B(|g(X.,) ~0a[*| F) <L +e%

Finalement B(|g(X,) —gn_1|%|Fs) <1+10¢2 ce qui achéve la démonstration de la proposi-
tion.

La proposition 3.7 montre que le sous-espace E; de H,[(F,}] formé des fonctions de la
forme f(X ), avec f € H,, est isomorphe & H,.

De la méme fagon désignons par E, le sous-espace fermé de L,(Q, F., P) formé des
fonctions f(X,), avec f€H,. Nous allons montrer pour terminer ce paragraphe que la pro-
jection orthogonale @ de L,(Q), ¥, P) sur E, est continue pour la norme de H,[(F,)].

Soit f€L,(Q, Fo, P). Sa projection Qf est de la forme h(X,), avec h€H,. Pour évaluer
la norme de b dans H, on écrit d’apres (0.7) :

2n _d0
19lsoar< Kl < KO sup { [ H5 s oo < 1.

Or

27 dO
|| 5= B9} - (Xl = o)

puisque g(X,)€ E,. En utilisant (0.4) et la proposition 3.7, on aura :
| E(fg(X)| < Cllfll sutesmll9(X o) lnorcsn = Cl e mll 9 X lnorcsn < CH |l ereco s

ce qui montre finalement que @ est de norme <KC2M dans H,[(F,)].

Choisissons maintenant N =64. Nous voulons définir une suite d’algébres (B,) iso-
morphe 3 la suite (4,) des algébres du systéme de Haar, de fagon que By, =3F,, =0, 1, ....
Soit m un entier tel que 6n<m <6(n +1). Nous définirons 'algébre B,, en la définissant
sur chaque atome B de F,=Bg,. Soient B,,j=1, 2, ..., 64, les atomes de F,,, contenus

dans B. Nous définirons les atomes de B,, contenus dans B par :

Ci = U{Bj; (k—1)26m 0 m L 1 < jC k20mD-m) f=1,2, ..., gmon,
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11 est facile de constater que les algébres (B,) ainsi construites sont isomorphes aux
algébres (4,) du systéme de Haar, et par conséquent H,[(B,)] est isométrique & H,(d).
Considérons encore l'application 7' :f€H, - f(X,). Si nous montrons que les normes
de H,[(F,)] et de H,[(B,)] sont équivalentes sur les fonctions de la forme f(X,), nous
déduirons de la proposition 3.7 que lapplication T réalise un plongement de H, dans
H,[(B,)] et la projection orthogonale sera a fortiori continue de H,[(B,)] sur I'image T'(H,).
Posons f, = E({(X,)| Bx). Supposons que 6n <k <6(n+1). On a d’aprés (3.6) :

Ifsn_/(Xr,.)l < 8"f“1 et lfﬁ(n+1)—f(XTn+l)| < 8“”]1

Par ailleurs, par construction :

[H(X5) = (X i) | < ellflfs-
On en déduit

|fs<n+1)‘fsn| < 3€”f“1’ donc lfk“fsn' < 33||f"1-
On aura done :

E S‘}:P Ifkl <E S‘:P Ifenl + 38||f"1,

ce qui montre, compte tenu de (3.7) et de l'inégalité évidente en sens inverse, que les
normes de H,[(B,)] et de H,[(F,)] sont équivalentes sur les fonctions de la forme f(X,).

Ceci achéve la démonstration du résultat annoncé dans le titre de ce paragraphe.

Remarque 3.8. Soit (C,) une suite croissante d’algébres finies de parties d’un espace
de probabilité (Q, F, P). Posons :

0, = sup {P(4); A atome de Cy}.

Supposons que lim d,=0. On peut dans ce cas construire une sous-suite (C, ) de la
suite (Cy) telle que : pour tout n>0, chaque atome B de C,, se divise en atomes (B,),
x=1,2,..., M, dans C,., de fagon que P(B,)<P(B)/40, «=1,2, ..., M.

I1 est clair que I'on peut modifier la construction des algébres (F,) de ce paragraphe
de fagon & les rendre isomorphes aux algebres (C,, ), sans que la démonstration soit modi-
fiée. On en déduit comme en (3.7) un plongement complémenté de H, dans H,[(C,)]. On
définit une suite d’algébres (B,) isomorphe & la suite (C,) et telle que By, =F,, n=0, 1, ...,
comme nous 'avons fait ci-dessus. Par le méme argument que ci-dessus, on conclut finale-

ment :

(3.9) Si (Cy) est une suite d’algébres finies telle que lim, §, =0, 'espace H, est isomorphe &
un sous-espace complémenté de H,[(C,)].
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4. Isomorphismes entre espaces Hi[(Fr)]

Nous montrons dans cette section que V'espace H,[(F,)] est isomorphe & H,(d), c’est-a-
dire aussi & H;, dés que la suite (F,) vérifie la condition (3.9), autrement dit lorsque le
maximum des probabilités des atomes de (F,) tend vers zéro quand n tend vers Iinfini.
Cette condition (3.9) n’est pas nécessaire pour que l'isomorphisme soit vrai, et nous dis-
cuterons & la fin de ce paragraphe des extensions possibles du résultat.

Avant de commencer, nous rappellerons le principe de la méthode de décomposition
de Pelezynski, qui permet de réduire dans certains cas le probléme de 'isomorphisme de
deux espaces de Banach & des questions apparemment plus simples :

{(4.1) Soit X un espace de Banach. Si X est isomorphe & un sous-espace complémenté de
H, et si H, est isomorphe & un sous-espace complémenté de X, les deux espaces X et H,
sont isomorphes.

On sait [18] (voir aussi (4.25)) que l'espace H, est isomorphe 3 la l,-somme infinie
(@ H,),. L'affirmation (4.1) résulte done de la méthode de décomposition (cf. [10]).

Nous commencerons par un résultat technique qui est inspiré d’un résultat de C. Herz
([71, theorem C). Nous rappelons que (4,) désigne la suite des algébres du systéme de Haar.
Dans le début de ce paragraphe, nous poserons {2 =[0, 1], et nous considérerons la situation

suivante :

{4.2) On se donne une suite strictement croissante d’entiers ny<n, <...<n,;<..., et on

considére la suite d’algébres :

:;k = Ank'

Nous désignerons par F, l'espace des fonctions F,-mesurables, et pour k=1 nous
désignerons par F, I'espace des fonctions F,-mesurables f telles que E(f]F,_,)=0. Pour
tout k>0, G, sera l'espace des fonetions g4, ,,-mesurables telle que E(g]|A,,)=0.

Les fonctions de Haar (h,,k .1, t=1,2, .., 2™ forment une base orthonormée de G,.

Pour simplifier nous poserons :
dk,l = hnk+1,1y 1=1,2, .., 2™,

Si G est un sous-espace de G, engendré par certaines des fonctions (dy ), on voit im-

médiatement que la projection orthogonale @f d’une fonction f de G sur G vérifie :

4.3) |Qf] < |f|.

Par ailleurs, on constate immédiatement que :

(4.4) Pour toute fonction g€Gy, la fonction |g| est F,-mesurable.
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Considérons une fonction de la forme g =>5%.¢ d,, ot d,€G,.. Nous associerons & g deux
suites croissantes de fonctions :
1

2 dy

40

1< k} sge* = sup (g1 +|dy))

Te =SUP{
15k
(et g™ =|do]).
Nous désignerons par gx, g% les limites respectives de ces deux suites. Notons que
pour la norme (0.2} :

||9”H.[<.4,,)] = Egy.
On a d’autre part |dy| <2¢} et gi <gi_1+ |dy|, donc :
(4.5) gr < ge¥< 3gx.
Nous allons maintenant considérer un opérateur T’ défini sur Ly(Q, F,,, P) possédant
les propriétés suivantes :

(a) il existe une constante K telle que :
o/ K < || THl: < K]ifl]. pour toute fEL,(Q, Fep, P),

et pour tout k>0 :
WA/ E <||TH, < K|flly sifEF,.

{(b) pour tout k>0, on a T(F;)<G,, et plus précisément T(F,) est engendré par celles
des fonctions (d,, ;) qu'’il contient.
(c) pour tout k>0, on a si f est F,-mesurable et si hEF,, :

T(fh) = {Th.

PrROPOSITION 4.6. Sous les hypothéses (a), (b) et (c), Uopérateur T établit un isomor-
phisme de H,[(F,)] dans H,(8), dont Uimage est complémentée dans H,(5).

Nous commencerons par démontrer la dernidre affirmation. Soit € H,[(4,)], et posons
f»=E(f| A,). En utilisant la norme (0.1), on voit que la fonction g =Pf =0 (fu,+1—fn)
appartient & H,[(A4,)), avec ||g||s, <||f||z.. L opérateur P réalise une projection de H,[(A4,)]
sur la somme directe @j2o Gy. Désignons maintenant par @, la projection orthogonale de
Gy sur T(F,). D’aprés (b) et la relation (4.3), on aura

le(fnk+1 - fnk)l < lfn;ﬁl - fm‘l’

et done :

Qf= 2 Qk(ink+1 - fnk)
k=0
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est une projection continue de H,[(4,)] sur Padhérence de 'image de T (en fait 'image
de T est fermée, d’aprés ce que nous allons démontrer).

Nous allons montrer maintenant que 7' est borné de H,[(F,)] dans H,[(4,)]. Soit f
un élément de H,[(F,)], de norme <1 pour la norme (0.2). Posons f,=E(f] ), et fi=
sup {|f,|; <k}

Nous allons effectuer la décomposition de Davis (voir [6]) de la F,-martingale (f;) :

on peut décomposer (f,) en somme de deux F,-martingales, soit f, =fi +fi, avec fo=0 et :

®©
< auits B(11+ 3 1 final) <2,
k=1
ol M est une constante universelle. Nous poserons :

dllc = fl’c —'fl’cfl’ dllc, = ,fllcl - f/Z—l,
et :

fk=

H

(ffa)"1d;.

k
=1

On trouve au moyen de la transformation d’Abel :

|fk|=

k-1
S = )
<3 (S (0 = N+ UL <200

Cette inégalité montre que la F,-martingale (f,) est bornée dans Ly(Q, F., P), donc
elle converge vers une fonction f€Ly(Q, F., P). Si on applique T & f, on obtiendra d’aprés
la, propriété (c) de T :

Tf= 1221 (fe-1) ¥ Tds.

D’aprés (a), TfE€L,(Q, Fr, P) et d’apreés I'inégalité de Doob :

2

< 4E|Tf<AK*E|{* < 16K*M*.

k

2 (f) Ty

f-1

(4.7) E sup
k=1
Par ailleurs puisque la suite (f*1)! est croissante on peut écrire :

(fi-1)*

!
> (ffa) tTdy
j=1

k
> Td,'l <2 sup
J=1

i<k
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On en déduit :

k
2 (fe) ™ 7dy | (fo)h

J=1

ik
2, Td;

J=1

sup
k1

< 2 sup
k=1

En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient en posant f' =S5, dy

k

> (ff) T4

i=1

I7# |z, = & sup
k=1

k 2\ %
ZTd,"<2(Esup ) < 8KM.
-1 k>

>1

On a par ailleurs en posant /” =32 o d, SUPyso | 2520 Tdj | <S50 | Tdx|, et | T ||m =
E supysg | Sf0 Tdj | <35%.0 E|Tdy| <KM.
On obtient finalement, puisque f =7 +f* :
| Tl < 9KM,

ce qui montre que 7' est borné.

Montrons maintenant que 7' est un isomorphisme. En désignant toujours par f le
méme élément de H,[(F,)], posons dy=f, et pour k=1, d,=f,—f._;. Considérons g="Tf,
O =T'd,,. Soit (dy ;) la base de G, considérée précédemment. On peut écrire :

2™k
0= ‘21 O, ., g

(On notera que I’hypothése (b) sur T signifie que d, ,€T(F,) pour tout indice ¢ tel
que o, ;F0.)

Introduisons les suites g, =7 00,, gk=sup {|g,]; j <k} et gk* =sup,<sex (9/-1+ |8;])
pour k=1, g5* =6, |-

Pour tout k=1, on posera :
I = {3 1<i<2™, | ,d), || <4gi¥y}).
Pbsons maintenant o =0, et pour k=1 :

0= > % 1B, 1 O = 0 — Oy

iely

(On notera que &, et d;, sont & supports disjoints.)
On a |8;] <4gk*,. Par ailleurs, lorsque i ¢ I, on a sur le support de d;, , :

[, 1, o] = 4g3%1> 49k
d’aprés (4.4) et (4.5), ce qui s’écrit encore :

|0| > 4gi-1- Leogsoy
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Si w est un point tel que dy{w) +0, on peut écrire :
g () > | 8() | — gi-1(w) > }| (@) | + gi_1 (),

ce qui donne finalement, :
Iaﬂ < 2(9;: - 9'1:—1),
d’on aprés sommation :

8) B 3 |51 <2858~ 2ol
On obtient aussi :
;io |8 | < 2g%, d’our :
K

2.9
j=1

k

<lal+ 2 107]< 3.

En posant g; =%, 8/, on aura :
g6l < |gi-al +64] < Bgi1 + 4925
ce qui donne d’apreés (4.5) :

(4.9) |gil < Tg2%s.

Considérons maintenant :
k

o= 2 (65)4;.

=1

D’aprés la propriété (b) de 7', on peut écrire §; = T'(d, ), our d, € F,. Puisque g} est
F,_,-mesurable, on a d’aprés la propriété (c) de T' :

(@)1 = T((g™)-1dy..)-
Le calcul fait précédemment pour f, donne ici, en utilisant (4.9) :
|| <14(gi*t.

On déduit de cette inégalité et de (4.5) que la suite (§,) est bornée dans L,(Q, Ay, P),
donc convergente vers une fonction § de Ly(Q, 4., P). On peut écrire :

o0
g="T (kZl (9'/?—'1)— *dk. 1)

et d’aprés la propriété (a) de T :
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2

< (14K)*Bgy < 3(14K ) gl -

[+ 0]
EkZ gk 1) *dkl

D’aprés Vinégalité de Doob, on aura :

< 12(14K)|g]l,

E sup Z (972 %) *df 1

k=1

ce qui entraine, puisque (g;"%)¥ est croissante, en utilisant Cauchy-Schwarz :

Zd“ <2(Egxt- 14 V12K||g||}, < 168K |lg]|x,

J=1

E sup

k>1

Posons 6 =T'(d,, ,). D’aprés (4.8) et la propriété a) de 7T, nous aurons :

z E|d |<K Z B|6;| < 2K|lgll .-

E sup zd;z

k=0

Pour finir, notons que 7T'(d, ,+d; ,)=0,=T(d;), ce qui montre que d,=d; ,+d; .

puisque 7' est un isomorphisme sur Fy. On trouve finalement

k
2. d,
=0

ce qui achéve la démonstration de la proposition 4.6. Nous allons maintenant démontrer
un lemme. Nous noterons L*(4,) le sous-espace de L, formé des fonctions 4,-mesurables
nulles sur [0, 27"], et L°(4,,) le sous-espace formé des fonctions A4,-mesurables d’intégrale

nulle.

LemMME 4.10. Pour tout entier n>1 on peut construire un opérateur T de L*(A,) sur
L% A,) tel que :
I7lls/9 < | 711l < 8|11l

pour tout p tel que 1 <p < oo ef pour toute fonction f de L*(A4,).
Démonstration. Désignons par C, la sous-algébre de 4, engendrée par les ensembles :
(0, 2-1); (2-7, 241y, L (2%, 2F41), 5 (1/2, 1).
Désignons par D Yopérateur défini sur L, par :

_ 2f(2t) si2"<t<1 (ona poséf(t)=0pourt>1l)
/()_{2f(t+2—") sio<t<2™

On notera que :
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(4.11) || Df||, < 2||f||, pour toute fEL, et 1 <p<oo,
et
Ifll> < | DHl, lorsque fEL*(A,), 1<p<oo.

Posons maintenant :

Uf =f-E(f| C.) + DE(f| Cy).

Lorsque f€L*(A,), on remarque que DE(f|C,)=E(Df|C,), et par conséquent
E(Uf| C,) = D(Ef]| C,)- De plus E(f| C,) EL*(A,); donc d’aprés (4.11) :
NE(¢ CHl < | DEF| Collo < [ Ul
d’on :
Il <3| Ufll, 1<p<oo, fEL*A,).

Inversement, en utilisant encore 4.11 :
” Uf”p <4"f"1m lsp<oo,

Pour finir considérons I’automorphisme v de [0, 1] défini par t(x)=x-+4r(z), on

ry =h,, désigne la premiére fonction de Rademacher. Considérons I'opérateur :
Vg =g+rigoT).

11 est clair que V agit dans tous les L, avec une norme <2. Par ailleurs, si D désigne

la g-algébre des événements z-invariants :

E(Vgl D)=14.1h9+4.p9)oT.
On en déduit [[1,4,gll, <[ Vg]lp, d’on :

1o pall <1 Vallo+ I EVe| D), < 2{| Vol
et :

"g”n < 3" Vg“m I<p<oo,

L’opérateur T'=VoU envoie L*(A4,) dans L°(4,), surjectivement pour des raisons de
dimension, et :
IFlo/9 < 1 Tfll, < 8|lfllss 1 <p < oo, fEL*(A)-

Le lecteur familier avec les techniques des espaces de Banach reconnaitra dans la
démonstration dulemme 4.10 ’application de la version de de dimension finie de la méthode
de décomposition de Pelezynski, introduite dans [1] (voir aussi [9]).

Nous allons construire maintenant un opérateur 7' satisfaisant les hypothéses de la

proposition 4.6. Nous allons construire 7" en le construisant séparément sur chaque espace
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F.,k=0,1, ... Considérons d’abord le cas de F. Nous définirons T' sur F, par :
T(|do.i|) =do.s» 1=1,2,..,2™.

Pour f€F,, on a ||Tf|y=|f|l2 et || T/l =||f|ls- Soient maintenant k¥ un entier >1,
et B un atome de F,_;.

L’atome B se divise en 2™ atomes de F,, m =2™""-1, goit (B,),j=1, ..., 2™ Désignons
par LB, F,) lespace des fonctions F,-mesurables, nulles hors de B et d’intégrale nulle
(c’est-&-dire les fonctions de Fy nulles hors de B). On notera L*(B, F,) les fonctions F,-
mesurables nulles hors de B\ B,. D’aprés le lemme 4.10 il existe un opérateur 7', de
LY B, 3,) sur L*(B, J,) tel que :

On définit maintenant 7', sur ¥, en recollant les définitions de T, sur chaque atome B
de F,_;. Il est clair que ’inégalité ci-dessus subsiste.

Soit maintenant (d, ,), i=1, ..., 2", la base de G considérée précédemment. Définis-
sons un opérateur U de L,(Q, F,) dans G par :

U(ldk,i|)=dk.b i=1, 2, seey 2"".

On voit que || Uf|l;=||f|l; et | Uf{l.=]||f|l, lorsque f est F,-mesurable.
On compléte la définition de T sur F, en posant T =Uo T. On vérifie, lorsque f€ F, :

(4.12) IFll:/8 < | Tl <Ollflly et
1£ll2/8 < | Tl < Ol fll2-

Par construction, on a T(F,)< G, pour tout entier k>0, et 'image T'(F,,) est engendrée
par les fonctions (d, ;) qu'elle contient. La condition (b) est donc satisfaite. Par ailleurs,
les espaces (F) sont deux & deux orthogonaux, ainsi que les espaces (G;). On déduit done
de la deuxiéme inégalité dans (4.12) :

I712/8 < I T#)s <9llflls pour fELy(Q, Fun, P),

ce qui, joint & Ja premiére inégalité de (4.12), montre que la propriété (a) est vérifiée. Pour
finir, soit f une fonction JF,-mesurable. Si B est un atome de F,, f est constante sur B. On
a donc si h€LYB, F,,,) :

T(fh) = {Th

ce qui montre que la propriété (c) est réalisée.
Nous pouvons donc déduire finalement de la proposition 4.6 :
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ProrosiTION 4.13. Pour tout suite strictement croissante d’entiers (my), lespace
H,[(A,,)] est isomorphe 6 un sous-espace complémenté de espace H(0).

Nous allons maintenant démontrer le résultat essentiel de ce paragraphe :

THEOREME 4.14. Soit (F,) une suite croissante d’algébres finies de parties d’un espace
de probabilité (0, Fo., P), telle que la condition (3.9) soit satisfaite, ¢’est-a-dire lim, 8, =0, ow ¢

0 =sup {P(4); A atome de F,}.
Lespace H,[(3,)] est isomorphe & H,.

D’apres (3.9) et (4.1), il suffit de montrer que H,[(F,)] est isomorphe & un sous-espace
complémenté de H,(d). Cela est vrai indépendamment de la condition (3.9) :

ProrosIiTION 4.15. Tout espace H,[(F,)] est isomorphe & un sous-espace complémenté
de H,.

En utilisant la. proposition 4.13, la proposition 4.15 se réduit au lemme suivant, :

LeMME 4.16. Pour tous espace H,[(F,)] il existe une suite strictement croissante d’entiers
(ny) telle que H,[(Fy)] soit isomorphe & un sous-espace complémenté de H[(A,,)].

On remarque pour commencer que tout espace H,[(F;)] est isomorphe & un espace
Hl[(f;,,), ol les algébres j:,, vérifient la condition suivante :

{4.17) 1l existe une suite d’entiers (m,;) telle que pour tout k>1, pour tout atome B de
3,,*1 et pour tout atome B’ de 3,, tel que B'< B,

2™ P(B’)|P(B) soit entier, et telle que 2™ P(A) soit entier pour tout atome A4 de 30.

{L’affirmation concernant 'existence des (jk) sera justifiée & la fin de cette section,
voir (4.22).)

Supposons désormais que la suite (JF;) vérifie (4.17). Nous allons montrer que H,[(F,)]
est isomorphe & un sous-espace complémenté de H,[(A,,)] ot n,=>F o m,.

Nous allons construire sur Q=Q x [0, 1], muni de la probabilité P®dt, une suite
d’algebres (G,) telle que :

- ch Gx’(l)

— tout atome A de G, est de la forme B x C, ou B est un atome de F, et C<[0, 1].

— (. posséde 2" atomes de probabilité 27",

{*) On a identifié 4€ F, avec 4 x 10, 1].
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Dans ces conditions il est clair que H,[(Gy)] sera isométrique & H,[(4,,)]. Nous allons
vérifier que H[(F,)] sera complémenté dans H,[(G,)]. Si nous identifions H,[{F,)] & un
espace de fonctions F,-mesurables, ot F,,=Vizo Fy, et H,[(G,)] & un espace de fonctions
Goo-mesurables, ol G, =ViZe G, la projection de H,[(G,)] sur H,[(F,)] sera simplement
donnée par Pespérance conditionnelle sur F, g~ E(g| F,,). Pour démontrer ce point, nous

allons montrer que :
(4.18) Sig est Gy-mesurable, E(g| F.,)=E(g| F), VE&>0.

Pour vérifier (4.18), il suffit de considérer g=1,, olt 4 est un atome de §,. On aura
A =B xC, ol Bestun atome de F,. Si B’ est un atome de J,,, contenu dans B, ’espérance
conditionnelle H(1,|Fy,,) est égale & |C| sur B, ce qui montre que B(1,| F ) =|C|15=
E(1,]|3). On voit donc que E(g|F,,,)=E(g|F,) lorsque g est (-mesurable, puis
E(9)| Fir1) = E(g| Fy) par récurrence, et enfin E(g| F,) = E(g| F,) par passage & la limite.

Soient alors g € Hy[(Gx)], 9x= E(9] Gr), do="00> 41 =Fr+1— - Nous devons montrer que
Pg= E(g] F»)={ appartient & H,[(F)]. Posons fk=E(f| F)s 0o =fos 041 =Ffo1 —fr- Nous

aurons :

fe= E'(gi 3)= E(Qk‘ F) = E(gk] F) = Pygy

pour tout £>0, d’aprés (4.18). On a donc §,=Pd, et on peut écrire d’aprés Khinchine :

E(§ léklz)* < VéEfl’ § O, 7(t)|dt
k=0 0 |k=0
= ﬁle’E(E dkrk(t)|3w) dt< V‘?IJ-IE § d,r(t)|dt
0 k=0 1] k=0

<V2E (éﬂ]dkk) *,

ce qui montre que dans la norme (0.1), ’'opérateur P est de norme < V2 de H,{(G,)] dans
H,[(F)].

Par ailleurs, H,[(F,)] est un sous-espace de H,[({y)], avec la norme induite. On a>
effet :

(4.19) Sif est F-mesurable, E(f| F;)=E(f| Gi).

Cette propriété est identique & la propriété (1.1), et équivalente & (4.18). En effet, les
deux propriétés (4.18) et (4.19) signifient que I'orthogonal U, de L%*JF,) dans L%({,) et
Yorthogonal V; de L%(3,) dans L¥JF,,) sont orthogonaux, ¢’est-a-dire que
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E(g—E(g| F)(f—E(f| F)) =0

lorsque f est F-mesurable et g §,-mesurable.

Pour terminer la démonstration du lemme 4.16, il reste & construire les algébres (Gy).
La construction se fait par récurrence. Considérons d’abord k=0. Soit 4 un atome de F,.
Le nombre 1=2™P(A4) est entier. Posons C;=({(j —1)/I,j/l),j=1,2, ..., 1. Les atomes de
Go contenus dans A seront les ensembles 4 xCy, j=1,2, ..., 7 (ils sont bien de probabilité
D10 = @),

Supposons §;_, définie, £>1. Soit BxC un atome de §;_;, ou B est un atome de
Fi_1, et soit B’ un atome de F, contenu dans B. Considérons I'entier [ =2"P(B')/P(B).
Divisons I'ensemble C en [ ensembles C;, j=1, 2, ..., I, de mesure |C|/l. Les atomes de G,
contenus dans B’ x (' seront les ensembles B’ x C;,j=1,2, ..., I. Leur probabilité est égale a:

|C,)-P(B') = |C)-P(B)jl = |C|P(B)2-™ = 2™ 1™ — g™,

Cet argument démontre la possibilité de la construction des ({), et achéve la démon-
stration du lemme 4.16. ‘

Nous allons terminer cette section en discutant des extensions possibles du théoréme
4.14. 11 est clair que la condition (3.9) n’est pas nécessaire pour que H,[(F,)] soit isomorphe
4 H,. (On peut prendre par exemple sur [0, 1] I'algébre F, engendrée par les ensembles
[G-D27% 527%],5=1,2, .., 277 et [1/2, 1].).

Inversement il existe des suites d’algdbres finies (F,) telles que H,[(F,)] soit isomorphe
3 I,. (11 suffit de prendre des algébres (F,) telles que chaque atome B de JF, se divise en
deux atomes B’ et B” de F,.,,, de fagon que P(B’) 2n,-P(B"), ou (n,) est une suite tendant
rapidement vers l'infini.)

Soit (F,) une suite croissante d’algebres finies de parties d’un espace de probabilité
(Q, 3, P), et soit £>0. Posons :

¢ = U{B;BEJ, et P(B)<s},

<]
A%= UOA; et A= N 4.
k=

>0

Nous faisons la conjecture suivante :

Conjecture 4.20. Si P(A ) >0, Vespace H,[(F,)] est isomorphe & H;.

Cette conjecture est en partie inspirée par les résultats de Gamlen et Gaudet [5].
Noter qu’en vertu de (4.1) et de la proposition 4.15, il suffit de montrer que H, est iso-
morphe & un sous-espace complémenté de H,[(F,)] lorsque P(4,)>0.
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Nous avons rencontré deux classes d’isomorphisme pour les espaces H,[(F,)], & savoir
H, et ;. Plus généralement :

Question 4.21. Peut-on classifier les classes d’isomorphisme des espaces H,[(F,)]1?

(4.22) Nous allons justifier ici le fait que tout espace H,[(F,)] soit isomorphe & un espace
Hl[(:ik)], ol les algébres (jk) vérifient la condition (4.17).

Supposons donnée une suite (7;,) de fonctions >0 sur Q, telle que 7, soit F,-mesurable
et telle que pour k>1, on ait H(m;| F,_,) =1. Dans ce cas, la suite g, =[[f-0 7, est une F-
martingale positive. Supposons de plus que :

(8) Hmp=1
(b) pour tout k>0, |1—m;| <c,

ol la suite ¢, est telle que 3 <[ T (1 —¢i), et [Tiza (1 +¢,) <2. Dans ce cas, on a Eg, =1,
et §<g,<2 pour tout ¥>0. La suite (g,) converge dans L, vers une fonction g, telle que,
Eg,,=1. Définissons une nouvelle probabilité P sur Q par P =g P. Si (f,) est une martingale
pour P, la suite f, = f,/g, est une martingale pour P, et puisque 1’on a } <g, <2 pour tout k,

on voit que :
(4.23) —]:fsup|f,,|dP<fsup|fk|dP<4fsup|fk|dP.
4 ) k>0 k>0 k>0
Désignons par (ik) la suite des algebres (J,), munies de la probabilité P. Les inégalités

(4.23) montrent que H,[(F,)] est isomorphe & H,[(F,)]. Par ailleurs, si B est un atome de
j,‘_l et B’ un atome de 55,, contenu dans B, on a :

f Gi-1 70 AP f . dP
B _JB

P(B) °
fng—ldP (5)

Supposons 7, ..., m,_; déja définis. Nous voulons déterminer 7, et un entier m, de

P(B")/P(B)=

fagon que (2™ {p m, dP)/P(B) soit entier pour tout atome B de JF,_, et pour tout atome
B’ de J, contenu dans B. Soit B un atome de J, et soient Bj, ..., B les atomes de F,
contenus dans B. Désignons par p;, ..., p, les valeurs de 7, sur chacun de ces atomes. Nous
voulons que :

(a) |1—p,] <c et h,=(p,2™P(By))/P(B) soit un entier, i=1,2, ..., l.
(b) Zi-1p,P(Bi)/P(B)=1.

8 — 802904 Acta mathematica 145. Imprimé le 5 Décembre 1980
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Soit m un entier donné, Désignons par %, le plus grand entier tel que :

{
2" 2:1 P(B})/P(B)

et hl = kl! h‘+1 =k‘+1 - ’G‘.
On a k;=2", c’est-a-dire >i.1 b, =2, et il est clair que pour m assez grand, on aura :

(4.24) (1 —c,) P(B})/P(B) < b2~ < (1 +¢,) P(B})[P(B), 1=1,2,..,1,

et ceci pour tout atome B de F,_;. On choisira pour m; un entier m tel que (4.24) soit
réalisée.

Posons alors p,=%,2-"P(B)/P(B)), i=1,2, ..., L.

Nous aurons d’aprés (4.24) :

il—pgl < ’l:=]., veny l,
et les deux autres propriétés seront également satisfaites.

(4.256) Nous allons justifier rapidement le fait que H, (ou H,(d)) soit isomorphe & la ;-
somme infinie Y =(®H,(5));. Il est clair que Y est isomorphe & Y x Y, et que H,(5) est
complémenté dans Y. Il suffit donc de montrer que Y est complémenté dans H,(§). Con.-
gidérons sur (0.1) la o-algébre C engendrée par les ensembles (2-"-1, 2-"), n=0, 1, ....

Posons :

4 ={(n, 1); E(h,,| C) =0}.

Désignons par Z le sous-espace de H,(5) engendré par les fonctions (k, ,) telles que
{n, $)€A. 11 est facile de voir que Z se décompose en une !-somme Z =(®Di¢ Z,);, 0d Z,
est engendré par les fonctions (h, ;) dont le support est contenu dans (2771, 27%), On re-
marque pour finir que chaque Z, est isométrique & H,(d), = {f € H,(d); Ef =0}, et H\(J), est
isomorphe & H,(8).

5. Isomorphismes entre H) et les espaces Hy(R") ou Hi(S*)

Nous allons montrer dans cette section que 'espace H; est isomorphe aux espaces
H,(R™), ainsi qu’aux espaces H,{S"), pour tous les entiers » >1. 1l s’agira dans cette section
d’espaces de fonctions réelles. Dans le cas n=1 Pespace H,(S") est I'espace Re H; formé
des parties réelles des fonctions de H,, c’est-a-dire des fonctions réelles f de L,(T') dont la
conjuguée harmonique f est intégrable sur 7'. Cet espace peut étre muni de la norme :

WAL = 00+ WA



ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES H, 115

En tant qu’espace vectoriel sur le corps des réels, H, est isomorphe 3 Re H, (I'applica-
tion f—Re f réalise un isomorphisme entre les fonctions de H, d’intégrale nulle et les fonc-
tions de Re H, d’intégrale nulle. D’aprés (0.9) H, est isomorphe & ’hyperplan (complexe)
des fonctions d’intégrale nulle, et Re H, est isomorphe & I’hyperplan (réel) des fonetions
d’intégrale nulle, au moyen de Papplication f—cos 6f(e”®) —sin 6f(e®)). On sait par (0.8) que
Pespace complexe H,(J) est isomorphe au carré de I’espace réel H,(d), donc & I'espace réel
H,(6) lui-méme. Finalement, H,(S') est isomorphe & I'espace réel H,(d).

L’espace H,(R) est ’espace des fonctions réelles f de L,(R) telles que la transformée
de Hilbert f soit intégrable, muni de la norme ||f|;+||f||;- On sait que les espaces H,(S')
et H,(R) sont isomorphes. (L’isomorphisme des espaces complexes est démontré dans [8].
Le cas réel en découle.)

Les deux espaces H,(8') et H,(R) admettent aussi une description en termes d’atomes,
qui se généralise facilement & une dimension n quelconque pour définir H,(S") et H,(R").
Munissons S* de la distance géodésique et R de la distance euclidienne. Un atome est une
fonction réelle a (sur R* ou sur 8"), d’intégrale nulle, et pour laquelle existe une boule
B(z, &) telle que :

{a+0}< B(z,c) et |a]<e™™

Dans le cas de S*, on ajoute aux atomes la fonction constante égale & 1. Une fonction f
appartient & H,(S"*) ou & H,(R") si et seulement si elle admet une décomposition f=
S0 A,ay, Ot les (a,) sont des atomes et ol >0 |4,| <oc. La norme de f dans H,(S") ou
H,(R") est équivalente & V'expression inf 37_o|4,|, oh I'inf est pris sur toutes les repré-
sentations possibles de /. Le dual de H,(S") (resp. H,(R")) est I'espace réel BMO(S8") (resp.
BMO(R™).

Désignons par ¢ l'application de projection stéréographique de S* sur R". On sait
(voir [15]) que l'application g—>gog est un isomorphisme de BMO(R") sur BMO(S"). En
utilisant la dualité H,-BMO, on en déduit que H,(R") est isomorphe au sous-espace de
H,(8") formé des fonctions d’intégrale nulle, I'isomorphisme étant donné par f—(fog)-yp,
ol p est la fonction sur 8" telle que I'on ait pour toute fonction A intégrable sur R* :

fm h(z) dz = L‘ ko)) v(y) do(y)

On peut répéter ici les arguments de la section 3. Soit (X,) le mouvement brownien
dans R*+1, partant du point 0, et soit 7 le premier temps ¢ >0 tel que X,€8". On peut géné-
raliser les estimations (3.1) :

LemME 5.1. Il existe une constante K telle que :
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"g(X A 1)"BMO[(3¢/\-;)] <K "9 ”BMO(S")’ Vg€ BMO(S")

I/ X en | macenon < Kl fllmesms  VIEH,(S™).

Démonstration. La premiére inégalité se traite comme dans le cas n=1. 11 suffit de

oo e

pour tout point « tel que ||x|| <1, en désignant par u, la probabilité sur S™ :

montrer que :

dpa(y) < K |gllzmo

1~ [|/?
”-;:-gu—lfLidG(y)

¢ désignant la probabilité uniforme sur S*.

Pour la deuxiéme inégalité il suffit de considérer le cas ol f est un atome. Supposons f
nulle en dehors d’une boule B(y,, ¢), ¥, €S, et désignons encore par f le prolongement de f
en fonction harmonique dans la boule unité de R™+1, Soit 2 €R™*! tel que ||z]] <1. On a :

= [l=Il?
ff (v) = y"n+1d°'(y)-

Puisque f est d’intégrale nulle, portée par B(y,, €), et puisque | |f|do <O, ot C ne
dépend que de 7, on voit que |{(z)| est inférieur & la variation de C(1 —||z||»)- ||z —y|| !
sur B(y,, ). On obtient done, puisque |/| est majoré par &= :

3 -n gl — "x"z)}
|#(z)| < K inf {6 'z = vol" 2

Introduisons le point z=(1 +¢)y,. On voit que :
[f(2)] < K'el|z—z||~"1 = g().

On constate que g*(z) est sous-harmonique pour (n—1)/(n+1)<a<1. Il en résulte
que g*(X,,.) est une sous-martingale, avec g*(X, €L,, p=1/a>1. On en déduit par I'in-
galité de Doob dans L, :

E stug If(Xt/\‘r)l <E Stu%) (X ipg) < OpEg(Xr) =C) J K'slly - z"—n_1 do(y) < K"

11 est assez clair que le raisonnement de discrétisation de la section 3 peut étre repris

ici sans modification notable :
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LeEMME 5.2. Il existe une suite (F,) de sous-c-algébres de (F), tsomorphes aux o-algébres
(A,) du systéme de Haar, et une constante K telles que 'on ait :

XM mscrn < K ||l zncsms YFEHL(S™)
llg(X=)lzmorcsn < K llgllzmocsms Yg € BMO(S™)
A partir de 13, le méme raisonnement que dans la section 3 montre que :
LEMME 5.3. L'espace H,(S") est isomorphe & un sous-espace complémenté de H,(3).

On obtient finalement :

THEOREME 5.4. Pour tout entter n>1, les espaces H,(S") et H,(R") sont isomorphes
& H,. '
Démonstration. Nous allons montrer pour commencer que H,(S"") est isomorphe &
un sous-espace complémenté de H,(S") pour tout »>2. Ecrivons chaque point de R*+!
sous la forme (z, £), x€R", tER. Si f est un élément de H,(8™1), on définit une fonction 7'f
sur 8™ par :
F(1—*)"tx) si|t|<sin}

0 sinon.

Tf(=,1) ={

On vérifie facilement que 7' définit un opérateur borné de H,(S"-1) dans H,(8"). Par
ailleurs on définit un opérateur P de H,(S") dans H,(S"-1) par :

Pu(x) = f+11 u((1 =)k, t) (1 — %)~ dt

On vérifie que Po T est I'identité de H,(S"*), ce qui démontre notre affirmation pré-
liminaire. Puisque H, et H,(d) sont isomorphes, on voit d’aprés le lemme 5.3 et ce qui
précéde que H, et H,(S") sont chacun isomorphe & un sous-espace complémenté de 'autre,
donc ils sont isomorphes d’aprés (4.1). Par ailleurs, nous avons vu précédemment que
H,(R") est isomorphe & un hyperplan de H,(S8"), soit encore & un hyperplan (réel) de H,,
donc & H, lui-méme.

Nous allons terminer cette section en nous intéressant au cas du bidisque .D%. Nous
reprenons maintenant les espaces de fonctions complexes. On définira I'espace H,(7%)
comme l’adhérence dans L,(7'%) de I’espace des polyndémes trigonométriques & deux vari-

ables & coefficients complexes,
N M

P(z,y)= Z Z an.mei(Merw’

n=0m=0

c’est-a-dire aussi 'adhérence de H,® H, dans L,(7T?) =L, ®L,.
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Nous allons voir que P'espace H,(T'?) est isomorphe & 'espace H,(%) des martingales
dyadiques & deux indices. Plus précisément, H,(d%) est 'espace des séries de Haar doubles
de la forme :

fa,y) = % Ca, p () s (y),

avec la norme :

L]
1= [(5leesm@bstort) ' dzay.

(Pour simplifier ’écriture, on a désigné le systéme de Haar par (k,), & la place de
*écriture (h, ,) utilisée précédemment.) L’espace H,(6?) admet une norme équivalente du
type (0.2), cf. [2].

Nous noterons pour commencer que H,(d) est isomorphe & un sous-espace de L,((0, 1)3).
Associons & chaque élément f(z)=3, ¢,k (z) de H,(d) la fonction :

T/(x’ 3) = z Ce hac(x) 7‘,,(8)

ou (r,) désigne la suite des fonctions de Rademacher. On voit en utilisant les inégalités de

Khinchine que :

l-/1_§ f(g | () P) e < fl Tf(z,s)|dzds < J(g g hy(z) |2) ff(;lac,

ce qui montre que 7 est un isomorphisme de H,(d) sur le sous-espace X =T(H,(6)) de
L,([0, 11?). Considérons maintenant la norme induite par L,([0,1]*) sur X®X. Si g=
. Ca g ha{®)hg(y) 7, (8)74(t) est un élément de X® X, on aura en utilisant I'inégalité de
Khinchine itérée :

t
3 [ (S lecsri@mtorl) dady< [lote.s.snldzayasa
o p

< [(3 loanhuter o) 1) dea

.8

Cela montre que H,(8%) est isomorphe & I'adhérence de X® X dans Ly([0, 1]*). Pour
montrer I'isomorphisme entre H,(T?) et H,(%), nous aurons besoin d’'un lemme.

Soient X,, X,, Y,, Y, des sous-espaces de L,, S et T' deux opérateurs bornés de X,
dans X, et de Y, dans Y, respectivement. On définit un opérateur S® T de X,® Y, dans
X,® Y, par : '

N N
507 (3 50w) - 3 STl

On a alors :
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LeMME 5.5. L'opérateur S®@T est borné de X,®Y, dans X,®@Y,, munis des normes
induites par Ly([0, 112), et plus précisément ||S@T|| <||S} || T||-

Démonstration. I suffit de considérer le cas ot T =1d, ¥, =Y,. Si (s, 1) = S n-1 2,(8) ¥ (f)
est un élément de X, ® Y,, on peut écrire pour ¢ fixé :
N

N
SOT) (6.0~ 3 (85) 10 =3 ( 3, 208006 0

N=

On obtient dono :

f [(S®Id) (f) (s, )] ds < [|S]| f

N
El Z0(8) ¥u(t)|ds,

et on obtient le résultat aprés intégration par rapport a 2.

Le lemme 5.5 implique que I'adhérence X, @Y, de X, ® Y, dans L,([0, 1]?) est iso-
morphe & X,® Y, lorsque X, est isomorphe & X, et ¥, isomorphe & Y,. On utilise pour §
et 7' les isomorphismes entre X, et X,, Y, et ¥, ainsi que la relation

(S1® T-1)0(8® T) = (S ® T)o (8- ® T-1) = Id.

En appliquant ce qui précéde & X, =Y,=H, et & X,=Y,=H,(8), on obtient finale-

ment :
THEOREME 5.8. Les espaces H(T?) et H,(5?) sont isomorphes.

Cela montre en particulier que H,(7"?) possé¢de une base inconditionnelle, équivalente
au double systéme de Haar (h (z)ks(y)). Il est clair que la méthode présentée ci-dessus se
généralise aux polydisques : I'espace H,{T™) est isomorphe & I'espace H,{0") des martingales
dyadiques & multi-indice dans N*.

Nous n’avons pas su décider si H; et H,(T?) sont isomorphes ou non. Nous laisserons

ceci sous forme de question :

Question 5.7. Les espaces H, et H,(T?) sont-ils isomorphes?(!) Plus généralement,
Pespace H,(T™) est-il isomorphe & H,(T™) lorsque n #=m?

I1 est clair que H, est isomorphe & un sous-espace complémenté de H,(7?). La question
se réduit done & savoir si H (7?) (ou H,{6?)) est isomorphe & un sous-espace complémenté
de H,. Il est également facile de voir que H,(7?) est isomorphe & un sous-espace de H,.
En fait tout sous-espace de L, possédant une base inconditionnelle est isomorphe & un

sous-espace de H,.

(1) Voir la note ajoutée & la correction des épreuves.
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Note ajoutée & la correction des épreuves : L. Carleson a donné récemment une base
inconditionnelle esplicité pour H;, qui permet aussi de vérifier directement 1'isomor-
phisme entre H, et H,(d). Plus récemment P, Wojtaszezyk a annoncé que le systéme de
Franklin est une base inconditionnelle pour H,. Par ailleurs J. Bourgain a montré que H,
et H,(T?) ne sont pas isomorphes.
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