
ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES Hi 
PAR 

BERNARD MAUREY 

Universit~ Paris VII, Paris, France 

Introduction 

L'espace de Hardy H 1 des fonctions holomorphes F dans le disque units telles que 

SUpr<l S I F(re~~ dO < c~ a ~t~ dtudid depuis de nombreuses ann~es. Plus rdcemment, apr~s 

la ddcouverte de la dualit~ H 1 - B M O ,  une thdorie parall~le des espaces H 1 de martingales 

s'est ddveloppde. Si (~, A, P) est un espace de probabilit~ et (:~n) une suite croissante de 

sous-a-alg~bres de A, on introduit l 'espace//1[( :~)]  des :~-martingales dont  la fonction 

maximale est in~grable (voir la section 0 pour les ddfinitions pr~cises). Nous Studierons 

en particulier ]e cas oh les (:~n) sont les alg~bres dyadiques (An) sur [0, 1], et nous appel- 

lerons HI(6 ) l'espace H~[(:~n)] obtenu dans ce cas. 

La similitude des rSsultats obtenus dans la th~orie classique et dans la th~orie ~ mar- 

tingales ~> amine ~ se poser la question de la comparaison de / /1  et H~(O) en rant  qu'espaces 

de Banach. Le r~sultat essentiel de notre article est le suivant : 

T ~ O R ~ M E .  Les espaces H 1 et HI(~ ) sons i8omorphes. 

On salt depuis Paley que l'espace Lr, 1 <Io < oo, admet le syst~me de Haar  comme 

base inconditionneUe. Au contraire L 1 ne peut passe  plonger dans un espace ~ base incon- 

ditionnelle. Le cas interm6diaire de l'espace H 1 est rest~ ouvert, mais le th~or~me precedent 

apporte une r~ponse, puisque HI(O ) admet aussi le syst~me de Haar  pour base incondi- 

tionnelle (voir section 0). On obtient par consSquent : 

COROLLAIRE. L ' espace H~ admet des bases inconditionnelles. 

Nous n'expliciterons pas la base de / t l  dont  l'existence r~sulte du th~or~me. Cela 

serait th6oriquement possible, mais le syst~me de fonctions ainsi obtenu serait trop com- 

pliqu6 pour ~tre pratiquement utilisable. Le probl~me suivant reste donc pos~ : 
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Probl~me. Trouver une base inconditionnelle explieite pour/ /1.( i)  

La  d~monstration du th~or~me principal est contenue dans les sections 1, 2, et 3. 

Pour montrer  que deux espaces de Banach X et  Y sent isomorphes, il suffit souvent de 

d~montrer des propri&~s apparemment  plus faciles s vgrifier : supposons en effet que X 

soit isomorphe ~ un sous-espaee compl~ment6 de Y, c'est-~-dire que Y soit isomorphe 

un produit X x U, et que Y soit isomorphe s un sous-espace complSment~ de X, e'est-~-dire 

X N y x V (nous emploierons le signe ~ pour noter l ' isomorphisme de deux espaees). Faisons 

l 'hypoth~se suppldmentaire que X et Y soient isomorphes ~ leurs carr& respectifs X x X 

et Y x Y. Nous pourrons ~crire : 

X , ~  Y x V . . ,  Y x Y x Y  ,.. Y x X , . ~ X x U x X ~ X x U . . ,  Y, 

ce qui montre que X et Y sent isomorphes. Nous appliquerons cette d4marche aux espaces 

H i e t  HI(D ). Nous v4rifierons d 'abord en (0.8) que H i e s t  isomorphe/~ H 1 x H i e t  HI(D ) 

HI(D ) • HI(D ). Nous montrerons ensuite que Hi(D ) est isomorphe s un sous.espaee compl4- 

ment~ de H i dans la section 2, et finalement que H 1 est isomorphe ~ un sous-espace eom- 

pl4ment6 de HI(D ) d a n s  la section 3. La d4monstration du th6or~me sera alors compl&e. 

Passons maintenant  en revue de fa~on plus d&afll~e le eontenu des sections. La sec- 

tion 0 eontient des notations et des rappols concernant H l, BM0 et les espaees Hi  de 

martingales. La  section 1 d&ri t  certains plongements compl4menf~s de Hi(0 ) dans un 

espace Hl[ (~ , )  ] (th~orbme 1.4). Ces plongements eompl4ment4s sent utilis4s dans la sec- 

tion 2 pour montrer  que Hi(D) se plonge de fagon eompl6ment~  dans H r Cette deuxi~me 

section pr4sente un m61ange des arguments de martingales de la section 1 et d 'arguments  

d 'analyse harmonique coneernant l 'existeneo de eertains multiplieateurs de H i (lemme 2.1). 

Dans la section 3 on utilise les rapports  bien eonnus entre les fonetions de H i e t  les mar-  

tingales H i du mouvement  brownien dans le disque unit4, ainsi qu 'une discr6tisation con- 

venable des tribus du brownien, pour montrer  que H i se plonge do fagon eompl$ment~e 

dans Hi(0 ). 

Les sections 4 et 5 eontiennent des r&ultats  eompl~mentaires eoncernant les espaces 

H 1 de martingales et les espaces Hl(Rn). Nons montrons dans la section 4 (th4or~me 4.14) 

que l 'espace Hi[(l~n) ] eorrespondant ~ une suite (~,)  d'alg~bres finies est isomorphe/~ H i 

d~s que la suite (:;n) v6rifie lim n 0n=0, oh : 

Dn = sup {P(A); A atome de Y.}. 

Nous eonsid4rons darts la section 5 les espaces H,(R n) et Hi(Sn), n>~ 1, et nous mon- 

trons au th4or~me 5.4 que ces espaces sent tous isomorphes ~ H 1. Iei encore, il suffit de 

(z) Voir la note ajout6e & la correction des 6preuves. 
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montrer, par exemple, que H 1 et H~(S ~) sont chaeun isomorphe ~ un sous-espace complg- 

ment6 de l'autre. On voit assez facilement que Hx se plonge de fa~on compl~ment6e dans 

H~(S~), et il est facile de ggn~raliser les r6sultats de la section 3 pour montrer que Ht(S ~) 
se plonge de fa~on compl~ment~e dans H~(~) en utilisant le mouvement brownien dans ]a 

boule unit~ de R n+~. La section 5 contient 6galement un rgsultat conccrnant l'espace 

H~(T ~) des fonctions F holomorphes dans le bidisque D • D telles que 

sup f [  ~(~ e '~ ~ e'~ go~ dO~ < ~ .  
r~.r~<l ~J 

Nous montrons au th~or~me 5.6 que Ht(T ~) est isomorphe s l'espace H~(d ~) des mar- 

tingales dyadiques ~ deux indices. Par contre nous ne savons pas si H1 et H~(T ~) sont 

isomorphes (question 5.7). 

Je  tiens i~ rcmercier A. Pelczynski pour les encouragements qu'fl m'a prodigu~s et 

l 'attention qu'fl m'a consacr~e pendant la phase initiale de co travail. 

Je  remercie 6galement W. B. Johnson qui m'a aid6/~ clarifier la section 2, et Svante 

Janson pour des conversations coneernant le contenu de la section 5. 

Les r6sultats principaux de cet article ont 6t6 annonc6s dans deux notes ([11] et [12]). 

0. G~n~ralit~s. Notations 

Nous utiliserons les notations classiques des probabilit~s : si (~, :~, P) est un espace 

un espace de probabilit6 et si f est une variable al6atoire complexe P-int6grable sur 

(~, :~, P), l'esp6rance ~ f(eo)dP(o~) de [ sera d6sign6e par Ef. Si ~ est une sous-a-alg~bre 

de :~, l'esp6rance conditionnelle de [ sur ~ sera not6e E(] 1 6). La norme de [ dans L~(~, :~, P), 

1 ~p~< 0% sera notre ]]]]]~. 

Supposons donn6e une suite croissante (:~n), n--0, 1, 2 ..... de sous-a-alg~bres de ~:. 

Une :~n-martingale est une suite (In) de variables al6atoires (complexes) int6grables sur 

(f~, ~, P) teUe que [n = E(/n+l [ :~n) pour tout  n >t0. 

On d4finit l'espace HI[~ , (1~), P], en abr6g6 HI[(:I,)], comme l'espace des martingales 

(complexes) (/n) telles que : 

(']o'z + ~.l l/n-- /n-l[z) 'E Ll(~"2, ",P). 
On sait (voir [6]) que cette condition est 6quivalente ~ : 

sup [s e L~(~, :~, P). 
n ~ 0  

D~signons par : ~  la ~-alg6bre V~_o ~ engendr6e par l'alg~bre U ~-0 ~n. Sous la condi- 

tion pr6c6dente, on sait que la martingale (In) converge dans LI(~, :~, P) vers une limite ], 

6 - 802904 Acta mathematica 145. I m p r i m ~  le 5 D $ c e m b r e  1980 
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qui est n~cessairement :~oo-mesurable. Inversement, la donn~e de ] permet de retrouver la 

martingale (In) par In=E(][ ~n). On peut donc consid~rer H~[(:~n)] comme un espace de 

fonctions ffoo-mesurables, l'espace des fonctions ]~L~(~, :~oo, P) telles que la martingale 

~n=E(][ ~n) appartienne ~ H~[(:~n) ]. Cet espace H~[(:~n)] peut ~tre muni de deux normes 

~quivalentes : 

(o.2) II/ll,..: = ~ s u p  I/.[ 
Rappelons la construction du systbme usuel de Haar sur [0, 1]. On pose h o = 1 et pour 

n>~l on ddfinit des fonctions ha.t sur [0, 1], i=1 ,  2 ..... 2 ~-~, par : 

kn.t = 2r l~<~t-~e-,.2t.2-,~) 

On d~signera par An l'alg~bre de parties de [0, 1] engendr~e par les fonctions hn.~, 
i = 1, 2 ..... 2 n-l, e'est-~-dire aussi l'alg~bre engendr~e par les intervalles [3"2 -n, (j + 1)2-hi, 

~'=0, 1 ..... 2 n -  1. La suite (An) est croissante, et +400 =V~-oAn est la ~-alg~bre bor61ienne 

de [0, 1]. Munissons [0, 1] de la mesure de Lebesgue 2. L'espace Hx[[0 , 1], (An), 2] sera 

simplement not~ HI(6 ). Si on munit  HI(6 ) de la norme (0, 1), on voit que h 0 et les (hn.~) 
constituent une base 1-inconditionnelle de Hx(O ), c'est-A-dire que si ~0, 0o, ~n. ~, On. ~ sent 

des nombres complexes avec [00 [ = [On.~ [ffi 1, on a :  

II~o+ ~ ~. ,h..,lk=E<l~ol:+ ~,l=..,hn.,l:)+ = I1=o0o+ ~ ~. ,O.,h. :ll... 
n , |  ' , . ' ' ' 

Darts le cas d'une famille continue (~)t~o de sous-~-alg~bres de ~, on posera ~oo= 

Vt~o ~t, et on d6finira l'espace Hx[(~t) ] comme ]'espace des fonctions [ELx(~, ~ ,  P) telles 

que : 

I I / l l . ,: E ,~  su II, I < oo, o~ I, = E < I I ; , ) .  

(On peut aussi g~n6raliser la norme (0.1), mais c'est plus compliqu~ et nous ne l'utili- 

serons pas dans la suite.) 

Rappelons que le dual de Hx[(:~n) ] s'identffie ~ l'espace des martingales BMO, c'est-A- 

dire aussi l'espace des fonctions ] ELx(.Q, :~o, P) telles que 

max (I/ol, ~.~}~ (E( I / -  1.-21 :~.))q e L~(~, ~ ,  P), 

o~ l'on a pos~ 1. = E(I [ :;.), n >10. 
(On remarquera que E([I-I._,I'I~.)= E(E~-. I I , - l , - , l '  I~.). cette relation sera 

utilis~e par la suite.) 
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On peut noriner l'espace BMO[(~)]  par : 

(o.3) II/II~o ~ llina~ {II01, sup (~(I/-/~.I~I~))~}II~ 
n>~1 

L'espace BMO correspondant aux ~-alg~bres (A~) du syst~ine de Haar sera not6 

BMO(~). 

La dualit6 H 1 -BMO s'accompagne d'une difficult6 : en g6n6ral, le p rodu i t /g  n'est 

pas int6grable lorsque [ E HI[ (:~n)], g E BM0[(:~n)]. Cependant, comme L~(~, ~oo, P) est con- 

tenu dans Hl[(ffn) ] pour p > 1, et comme par ailleurs BM0[(:~n)] est congenu dans tousles  

Lq(~, :~oo, P) pour q < co, nous pourrons dcrire : 

(0.4) IE(Ig)I < cl[/ll.," IlglI~Mo si geLs(n,  ~ ,  P) 

ou si [ EL~(~, :~o, P) pour un p > 1. 

et inversement : 

(0.5) II111-, <Osup {lE(/g) I; gELs(n, :~| P), Ilall~Mo < ~} 

/~L,(~, :Lo, P), p > ~, II/ll-, < c sup {I E(/g) l; Ilall~o ~ 1). 

Dans le cas de families continues (~t)t~o de a-alg6bres, nous nous contenterons du 

cas de fonctions [EL t (~  , :~oo, P)  telles que la martingale correspondante ([t)t>~o soit g tra- 

jectoires continues. On d6finit alors la norme BM0[(:~,)] de [ par : 

lltll~o - llmax {I lol, sup (E(I! - It I~ I ;,))~}II~ 

Passons maintenant ~ quelques rappels concemant l'espaee de Hardy H v C'est l'espaee 

des fonetions 2' holoinorphes dans le disque unit6 du plan complexe, et telles que : 

sup F(re ~~ < co. 

On sait que F admet alors une valeur limite ~'(e '~ d6finie presque partout  sur le 

cercle unit6 T, et int6grable. Inverseinent, la donn6e de p(~,0) d6termino F dans le disque 

unit6. On peut donc consid6rer H t coinine un espace de fonctions (complexes) sur T. On 

normera 2' dans H~ par : 

F -- ~:~'~ ,o dO 
II I1.,- Jo IF(~ )1~= = IIPIh. 

Nous utiliserons oceasionneUement la densit6 de H~ dans Ht, off H~ est le sous-espace 

des fonctions [EL2(T , dO[(2rr)) qui admettent  une repr6sentation [ = ~ _ o a n e  ~~ avee 

~r.01~d~< co. 



8 4  B. M A U R E Y  

Nous ddsignerons par  BMO l'espace des fonctions (7 holomorphes dans le disque unit6 

et admet tan t  une valeur limite G(e ~~ sur le eercle unitd, presque par tout  dSfinie, telles 

quo Ilall,,,,o < ~ ,  o~:  

1 ~, d). dO 

off I d6crit la famille des intervalles du cerele T, et oh [ I ] ddsigne la mesure de I (pour la 

mesure dO/(2:~) ). 
Un 614ment G de BMO d4finit une forme lindaire sur H 2 par  

.F--+ F(e'~ G(e'~ z~" 

En fait pour cette dualit4 BM0 s'identifie (antilindairement) au dual do H1, et les indgalitds 

analogues h (0.4) et (0.5) sont v6rifides : 

IJ (0.6) F(~'~)o(e'~ < elIFII~IIoII~Mo si OeL~ T, 
0 

ou si PeL~ (T, dO/2~) pour u n p >  1. 

(0.7) Si Fs (T, dO/2~) pour un p >  1, 

"Fl,~ < C sup { f2"F(e'~ O(e'~ ~ l ;  llOll.Mo < l }. 

(0.8) Nous allons indiquer rapidement pourquoi H 1 et H1(6 ) sont isomorphes ~ leurs carr~s 

respectffs. Le cas de H 1 est tr~s simple. II  est clair que los sous-espaces X 1 et X~ de H 1 

qui sont respectivement los adherences des ensembles des polyn6mes trigonom6triques de 

la forme : 
N 

Yl(0) = ~ a2n+l e'(2n+l)0 
n-o 

et 
N 

P~(O) = V. a2nd 2~0 
n-O 

sont chacun isomorphe ~ H 1 et eompl~ment~ dans H 1, (Q/(0)=�89247 est une 

projection de H 1 sur X 2, et (1 - Q )  une projection sur Xx. ) On a donc :  

H I~X I| 1• 
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Pour HI(0 ) on peut obtenir un isomorphisme de HI(0 ) • HI(O ) sur HI(O ) de la fagon 

suivante : si / = ([1,/~) est un ~]~ment de HI(O ) • HI((]), posons : 

oq = Ell,  g~ = / ~ - -  E/f, i = 1, 2. 

On prolonge ehaque g~ ~ l'intervalle [ - 1 ,  2] en posant g , = 0  en dehors de [0, I], et on 

pose : 
T/ ( t )  - a 1 ho(t ) + :r h~. l(t) + g i ( 2 t )  -}- g~(2t - 1). 

On vgrifiera sans trop de peine que T e s t  un isomorphisme de Hx((~) • HI(0 ) sur HI(~ ). 

On remarquera aussi que T fournit un isomorphisme aussi bien dans ]e cas de l'espace 

complexe Hx(~ ) clue dans le cas de l'espace Hx((~) des martingales r~elles. 

(0.9) Notons encore que H x est isomorphe ~ ses hyperplans (fermds). Comme tous les hyper- 

plans ~ermgs d 'un m6me espace sont isomorphes, il suffit de remarquer que ]'application 

F ( z ) ~ z F ( z )  est une isomgtrie (pour la norme de Ha) qui envoie Ha sur l 'hyperplan form~ 

des fonctions G telles que G(0)=0. 

1, Plongements compl~ment~s de HI(~ ) dans un espace H: [ ( :~ ) ]  

Soit (:~n)n~-0 une suite croissante de a-alg~bres de parties d 'un ensemble f2, et soit P 

une probabilit4 sur (~, :7~o), off : ~  =V~.0 :Tn. 

Un arbre d'ensembles compatible avec la suite (:~n)n~.o est une famille (An. t) de parties 

de f2, n = l ,  2 .. . .  ; i = l ,  2 ..... 2 n-1 telle que : 

(1) A I . x ~ ,  et  An. ~ est r6union des ensembles disjoints An+x.21-i et An+l.9~l. 

(2) E(la,+~.~,_xl:~n) = �89 1an.,. 

I1 r6sulte de ces deux propri6t6s que pour n fix6, les ensembles (An. ~), i = 1, 2 . . . .  ,2  n-x, 

rSalisent une partition de ~ en ensembles :7n-mesurables de probabflit~ 2 -(n-l~. On d~- 

signera par ~ l'alg~bre engendr4e par les ensembles (An. ~), i = 1, 2 ..... 2 n-x. On a ~ c  :Tn, 

et la suite (~n) est eroissante. On posera ~ = V ~ . x  ~n. 

Si / est une fonction P-int~grable ~ -mesurab le ,  la propri6t~ (2) entra~ne : 

( m )  E(II :~.) = E(tl (7.). 

L'~galit6 (1.1) est claire s i f  est ~,+x-mesurable. On la dgmontre par r~eurrenee lorsque 

/ est (~n+k-mesurable, /r /> 1, puis par passage ~ la limite p o u r / ~ - m e s u r a b l e .  

On peut construire une application mesurable ~0 de (~, ~ )  dans [0, 1] telle que : 

~ p - l ( [ ( i  - -  1) 2-n+1, i2-n+x]) = An. ~. 
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En  utflisant ~, on voit  que 0n correspond ~ l'alg~bre A~-I du syst~me de Haar .  Pr~cisd- 

ment ,  si h e s t  une fonction intfigrable sur [0, 1] : 

E(h~ 0.)  = E (h IA . -O~  

Dans ce qui suit, nous associerons ~ un  arbre d 'ensembles (An. ~) la suite de fonctions 

un. t ~P(An.~)- t ' l an . t "  Nous utiliserons sur Hl[(:~n) ] la norme (0.1). 

Nous supposons donn~ clans t ou t  ce paragraphe  un  arbre  d 'ensembles (An. ~) com- 

patible a v e c l a  suite (:~n). 

LwMM~ 1.2. Soit (d~.~), n = l ,  2 . . . .  ; i = 1 ,  2 . . . . .  2 ~-1 une suite de varlables algatoires 

complexes sur (~,  ~ ,  P )  telle que : 

(a) d.., e~t :~n-mesurab/e et ~(dn.,I :~.-,)=0 

(b) la . . , l  = n . , .  

On a alors ~our taute suite ao, (an, ,) de hombres complexes, en posant / = ~o + ~ ,  ~ ~., ~ d.. 

II111,,.[,,., = I1~11,,o,~, et II111,,~o[,,: < I1~11,,~o,~,. 

D~,,~,-,~io,~. II1 I1,,. = E( I ~ I '  + :~ . ,  I~n., I ~ u~., : .  

1-1 est clair qu'au moyen de l'applie~tion ~ la fonction Ooo-mesur~blo (1~01'+ 
~, . , l~n. , l ' ,4 , ) *  ~ t  t~ ,~o,m~e en ( l~o l '+ :~ . , l~ . ,~n . , l ' ) * ,  et ceei e,plique 1~ pre- 
miere part ie  du lemme. 

D 'au t re  par t  : 

{ I1{ ' )I'll ll~ll~Mo---m~x I~oI, sup ~ 2 I~ . ,~ . , I  IAn 
n ~ l  n | - I  oo 

{, II{ ",'-)}'II} l l l l l ~ o = m ~  %1, sup E Z I~. , I  ~,~,, 

En  util isant la propri~t~ (1.1), on voi t  que : 

/ ~k-~ 2 ~ ~ . )  / 2k-~ 

et  cette expression correspond au moyen  de ~ ~ l 'expression E ( : k ~  ~.~.~:' I =~., h~.,I ~ I A.-~), 
dent ]a norme dans Leo est major6e par cello do E(~k~. ~:~.~' 10,~.,h~.,l'-IA~). 

Le.MME 1.3. SOit (~.,~), n =  l ,  2 . . . .  ; i =  l, 2 .. . . .  2 n-l, une suite de variables al~atoires 

complexes sur (~ ,  :~o, P)  telle que : 

(~) J~., ~,t 7 ~ - ~ , ~ z ~  et E(o~.,l 7~-~) = o 
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(b) II la~..,I -u . . , l [ ,  ~<~ 4-" 
(e) la~.., I ~<u..,+~4-.. 

P o u r  c > 0 assez laetit, on a, en loosant / = o: o + ~ . . ,  oc.. ,c~.., et g = ~o + ~ n . ,  o~.., h , . ,  : 

Ddmonstrat ion.  Considdrons l 'expression : 

O n a  : 
B = I(1~ol ~ +,~ I ~-., l~u~. D j -(1~ol ~ + ~ 1 ~-,,~.., I~)~1 

22  (u..,- [~..,l)')J. B~< (~., I~..,[,(~t.., - [av..,[)~)~ ~< (max 2,1--),2l ~..,D. ( . - ,  
�9 . . f  n , f  

On t rouvera  aprbs integrat ion : 

E B <  (max 2(1-=>~2[~=.,[ ) ( E ~  2n-l(Un,,- I~=.,I)~)~ 
- , |  . , |  

(~i  ~.  )~ 
(max 2(1-")/2I~..,D. 4 " . 4  -2" < �89 (max 2(1-=)/2[~..,D 

. , t  . , f  

pour  c assez peti t .  Si on suppose que Ilgll-, = x, on  aura  

[[~=.,h,.,lll=2(1-n)tB]~=.,I ~< 1, done �89 ~< [I/ll,.~< ~. 

Dans le cas BM0,  on dcrira : 

2b-1 2k-1 
2 c . -  ~ ~ 1~.,~.,1~.< y y I~.,I (~..,+r ~ 

k ~ n  I - I  k ~ n  f -1  

2k-1 2/t-I  
2 

k;~n t -1  k ~ n  t -1  

Supposons que ]IglIBMO <~ 1. On a alors pour  tou t  n, 

e t  en particulier, 
2n-1  2n--1 

6r 2 ~ Ix,.,h,~.,lz< 1, done X I ,.,I ~< 1. 
| - 1  t -1  

On en ddduit  : 
2~-1 co ~ t - I  

2U2 ~ ~ - 2 k  2 2 C~<2 ~ ~ [~k.~ ~.~ 2 c 2 ~  ~ 2  ~ ~ [ek.~[u~.~+2 
k ~ n  t - 1  k - 1  k ~ n  f - I  

pour  c assez petit .  
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En utilisant le lemme 1.2, on trouve finalement : 

E(~.I  ~ )  < 4, 
d'ofi le r6sultat. 

Nous allons maintenant $noneer le r&ultat  essentiel de ce paragraphe : si une suite 

de fonetions orthogonales (~%. t) est telle que la suite des modules ( [ qn. + ] ) est (~ suffisamment 

proche }~ de la suite (u,. ~), cUe engendre (avec la fonction 1) un sous-espaee X de H~[(~n)] 

qui est isomorphe k H~(~) et qui est eompl$mentd dans H~[(~=)]. 

THI~OR~ME 1.4. Soit (~0,.~), n = l ,  2 .. . .  ; i = 1 ,  2 ..... 2 "-1 une suite de ]onctions com- 

2olexea dans Loo(~, ~oo, P)  telle que : 

(a) lea/onetions (rpn" 5) sont orthogonales, et Eq~n., -~ O, E]q) n., I ~ = 1 

(b) Iluo.,-I+o,. ,1 I I + < ~ - "  
(o) l<v,,.,l <., , . ,+-,~4--,  
(d) I,v,+.,-.CEC,v,+.,I:~,)--~<,p,,.,I:~,,-.,)}I--.<e4--. 

Zorsque c > 0 eat su//isamment 2~etit, l'eapace /erm+ X engendrg 1oar 1 et par lea/onctions (q~,. +) 

dans H~[(:~,)] eat isomorlohe h HI(5 ) et la proiection orthogonale Q/-~ i f [ l )1  + 5=., (/[q~. ,)q~., 

eat born& sur Hl[(:~n) ]. 

DEmonstration. Posons pour commencer : 

~.., = E(~ . . ,  I :~.) - E(~ . . ,  17.-1).  

La suite @n.,) est une suite de diffgrences de ~,-martingale qui v$rifie les hypotheses du 

lemme 1.3 (avec c remplac6 par 2e). Nous allons montrer que les suites (~0,. ~) et @,. ~) sont 

4quivalcntes, k la lois dans Hx[(:~) ] et dans BMO[(~,)]. (L'argument clue nous allons 

donner est bien connu : si (~n) est une suite basique normalis4c dans un espace de Banach 

E et si (x,) est une suite teUc que ~ - o  IIx,-~,l l  soit assez petit, les suites (x,) et (~,) sont 

dquivalentes.) Notons tout  d 'abord que lorsque ces t  assez petit, on a : 

r . . ,  = I1r 11r > / 2 , : - + , -  2r >/2- . ' :  
et 

o. . ,  = II+..,ll:=o = IIr +> 2("-1)]:-2c4-n >~�89 

P o s o n s  1 = ~o + ~ . .  ~ a . .  ~ q . .  t et [ =  ~0 + ~ . . ,  % .  ~ + . .  t. Nous aurons 

n , ,  n , l  

oO 

< (me:  +>',,. , t +,,,., l ) ~ ,~2:-+:4-,, ~ � 89  ?,,.,i+,,.+.+l 
~t,| n--1 rt, |  
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pour  c suff isamment petit .  Si on remarque  q u e :  m a x , . ,  r , . ,  l a - . ,  I ~< II[IIH., on d4duit : 

(1.5) �89 < Iltll., < 211II1.,. 

Dans le eas BMO, on 4crira : 

l l l / l l .~o- llJllB~o I < (~.+x I+.., I) ~, llvn.,- +.. ,ll+~o < + ~ax I+.., I 
�9 . ?t., 

pour  c assez peti t .  Si on note  que � 89  1~r <max,., +..,I~.,+I ~< llIll+~o, on 4crit : 

(1.6) +llIll+.o ~< ltfll+~o ~< 21111l+~o. 

L'in4galit4 (1.5) ci-dessus et  le lemme 1.3 mon t r en t  que X est isomorphe ~ Hz(+ ). Nous 

montrons  pour  finir que la projection orthogonale Q est born4e. Soit gEL~(~,  : ~ ,  P).  

Nous aurons, en utilisant (0.4), (0.5), le lemme 1.3, et  (1.5), (1.6) : 

llQgll.. = ll(gl 1)1 + 7. (gl~. . ,)~. . , l l . .< 411+11)h0+ 7 (gl~..,) h..,ll.. 
n, t  n.+ 

< 4Csup {~o(gI 1) + 7+ ~..,(gI~..,); II~0+ 7+ ~.. ,h., , l l .~o< t} 
n. tt n . |  

~< 16c sup {~o(gl 1)+ Z fl..,(gl~~ ll~o+ Y+ ~..,v..,llB~o < a} 
n . |  n . |  

< 16c'llall.. 

ee qui d+montre le thdor+me. 

Nous allons terminer  cette section par  un ]emme tr~s simple concernant  les (< mart in-  

gales approximat ives  ~>, qui sera utilis4 dans le paragraphe suivant  : 

LEMME 1.7. Soit (d,), n=O, 1, 2 . . . . .  une suite de variables aldatoires complexes sur 

(~,  ~ ,  P)  telle que l~our tout n>~l, on air : 

]d,+- {E(d.  ] ~+.) - E(dn ] ~n-1)} ] ~ 2-"lld.]]x, 
et 

Ido-E(dol~o)l < II%ll:- 
O n a  : 

Dgmonstration. On pose go = E(do I :~0) e t  pour  n ~> 1, g ,  = E(d ,  I :~,) - E(d ,  I ~n-1). On a 

Ild.-~.ll , , ,  < [[d.-~=ll+~<+-m-"lld.ll~ 2-=A pour  tou t  n~>0, off A --II(~.+_0 Id.I,)+ll,. On 
peut  6crire : 
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On achgve en 6crivant : 

e. < + 2 l i e . -  
Ha n - 0  

2. Hx(5)  est isomorphe b un  sous-espaee compl~ment6 de Hx 

Le plan de cette section 6rant plus complexe, nous commencerons par indiquer les 

grandes lignes de la d6monstration. 

Nous utifiserons de fagon essentieHe une consdquence d 'un r6sultat de E. M. Stein 

[16], qui sera donn~e dans le lemme 2.1 : on peut construire quatre suites d'entiers 

(a~, 5k, %, dk) telles que Ck~<ak~<Sk~<dk<%+l, lira (Sk--ak)= + oo et des ol~rateurs (Q~) sur 

H 1 tels que : 

{d  "~ si ne [a~,b~] 
(a) q~(e"e)= 0 si ~r 

(b) L'op~rateur ~ - o  ekQk est born6 sur H 1 pour tout  choix de signes (ek). 

D~signons par Z le sous-espace de H 1 engendr6 par les fonctions (e~"~ a~<~n <<.bk, 
k=O, 1 ..... On va construire par rdeurrence une suite (B~) d'algbbres de parties de T, un 

arbre el'ensembles (Am, t) compatible avec la suite (B.), un syst~me (~0.. ~) d'616ments de Z 

v6rifiant une partie des conditions du th6or6me 1.4 et une sons-suite B~ =Q~. de la suite 

(Q~) tels que : 

les indices des coefficients de l~ourier non nuls de ~Vn, ~ sent contenus darts [a~., b J  

(de sorte que R.(~v~, ~)=~0~, ~) 

pour tout  ]qH~, R,,[ est * presque ,  B.-mesurable. 

Notre idle est d'essayer d'utfliser la structure de HI[(Bn) ] au lieu de cel]e de H I. Pour  

[EH1, nous ahnerions consid6rer ~-~~ 0 Rnf comme une ]~n-martingale approximative (au 

sens du lemme 1.7). Malheureusement, on ne peut  pas supposer que E(Rj]  79n_1) soit petit .  

Ce|a va nous obliger k compliquer la situation, en travafllant sur ~ -- T • [0, 1]. Consid~rons 

sur ~ los alg~bres ~ ,  = B,| du syst~me de Haar) et posons : 

~o.,~ =qJ..~@r.; S. /= R.I | 

oh (r,) d6signe la suite des fonctions de Rademacher sur [0, 1]. Dans cette nouvelle situa- 
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tion, -~n. t =An. ~ x [0, 1] est un arbre d'ensembles compatible avecla suite (:~), et le syst~me 

(v2n" ~) vdrifie les conditions du thdor~me 1.4. Par  aflleurs ~ - o  Sn /e s t  une :~n-martingale 

approxhnative au sens du lemme 1.7. On montre ensuite que l 'on peut  ddfinir un opdrateur 

bornd S d e / / i  dans H~[(~n)] en posant pour ]~H~ : 

co 
s/= ~. s./. 

n-- i)  

On voit clue S1 = 1 et S~n. ~=~n. ~. On montre alors que la restriction de S au sons- 

espace X de H 1 engeudrd par 1 et les (~n. ~) est un isomorphisme. D'apr~s le thdor~me 1.4, 

S(X) (donc aussi X) es~ isomorphe ~ HI(~ ) et la projection orthogonale Q est bornde de 

Hl[(~:n) ] sur S(X). Si U ddsigne l'inverse de S, ddfini sur S(X), l 'op6rateur UQS sera une 

projection de H 1 sur X, co qui achdvera la ddmonstration. 

Le premier lemme de cette section est une eonsdquence d'un rSsultat de E. M. Stein 

[16] (voir aussi Coifman et Weiss [4], theorem 1.20). 

LEMME 2.1. I1 existe une constante K e~ des suites d'entiers (ak, bk, ck, dk), k=0 ,  1 ..... 

telles que O<c~ <~ak <~bk <dk <Ck+l, et que lim~ (b~--ak)= +c~, et une suite d'o~drateurs (Qk) 

sur H1, k ffi0, 1 ..... tels que 

l "~ 'dO 
Q~ J0 1~ 

et : 

{e ~n~ si nE [a~, b~] 

(a) Q~(e"~ o si nr 

(b) pour route/onction IEH 1 et tout choix de s~ne.s (ek) : 

Nous utiliserons la suite des fonctions de Rademacher (rn) , n =0,  1 .. . .  ; 'Rappelons que 

r 0=1 et pour n>/1 : 
2n-1 

r nffi 2(1-n)/2 ~ hn.~ 
t - I  

Rappelons anssi les indgalitds de Khinchine : 

1 ~ 2 ~ co co t 

pour route suite (c,) de nombres complexes. (On peut prendre A = V2, cf. [17].) 
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En rempla~ant dans (b) (ek) par  (rk(t)) et en intSgrant, l'inSgalit6 de Khinchine donne : 

(2.2) (~_olQk]'2)�89 1 ~ AKH/I]I. 

~ous  allons ddfinir par  r4currence une suite croissante (Bn) d'alg~bres finies de parties 

de T, engendrdes par des intervalles, une suite (~n. ~), n = 1, 2 . . . .  ; i = 1, 2 ..... 2 n-1 d'4lgments 

de H 1 N L~o, deux ~ deux orthogonaux, un arbre d'ensembles (An.~) compatible a v e c l a  

suite (Bn) et une sous-suite R n =Qk, de la suite (Q~) du lemme 2.1, tels que : 

x. et 

2. les indices des coefficients de Fourier non nuls de ~%. ~ sont coutenus darts [ax., b j .  

3. pour route fonction /fi H 1, 

[ R . / - E ( R . / I  ~-)l  < 2-"]lR./]h 
et 

< c4--. 

On commence la construction en posant  Bo = (0, T), R o =Qo, Ra =Qa. On pose ~0La(0 ) = 

e ~"~ off n E [a a, bl], et on choisit pour Ba une alg~bre finie engendr~e par des intervalles 

telle que : 

I R~/-E(R~]I B,)] < �89 
pour tout  /E H 1 et 

Supposons tous ees 61~ments construits jusqu'~ l 'dtape n,n>~l. Posons 0 n =  

a{A~. c; i = 1, 2 ... . .  2=-x). Pour chaque atome A =A,,. ~ de Oa soit A = Lla B~ la dfcomposi- 

tion de A en atomes (done intervalles de T) de B~. Pour chaque ~r d6coupons l ' intervalle 

B a en deux intervalles disjoints B'~ et B:  de m6me longueur, puis posons A' = (.J~, B'o~ et 

A"= I,Jr B',. Choisissons des polynSmes trigonom6triques P :  et P :  tels que E]P'~]~= 
E l p i l , = x  

et : [[[A'l - j  l a , -  P~[[~ < c4-"-', 
It - - r t - - I  H i A " I - J l a . - P A I ] ~ < c 4  , Ip l [A"l-Jla.+c4 -.-1. 

Choisissons un entier M tel que tous le s  polyn6mes P~ et P~ (lorsque A varie parmi 

les atomes de ~ )  soient combinaisons lin~aires des e '~~ pour In[ < M .  Choisissons main- 

tenant  un entier k tel que k > k, et tel que b k - a t  >2~+XM. On peut  choisir des entiers 

K~, K~ tels que les polynSmes trigonom~triques exp (iK~ 0). P~ et exp (iK~ 0). P~ aient 

des spectres deux ~ deux disjoints, tous contenus dans [at, bk] (nous appelons spectre 

d'un polynbme trigonom~trique P l'ensemble des indices des coefficients de Fourier non 

nuls de P). 
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On posera alors R ,+I=Q~,  et  si A =An.~ on posera : 

~Vn+l.2t_ 1 --- exp  (iK'A 0). P'~, 9n+1.2t = exp (iKA 0). PA 

A~+L 2t-1 = A', A n + l .  ~ = A". 

On rcmarquera  que les (~n+l, l) sont  orthogonales ent re  elles, e t  aussi or thogonales  

aux  (qm. ,), m < n .  P a r  ailleurs on a : 

112n+1, 2f--i --1~9a+l, 2 ' -1 ]][2 "~< (34--n-1, 

{~.+1.2~[ < u.+1.~ + c4 -~-~ 

Pour  achever  la construct ion h l 'd tape (n + 1), on choisira une alg~bre finie Bn+l con- 

t enan t  B .  et  les ensembles (An+l,~), i=1, 2 . . . . .  2 n, engenclr6e pa r  des intervalles,  e t  telle 

que : 

(al Ig-~Igl  ~.+1) 1 <2-'-111g111 pour tout polynSme trigonom6trique g ~ spectre clans 

[0, dk]. (Ceci s ' appl iquera  en part icul ier  si g = R,,+a/,/fill1. ) 
(b) Ig~+L~--E(q.+x.~[B.+I)[  <CA -n- l ,  i = 1 , 2  . . . . .  2 ~. 

On remarquera  quc les longueurs des in tcrval les-a tomes de B.  t enden t  vers zdro. II  
oo en rdsulte que Boo =V. .0  B.  es t  la t r ibu bordlienne de T. 

Considdrons main t~nan t  sur ~ = T • [0, 1], muni  de la probabil i t6  (dO/2:t)| la suite 

croissante d 'algbbres ~ . =  B,,| Si ] e s t  une fonction sur T e t  9 une fonct ion sur [0, 1], 

/ |  est  la fonetion sur ~ d6finie pa r  : 

/ | g(O, t) =/(O)g(t). 

On vdrifie immddia temen t  que : 

E(/ | g] ~,,) = E(/ I B.) | E(g]A. ) .  

E n  utfl isant  cet te propri6t6, on voi t  que la suite d 'ensembles  ~ n . t = A n , t  • [0, 1] con- 

s t i tue un arbre  compat ib le  avec la suite (~ . ) .  E n  effet, l ~ = . f = l a . . ~ |  done : 

E(I~n+I .  2,-1 [~n) = E(I~.+I .  2,-~ lye) | 1 = �89 la=., | 1 = �89 

Posons pa r  ailleurs v2n ' t=~0~, ~|  e t  p o u r / E H 1 ,  Sn/= RJ| Nous allons voir  que 

la suite (~v~. ~) vdrifie les condit ions du thdorbme 1.4, avee  l ' a rbre  d 'ensembles  (z~n. t) e t  les 

fonctions (un. t) correspondantes .  Tou t  d ' abo rd  : 

Ev2n.~=Eq..l'Ern=O , et  E~vn.~m,j=E(~.,~,.,j)E(rnrm)=O sauf si (n, i)=(m, ~). 

Par ameurs, ~ . . ,=~o. , |  et I~..,I = I~=.,I | done l l~ . . , - I~ . . , I  I1~=11~..,-I~=.,I ll~ ~< 
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c4-", [~p,., [ < ~ . ,  + c4 -". Enfin E(~o,., [ :~,_~) = E(T, . ,  [ ]g,_~) | E(r, lA,_~) -- 0 et  : 

[~..,-E(~..,I ~.)1 = [(q'..,-E(~..,I Y.))| <~4--. 

D'apr~s le thdorgme 1.4, il existe une constante M telle que la suite (v2n ' ~) soit M- 

gquivalente dans HI[(:~,) ] au systgme de Haa r  (h~. ~) darts HI(6 ) e t  telle que la project ion 

or~hogonale Q: g-+ (g] 1) + ~ , . ,  (g[~0,. ,)~vn.~ soit de norme ~< M dans H~[(:~,)]. 

En  particulier la suite (~p,. ~) est  MMncondit ionnelle .  En  uti l isant  l 'indgalit6 de Khin-  

chine, on aura  donc 

(2.3) 
oo 2n--1 2) ~ 1 

I~ol'+ ~ ,2 ~..,~o.., <AM~BIIo~o+ ..,Y" ~..,'e..,ll,,.~,,.,~ 

Woo off B e s t  une constante telle que : Ilgll~<Bllgll.,~(,.~ (on remarquera  que ~o~= ~-o ~ ,  

est la a-alg~bre Boo| qui coincide a v e c l a  a-alg~bre bor~lienne de T • [0, 1]). 

Nous allons main tenan t  vSrifier que ~ - o  Sn/es t  une ~n-martingale approximat ive  

au sens du lemme 1.7. On a pour  n >/1 : 

E ( ~ j  I ~._~) = E(R./] ~._~) | E(r~ [A.-~) = 0, 

et [S . / -E(S ,J  I ~. ) l  : I (R . / -E(Rn/ I  ~n)) |  <2-"I[R-/II~ =2-"llS./ll~. 
D'apr~s le lemme 1.7 on a : 

Or 

~S .,L... ' .  
II ,,.)' ] -II (2...,,)'IL 

d'apr~s (2.2). Nous ret iendrons que : 

~ S  (2.4) ~o "! ,,E,,.,J < 5Aglllll,. 

L'in6galit6 (2.4) signifie que l 'op6rateur  S d6fini par  S ] = ~ - o  S.] est born6 de /-/I 

dans HI[(:~.) ]. D~signons par  X le sous-espace ferm~ de H 1 engendr~ par  1 et  les fonctions 

(~n. t). Nous allons mont rer  que la restriction de S ~ X est un isomorphisme. Notons  tou t  

d ' abord  que S1 = 1 et  S~, .  ~=~on. ~. Soit x =~o + ~n. ~ ~n. ~ , .  ~ un ~l~ment de X.  On a d'apr~s 

le lemme 2.1, en appl iquant  l 'op6rateur  ~ 0  e , R ,  : 

I1~1[,-< gll~. ~~ + ~ ~. ~.., V..,111. 
n. | 
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On en ddduit par la deuxi~me partie des indgslitds de Khinchine et par (2.3) : 

[[X][I~ K 1( ~0 9.+ ~1 ~n-~110fn'|~n~ 

l~l O~n't ~l)"'i 1 < KAM'BiISxII.,E(,.,j 

Cet argument montre ddj~ que la suite (~n. ~) dans H 1 est dquivalente ~ ls suite (~0n. ~) 

dans/ /~[(~)] ,  e'est-/~-dire aussi au systgme de I-Iasr (hn. ~) dens/-/~(6) d'spr~s le thdor~me 

1.4. En psrticulier X est isomorphe ~ H~(8). Par ailleurs en ddsignant par U l'inverse de S, 

dgfini de S(X) dens X,  on volt que X est compldment~ dens H~ par le projection UQS. 

On a done montrg que H~(6) est isomorphe ~ un sous-espace compldmentA de Its, ee qui 

dtait le but de ce paragraphe. 

On peut prdciser que UQS est en fair ls projection orthogonsle de / /1  sur X. En effet 

on a si x E X  e t /~H~  : 

(s/ls~) = ( / [ ~ ) .  

(I1 suffit de le vdrifier lorsque x=cfn" ~, et eels rdsulte facilement de la construction.) 

3. / / i  est isomorphe h un sous-espace eompl6ment~ de H1(6) 

I1 est bien connu clue l'espace H 1 se plonge de fa~on naturelle dans un espace H 1 de 

martingales, en utilisant ]e mouvement brownien complexe. Nons noterons (Xt)t~o ]e 

mouvement brownien complexe psr tant  de 0, normalisd par E I Xt] 2 = t, (:~t)t;~o ddsignera 

ls famflle des a-algAbres du brownien, et v ddsigners le premier temps t tel que Xt atteigne 

lc cercle unitd { [z ] = 1}. Si / E Hx, le processus (/(Xt^ ~))t~0 (oh t A ~ = inf (t, z)) est une mar- 

tingale par rapport A ls famflle de a-algbbres (:~t^~)t~>0. On salt (voir par exemple [14]) 

que cette correspondance rdalise un plongement de H 1 dsns Hl[(:~t^~) ]. En m~me temps, 

(g(Xt^~))t~o est une martingale BMO lorsque gEBMO, et plus prdcisdment il existe une 

constante K telle que : 

(3.1) 
{ K-Xll/ll . KII/II , 

Notre objectif sers de remplacer les a-slg~bres (:~t^~) par des alg~bres finies (:~), de 

fagon que les inggalitds (3.1) subsistent quand on remplace Hl[(:~t^~) ] par Hl[(:~n) ] e t  

BMO[(:~^~)] par BMO[(:~n)]. De cette fagon nous aurons plongd H 1 dans un espace Hl[(:~n)], 

mais nous voudrons imposer aux (:~n) une condition supplgmentaire : 
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(3.2) I1 existe un entier N>~2 tel que pour tout  n>~0. chaque atome A de :~n se divise en 

N atomes de :~n§ de probabflit6 6gale k P(A)/N. 
Nous allons doric chercher ~ construire des alg~bres (~:n) vdrffiant la condition (3.2) 

pour N convenable, et telles que les in6galitds (3.1) subsistent. 

Commengons par  donner quelques majorations simples obtenues ~ part ir  de la formule 

de Cauchy. Ddsignons par  D l e  disque ouvert  { I z [ < 1 } du plan eomplexe C. Si a et b sont 

deux points de D et si /E//1. 

1 f~= f e ~8 e ~ [ 
[(a)-/(b)=~ J ~ /(e~~ a e,~ b] dO. 

On en dgduit : 

, ] ( a ) _ ] ( b ) , < ~ , b _ a , . s u p ( 1 )  ,b-a, 
o i~":al l~'~ 111111< (j._l,~l)(l_lZ, i)lllll~.- 

Dans la suite de ce paragraphe, e ddsignera un hombre rdel de ]0, 1[ tel que 4Ke < 1, 

off K est la constante qui apparai t  dans (3.1). Supposons que x et yED, avec Ix-y] 
e(1 - Ix] 2)/2. Nous aurons : 

1 -  lul >~ ( 1 -  I ~ l ) { 1 - 0 - -  Ixl )/2} ;, ( 1 -  I~1 )/2 
donc 

I~-yl  II111, <,~11II1,. I1(:~)- lcy)l < (1 - i :~i ) ( ,  - iyl) 

Pour ehaque xED. nous poserons ~ ( x ) = e ( 1 -  Ix] )2/2 et nous d6signerons par  D(x) le 

disque centr6 en x et  de rayon ~(x). On notera que D(x) c D. Nous d6signerons par  S(x) le 

cercle ~D(x). 
Si y E D(x) on aura : 

~(y) >/e(1 - I~1 -e(~))"/2 ~e(~){ .1-~(1-1~1) /2}  .' > / e ( x ) / 2 .  

Nous retiendrons les indgalit6s que nous venons d'6tablir : 

(3.3) 
Si y E D(x), ~(y) > ~ ( x ) 1 2  et 

I/(x) - [(Y) I ~<~]i/111 pour toute fonction / e H  r 

Si I e s t  un intervalle sur le cercle S(x), de longueur 1 ~<~(x)/2, et si z ddsigne le centre 

de I ,  ce qui prfc~de montre que I e s t  contenu dans le disque centr6 en z et de rayon ~(z)/2. 

Par  aiUeurs on eonstate en examinant  le noyau de Poisson que si u appart ient  au disque 

centr6 en x et de rayon ~(x)/2, la probabilit6 P=(A) pour que le brownien par tan t  de u 

atteigne le cercle S(x) en un point de A, oh A est un sous-ensemble de S(x), est comprise 
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entre P(A)/3  et 3P(A),  oh P d@signe la probabflit~ uniform~ment  r~partie sur S(x). Nous 

pouvons ~noncer : 

L ~ M E  3.4. Soient xED et I un intervalle sur le cerele S(x), de longueur 1 ~<~(x)/2 et 

de centre z. La probabilitg pour que le brownien partant d'un point u E I atteigne S(~) en un 

point de A c S(z) est comprise entre P(A)/3 et 3P(A), otz P dgsigne la probabilitd uni]orm~ment 

r~partie sur S(z). 

Nous choisissons un entier N/> 40 et nous allons construire par  r~currence : 

(a) une suite croissante (T~), n=O, 1, ..., de temps d'arrSt.  

(b) une suite de variables al~atoires complexes (Z~), n=O, 1 .. . . .  p renant  un  nombre  

fini de valeurs clans D. 0 n  d6signera par  ~ l 'alg~bre finie ~(Zo, Z 1 . . . . .  Z~). 

(c) pour  n>~l, une suite de part i t ions des eercles S(Zn_l(r en N intervaUes 

(I~(Z,~-l(w)), i = 1, 2 ..... N, de longueur <q(Z~_l(ro))/2, de centres (zj(Zn_l(w))), i = 1, 2 ..... N 

tels que : 

- Z~ = zj(g._l) r e Ij(g~_l) 

- pour  tou t  a tome B de :~-1  et pour  i = 1, 2 . . . . .  N : 

P(X~ elj(Z,_I) IB ) = 1IN. 

Nous eommen~ons la construct ion en posant  v 0 =0 ,  Z 0 =0 ,  :J0 = (0,  f~). Supposons que 

tons les 41~ments pr4c~dents soient d4finis jusqu '~ l 'ordre n. Nous  aliens d6finir les $l~- 

ments  d 'ordre  ( n + l )  en les eonstruisant  sur ehaque a tome de :~ .  Soit donc B u n  a tome 

de :J,. Soit z la vs leur  de Z ,  sur B. Nous dgfinirons ~,+1 sur B comme le premier t emps  

t > z~ tel que Xt  e S(z) = S(Z~). D'apr~s l 'hypoth~se de r6currence, z e s t  le centre d ' u n  inter- 

valle I = Ij(Z,_l(~o)) , ~o E B, de longueur ~<~(Zn_l(~o))/2. D'apr~s le lemme 3.4, la probabflit~ 

pour  que le brownien par tan t  d ' un  point  u ~ I at teigne S(z) en un  point  de A ~ S(z) e ~  

comprise entre P(A)/3  et 3P(A). Si on remarque  que pour  tou t  ~ ~ B  on a X~<~(~o)~ I ,  

on d~duit : 

P(A)[3 < P(X~,+, eAIB ) <~ 3P(A), 

oh P(A) est $gale ~ la <~ longueur ,> de A divis$e par  2~ (z ) .  

On peut  d~couper S(z)=S(Z~) en N intervalles disjoints (I~(Z,)), i = 1 ,  2 .. . . .  N,  de 

centres (zl(Zn)), i = 1, 2 . . . . .  N,  tels que : 

P(X,~+leI~(Z,)[B ) = l /N,  pour  i = 1 ,  2 . . . . .  N.  

Chacun de ces intervalles (I~(Z,)) a une longueur inf6rieure ou 6gale ~ 3 x 2a~r <~ 

e(z)/2 =e(Z~)/2. 

7--802904 Ac~a mathernatica 14~, Imprim4 le 5 D4cembre 1980 
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On d~finira Zn+~ sur B par : 

z,+a = zj(z,) .~x,,+a Elj(Z,). 

(On remarque que Z.+ x est :~.+l-mesurable. On aura par consSquent :~n+l= ~.+1") 

La possibilit6 de la construction par rdeurrenee est d~montr~e. 

Par  construction, pour tout  n >~ 0, chaque atome B de ~ .  est divisd en N atomes de 

:~n+l de m~me probabflitd P(B)/N. La suite d'alg~bres (:~n) v4rifie donc la condition (3.2). 

:Nous allons montrer que l'espace H 1 se plonge de fagon compldmentde dans HI[(~n) ]. Le 

plongement utilisd sera simplement l'application f EHv+/(X~) , d$jh utilisde pour le plonge- 

ment de H x dans Hl[(:~t^~). Nous allons chercher ~ montrer  que sur les variables al$atoires 

de la forme/(X~), les normes de HI[(:~) ] et de Hi[(:~t^~) ] sont 6quivalentes. l~ous utiliserons 

dans ce paragraphe les normes H 1 du type (0.2). 

Remarquons qu'entre les temps T a e t  T,+I, X t reste dans le disque D(Zn) et donc 

d'apr~s (3.3) on a pour ]EH~ : 

sup { I / ( x , ) l ;  ,:. < t  < + l/lll,. 

Par ailleurs il faut noter que ~n tend presque surement vers T. On peut voir que : 

Ix, .+ I -  x,,1>1 dz,)/2. 

La suite (X~,) est une martingale complexe born6e, donc p.s. convergente lorsque 

n tend vers l'infini. On en d6duit que 9(Zn) converge p.s. vers z6ro, donc [Znl tend p.s. 

vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Puisque ]Zn - X,:,,] ~ 9(Z~), on voit aussi que ]XT, I tend 

p.s. vers 1, ce qui montre clue la limite de X ~  est sur le cercle unit& On a donc 

= sup~ ~n p.s. 

Soit ] E H t. Nous aurons : 

(3.5) [[t(x.)ll.,t,.,^.,~ = .,~ sup [/(X,^,) [ = E  sup sup {I/(Xt) [ ; ~n < t <  Tn+l} 
t~O n 

su I / (xJI  + 41111. 

Posons In =E(](X,~)]~'n). Soit B un atome de :~n. 

~crire : 

Puisque :~  = :~,, nous pouvons 

[,~= P(B)-l fn E(](X~:)]:~,)dP= P(B)-l fB ](XT,)dP 

d'apr~s la propri~t6 de Markov forte. Puisque B e s t  un atome de :~n, X~, reste (sur B) 

dans un m6me disque D(x) (par exemple D(Zn-x)), donc d'apr~s (3.3) l'oscillation de 
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/(X~,) sur B e s t  ~ ~II/][1. On a par  consequent  : 

(3.61 I/~ - / r  < ~llflll. 

V ~ Remarquons  encore que X~ est :~ -mesurab le ,  off :~o = ~=0 :~n. E n  effet, si on ap- 

plique ce qui prge~de ~ / ( z )=  z, on peut  dire que l 'oscillation de/(X~,)  = X ~  sur B e s t  

~< ~(Zn-1). On en d~duit I]n-  X J  <. ~(Z~_I). Nous  savons que ~(Zn_l) tend p.s. vers z~ro, 

donc X~ = lira n X~, = limn [nest :~ -mesurab le .  

PROPOSITION 3.7. II  existe une constante M telle que l'on air pour route/onction/EH 1 

et pour toute /onction g E BMO : 

i - l l l l l l ,  < IIl(X.)ll.,~<,.), < MIl/ l l ,  
et 

IIg(X~)ll,~Mo[,~n,] < MIIgll~,.,o. 

Ddmonstration. Compte tenu de (3.1), nous utiliserons H1[(:~t^~)] et  BMO[(:~t^,)] au 

lieu de H~ et BMO. Nous aurons tou t  d ' abord  d'apr~s (3.5) et  (3.6), et  en utflisant (3.1) : 

E ~up I I (x,^.)  I < E ~up I/ .  I + 2elllll, < E ~up I/. I  + �89 E ~up II(X,^.)I ,  
t~O n n t~O 

et inversement,  

~up I/~1< ~up I/r + ell/Ih < ~up I/r + ~ll/Ih 
n n t;~O 

d'ofi apr~s integrat ion et utflisation de (3.1) : 

E ~up I I . I  < 2E su~p I I(X,^.)l. 

Pour  l'in6galit6 eoneernant  BMO, supposons que gEBMO et que g(X~) soit de norme 

~< 1 dans BMO[(:~t^0]. Nous aurons pour  tou t  temps d 'arr~t  q ~<v : 

{I: } la'(x,)l=a~l~ < 1 ,  e t l a ( o ) l < l .  

On aura  en partieulier avee a = O, I lg -  a(o)111 < I l a -  a(o)11,- < ~- Po~on~ g.  = ~(g(X,)  I :r~) 
et 6valuons la norme BMO de (gn) : On a tou t  d ' abord  l g01 --Ig(0)l  < 1. D ' au t r e  pa r t  pour  

n~>l : 

E( Ig (x , ) -g ,_~ l"  I :~.) = E ( I g ( X , ) - g , l ~  I :~.)+ I g. -g. -~ l  ~. 

= E( l~, (x . ) i ,  i :~ . ) -  i~,~ i , +  I a . - a . _ l  I ~. 
Nous aurons : 

I g . - g . - , I  < I g . - g ( x . . ) l  + Ig (X . . ) -g (x . ._ , ) l  + Ig(Z . ._~) -g . - l l .  
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En appliquant l'in6galit6 (3.6)/~ la fonction g -9 (0 ) ,  on voit  que le premier et le troi- 

si~me terme sont ~<e. Pour lc deuxi6me, on applique (3.3) E g -g (0 ) ,  puisque Xr ,  et Xr,_t  

sont dana un m6me disque D(x). Finalement : 

On aura : 

Alors : 

E(Ig(X~)I = I : ~ ) - I g ~ l  ~ < 1 +E(Ig(X~.)l  21 :~ , ) -  Ig~l = 

= z + E ( I g ( X , . ) - g , l =  I ~, )  -< 1 + ~ .  

Finalement E ( I g ( X , ) - g , _ ~  I ~ I:~-) < Z + 10~=, oe qui ach~e la d~mon~tration de la proposi- 
tion. 

La proposition 3.7 montre que le sous-espace E 1 de Hl[(:~n) ] form6 des fonctions de la 

forme [(Xv), avec [ EH 1, est isomorphe ~ H 1. 

De la m6me fa~on d6signons par  E~ le sous-espaee ferm~ de Lz(~, :~o, P) form6 des 

fonctions [(X~), avec ]EH=. Nous allons montrer  pour terminer ce paragraphe que la pro- 

jection orthogonale Q de L~(~, :~Qo, P)  sur E 2 eat continue pour la norme de Hz[(:~,) ]. 

Soit [ EL2(~ , :~o, P). Sa projection Q[ eat de la forme h(X~), avec h E Hz. Pour 6valuer 

la norme de h dana H 1 on 6crit d'apr~s (0.7) : 

f l "~' dO I 
IIQIlI,,.[(,., <- gllhlls < KC aup/Jo ~ ; Ilgll~=o < lj. 

Or 

f 2~ dO / ~  = E { h ( X , )  g ( X , ) }  = (h(X,)Ig(X,)) = ([Igcx,)) 

puisque g(XT)E E=. En utilisant (0.4) et la proposition 3.7, on aura : 

I E(/g(x~)) I < cll/ll.,~(,.,llg(x.)ll.~o~(,.,, = cll/ll.,[(,.,llg(x0 II.Mot<,., < CMII/II.,[,,.~,, 

ce qui montre finalement que Q est de norme ~< KC~M dans Hz[(~.) ]. 

Choisissons maintenant  N = 6 4 .  Nous voulons d6finir une suite d'alg~bres (B.) iso- 

morphe & la suite (A.) des alg~bres du syst~me de Haar ,  de fagon que ~en = ~. ,  n = 0, 1 . . . . .  

Soit m un entier tel que 6n < m  <6(n  + 1). Nous d6finirons l'alg~bre ~m en la d6finissant 

sur chaque atome B de ~ .  = ~ . .  Soient B~, ~ = 1, 2 ..... 64, les atomes de ~.+t contenus 

dans B. Nous d~finirons les atomes de ~m contenus dana B par  : 

C~ = U{Bj; (k-1)26r  ~< i~< k26<"+~)-~}, k =  1, 2 ... . .  2 a - ~ .  



I S O M O R P H I S M E S  E N T R E  E S P A C E S  H 1 101 

I1 est facile de constater que les alg~bres (Bn) ainsi construites sont isomorphes aux 

alg~bres (,4n) du syst~me de Haar ,  et par  consdquent HI[(Bn) ] e s t  isom~trique ~ HI(~ ). 

Considdrons encore l 'application T : / E H  1 .-*/(X~). Si nous montrons que les normes 

de H1[(3:~) ] et de HI[(Bn) ] sont ~quivalentes sur les fonctions de la forme ](X~), nous 

ddduirons de la proposition 3.7 que l 'applieation T r4alise un plongement de Ht  dans 

H~[(]Bn)] et la projection orthogonale sera a fortiori continue de HI[(Bn) ] sur l ' image T(H1). 

Posons/~ = E(/(X~) I B~). Supposons que 6n < k < 6(n + 1). On a d'apr6s (3.6) : 

I / ,~-/(x~.) l  < ~li/ll, et I/,(~+,)-l(X~.+,) I < ~llllll. 

Par  ailleurs, par  construction : 

On en ddduit 

On aura donc :  

I I (X. , )  - / ( z . , , - ) l  < ~11/11. 

It~(,~+,)-l,,,,l -<< 3~llllll, donc I I~ - t~ l  < 3~11t11,. 

E sup I1,,I < E sup I/~nl + 3~llllh, 
k n 

ce qui montre, compte tenu de (3.7) et de l'in4galit6 6vidente en sens inverse, que les 

normes de HI[(B~) ] e t  de Hl[(:~n) ] sont 6quivalentes sur les fonetions de la forme/(X~).  

Ceci ach~ve la d$monstration du r~sultat annonc4 dans le titre de ce paragraphe. 

Remarque 3.8. Soit (Ck) une suite croissante d'alg~bres finies de parties d 'un espace 

de probabilit6 (~, 3:, P). Posons : 

8k = sup {P(A); A atome de Ck}. 

Supposons que limk 6k =0.  On peut  dans ce cas construire une sous-suite (Ck,) de la 

suite (Ck) telle que : pour tout  n>~0, chaque atome B de C, .  se divise en atomes (B~), 

= 1, 2 ..... M, dans Ck,+l de fa~on que P(Ba) <P(B)/40, ~ = 1, 2 ..... M. 

I1 est clair que l 'on peut  modifier la construction des alg~bres (:~n) de ce paragraphe 

de fa~on ~ les rendre isomorphes aux alg~bres (Ck~), sans que la d~monstration soit modi- 

fide. On en ddduit eomme en (3.7) un plongement compl6ment6 de H 1 dans HI[(Ck,)]. On 

d6finit une suite d'alg6bres (Bk) isomorphe & la suite (Ck) et telle que Bk.= :~n, n = 0 ,  1 . . . .  , 

comme nous l 'avons fair ci-dessus. Par  le m6me argument clue ci-dessus, on conclut finale- 

ment  : 

(3.9) Si (Ck) est une suite d'alg~bres finies telle que lim k 8k = 0, l 'espace H 1 est isomorphe 

un sous-espace compl~ment~ de HI[(Ck) ]. 
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4. I somorphismes  entre eslmces HI[ (Y~) ]  

Nous montrons dans cette section que l 'espace Hl[(:~n) ] est isomorphe ~ HI(~), c'est-~- 

dire aussi k / / 1 ,  d~s que la suite (:~n) vdrifie la condition (3.9), aut rement  dit lorsque le 

maximum des probabilitgs des atomes de (:~n) tend vers zSro quand n tend vers l'infini. 

Cette condition (3.9) n 'est  pas n4cessaire pour que l ' isomorphisme soit vrai, et nous dis- 

cuterons h la fin de ce paragraphe des extensions possibles du r$sultat. 

Avant  de commencer, nous rappeUerons le principe de la mdthode de ddcomposition 

de Petczynski, qui permet  de r~duire dans certains eas le probl~me de l ' isomorphisme de 

deux espaces de Banach ~ des questions apparemment  plus simples : 

(4.1) Soit X un espace de Banach. Si X est isomorphe ~ un sous-espace compl~mentd de 

H 1 et si H 1 est isomorphe s un sous-espace compldmentd de X, les deux espaees X et H 1 

sont isomorphes. 

On sait [18] (voir aussi (4.25)) que l'espace H 1 est isomorphe h la /x-somme infinie 

(| r L'affirmation (4.1) rgsulte done de la mdthode de ddcomposition (cf. [10]). 

Nous commencerons par  un rSsultat technique qui est inspir~ d 'un r~sultat de C. Herz 

([7], theorem C). Nous rappelons que (An) d6signe la suite des alg~bres du syst~me de Haar .  

Dans le ddbut de ce paragraphe, nous poserons ~ = [0, 1], et nous consid6rerons la situation 

suivante : 

(4.2) On se donne une suite strictement croissante d'entiers n o < n ~ < . . . < n k < . . .  , et on 

eonsid~re la suite d'alg~bres : 

=An . 

Nous d~signerons par F 0 l 'espace des fonctions :~0-mesurables, et pour k>~ 1 nous 

d~signerons par  Fk l 'espace des fonctions :~k-mesurables f telles que E(]] :~k-1)=0. Pour 

tout  k/> 0, G~ sera l 'espace des fonetions gAn~+l-mesurables telle que E(gl.,4n~)= O. 

Les fonctions de Haar  (hn~+l. l), i = 1, 2 ..... 2 "k, forment une base orthonorm~e de Gk. 

Pour simplifier nous poserons : 

dk. ~ = h,k+L ~, i = 1, 2 ..... 2 n~. 

Si G est un sous-espace de G~ engendrd par certaines des fonctions (d~. ~), on voit im- 

mddiatement que la projection orthogonale Qt d 'une fonction t de G~ sur G v~rifie : 

(4.3) loll < I/I. 

Par  aflleurs, on constate imm~diatement que : 

(4.4) Pour toute fonction g E G~, la fonction 19] est :~-mesurable. 
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Consid6rons une fonct ion de la forme g = ~ ~  dk, off d k E G k. !~ous associerons & g deux  

suites croissantes de fonctions : 

g ~ - s u p  d, ; l ~ k  ; sup (g~_l+ld,[) 

et  ** go = Idol) .  

Nous ddsignerons par  * ** g~, q~ les l imites respect ives  de ces deux  suites. Notons  que 

pour  la norme  (0.2) : 

On a d ' au t r e  p a r t  I dk[ ~ 2g~ et  * * gk ~<gk-l+ Idkl, doric : 

(4 .5 )  * ** * gk ~< gk ~ 3g~. 

hTous allons ma in tenan t  considdrer un opdrateur  T ddfini sur L2(~, : ~ ,  P)  possddant  

les propridtds suivantes  : 

(a) il existe one eons tante  K teUe que : 

IIfll2/K < IIT]llz ~ Kill[[2 pour  route  leL2(~, ~'oo, P), 

et  pour  tou t  k >/0 : 

llllhlg < IITIII~ < KII/II~ si left. 

(b) pour  t oo t  k >~ 0, on a T(.F~)c Gk, et  plus pr6eisdment T(F~) est  engendr6 pa r  celles 

des fonctions (dk. ~) qu' i l  contient .  

(c) pour  tou t  k>~0, on a si / est  :~k-mesurable e t  si hEFk+t : 

T(I h) = I T h .  

P R O P O S I T I O ~  4.6. Saus les hypotheses (a), (b) et (c), l'opdrateur T gtablit un isomor- 

phisme de Hl[(:~k) ] dans H1(5), dont l'image est complgment~e clans HI(O ). 

Nous eommeneerons  pa r  ddmontrer  la derni~re aff i rmat ion.  Soit  ~ E HI[ (A. )  ], e t  posons 

/ n = E ( / I A ~ ) .  E n  ut i l isant  la no rme  (0.1), on vo i t  que la fonct ion g = P / = ~ T - 0  (f.~+l-/~k) 

appa r t i en t  A Ht[(A.)] ,  avec ]]gU~, ~< IllHx,. L 'opdra teu r  P rdalise one  project ion de H~[(A.)] 

sur la somme directe ( ~ - o  Gk. Ddsignons m a i n t e n a n t  pa r  Qk la project ion or thogonale  de 

G~ sur T(Fk). D'apr~s  (b) e t  la relat ion (4.3), on au ra  

tQ~(I.~+~-I~.)I~II.~+~-t~.I, 
et  donc : 

Q/= ~ Q~(/~k+~-].~) 
k-O 
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est une project ion continue de HI[(An) ] sur l 'adh~rence de l ' image de T (en fai t  l ' image  

de T e s t  fermde, d 'apr~s ce que nous allons d~montrer) .  

Nous  allons mont re r  m a i n t e n a n t  que T e s t  bornd de Hl[(:~k) ] d a n s  HI[(A~) ]. Soit / 

un ~ldment de Hl[(:~k)], de no rme  ~< 1 pour  la no rme  (0.2). Posons  ] k = E ( ] l  ~:k), et  ] * =  

sup { I h l ; / < k } .  
Nous allons effectuer  la ddcomposi t ion de Davis  (voir [6]) de la ~k-mart ingale  (/k) : 

on peu t  ddcomposer  (/~) en somme  de deux ~a-mart ingales ,  soi t /~ =]~ +]~, a v e c / 0 = 0  et  : 

(,, I) P $ 
�9 E " + " - - /  - 1  I t~ I < Mt~_I, to ]k k < M, 

off M est  une constante  universelle. :Nous poserons : 

et  : 

! p t r  ~ u 

dk = l'~ --/'k 1, dk = lk - / k - l ,  

k 

s 2 (lt-1)-+d;. 
J=l  

On t rouve  au moyen  de la t r ans fo rmat ion  d 'Abel  : 

i k-,  (1~'-,)- Jl,~ If~l = Z { ( I t - l )  - ~ -  (tt)-J}l; + 
J-1 

Cette in~galit4 mont re  que la :~k-martingale ([k) est  born~e dans  L2(~,  :~o, P),  donc 

elle converge vers  une fonction [EL2(~ , :~ ,  P). Si on appl ique T ~ [, on obt iendra  d 'apr~s  

la propri~t~i (c) de T : 

T[ = ~ (/*-1)- t Td~. 
k - 1  

D'apr6s  (a), T/EL~(~, :~ ,  P) et  d 'aprbs  l 'indgalitd de Doob : 

I~ (/f_,)-~ Td; ~ (4.7) E sup <~ 4E I TfI 2 -~ 4K2EIf[ 2 ~ 16K2M 2. 
k ~ l  ] =1 

P a r  ailleurs puisque la suite (/~_1) t e s t  croissante on peu t  ~crire : 

< 2 sup ~ (/f ~I-~T~; (t~_,l ~. 
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~ T d ;  sup ~ (if_l) -�89 l sup ~< 2 Td; (/*)�89 
k~>l 1-1 k>~l t-1 

O0 t En utilisant l'indgalit6 de Cauchy-Schwarz, on obtient en p o s a n t / ' =  ~k-1 dk : 

k ( k 2) �89 
HT/'I[H,=Esup ~ Td] ~<2 E s u p  ~ (ff_i)-�89 <. 8KM. 

k ~ > l  t = 1  \ k ~ > l  1 = 1  

On a par ailleurs en posan t / "  =5~~ d;, supk~> o [5~o Td'j'[ <~ 5~ [Td;[, et [[ T/"I[H~ = 
E supk~>o [ 5,k=o Td';[ <~5~ E I Td;] <~KM. 

On obtient finalement, puisque / =/'  +/* : 

l[ T/IIH, < 9KM, 

ce qui montre que T e s t  bornd. 

Montrons maintenant que T est un isomorphisme. En ddsignant toujours par / le 

m6me dldment de Hl[(~k)], posons do=/o et pour k~> 1, dk=/k--/~_ 1. Considdrons 9 =  T/, 
~k = Tdk. Soit (dz. t) la base de G k considdrde prdcddemment. On peut dcrire : 

2nk 

t-1 

(On notera que l'hypoth~se (b) sur T signifie que d~,. t e T(Fk) pour tout  indiee i tel 

que ~k.~ 40. )  

$ $  S $ Introduisons les suites g k = ~ - o  ~,, 9*=sup {[g,I; j < k }  et 9~ = upl<,<~ (g,-1 + I ,l) 
pour k >~ 1, g~* = 1~01. 

Pour  tout  k>~l, on posera : 

Ik = {i; 1 ~<i ~<2"k, ]~k.,dk.,[ ~<'ag~-l).**" 

�9 p 

Posons maintenant 5o=O, et pour k>~ 1 : 

| e I  k 

(On notera que ~ et ~ sont ~ supports disjoints.) 

On a 15~1 ~ - , "  Par  ailleurs, lorsque i$I~, on a sur le support de d~., : 

[O~k, tdk,~ [ ~ A-** 

d'apr~s (4.4) et (4.5), ce qui s'~crit encore : 
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Si ~o est un point tel que ~(~o) #0 ,  on peut dcrire : 

~,~(o~) t> I,~;(~,)1- g~_~(o~) ~> �89 ~;(o~)1 + ~*_~(~o), 

ce qui donne finalement : 

d'ofi apr~s sommation : 

(4.s) 

On obtient aussi : 

z 5 I~;I < 2Eg*~ = 211gll~,. 
k = 0  

k 

I~;I < 2g~*, d'o~: 
t - 0  

i_ l ;l . <lg~ l+  Y 10;'l < 3g~. 
1 1 - 0  

v k v En posant g~ = ~j-1 d}~, on aura : 

ce qui donne d'apr~s (4.5) : 

(4.9) 

Considdrons maintenant : 

Ig~l < 7-** 
~ k - l ~  

k 

t - 1  

D'apr~s la propridt6 (b) de T, on peut  dcrire ~; = T(dj.1) , oh d j . IEF  j. Puisque g~-*l est 

:~t_l-mesurable, on a d'apr~s la propri~td (c) de T : 

@'- '1)-~;  = T@7-*l)-b~j.1). 

Le calcul fair pr~c~demment pour ~k donne ici, en utilisant (4.9) : 

Igkl ~< 1 4 ( g * ' 1 )  ~. 

On d~duit de cette in6galit4 et  de (4.5) que la suite (~) est born~e dans L~(~, J4=, P), 

donc convergente vers une fonction ~ de L~(~, A~, P). On peut 6crire : 

* *  _ i d 

et d'aprgs la p r o p r i ~  (a) de T : 



ISOMORPHISMES ENTRE ESPACES H 1 107 

2 
E ~1= (gz-*')-+dk'i < (14K)2Eg** < 3(14K)211glIH'" 

D'apr~s  l 'in~galit~ de Doob,  on aura  : 

E s u p  (gT_*l)-�89 ~< 12(14K)211gll., 
k>/l ] 

ce qui entralne,  puisque (g7_'1) �89 est  croissante, en uti l isant  Cauchy-Schwarz : 

E supk~l j~dj.l.1 < 2r 14 I~KHgH~, 168KIIgIIH, 

Posons ~'~ = T(dk.~). D'apr~s  (4.8) et  la propri~t~ a) de T, nous aurons  : 

Esup 4.: < 2 E]dk,:I<<-K 2 E}~;l<2K[Ig][~,. 
~>~o j-o k:o k-o 

Pour  finir, notons que T(dk . l+d~.~)=~k=T(dk) ,  ce qui mon t re  que d~=dk. l+dk.2  

puisque T e s t  un isomorphisme sur Fk. On t rouve  f ina lement  

ce qui aeh~ve la d6monst ra t ion  de la proposi t ion 4.6. Nous allons m a i n t e n a n t  d~mont re r  

un lemme.  Nous noterons L*(A.)  le sous-espace de L 1 form~ des fonctions A. -mesurab les  

nulles sur [0, 2-"] ,  et  L~ le sous-espace form~ des fonctions ~4.-mesurables d ' intdgrale  

n u l l e .  

LEMME 4.10. Pour tout entier n >~ 1 on peut construire un opdrateur T de L*(.,4.) Bur 

L~ tel que : 

11III/9 ~ II Till, < 811111. 

pour tout p tel que 1 <.p ~ oo et pour route lonction t de L*(A.) .  

Ddmonstration. D4signons par  C.  la sous-alg~bre de An engendrde pa r  les ensembles  : 

(0, 2-"); (2-", 2-"+1); ...; (2 ~ ,  2-~+1); ...; (1/2, 1). 

D4signons pa r  D l 'op4ra teur  d4fini sur L 1 pa r  : 

= / 2 I ( 2 0  si 2 -"  ~< t ~< 1 (on a pos~ I(t) = 0 pour  t > 1) 

D/if) [ 2t(t + 2-") si 0 < t < 2-".  

On notera  que : 
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(4.1~) IIDIII, < 211111, 
et  

Illlb < IIDIII, 

Posons maintenant : 

Lorsque IeL*(An), 

pour route l EL, et 1 ~ p  < 0% 

lorsque 1EL*(An), 1 ; p  ~ oo. 

U/ = l -  B(/[ C,3 + DE(I[ Q ) .  

on remarque que DE(/[ Cn)=E(D/[ Cn), 
E(Ull Cn)=D(Ell C=). De plus E(tl C~)EL*(A~); donc d'aprbs (4.11): 

IIE(II Q)II-< l iD(El l  C~)ll~ < II Gill,, 
d'ofi : 

lllll~ <. 3llUlll~, l < p < o% lei* (A,~ ). 

Inversement, en utilisan~ encore 4.11 : 

et par consdquent 

IIUlll,<.411tll,, l < p <  ~ .  

Pour finir consid~rons l 'automorphisme T de [0, 1] dgfini par T(x)=x+�89 ), off 

rl =hi,  ~ d~signe la premiere fonction de Rademaeher. ConsidSrons l'op~rateur : 

Vg = g +rl(ffov ). 

I1 est clair que V agit dans tousles  L,  avec une norme ~< 2. Par aflleurs, si O ddsigne 

la a-alg~bre des dvdnements T-invariants : 

E( Vg I 7D) = 1(t.1) g + (l(j.1) g)oT. 

On en d~duit [[l(t.x,g][~ ~ [[ Vg][~, d'ofi :  

111,0. ~)gll~ < II rgll ,  + llE(Vgl O)11, < 211 rgll , ,  
e t  : 

Ilall, < 311 vail,,  x ~ p < oo. 

L'op~rateur T = Vo U envoie L*(A,,) dans L~ surjectivement pour des raisons de 

dimension, et : 

Illll~/9 ~ IITIil, ~ Sillily, 1 ~ p  < ~ , / E L * ( A . ) .  

Le lecteur familier avec les techniques des espaees de Banach reconnaitra dans la 

ddmonstration du lemme 4.10 l'application de la version de de dimension finie de la m&hode 

de d~eomposition de Pelezynski, introduite dans [1] (voir aussi [9]). 

Nous allons construire maintenant un opdrateur T satisfaisant les hypotheses de la 

proposition 4.6. Nous allons construire T e n  le eonstruisant s~par~ment sur ehaque espace 
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Fk, k = 0, 1 . . . . .  Consid~rons d ' abo rd  le cas de F 0. Nous d~finirons T sur  F 0 par  : 

T(Ido.,I)=do.,, i = 1 , 2  . . . . .  2 " .  

Pour  / E F  0, on a lIT]H2 = II/11,, e t  IIT/I]l=]]/llr Soient m a i n t e n a n t  k un enticr  ~>1, 

et  B u n  a tome  de :~-1. 

L ' a t o m e  B se divise en 2 m a tomes  de :~k, m = 2  nk-nk-1, soit (Bj), j = 1 ... . .  2 m. D~signons 

pa r  L~ :~k) l 'espace des fonctions :~k-mesurables, nulles hors  de B e t  d ' int6grale nulle 

(c'est-~-dire les fonctions de F~ nulles hors de B). On notera  L*(B, :~k) les fonctions ~ -  

mesurables  nulles hors de B ~ B  1. D 'apr~s  le l emme  4.10 il existe un  op~rateur  T O de 

L~ B, :~k) sur / )*(B,  :~k) tel  que : 

II/ll~,/s < I lTo/l l ,  ~ 911111,,, /EL~ B, ~k), 1 <~p <~ oo. 

On d~finit ma in t enan t  T o sur F k en recol lant  les d~finitions de T o sur chaque a tome  B 

de :~k-1. I1 est  clair que l ' in~galit$ ci-dessus subsiste. 

Soit m a i n t e n a n t  (dk. i), i---1 . . . . .  2"*, la base de G k consid~r~e pr6c6demment .  D6finis- 

sons un  op6rateur  U de L I ( ~ ,  :~k) duns G k pa r  : 

U(ld~.,I)=d~.,, i = 1 , 2  . . . . .  2"*. 

On voit que II VII1, = Illll~ et II U/II, = Iltlll lorsque [ est ;~-~esurab|e .  
On complete  la d6finition de T sur  F ken  posan t  T = Uo T o. On v6rifie, lorsque / E F k : 

(4.12) 11/111/8 < IIT/II, < 911111, et 

I l I I IJs ~< II TIll2 < 911111,- 

P a r  construction,  on a T(Fk)  r G k pour  tou t  ent ier  b >~ 0, e t  l ' image  T(Fk)  est  engendr~e 

par  les fonctions (dk. ~) qu'elle contient .  La  condit ion (b) est  donc satisfaite.  P a r  aflleurs, 

les espaces (Fk) sont  deux ~ deux  or thogonaux ,  ainsi que les espaces (G~). On d~duit  donc 

de la deuxi~me inggalit$ duns (4.12) : 

l l l l l ,/s < IITIII, <911111, pour  I~L,(~, ~oo, P), 

ce qui, joint  ~ la premiere  in6galit$ de (4.12), mon t r e  que la propri6t~ (a) est  v~rifi6e. Pour  

finir, soit / une fonct ion :~e-mesurable. Si B e s t  un a tome  de :~e, / est  constante  sur B. On 

a donc si h~L~  :~+~) : 

T(lh) = I T h  

ce qui mon t re  que la propri~t~ (c) est  r6alis~e. 

Nous pouvons  donc dgduire f ina lement  de la proposi t ion 4.6 : 
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PROPOSITION 4.13. Pour tout suite strictement croissante d'entiers (n~), l'espace 

H ~ [ ( ~ ) ]  est isomorphe h un sous-espace compldmentg de l'espace HI(O ). 

Nous allons maintenant d4montrer le r4sultat essentiel de ce paragraphe : 

T H ~ O R i ~ E  4.14. Soit ( ~ )  une suite croissante d'alg~bres finies de parties d'un espace 

de probabilit4 (~, ~o, P), telle que la condition (3.9) soit saris/site, c'est-~.dire lim~ ~ =0,  o~ : 

~ = sup {P(A); A atome de ~ } .  

L'espace H~[(:~z)] eat isomorphe h H~. 

D'apr~s (3.9) et (4.1), il suffit de montrer que Hl[(:~k) ] est isomorphe k un sous-espace 

compldment4 de//1(6 ). Cela est vrai ind4pendamment de la condition (3.9) : 

PROPOSITION 4.15. Tout espace H1[(:~k) ]est isomorphe ~ un sows-espace complgmentd 

de H r 

En utflisant la proposition 4.13, la proposition 4.15 se r4duit au lemme suivant : 

L~MMZ 4.16. Pour tout espace Hl[(~k) ] il existe une suite strictement croissante d'entier8 

(nk ) teUe que Hl[(:~k) ] soit isomorphe ~ un sous-espace compldment~ de Hl[(•nk)]. 

On remarque pour commencer que tout  espace Hl[(:~k) ] est isomorphe ~ un espace 

Hl[(:~k), off les alg~bres :~k v$rifient la condition suivante : 

(4.17) I1 existe une suite d'entiers (ink) telle que pour tout  b>~ 1, pour tout  atome B de 

~k-1 et pour tout  atome B' de :~a tel que B ' c  B, 

2mkP(B')/P(B) soit entier, et telle que 2"~P(A) soit entier pour tout  atome A de :~0. 

(L'affirmation concernant l'existence des (:~k) sera justifi4e k la fin de eette section, 

voir (4.22).) 

Supposons dSsormais que la suite (:~) v~rifie (4.17). Nous allons montrer que Hl[(:~k) ] 

est isomorphe ~ un sous-espace compMment~ de H,[(A,~)] oh nk = ~.~-0 mj. 

Nous allons construire sur ~ = ~  • [0, 1], muni de la probabflit~ P| une suite 

d'alg~bres (~k) telle que : 

tout  atome A de ~k est de la forme B • C, oil B est un atome de :~ et C c  [0, 1]. 

~k poss~de 2 ~k atomes de probabflit4 2 -nk. 

(1) On a identifi6 A 6 :~k avec A • [0, 1]. 
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Dans ces conditions il est clair que H~[(~)] sera isom6trique ~ H~[(~) ] .  hTous allons 

v6rifier que H~[(3:~)] sera compl6ment6 dans H~[(~)]. Si nous identifions H~[(~:~)] s un 

espace de fonctions 3:~-mesurables, off ~ = V ~ . 0  ~ ,  et H~[(~)] ~ un espace de fonctions 

~-mesurables,  off ~oo=V~=0 ~a, la projection de H~[(~)] sur H~[(~)] sera simplement 

donn6e par l'esp6rance conditionnelle sur :~,  g~ E(gl~-~). Pour d6montrer ce point, nous 

allons montrer clue : 

(4.18) Si g est Q~-mesurable, E(g[ :~)=E(g[ :~), vk~>0. 

Pour v6rifier (4.18), il suffit de consid6rer g=lA, off A est un atome de ~ .  On aura 

A = B • C, oh Bes t  un atome de :~. Si B'  est un atome de :~k+l eontenu dans B, l'esp6rance 

conditionnelle E(la I :~k+l) est 6gale ~ ] C I sur B', ce qui montre clue E(I~ I ~k+~) = I CI l s  = 

E(1AI:~k). On volt done que E(gl:~+~)=E(gl:~k)lorsque g est ~-mesurable, puis 

E(gl:~z+~ ) = E(gl~k ) par r6currence, et enfin E(gl:~)= E(gl:~, ) par passage ~ la limite. 

Soient alors g e//1 [(~)] ,  g~ = E(g I ~) ,  do = go, dz+~ = g~+l - gz. Nous devons montrer que 

Pg=E(g]~oo)=/ appartient ~ Hl[(~k) ]. Posons /~=E(/[:~),Oo=/o,(~+~=/~+~-/~. Nous 

aurons : 

/~ = E(g} ~ )  = E(gkl :~) = E(gk] :~o~) = Pgk 

pour tout  k/> 0, d'apr~s (4.18). On a done ~}~ =Pdk et on peut $crire d'apr~s Khinchine : 

E (~0t 5k,2)' ~ V2E f~ k~.o ~rk(t)dt 

ee qui montre que darts la norme (0.1), l'op~rat~ur P e s t  de norme ~< | ~  de//1[(0~)] dans 

Hl[(:tk)]. 
Par ailleurs,//1[(~,,)] est un sous-espaee de HI[(O~)], avec la norme induite. On a) 

effet : 

(4.19) Si / est ~-mesurable ,  E(]] ~k)=E(l[ qk). 

Cette propri6t6 est identique t~ la propri6t6 (1.1), et 6quivalente & (4.18). En effet, les 

deux propri6t~s (4.18) et (4.19) signifient que l'orthogonal U~ de L~(~:~) dans L2(~)  et 

l'orthogonal Vk de L2(~tk) dans L Z ( ~ )  sont orthogonaux, c'est-~-dire que 
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E(g - E(g ] ~ )  ) (! - E( /  I ~ )  ) = o 

lorsque ] e s t  ~ - m e s u r a b l e  et g 0k-mesurable. 

Pour terminer la d$monstration du lemme 4.16, il reste k construire les alg~bres (~k)- 

La construction se fait  par  r6currence. Consid~rons d 'abord k = 0 .  Soit A un atome de 9:0. 

Le nombre l=2m~ est entier. Posons Cj=(( j -1 ) / t ,  ]/1), ?'=1, 2 ..... 1. Les atomes de 

~0 contenus dans A seront les ensembles A x C j, i = 1, 2 ..... l (ils sent bien de probabilit6 

2 - "  = 2-~) .  

Supposons ~k-1 ddfinie, k>~l. Soit B • C un atome de ~z-1, off B e s t  un atome de 

~z-1, et soit B '  un a tome de ~ eontenu dans B. Consid6rons l 'entier I=2mkP(B')/P(B). 

Divisons l 'ensemble C en l ensembles C j, ~ = 1, 2 . . . .  , l, de mesure I C]/l. Les atomes de Oe 

contenus dans B '  x C seront les ensembles B' x C~, ~ = 1, 2 ..... 1. Leur probabflit6 est 6gale i~ : 

ICjl .P(B') = IC] .P(B')]I = IC]P(B)2-"~ = 2 -"~ ~-'~ = 2-"~. 

Cet argument  ddmontre la possibilit6 de la construction des (Ok), et achgve la ddmon- 

stration du lemme 4.16. 

Nous allons terminer eette section en discutant des extensions possibles du th6or~me 

4.14. I1 est clair que la condition (3.9) n 'est  pas n6cessaire pour que HI[(:~)] soit isomorphe 

H 1. (On peut  prendre par  exemple sur [0, 1] l'alg~bre :~  engendr6e par  les ensembles 

[ ( j - 1 )2 -% i2-~], i = 1 ,  2 ..... 2 k-J et [1/2, 1].). 

Inversement  fl existe des suites d'alg~bres finies (:I~) telles que Hl[(~k)] soit isomorphe 

l 1. (I1 suffit de prendre des alg6bres (~k) teUes que cheque a tome B do ~k so divise en 

deux atomes B '  et B ~ de ~+x, de fa~on que P(B')  >~nk.P(B"), o~ (nk) est une suite tendant  

rapidement vers rinfini.) 

Soit (:~k) une suite croissante d'alg~bres finies de parties d 'un  espace de probabilit4 

(fl, :~, P), et soit e>0 .  Posons : 

At = (J {B ; B e : ~  et P(B) <<. e}, 

A~o = (J A" " ~ e r A s =  N A ~ .  
k - O  6>0 

Nous raisons M conjecture suivante : 

Conjecture 4.20. Si P(A~)>0 ,  l 'espace Hl[(i~k)] est isomorphe ~ H~. 

Cette conjecture est ell part ie inspir6e par  les r6sultats de Gamlen et Gaudet  [5]. 

Noter qu'en vertu de (4.1) et de la proposition 4.15, fl suffit de montrer  que H 1 est iso- 

morphe k un sous-espace compl6ment~ de H,[( :~)]  lorsque P(A~)>0 .  
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Nous avons rencontrd deux classes d'isomorphisme pour les espaees Hx[(~)] ,  ~ savoir 

H~ et lz. Plus gdndralemcnt : 

Question 4.21. Peut-on classifier les classes d'isomorphisme des espaces Hx[(~)]?  

(4.22) Nous allons justifier ici le fair que tout  espace Hx[ (~)  ] soit isomorphe ~ un espace 

H~[(:~)], oh les algbbrcs ( ~ )  vdrifient la condition (4.17). 

Supposons donnde une suite (~ )  de fonctions > 0 sur ~,  telle que ~ soit ~-mesurable  

et tel]e que pour/c >i 1, on air E ( ~ ]  ~ _ x ) =  1. Dans ce eas, la suite gu=I-[~-o ~ est une ~ -  

martingale positive. Supposons de plus que : 

(a)  E ~  o = 1 

(b) pour tout  k>~0, I 1 -~]  <c~, 

oh la suite c~ est telle que �89 ~<l-I~-0 (1-c~), et l-~-0 (1 +ck)~<2. Dans ce cas, o n a  Egk=l, 
et �89 pour tout  b>~0. La suite (g~) converge dans L x vers une fonction g~, :teUe que~ 

Eg~ = 1. D6finissons une nouvelle probabilit6 P sur Q par 15 = 9~P. Si (]k) est une martingale 

pour P, la suite [k =]k/9~ est une martingale pour t 5, et puisque l 'on a �89 <gx~<2 pour tout/c, 

on voit que : 

d k:;~O d k~O J k;iO 

D~signons par (:~) lasui te  des alg~bres (~k), munies de la probabilit~ 15. Les in~galit~s 

(4.23) montrent que Hx[(~k) ] e s t  isomorphe ~ Hx[(~k) ]. Par  ailleurs, si B e s t  un atome de 

~ - x  et B' un atome de :~ contenu dans B, on a : 

fn.e~-x ~k dP fBnkdP 

P(B')]PtB)= fj _ dP P(B) 

Supposons n0 ..... s~k-x d~j& d6finis. Nous voulons d~terminer ~k et un entier m k de 

fagon que (2 mk S~' ~kdP)/P(B) soit entier pour tout  atome B de ~k-x et pour tout  atome 

B'  de ~k contenu dans B. Soit B u n  atome de ~k et soient B~, ..., B~ les atomes de ~k 

contenus dans B. D~signons par Px ..... Pz les valeurs de ~ sur chacun de ces atomes. Nous 

voulons que : 

(a) I 1-p~[  ~<cu et h~=(p~2m~p(B~))/P(B) soit un entier, i=1 ,  2 .. . . .  1. 

(b) :~_x p,P(B',)[P(B) = 1. 

8 - 802904 Acta mathematlca 145. Imprim6 lo 5 D6ccmbrr 1980 
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Soit m un entier donn6. D~signons par kz le plus grand entier tel que : 

! 

k ,2- '<~ ~ P(B~)/P(B) 

et  h I = k~, h~+ l =k~+l - ~.  

On a k t =2 m, c'est.~-dire ~ - x  h~ =2 ~, et fl est clair que pour m assez grand, on aura : 

(4.24) (1-c~)P(B;)/P(B) <<. h,2 -~ <<. (1 +c~)P(B;)/P(B),  i ~  1, 2 ..... l, 

et ceci pour tout  atome B de ,'~,~-1- On choisira pour m k un entier m tel que (4.24) soit 

r~alis~e. 

Posons alors io~ =lh2-~P(B)/P(B'~), i ~ 1, 2 ..... L 

Nous aurons d'apr~s (4.24) : 

11-Iot] ~ck, i --1 ..... l, 

et les deux autres propri~t~ seront ~ga]ement satisfaites. 

(4.25) l~Ious aUons justifier rapidement le fair que H 1 (ou Hx(~)) soit isomorphe ~ la /1- 

somme infinie Y---(~//I(~))x. I1 est clair que I r e s t  isomorphe ~ Y•  Y, et que HI(~ ) est 

compl6ment~ dans it. I1 suffit donc de montrer que I r e s t  eompl~ment~ dans HI(~ ). Con. 

sid6rons sur (0.1) la a-alg~bre C engendr~e par les ensembles (2 -4-1, 2-4), n = 0 ,  1 . . . . .  

Posons : 

A = {(n, I C) 

D~signons par Z le sous-espace de//1(6) engendr~ par les fonctions (h,. ~) te]les que 

(n, i )GA.  I1 e~t facile de voir que Z se d6compose en une ll-somme Z ~ ( ~ . 0 Z ~ ) x ,  oh Z k 

est engendr6 par les fonctions (/~n, i) dent  le support est contenu dans (2 -e-l, 2-~). On re- 

marque pour finir que chaque Ze est isom6trique ~ Hl(~)o = {/EHI(~); E/--O},  et Hl(~)0 est 

isomorphe &//x(8). 

5. Isomorphismes entre Hx et les espaees HI(R ~) ou HI(S ~) 

Nous allons montrer dans cette section que l'espace ttx est isomorphe aux espaces 

//1(Rn), ainsi qu'aux espaces HI(S~), pour tousles entiers n>~l. II s'agira dans eette section 

d'espaces de fonctions r~elles. Dans le cas n---1 l 'espace//I(S 1) est l'espaee R e / / i  form6 

des parties r~elles des fonetions de/ /1 ,  c'est-~-dire des fonctions r~elles ] de LI(T) dent  la 

conjugu~e harmonique [es t  int~grable sur T. Cet espace peut ~tre muni de la norme : 

IIIIIII = Iit11,+ II!ll,. 
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En rant qu'espace vectoriel sur le corps des r6els, H 1 est isomorphe ~ Re H 1 (l'appfica- 

tion f-+Re f r~alise un isomorphisme entre les fonctions de H 1 d'int~grale nulle et les fonc- 

tions de Re H I d'int@grale nulle. D'apr~s (0.9) H 1 est isomorphe ~ l'hyperplan (complexe) 

des fonetions d'int6grale nulle, et Re H I e s t  isomorphe & l'hyperplan (r~el) des fonctions 

d'int@grale nulle, au moyen de l'application f-~cos 0f(e ~~ - s i n  0[(e~~ On suit par (0.8) que 

l'espace complexe HI(~ ) est isomorphe au carr~ de l'espace r~el HI(~), donc A l'espace r@el 

Ha(~ ) lui.m~me. Finalement, Ha(S a) est isomorphe A l'espace r~el Ha(~ ). 

L'espace Ha(R ) est l'espace des fonctions r~elles ] de La i r  ) telles que la transform~e 

de Hflbert [ soit int~grable, muni de la norme ]]/[]a+ I11111. On suit que les espaces Ha(S a) 
et Ha(R ) son t  isomorphes. (L'isomorphisme des espaces complexes est d~montr~ duns [8]. 

Le cas r6el en d~coule.) 

Les deux espaces//1(81) et Ha(R ) admettent aussi une description en termes d'atomes, 

qui se g~n~ralise faeflement ~ une dimension n queleonque pour d6finir HI(S n) et HI(Rn). 

1VIunissons S n de ]a distance g~od6sique et R n de la distance euclidienne. Un atome est une 

fonction r~elle a (sur R n ou sur Sn), d'int~grale nulle, et pour laquelle existe une boule 

B(x, s) telle que : 

et la[ 

Duns le cas de S n, on ajoute aux atomes la fonction eonstante ~gale ~ 1. Une fonction ] 

appartient ~ Ha(S n) ou & Ha(R n) si et seulement si cUe admet une d6composition ] =  

~ - o  ~nan, o~ les (an) sont des atomes et o~ ~ - 0  ]~n[ < ~ .  La norme de ] duns Ha(~  ) on 

Hx(R n) est 6quivalente ~ l'expression inf ~n~.0 ]~ ] ,  oh l'inf est pris sur routes les repr6- 

sentations possibles de ]. Le dual de H a ( ~  ) (resp. Hl(Rn)) est l'espace r~el BMO(S n) (resp. 

BMO(Rn)). 
D~signons par ~v l'application de projection st~r~ographique de S n sur R n. On suit 

(voir [15]) que l'application g-+gow est un isomorphisme de BMO(R n) sur BMO(Sn). En 

utilisant la dualit~ Ha-BMO , on en d~duit que Ha(R ~) est isomorphe au sous-espace de 

Ha(S n) form~ des fonctions d'int~grale nulle, l'isomorphisme ~tant donn~ par ~-+(]o~).~, 

o~ ~ est la fonction sur S n teUe que l'on air pour toute fonction h int~grable sur R n : 

f R h(X) dx -- f s h(q~(Y) ) V'(y) da(y) 

On peut rSpgter ici les arguments de la section 3. Soit (Xt) le mouvement brownieu 

duns R ~+I, partant du point 0, et soit v le premier temps t > 0 tel que X~ ~ S n. On peut gSn~- 

raliser les estimations (3.1) : 

L ~ .  5.1. I1 existe une constante K telle ~ue : 
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IIg(Z,^.)ll~,o~,,,^~,~<Kllgll~of~., Yg eBMO(S") 

IIt(X,^.)ll,,.~,,,^.,, < KII/II~,,,~.,. V /eH, (S") .  

D~monstration. La premiere in6galit6 se traite comme dans le cas n = 1. I1 suffit de 

montrer que : 

pour tout point x tel que I1:,~11 < 1, e n  d6signant par ~u: la probabflit~ s u r  Sn: 

:-IPll ~ , ~ . ,  
i p _ y l l , , + ,  tw 

dfsignant la probabilit6 uniforme sur S n. 

Pour la deuxi~me infgalit6 fl suffit de consid6rer le eas oh ] e s t  un atome. Supposons / 

nuUe en dehors d'une boule B(y0, e), Yo E S n, et d6signons encore par ] l e  prolongement de ] 

en fonction harmonique dans la boule unit6 de R n+x. Soit xER n+~ tel que [Ix][ <1.  On a : 

~l(v) ~- -I1~11' d,," - I(~) 
i1,~_ yl~--~, tv~. 3 

Puisque I e s t  d'inf~grale nuUe, port~e par B(yo, e), et puisque S I/Id~ < c, oh c n e  

d6pend que de n, on volt que I/(x) l e~t ~ 6 ~ e u r  ~ la variation de C(1 -llxll~) �9 I l x -v l l -~ - '  
sur B(Y0, e). On obtient done, puisque I]] est major6 par e -~ : 

K inf ~e -n, e(1 -I1~11 ~) I I ( - ) l<  
t Ip-yol l~+q 

Introduisons le point z = (1 +e)yo. On volt que : 

I1(~)1 < K'~II~-~II -~-~ = g(~). 

On constate que g=(x) est sous-harmonique pour ( n - 1 ) / ( n +  1)~<~<1. II en r6sulte 

que g=(Xt^~) est une sous.martingale, avec g=(XT EL~, p = 1[= > 1. On en ddduit par l'in- 

galit4 de Doob darts L~ : 

E suPt>0 [/(Xt^,)] ~ E suPt>0 9(Xt^,) <~ Cp Eg(X,) = C:, J g'eHy - z][-n-lda(y) <~ K". 

Il est assez clair que le raisonnement de discr6tisation de la section 3 peut  ~tre repris 

ici sans modification notable : 
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LEMME 5.2. 11 existe une 8ulte (~.~) de sous-a-alg~br~ de ( ~ ) ,  18omorphe8 aux a-alg~bres 

(An) du syst~me de Haar, et une constante K teUes que l'on air : 

< x Vl eHs(,S") 

A partir  de l~, le m~me raisonnement que dans la section 3 montre  qua : 

L~MME 5.3. L'espace HI(S n) e~t isomorphe ~ un sous.esl~ace complgment~ de HI((~ ). 

On obtient finalement : 

TH~OR~ME 5.4. Pour tout entier n>~l, /es espaces HI(S n) et HI(R n) sont isomorl~hes 

H 1 . 

Dgmonstra$ion. l~ous allons montrer  pour commencer que HI(S n-l) est isomorphe 

un sous-espace compl6ment~ de HI(S n) pour tout  n/>2. Ecrivons chaque point de R n+l 

sous la forme (x, t), x E R  ~, tER. Si / est un ~l~ment de HI(Sn-1), on d~finit une fonction T/  

sur S n par : 

= ~/ ( (1  - t ~)- ~x) si I t[ ~< sin �89 
Tl(x, t) 

i 0 sinon. 

On v~rffie facilement que T d4finit un op~rateur born4 de HI(S n-l) dans HI(Sn). Par  

ailleurs on d4finit un op~rateur P de HI(S ~) dans HI(S n-l) par  : 

~] . l -  

On v~rifie que P o  T e s t  l 'identit4 de Hx(Sn-1), ee qui d~montre notre affirmation prd- 

liminaire. Puisque H x et HI(~ ) sont isomorphes, on volt  d'apr~s le lemme 5.3 et ce qui 

precede que H x et HI(S n) sont chacun isomorphe ~ un sous-espace compldment4 de l 'autre, 

done ils sont isomorphes d'apr~s (4.1). Par  ailleurs, nous avons vu pr4c~demment que 

HI (E  n) est isomorphe k un hyperplan de H~(Sn), soit encore k un hyperplan (r~el) de Ha, 

done k H x lui-m~me. 

Nous allons terminer cette section en nous intdressant au cas du bidisque D ~. Nous 

reprenons maintenant  les espaces de fonctions complexes. On ddfinira l 'espaee H~(T ~) 

comme l'adhdrence dans LI(T ~) de l 'espace des polynSmes trigonomdtriques ~ deux vari- 

ables k coefficients complexes, 

N M 

P(x, y) = ~ ~ an.m e~(=+mu), 
n - O  m - O  

c'est-~.dire aussi l 'adh~rence de HI| dans Lx ( T ~) = L~ | L 1. 
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Nous allons voir que l'espace Hl(T 2) est isomorphe ~ l'espaee HI(J 2) des martingales 

dyadiques ~ deux indices. Plus pr~cis6ment, HI(O 2) est l'espace des s~ries de Haar  doubles 

de la forme : 

f ( x , y )=  ~. c=,~h=(x)h~(y), 

avec la norme : 

(Pour simplifier l'~criture, on a dSsign6 le syst~me de Haar  par (ha), E la place de 

'~criture (hn. ,) utilis~e pr$c~demment.) L'espace HI(O ~) admet une norme Squivalente du 

type (0.2), cf. [2]. 

Nous noterons pour commencer que Hi(0 ) est isomorphe & un sous-espace de Lz((0, 1)3). 

Associons ~ ehaque ~l~ment ](x)=~a c=h=(x) de HI(~ ) la fonction : 

~/(x, 8) = Z c= ha(x) r=(8) 
r 

off (r=) d~signe la suite des fonctions de Rademacher. On voit en utilisant les in~galit~s de 

Khinchine que : 

ce qui montre que T e s t  un isomorphisme de HI(0 ) sur le sous-espace X = T(HI(0)) de 

Lz([0, 112). ConsidSrons maintenant la norme induite par Lx([0, 1] 4) sur X|  Si g= 
~=.p c=.ph=(x)h$(y)ra(s)rp(t ) est un filfiment de XQX,  on aura en utflisant l'infigalit6 de 

Khinchine it~rge : 

1 i < f]g(x,y,s, 

Cela montre que Hz(~ 2) est isomorphe ~, l'adhdrence de X Q X  dans Lz([0 , 1]t). Pour 

montrer l'isomorphisme entre HI (T  2) et Hl(~2), nous aurons besoin d'un lemme. 

Soient X1, X2, Y1, Y2 des sous-espaces de L 1, S et T deux opSrateurs born4s de X 1 

dans X= et de Y1 dans Y= respectivement. On dSfinit un op~rateur S | T de X 1 | Y1 dans 

X2| Y2 par : 

s |  = Y~ s ( x . ) |  

On a alors : 
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LE~Ii~:E 5.5. L'opdraSeur S| T es$ bornd de XI|  Y~ dans X~| Y2, muni~ des hermes 

D~.monstration. I1 suffit de oonsid~rer le oas oi~ T - -  Id, Y~ = Y~. 8i l(~, 0 --- ~ - ~  x.(~)Y.(O 

est un ~l~ment de X~| Y~, on pout ~erire pour ~ fix~ : 

(s | Id) (I) (s, 0 -- (8~,J (~) Y~(O --,S 
~-1 ~ ' ~ ( ~ )  (~) 

On obtient done : 

f l (s| (/) (s,O[~ < l[s[l fl~xxn(s)y,(Ol&, 

et  on obtient le r6sultat apr~s integration par  rapport  ~ t. 

Le lemme 5.5 implique que ]'adh6rence X ~  Y~ de Xa|  Y~ dans L~([0, 1] 2) est iso- 

morphe s X2 (~ Y2 lorsque X~ est isomorphe ~ X~ et Y~ isomorphe ~ Y2. On utilise pour S 

et T l e s  isomorphismes entre X~ et X~, :Y1 et :Y~ ainsi que la relation 

(~--1 @ T-1)o(S  @ T) = (~ @ T ) o ( S  -1 (~ T -I)  = Id.  

En appliquant ce qui pr6c~de ~ X 1 = Y1 =H1 et  ~ X~--- Y2 ==HI(~), on obtient finale- 

ment : 

T H ~ o ~  5.6. Le8 espac~ HI( T ~) et H~(~ ~) sent isomorphes. 

Cela montre en particu]ier que HI(T 2) poss~de une base ineonditionneUe, 6quivalente 

au double syst~me de Haar  (ha(x)hp(y)). I1 est clair que la m4thode prSsent~e ci-dessus se 

gSn4raiise aux polydisques : l'espaee Hl(T n) est isomorphe s l'espace HI(~" ) des martingales 

dyadiques K multi.indice dans N n. 

Nous n'avons pas su d4cider s i / /1  et HI(T 2) sent isomorphes ou non. Nous laisserons 

ceci sous forme de question : 

Queztion 5.7. Les espaces H 1 et HI(T ~) sont-ils isomorphes?(1) Plus g6n6ralement, 

l'espace HI(T n) est-il isomorphe ~ HI(T m) lorsque n * m ?  

I1 est clair que H 1 est isomorphe ~ un sous-espaee eompl6mentA de HI(T~). La question 

so r~duit done ~ savoir si HI(T 2) (ou HI(~))  est isomorphe ~ un sous-espace compl~mentg 

de H 1. I1 est ggalement facile de voir que HI(T 2) est isomorphe ~ un sous-espace de H 1. 

En fait tout  sous-espaee de L 1 possgdant une base ineonditionnelle est isomorphe ~ un 

sous-espaee de H r 

(1) Voir la note ajout~e ~ la correction des 6preuves. 
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~Vote a~outge ~ la correction des gpreuves : L. Carleson a donn~ r~cemment une base 

inconditionnelle esplieit6 pour HI, qui permet aussi de vSrifier directement l'isomor- 

phisme entre //1 et Hx(d ). Plus rgcemment P. Wojtaszczyk a annoneg clue ]e syst~me de 

Franklin est une base inconditionnelle pour / /1 .  Par  ailleurs J.  Bourgain a montr~ que H~ 

et Hx(T ~) ne sent pas isomorphes. 
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