EINIGE BEMERKUNGEN UBER DIE DARSTELLUNG GANZER
ZAHLEN DURCH BINARE KUBISCHE FORMEN MIT POSITIVER
DISKRIMINANTE.
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8 1.

Es sei f(x,y) = ax® + bz*y + cxy® + dy*=f{a, b, ¢,d) = eine irreduzible biniire
kubische Form mit ganzzahligen Koeffizienten und mit der Diskriminante D.
Die Aufgabe, simtliche Losungen in ganzen Zahlen x und y der unbestimmten
Gleichung

(1) fle,y)=1

zu bestimmen, ist noch nicht vollstindig gelost worden. Im Falle D < o gilt
bekanntlich der folgende Satz von Drrnauway [1, 2] und Nacern [1]:!

Die Gleichung (1) hat hichstens drei Losungen in ganzen Zahlen x und vy, die
Jolgenden Fille ausgenommen: Ist (a, b, ¢, d) dquivalent (1, 0, 1, 1) oder (1, —1, 1, 1),
so gibt es geuauw vier Liosungen; st (a, b, ¢, d) dquivalent (1,0, —1, 1), so gibt es
genay fiinf Lisungen. Ist (a, b, ¢, d) wicht dquivalent einer Form (1, p, g, 1), so hat
(1) hichstens zwer Lisungen. :

Im Falle D > o gilt dieser Satz nicht. So hat zum Beispiel die Gleichung

fle,y =2+ paty—(p + Day® + y* =1

wenigstens die fiinf Losungen: x =1, y=0; =0, y=1; =1, y =1, =1,
y=p;, x=—p—1,y=1. Hier ist D= (p*+ p — 3)* — 32 >0, falls p = 3 oder

! Ein Verzeichnis der angefiihrten Arbeiten findet sich am Ende dieser Abhandlung.
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p=—4 ist. Fir spezielle Werten von p gibt es noch weitere Losungen. Im
Falle p =3 hat die Gleichung (2) auch die folgenden vier Losungen x=— 1,
y=—2; x=—2, y=—3;, £=9, y=13; =—75, y=—14. Im Falle p=4
findet man die weitere Losung =7, y = 0.

Zufolge des bekannten Satzes von Thue hat die Gleichung (1) nur endlich
viele Losungen in ganzen Zahlen x und y. Die Beweismethode gibt leider kein
Mittel, um die etwaigen Losungen wirklich zu bestimmen. Unter Anwendung
der Thueschen Methode ist es SircEL [1] gelungen, eine Abschiitzung der Anzahl
der Losungen zu geben. Es gilt der folgende Satz: Wenn die Diskriminante der
Form f(x,y) eine durch k bestimmte positive Zahl iiberschreitet, so hat die Gleichung
Slx, y) =k hichstens achtzehn Lisungen. '

Eine Behandlung der Gleichung (1) mit D > o. auf Grund der Einheiten-
theorie ist bisher nicht mit Erfolg gemacht worden. Im folgenden betrachten
wir nur die Formen mit a =1. Die Gleichung f(x, — 1) = 0 hat dann drei reelle
Wurzeln 7, 1" und 9", und hier bedeutet f{zr,y)=1, dass 2 + y7 eine Einheit
ist, d. h.

) oty =t el

Kraft des Dirichletschen Einheitssatzes gibt es in diesem Falle zwei Grundein-
heiten ¢ und ¢ im Ringe R(p), und die einzigen Einheitswurzeln sind +1 und
—1. Im folgenden bedeuten S Spur und N Norm im Kérper £ ().

Die Gleichung (3) ist mit der folgenden Exponentialgleichung iquivalent

(4) S —x")em &t = o.

Die Schwierigkeit steckt nun darin, dass man nur eine Gleichung hat, worin
zwei Exponenten m und » auftreten. Tr. Skovkwm (1] hat gezeigt wie man die
Losung jeder Gleichung f(z,y)=Xonstante auf die Losung gewisser Gleichungen
F'(u,v) = Konstante zuriickfiihren kann, wo F(u,v) eine Form sechsten Grades
ist und F(u, — 1) =0 nicht ausschliesslich reelle Wurzeln hat. Im allgemeinen
bekommt man dann zur Behandlung vier exponentiale Gleichungen mit vier un-
bestimmten Exponenten. Skolem betrachtet wesentlich als Beispiel die Gleichung

(5) =3yt —yt=1,

hat aber die nétigen, weitliufigen Rechnungen nicht ausgefiihrt.
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In dieser Abhandlung werde ich zuerst beweisen, dass die Gleichung (5) nur
die folgenden sechs Losungen besitzt:

und x =2, y=1.

Zuletzt zeige ich wie man die Losung der Gleichung (1) auf die Losung zwei
exponentialer Gleichungen mit zwei unbestimmten Exponenten zuriickfiihren kann.
Dieses System kann dann mittelst der bekannten Methode von TH. SkoLEM
behandelt werden [2, 3.

§ 2.

In diesem Paragraphen behandeln wir die Gleichung
=3zt —yt=1.

Es seien die Wurzeln der Gleichung %*— 37 + 1 = 0 s0 bestimmt 5 > 7' > o und
7’ < o. Die Form f{z,y) bhat die quadratische Diskriminante D =81. Als Grund-
einheiten kénnen wir n und n’ wihlen. Die Exponentialgleichung (4) ist hier

(6) =gV + @ =™+ (g — )yt =o.
Weiter ergibt sich
7]2= 2 + 7]’, "];2= 2 + 77", ’77”2: 2 + n: "]n’zn_l, 7]’77” :"7, —1, 77””]2"7”— 1.

Hieraus wird gefunden

'— rn 2_—_ — 12_

’7_’7,=(’7 2)—(/ C
11 17—

Mk D Bl S et DR "
T e +o—=n"—1=17".

n—1n n—1q N1
Die Exponentialgleichung (6) kann dann so geschrieben werden

. nm . nln . nll + ")Im . ”7”"’ . nnl’ + nllm . 77"’ — O

oder
(7) ,'72 m—n—1 ,,}’n+ m—1 4 (___ I)n+1 . nm—?n . ,,7’2 m—n—1 — (__ I)m+ 1

Wir werden nun zuerst zeigen, dass es geniigt, diese letzte Gleichung fiir
m gerade und » gerade zu behandeln. Hs folgt fast unmittelbar, dass die
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Gleichung (7) fiir m gerade und 7 ungerade unmoéglich ist. Sie kann nidmlich
dann in der folgenden Weise geschrieben werden

( m n+1 m+n—1)2 ( m n m n+l)2
T e L. 2 2 Lt 2 ) —
7 7 +\n n =-—I

Die Losungen (m,n) konnen wir in gewissen Gruppen zusammenfassen. Jede

Gruppe enthilt drei Losungen. Ist (m,n) ein Losungspaar, dann sind auch
(—n+1, m—n) und (» + 1 —m, —m + 1) Losungspaare. Dies folgt sofort aus
den zwei konjugierten Gleichungen zur Gleichung (7), indem man 7" mit —(n7')™
ersetzt. Unter diesen Losungspaaren gibt es immer eines mit beiden Gliedern
gerade.

Die Gleichung nimmt nun die folgende Form an

gy — ’ - m—" ’ —_n—
,,}?.m n 1,,'7m+n l_nm 211.,,72m n—1 —__ 1,

Wird iiberall mit 5-7 %" =—1 multipliziert, so ergibt sich

124 ”

n?m—n . n’n—,Lm oy — nm—-2n. n'Qm—n ‘mn =1

oder
n n+m\2 m—2n n\ 2

(m—-—‘ 12). //__( ) Im-:z_) . "__

Ul n n 7 Y] nn 1
oder
(8) My — N2y’ =1
mit

" — n n+m m—2n m—ﬁ

M=% *-9 2 und N=q 2 -9 2

Die Zahl

(MVF + NVW)2=M217" + N2qpq" + ZMNn"V;

ist eine Einheit im Korper K(V'p) und hat im Unterkorper % (y) die Relativnorm
+1. Im Korper K gibt es nach Dirichlet vier Grundeinheiten, und aus £ kennen
wie die unabhiingigen Einheiten # und 5. Es ist nun leicht zu beweisen, dass
die Einheiten mit der Relativhorm +1 durch & - & gegeben sind, wo ¢ und ¢
ein Paar Grundeinheiten mit derselben Eigenschaft sind.

Ich habe die Grundeinheiten im Ringe R(V;) bestimmt und gefunden, dass
man als solche

W=y + Vo wnd 2= @"+Vn)

wihlen kann. (Siehe § 5.)
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Uberdies merken wir uns die folgenden Einheiten
b= Vo + 0y Van" ) wnd A=y Vg + gty Vg
Man hat hier die Relationen

Ai-Ay=14; und Af-A, =2,
Wir bekommen darum

(MVy" + NVqn') =22 49
oder

7 (M + NV =g (1 + Vpr. (é)".(n” + Vo

@ + NV = "ot (c Vi (47 4 Ve,

Da weder V2, noch V47, noch ¥25” im Ringe R(V7) vorkommen, schliessen
wir hieraus: p ungerade und ¢ gerade, ¢ = 2¢,. Es folgt dann weiter,

(MV0" + NV ") = a2 (@)= A2~ (71 Ao = 4772 A,

9! .

MVy + NVay" =+ (Vo' + Va0 Vo™ + o' 0" Vay'F
oder
(9) MVy" + NVayy" =+ & &k

Bs ist auch leicht einzusehen, dass wir h gerade, £ ungerade oder umgekehrt
haben miissen.
Wir erhalten nun die folgenden zwei Exponentialgleichungen

(10) bk + b dl) (el Meay E 4 o) (VR VY o VR = 3 81
(1) (ehe ek — bl e Rl (VR eV — g ) = £ 8

Die Bezeichnungen sind die folgenden:

& = V? + VW, &, = V_ﬁ_ + Vﬁ, eV = V77 + Vn"n'

g=Vy =Van', &=Vq—Von, & =Vy-=Vo'y
und die Analogen fiir &, Die beiden Gleichungen (10) und (11) sind erfiillt fiir
die Werte h=1, 2=o0 und A=o0, k=1. Fiir die Werte h=1, &k =2 gilt die

erste Gleichung, die zweite aber nicht. Ist (k, k) ein Losungspaar, dann ist dies
auch mit (—h, —%) der Fall. Dies ist leicht zu bestiitigen.
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Wir unterscheiden vier Fille

o

17 h=4r+1, k=4s; 2° h=4r+1, k=4s+ 2
3° h=g4r, k=4s+T1 4° h=4r+2, k=4s+ 1.
Hier konnen » und s auch negativ sein.
Es ergibt sich
g=1+44=1+4(=Vy" & +1" &)

" Ig)

fl=1+44"=1 +4(—V1_7'—'s'1+17 & u. s, w.

Ebenso
rg 11 2)

S=1+4B=1+4(—7 Ve + 40" &
=1+ 4B =1+4(—0 V' + 127D uws ow

Nach einiger Rechnung findet sich weiter

61 + 6’1 Aé‘] + A’ €,1 1y " 2”

=1 =1, — 1= — +1=ae=1— mod.
ZV’I]” 2 V"]” 4"7 57) n ( 4)
o—¢y A=A,

4 — 35" =a, = 1" (mod. 4)

—— == I,
2V7777” 2]/1717'1

B + "¢’ g 2 5 1 ’ 44
T e /fvs'=~n2n Pty =F=1+17 + 27" (mod. 4
2Vq
B£1 — .B, 8’1
Van"
Wir konnen nun den ersten Fall erledigen.
Die erste Parenthese der Gleichung (10) wird

=—1+ 7" (mod. 4).

e+ (1+44y (1 +4BF+&,(1+44Y (1 +4B)y=

&+ &+ 4(7;)(1481 + A7)+ 4(‘?)(le + B'¢) + 4% (;) (A%¢ + A2 &™) + -
=2Vn" (1 + 4ra + 458+ ).
Die zu o konjugierten Grossen bezeichnen wir mit ¢’ und o, ebenso fiir 3.
Dann bekommen wir
Tt4ra+4sf+4°()+ ]-[1 +4rd +4s8 +43()+ ]
Jr+4rd” + 458" + 43 () 4+ ]=1.
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Hieraus ergibt sich
1+ 478 +4s8@)+4°()+4°( )+ =1
r8a)+ s8B) +4()+4()+ - =0

Hier ist S(e)=c¢ + ¢ + ¢’ =—1 (mod. 4) und SB) =74 + '+ "= —1 (mod. 4).
Wir erhalten somit die Reihenentwicklung

—r—s+4()+4()+4()+-=o

Die sich in der ersten Parenthese befindende Zahl, hat die Gestalt

(e e Q) (e 0

die in der zweiten Parenthese:

O W W Wl WA R
(e G e OGN e (e e

Hier sind die Grossen p;, ps, ... P, und ¢, ¢, ...t simtlich ganze, rationale
Zahlen.
Weiter wird die erste Parenthese der Gleichung (11)

(&, — 8,1) + 4(71) (Ael - A’E’J) + 4 (i)(Bﬂ _Ble'l) + o=

. 2V (1 + 4re, + 458, + ).
Ahnlich wie frither finden wir

[t +4re + 488 +4()+ ][t +4ares+asfi+47()+ ]

it gre] 4Bl 47 () + ] =1
Hieraus folgt

rSle) +sS@) +4()+4°()+4°()+ =0,
S(e;) =0 (mod. 4), S(8;) =1 (mod. 4), und die Reihenentwicklung ist
s+ a() ()44 )+ —o.

Die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von 4 haben die gleiche Gestalt
wie im vorigen Falle. Nach einem Satze von Tu. Sxovrem [I1, 2, 3] gibt es nur
—1

eine Losung, ndmlich » =s=0, indem die Determinante ’ I|=——1 ist.
)
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Wir haben also h==1 und k =o.
Man kann dies auch so zeigen. Wir miissen 7 =o0=¢ (mod. 4) haben, und
setzen 7 = 2%, s=2%, mit e=2 und (r, s, 2) =1, was sicher moglich ist,

wenn nicht » =g¢=0. Weil (Z) 4% mit u = 2 jedenfalls mit 29 2% teilbar
ist, ergibt sich nach der Kiirzung mit 2¢
+ 7, + ;=0 (mod. 2)
s;=o0 (mod. 2),

(71) 81y 2) =2,

was gegen die Voraussetzung streitet. Daraus folgt » = s =o0. Auch fiir nicht
abbrechende Reihen bleiben die Teilbarkeitsschliisse sinnvoll -und richtig
(SkoLEm [1]).

2° Zweiter Fall: h=4r + 1, k=145 + 2.
Wir finden

ae ==y V" + 0y (4 0"+ ") Vg

Es ist in diesem Falle leicht zu beweisen, dass die Gleichung (11) unmaéglich ist.
Die erste Parenthese kann so geschrieben werden

g6 (1 + 44y (1 + 4By —& &5 (1 +44) (1 + 4By =

(18— &, &%)+ ar(Ade a3~ A'e' ) + 45(Beyes — B, e}) + =

— 2 ___ 2 2 __ r 1 19 2 ’ 2 17
21/1777"-[8‘82 j%ez+47~.As,e2 /:4_”8,62+4S'B6182 Bﬂelh_'rm]
2V177) 2V gy 2V7m

oder, der Kiirze halber

Man findet
rg 11

y=—1n%y"-(37" —2) und also yy'y’ =—109.
Dies gibt die Reihenentwickelung

— 19+ 4r Sy 0") + 458y ) + 47 ( )+ =41,

(12) —5+ 78y d)+s-Syyd)+4()+-=o0.
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Hier miissen aber die ganzen, rationalen Zahlen S(yy d”), S(yy'+”) u. s. £. durch
3 teilbar sein, o: die Gleichung (12) ist also unméglich mod. 3. Wir haben zum
Beispiel yy 3" =8, + by + by’ mit S{yy’ ") =35,

3°. Dritter Fall: h=4r, k=4s + 1.

Die erste Parenthese der Gleichung (10) wird hier

(6 + &)+ 4r{dey + A&y} + 45(Bey + B'&y) + =
2y V?.(Mﬁiﬂ.+ At AT, Be, + B¢, )

’ 7 ! ry/ " 48 Rz
an Vi 7 gV 29’V

Nach einiger Rechnung ergibt sich

~62,+—82'—,=1, Séﬁ:ié;2=—12 und SIM,;L‘“’:—:I (mod. 4).
2y Vy 29’V 2q'Vn
Wir erhalten somit
1+47~-Sﬁiéﬁ€2+4s-sw—gﬁ+4’( Y+ 43 () + =1,
29V 29V
9
s+4()+4()+4()+ - =o
Die erste Parenthese der Gleichung (11) gibt
(6 — &)+t 4r(dey—A"¢y) +4s(Bey— B'&y) +---=
Var e (ST s ar A8 T G g BT ),
2q'n" Vi 2q'n" Vg 20’y Vg

Die zweite Reihenentwicklung wird nun, indem

AN 4
Aey, — A&, Bey,— B ey

’
€y — &y

2 ==1, S8—————=+4+9 und §—F == 2 (mod. 4)
20’y Vg 20’0 Vg 20’y Van
+r4+2s+4()+42()+4()+ =o.
Die Determinante ist hier +(1), ;I =—1, und folglich gibt es nur die einzige

Lésung » =s¢=o0, d. h.

h=o0 und k=1.
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o

4° Vierter Fall: h=4r+ 2, k=4s+1
Ich schreibe lieber h =49 —2, k=45 + 1.
Wir finden '

€l =—ny" Vo — 9’y V.
Weiter haben wir

e (1 + 440 (1 +4Bf+&e,(1+44) (1 +4By=

(e, + &le'y) + 47 (Ad%ey + A'ie’y) + 45(Beiey, + Beidy) +- =

ey €16+ elé Adle, + A'dle Beis, + B ele’
20 7 2nm Ui 2N 7

Nach einiger Rechnung ergibt sich

2 9 7 A 2 AI 2 7 B ‘lz +BI 9 !
8_1_3_2%;_1_%:_1’ gheiat Aae,  gberstDaes 09 )
2nn n

200"V ’ 2" V"
Die erste Reihenentwicklung sieht dann so aus

—s+4()+4()+4()+-=o.
Man findet weiter
&te, — s?e'gz_ SAe'feg-—A'ef£'2 —— 1 SBe'fez-—B'afe'g___o (mod. 1)
TR VR ' v/ ! S - : '
299"V zn*n" Vg 29ty Vo

und die zweite Reihe hat die folgende Form

"+ 4()+47()+4()+=o

. . . . (o}
Die Determinante ist hier I’

—1 C . .
0|=+ 1, d. h. die einzige Losung ist »" =s=0,

also h=—2 und £ =1.
Das Resultat der ganzen Untersuchung ist also [Siehe (9)]

MVF + NVW=VE’7 + Vn—n" oder =n'V1—;ﬁ—n'n"l/;7_1?=
W Vi + Vg oder =0y V" — oty Vo = g /=2 V" + gy 2 V.

Im ersten Falle bekommt man

n m+n

M=y 2y ? =1

und
mo—in -
N=qg 2 . 2=1 0: m=mn=o0.
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i

Im zweiten Falle ergibt sich m = - n=§, was unmoglich ist'. Im dritten

Falle erhalten wir m = n = — 2.
In der ersten Gruppe haben wir also die Losungen:

ztyn=n"y'=1 oder z+yn=—n'g°=—1n oder
m..i_yn:nn’:n——l 0. X = I’ y=o Oder

zx=o0, y=—1 oder x=—I, y=1I.

In der zweiten Gruppe finden sich die Losungen

x+yn=n252=g5""=2+7 oder x+yn=—199"=1—37 oder

x+yn=n"-n=—3+ 29 o: z=2,y=1 oder

r=1,y=—3 oder x=—3, y=2.

Unsere Behauptung iiber die Gleichung z* — 329%® — ¢® = 1 ist damit
bewiesen worden.

Anmerkung: T. Naceur (2] hat die folgende Gleichung behandelt
(13) 2+t 1=y

Wenn man die trivialen Losungen y =1, (wenn n gerade ist y =1 1), x = — 1,
=0 nicht beriicksichtigt, dann ist die Gleichung (13) unméglich in ganzen
Zahlen z, y, falls n keine Potenz von drei ist. Im Falle » = 3 wird gezeigt, wie
man die Liosung der Gleichung (13) auf die Losung der folgenden Gleichung in
ganzen Zahlen @, b zuriickfiithren kann

a®—3ab®+ b®=1.

Unserem Resultate in diesem Paragraphen zufolge konnen wir nun den folgenden
Satz aufstellen:

Wenn man die trivialern Lisungen nicht beriicksichtigt, dann ist die Gleichung
(13) ummiglich in ganzen Zahlen x, y, den Fall n=3 ausgenommen, wo zwet

Ldsungen existieren, ndmlich y==7 mit x = 18 oder x =— 19.

I
! Man hat 5(2 — =94, & h. (2, —1) ist eine Losung der Gleichung x*— 3xy*—y*=3.
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§ 3.

Die in § 2 betrachtete Gleichung z® — 32y®*— y®*=1 ist ein Spezialfall der
folgenden allgemeineren Gleichung

2—axty—(a+ 3y —yP=1.

Die Gleichung 7*+ an®—(a + 3)p+ 1 =0 hat die quadratische Diskriminante
(a® + 3a + 9)®. Weiter ergibt sich 5y’ =n—1, =9+ an—(a + 2). Weil die
Formen mit a =1 und @ =—-t — 3 idquivalent sind, geniigt es den Fall a=—1
zu behandeln. Wir finden 2> 75 >1, 1 > >0 und 7” <o. Es kann bewiesen
werden, dass man 7 und 7’ als Grundeinheiten wihlen kann. Man erhilt auch

hier die Exponentialgleichung (7). Im Ringe R(V75) kennt man die Einheit

iy= (Vo +Vyy")®. Eine andere unabhingige Einheit kann fiir jeden speziellen
Wert von a gefunden werden. Sonst geht man wie in § 2 vor. Fir a=—1
wird D = 49 und die Gleichung

14) x®+ xty—z2xy —yd=1.
Y Y K

Die Form
2+ 2ty —z2zy— o

ist iiquivalent mit der in § 1 erwibnten Form
2+ 32%y — 4z’ + 9t

Die Gleichung (14) hat somit wenigstens neun Losungen. Ich habe die folgenden
Einheiten im Ringe R(5) gefunden:

i R I 4w, 3 ’" 7 57
h=Vn"+Vau'l, d=_o"' + VP, b=y Vo" +aVyi"?
="tV + g2 Van) und A=tV + Py V)

Die folgenden Relationen bestehen:
Ay =12, Ay=A7'-A} und A;=A A7 =A71-A7%

Die Rechnungen kinnen weitergefiihrt werden in dhnlicher Weise wie in § 2.
Ich gehe aber hierauf nicht ein.



Uber die Darstellung ganzer Zahlen durch binire kubische Formen. 13

§ 4.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall:

fla,y)=a*+paty + quy’ + ryP =1
mit
fm)=n"—pn*+qn—r=o.

Wir haben die drei konjugierten Gleichungen:

ztyn =t ey =+p

ot yn =t emr =y

x + ynH: i e’l,m“ g;'" —_ _'t 1)11.
Die Exponentialgleichung

vl ="y +p " =) +p" g —g)=o0

kann so geschrieben werden

V' 0" =)+ Ve g —0)- Vo' 0"~ 0) =i V" (o~ 1)) =— p (o' ~7").
Durch quadrieren folgt hieraus

W@ —n)—p"—v)+ 2V 2" )]

’”

=) =p" =)= 2V " ) =pt-( —n")?

oder

20" " — ) =0 (g—0) + 200" V' 0" f )]

4

A p” =)= g — ) — 29" " V' f )] =
W —7"P=—30"+2pn+p*—44q
Wir miissen nun vier Fille unterscheiden:

Erster Fall: m und n gerade.
Wir setzen p, = @*. Die letzte Gleichung wird dann

[Q* Q" —n)— Q" Q@ (n—1) +2Q° Q" VS ()]
QHQ 0 =) — @ Q — ) — 2Q* Q" VS ()]
=7 =—37"+2pn + p’—4q.
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Hieraus folgt dass im Kérper K (Vf'(y)) © eine ganze Zahl mit der Relativ-
norm — 37 + 2py + p®— 44 ist.

Man hat f'(n)-f' (0)-f ()=~ D < o, d. h. die konjugierten Korper sind
nicht alle reell. Wihlt man die Wurzeln so: 5 > 7' > 4", dann bekommt man
fm=>o f () <ound f (57) >0 Im Korper KV (1) gibt es folglich vier
Grundeinheiten. Wir schliessen deshalb

T=4 E 2L

Hier sind A, und A, Binheiten im Korper X (V" (n)), die nicht im Unter-
korper k(n) auftreten, und deren Relativnormen in bezug auf k(5) gleich 1 sind.
Piir die Zahl & mit der Relativnorm —39°+2py + p*—4¢ bestehen nur endlich
viele Moglichkeiten. Man kann iibrigens leicht zeigen dass alle § mit der fol-

genden Grosse assoziiert sind
W+ iV == 3n+ 2 VI
Bs ergibt sich némlich

@2 Q" Ve —n+iQ Q" Vy—n) - Vo' —qg—iVy—nq)= —1")e + 8V ).

Hier sind ¢ und 8 ganze Zahlen im Korper k(5), und folglich ist « + 8V f ()

eine Binheit im Koérper K(Vf () mit der Relativnorm 1.
Hinheiten mit der Relativhorm — 1 findet sich nicht, weil wir

= f )8 >0
haben, indem f'(5') < o ist. Wir bekommen nun schliesslich
QQ Vo =+ iQ Q7 V= =2 (Vo =g+ iVy—g) 2 =+ 222 QL

Hieraus folgt

22Q0QNV = = A X+ AN =y
4 2QUQ Vo = IR A Ay
i 2 Q2 QI.}/;]: ___nﬁ___ va’l{v}?"}é‘rk + )(V‘lyh' A;rx: — ?/N

und weiter die Exponentialgleichung

yoy -y =4 8V VD,
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Ebenso ergibt sich
T 2Q Q% Vg—n =xd = A E=d  u s ow

Die zweite Exponentialgleichung wird
§-0-8"=+8V—~VD—=+38VD.

Zur weiteren Behandlung liegen also nun zwei BExponentialgleichungen mit zwei
unbestimmten Exponenten 2 und % vor.

Zweiter Fall: m ungerade, n gerade:

Wir setzen p, = g @Q* Die Aufgabe wird nun, alle ganze Zahlen & zu
bestimmen, die im Korper K(V'&, ¢ £ (1)) die Relativnorm (" —7”)® haben. Wir
haben in k(y) die Norm N (e, &, f () < o, weil N(e,¢,) gleich 1 ist, wihrend
N(f')=—D <o ist. Die drei konjugierten Korper kénnen siimtlich nicht
reell sein. Da im Unterkdrper %(y) schon zwei unabhingige Einheiten vorhanden
sind, konnen sich alle auch nicht imaginidr sein. Nehmen wir an, es sel
¢ 6, f (n)>o0, dann existiert im Korper K(V& ¢, f (5) vier Grundeinheiten
und zwei Einheiten 4, und 4, mit denselben Higenschaften wie im vorigen Falle.

Wir bekommen also

@Vl =+ i@ VEl= ) =525
woraus folgt

Q- Vel —g)=E - 2k + & X0 2k +28 F =y

@ Vellg—n) =8 20 Lk + A 2 =

(2Q Ve lg—n") = V- AVP-TE 4 &V AV AR+ 28V =
Die erste Exponentialgleichung bekommt die Gestalt

yoo' -y =1 64V D.
Ebenso erhalten wir

Q" iVelg—0) =5 MM+ EAAF—2E0 =0  us ow,
d. h. die andere Gleichung sieht so aus
3:9"-0" =1 64VD.

Wir haben also wiederum zwei exponentielle Gleichungen mit zwei unbestimmten
Exponenten.
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Dritter Fall: m gerade, n ungerade.
Wir gehen vor wie im vorigen Falle, nun aber im Korper K (Ve €, /' (1)).

Vierter Fall: m und n ungerade.

Genau wie im zweiten Falle, nun aber im Korper K (V (¢, &)) (¢, &,).f (n)).

8§ s.

Wir werden nun beweisen, dass die im zweiten Paragraphen erwihnten
Einheiten A und 2;, ein System von Grundeinheiten im Ringe R (V1) bilden.
Wir betrachten nur Einheiten, die im Unterkorper nicht auftreten, und deren
Relativnormen in bezug auf %(n) gleich 1 sind. Zuerst zeigen wir, dass 1; keine
Potenz einer anderen Einheit ist. Bs sei angenommen:

="+ Vaf=FE" E=a+gVy, E=ac—pVy.
Wir haben ¢®*—g%-p=+4 1 und m=3, indem m=2 augenscheinlich ausgeschlossen
ist. Es folgt nun die beiden Gleichungen

Emr—E™ Em+ E™
N( = )=—1, N(~— )=N1+ =—3.
2V 2 (1+m)=—3
Es ergibt sich nun leicht

N(E~E)=i1 und N(E;E)=i3oderi1.
n

Die Grossen
En—E'™ Er+ B
E+ E’

sind ndmlich ganze Zahlen im Ringe R (7). Man bestiitigt einfach, dass

(Em + E'™

i) =1 mod g ist, o N@==3 oder +1.

Weiter hat man
@ — 1) (2= 1) (2 — 1) =828y g =—1
NI +a) Ni—a=1, o
1+ 8(e) + Slae’) + N(e)==1
1 — 8(e)+ S(ee’) — N(e)=+ 1.

oder
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Hieraus schliesst man
28(a) + 2 N(a)=o, o: S(le)=+3 und N(ej=—3.
S () ist nimlich durch 3 teilbar, ebenso auch S(ze’). Weiter erhilt man
—2+3+8Sed)=11, o: Sea)=o.

Die Zahl « ist folglich eine Wurzel der Gleichung z*—3z*+ 3=0. Die Wurzeln
hier sind aber 1 + 7, 1 + % und 1+ 9”. Hieraus folgt leicht m=1, der Voraus-
setzung zuwieder.
Danach beweisen wir, dass man 1, als die eine der beiden Grundeinheiten
withlen kann. Hs seien 7z, und 7, zwei Grundeinheiten. Wir haben dann
Ay=1 2% ql.
Hier ist (r,y)=1, d. h. wir konnen zwei solche ganze Zahlen bestimmen, m
und n, dass wir haben max — ny=1. Dies gibt
Apeeart =21 23V
oder
(= (g
Hieraus folgt
AP-gl==yY und A"-1,=1u«"

, ol =My¥ und =, = A7" %%

Unsere Behauptung ist damit bewiesen worden.
Wir haben also AA% =Y. Wir werden zeigen, dass die: Einheiten A14% mit

beliebigem Exponenten x nie Potenzen von x sind. Wir kénnen = 3 annehmen,

. . " . .
da der Fall y = 2 ausgeschlossen ist. Weiter konnen wir ?1 = |z| = o wiihlen

Erster Fall: x = 0. Wir setzen

x=u+vp+wy +Vy(p+an+ry) mit xx=+1
Dies gibt

6u=ux+x + %" + " + £+ 1
8v=0x+xVnp—9")+ 6" +2"Vg —n) + "+ 2)%"—75) u s w
Hieraus folgt, indem wir der Kiirze halber

[«] +|x|=H, |«"|+]|#"]|=K und [«V]+|«%]|=L
setzen:
2
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6 |lu| < H+ K+ L
18 |v| < Hln—9"|+ K|n' — 9|+ L|y"—7|

18 lw|< H|y — 4|+ K|g" — |+ Lln—v|

6lp|<

i
/

H K | L
', ,’71 V,’]u

H K, L v
18 <—=|p-17" = = {17 |
|Q' Vnh? Ui I V’I]ll"] 7?' ; |V7] ll n

H,. ... K ., L ,
80| < Zly'— " |+ =10 —ql + | ln—1'].
Il VnM UM Vn"" 7] IVn"||] 7|

Eine kleine Rechnung zeigt:

4

1,6 > 7> 1,5; §>n’>§, —1,8>9">—1,,

l"?’“’?”'<2v3: '77”_’7'<3157 I’]_’Y’|<I’3
al<io, |¥]<a2, 1W=1 |hl<i [4l<z4, [&]=1
|V ]<1, A7) <1, VY]=1 Jal<s, i<, ] =1
L z 1_x
[zl = 4| || mit y=3 und 5>;/>0.
Dies gibt
3 ___ _ 3 ___ N
6lul<(Vio+Vs)+ (Vaz-Voa+1)+2<44+35+2<99
und #hnlich

18|v]< 25 und 18|w|<26

6|p|<?’f;—+ 3,5V§+I—2—3<3,7 + 6,1 + 1,6 =114

und idhnlich
18 gl <25 und 18[r|< 32

Also kénnen u, v, w, p, ¢ und 7 nur die Werte —1, 0, +1 haben

Zwerter Fall € =— 2, ;>0

AT =y,
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Eine kleine Rechnung gibt dasselbe Resultat wie im ersten Falle. Weil #-x'=+1
ist, miissen wir die folgenden Gleichungen haben:

(15) W20t F 20 —20w+ @+ PP —4pgt+ 2pr—4qr=1
(16) — w4+ 2uv+2vw—p*— 39— 1 —2pr+ 2qr=o0
(17) —w+ 2uw+ P+ —2pg—2qr=o.

Wir behandeln zuerst den Fall » =o0. Die Gleichung (15) kann dann so
geschrieben werden:

(15") 20t + (2v—w)?+ 30+ 2¢8 =2+ 8py.
Hieraus folgt sofort pg +-— 1. Die Moglichkeiten
U=v=1w=0, p=q=1r=0

und #=11, v=w=0 sind offenbar ausgeschlossen. Im Falle p &= 0 kénnen
wir p =+ 1 setzen, und falls p=o0 und g=1 1, kénnen wir ¢ = + 1 annehmen.
Die folgenden Moglichkeiten bleiben dann iibrig:

o =]

1D p=1, ¢g=1, 2° p=1, =0 3° p=o0, ¢=1.

Imn ersten Falle bekommen wir 2u4® + (2v — w)® + 3w® = 8, woraus folgt u =+ 2,

v=1w =0, was unmdglich ist. Im zweiten Falle wird erhalten
20+ (20— w)® + 30 =2,

woraus folgt # =1 1, v=w =0, was ebenso unmdoglich ist. Im letzten Falle
ergibt sich 24® + (2v — w)® + 3% =0, d. h. u = v=w = 0, unméglich.

Wir werden danach den Fall r= +4 1 erledigen. Offenbar konnen wir
r=+1 setzen. Die Gleichung (15) gibt dann

(15") 20 + 2o —wl + 3w+ 2¢8=4(p+ 1)(2¢g—1) + 4.

Die Moglichkeiten p=o0, ¢g=—1; p=1, g=—1; p=1, ¢ =0 sind sofort aus-
zuschliessen. Im Falle u 4 o0 konnen wir augenscheinlich # =+ 1 annehmen.

Die folgenden Fille miissen nun niher untersucht werden:
r=q=1 p=—1, ¢=11 pP=4=0;

p=—1, g=0 und p=0, (=1I.
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1° p=gq=1. Die Gleichung (15") gibt 24® + (2v — w)® + 3w* = 10,

unmoglich

° 2 2 2 — J—

2° p=—1,q=11 20+ (2v—wi+3w=2 oru=1,v=w=0,
unmoglich

° 2 2 2 —

3 p=g¢g=o0 20+ 2v—w)?P+3ui=0 o u=v=w=o0,
unmdiglich

4° p=—1, ¢g=0 20t +(2v—w? +3uw=4 o u=o0und *—ovwtw=1.

Werden die Werte p=—1, g=u=0 in den Gleichungen (16) und (17)
eingesetzt, so ergibt sich
—w?+ 20+ 20w=0

und
—w*+ P +1=0

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt v = 1w = 0. Diese Werte sind aber nicht
Losungen der beiden anderen Gleichungen in v und w.
5° p=o0,q¢=1 2ut+ 2v—wP +3u'=6 9: =+ 1 und

v —vw + w = 1.

Werden hier die Werte p =0, ¢=u =1 in den Gleichungen (16) und (17)

eingefithrt, so ergibt sich zuerst
—wi+ 2v+ 20w =2, o w=o0 und v=:1,

und weiter
—wt 2w+ —1=o0.

Die Werte w =0 und v=1 sind auch Losungen der beiden anderen Gleichungen
in v und w. BEs ergibt sich also als die einzige Méglichkeit

x=1+n+@+q)Vyp=1+9—9"Vy= ;—[n"—l"/g]2:l'3, d. h.

A-A2 =1y oder =1,

Dies ist aber unmoglich, und damit ist also bewiesen, dass wir 4 und 4, als

Grundeinheten wihlen kénnen.
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