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NEUE THEORIE DER EINDEUTIGEN PERIODISCHEN TRANSFORMATIONEN 

IN DER EBENE 

VON 

S. KANTO!~ 

Die Methode, nach welcher ich die Theorie der periodisehen Trans- 
formationen in Angriff genommen babe, 1 um das Typentheorem aufzu- 
stellen und diese Typen zu construiren, bestand darin, vorher ein rein 
arithmetisehes Problem zu 10sen, welches sieh in die Untersuchungen der 
Herren H~eMIT~ und Fr, OBENIUS fiber quadratisehe Formen einreiht, und 
auf die erbaltenen Resultate die geometrische Construction anzuwenden. 

Es erSffnet sich aber noch ein anderer Weg, um die Theorie auf- 
zustellen. Der [Jbergang vom arithmetischen zum geometrischen Theile 
bestand in der Herbeiziehung einer gewissen Art von Curven, welche 
unter ihren Punkten eindeutige Correspondenzen gestatten. Diese Identitat 
eben des geometrisehen Theiles der Mteren Theorie mit diesem letzteren 
Probleme ffihrt zu einer ganz verschiedenen Art, die Theorie der exi- 

stirenden periodischen Transformationen zu begri~nden. Wahrend ich in 
meiner Preisschrift a posteriori die cubischen und hyperelliptischen Curven 
allein anwandte, nehme ich jetzt allgemeinere Curven der vorher genannten 
Eigensehaft zum Ausgangspunkte. Ich verlasse das binhre Gebiet der 
Curve, um mich mittelst ihrer in der Ebene zu 0rientiren und reciprok 
studire ich die Correspondenz in der Curve, indem ich ihr eine Ver- 
wandlung der Ebene zuordne. 

1 In der Preisschrift: Premiers fondements pour une thgorie des transformations 
~vdriodiques univo~ues~ N~ples I891. Cf. auch den im Journale fiir reine u. ang. 
Math. Bd. I I4, p. 50 erschiencnen Auszug. 

.4~ta math~mat/~a. 19. Imprim6 le 16 f~vrier 1895, 



116 S. Kantor. 

Der unschi~tzbare Vortheil der neuen Theorie besteht darin, dass sie 
nicht die Kenntniss der Fundamcntalsysteme nSthig hat; man kann sogar 
umgekehrt alle arithmetischen Eigenschaften der Fundamcntalsysteme 
daraus herleiten. Andercrseits wird die gegenwartige Theorie die yon mir 
als illusorisch bezeichneten Characteristiken nicht liefern und um so be- 
merkenswerther ist die Controle der existirenden Typen, welche durch die 
einfachen Methoden dieser Arbeit geliefert wird, wahrcnd die altere Theorie 
mfihsam und Irrthfimern unterworfcn war. Die Entdeckung der Typen 
ist gegenwartig auf drei berfihmte Probleme zurfickgefilhrt, an welchen 
die moderne Algebra emporgewachsen ist und ihre Tragweite erproben 
konnte: 

i. Die Berechnung der 27 Geraden einer cubischen Flache, welche 
bier aber particular ist, 

2. Die Berechnung der 28 Doppeltangenten einer Curve 4. Ordnung, 
welche ebenfalls particular ist, 

3. Die Berechnung gewisser dreifach berfihrender Kegclschnitte einer 
bereits yon Herrn N~)TttER bemerkten Curve 6. ()rdnung p - ~  4. 

Ich habe jedoch diese Kalkfile durch die Vcrglcichung mit meiner 
Preisschrift ersetzt, umsomehr, da dies'elben Kalkfile in der Theorie der 
Gruppen birationaler Transformationen wiederholt werden mfissen. 

I. THEIL.  

Untersuchungen fiber die invarianten Curven in einer 
birationalen Transformation. 

w 1. Allgeme~nes. 

I. Obzwar ich keinen directen Gebrauch davon mache, schieke ich 
einige Theoreme i~ber die eindeutigen Correspondenzen in den algebraischen 
Curven i. A. voraus. Die Untersuchungen yon RIEMA~ fiber die ein- 
deutige Transformation einer algebraischen Function enthalten implicite 
ein Theorem, welches a~sgesprochen werden mSge: 
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Lemma. Wenn zwei Curven F ~ , / ~  eine eindeutige analytische Be- 
ziehung gestatten, sodass die Riemann'schen Fl'~chen ohne Zerreissung und 
unter Gleichheit sammtlicher Moduln conform auf einander abbildbar 
sind, kann man immer eine eindeutige Substitution finden, welche die 
Curve F~ in die Curve F 2 transformirt, oder gcometriseh: 

I. Theorem. Wenn irgendwie zwischen zwei C~trven eine gegenseitig 
eindeutige Correspondenz entsteht, ist diese CorresLpondenz immer in einer 
eindeutigen Transformation 

enthalten, und indem man sich des eigentlich als Riemannisch zu bezeich- 
nenden Theoremes bedient, 

II..Theorem. Wenn man eine Curve C eindeutig in C' mittelst 

transformirt, so ist die eindeutige Correspondenz zwischen C und C' auch 
in einer eindeUtigen Transformation 

(~) ~ :  x~: ~ = r : ,t'~(y) : r 

enthalten, erhMt man sofort 

III. Theorem. .Eine eindeutige Correspondenz, welche geometrisch unter 
zwei Curven C und C' resultirt, ist immer in einer in den x und gleichzeitig 
in einer in den y rationalen Transformation enthalten. 

IV. Theorem. Wenn filr dieselbe Correspondenz zwei Transformationen 
(i) existiren, existirt eine Unendlichkeit. 

Beweis. Aus 
m ~lt m 

y l :  y~: y3 = r  : r  r 
m+~ m+~ m+~ 

folgt sofort 

Yl : Y2 : ~,?,={~IJI(X) " X(x)Jr (101( x )} :{~i~2(x) ,X( ;~)~-  ~2(  x )}* {l*[~ (x) .  X(x),.)f- (I)8( m'lc'ux )1 

we X eine willkfirliche Function sein kann. 

1 Das I., I I .  und I I I .  Theorem gelten genau so nieht nur ftir zwei Mr-1 im Rr~ 
sondern auch far  zwei algebraisehe Mi im R~ welehe sioh analytiseh eindeutig entspreehen, 
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2. Jede Transformation (i) andert die Schnitte yon C mit den 9% 3 
in die Schnitte yon C' mit den V' dieser, abet d~L eine adjungir te  9,,-~ 
eindeutig dureh (tie Schnittc mit C bestimmt ist. findet lnan so, dass die 
Transformation eine lineare Transformation H unter den ~,,_.~; und v:_a (als 
Individuen betrachtet) hervorbringt,  wghrend sie die ~,,_:: selbst in ein 
anderes System ,qls die ~2, :~ verwa~delt. 

Sobald es moglich ist, den Singularitfttencomplex der V zu einem 
unicursalen Netze zu erg~anzen (also im Systeme der ~ eine solches Netz 
zu construiren) wird man unmit te ibar  eine Transformation (~) yon C in 
C' haben. Denn das Netz und das ihm entsprechende (nicht unieursale) 
von ~0' bestimmen eine wahre Punkttransformation der Ebene, welehe 
auch die Punkte  yon C in die entsprechenden Punkte  von (2/verwandelt 
Aber diese Erganzung ist i. A. unmoglich, z. B. wenn der Singularitaten- 
complex eine Dimension u < o hat. 

Ein beliebiges Netz yon Curven g,,-a und das entsprechende Netz 
von f " -a  best immt eine Punkt t ransformation 

(3) r : r : 'P.,(Y) = ~';('~) : q':~(;r) : q':~(~) 

welche die Correspondenz zwischen C und C' enthalt  und man hat 

g. Theorem. Wenn zwei Tranaformationen (3) f{ir dieselbe Correst)on- 
denz existiren, existirt eine Unendtichkeit. 

Beweis. Man schreibt ihre Formeln wie folgt: 

r  + r  q':(x)r + r 

wo 9 ,  r zwei willkt'lrliche Functionen sind. 

Herr PAIXLEVl~ begeht in seinec Abhandlung: Mdmob'c sur les dquatio,~s di/Tei- 

renlielles du premier  ordre, Ann .  de l ' E c o l e  Normale~  189I - -9z~  einen Irrthum~ wcnn 

er sag% dass die einfach rationale Transformation die adjungirten ,~,,-a yon C. in die ad- 

jungirten ~0:,,_a yon O' ttbcrf{tlare. Sir ft~hrt die 9%-a in ganz gle{chgiltige Curven '4bet, 

nur der Schnitt  der ~n-a  mit C wird in den Snhnitt  der g~,._:~ mit C' fibergeffihrt. Aus 

~,' -- I 
dieser Verwechslung stammt seine falsehe Formel ,,, . . . . .  . Die Transformation z, B. 

p - -  1 
t 2 

x~ = x~ fiihrlz eine C 4 p =- 3 in eine C s y' -= 21 tiber und es ist l z : 4- Dass ftiv p : I 

a willkiirliehe Werthe annehmen kann~ ist gcwiss; abet es ist durchaus nicht bewiesen~ 

dass eine I-u-deutige Correspondenz in einer elliptischen oder aach nut  in einer cu- 

bisehen Curve stets auch in einer I-/L-deutigen Transformation der Ebene cntha]ten wiirc. 
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3. Wenn die Correspondenz auf C allein ist, coincidiren die line- 
aren c~ ~'-~ Systeme der ~,,_:~ und ~,',. :~ und die Homographie H stellt 
i. A. die Correspondenz clar. 

VI. Theorem. Wean die Homographie H mit einer Punkttransformation 
(i) der Ebene ide;ztisch ist, ist diese Transformation nothwendig birational. 

Beweis. Die vorausgesetzte Transformation reproducirt das lineare 
System oz p-~ der ~_~. Ein willki~rliehes Bfischel dieses Systemes ist in 
ein anderes verwandelt, sodass die variabeln Basispunkte in die variabeln 
Basispunkte iibergehen und (I) verwandelt also t~berall in der Ebene 
vine Zahl m yon Punkten in dieselbe Zahl m, was erfordert, dass (I) 
auch von Seite der ~,'-3 eindeutig sei. Es bleibt der Fall p ~ : .  Wenn 
die F,,-3 selbst p ' - ~  o oder I haben, transformirt man C in vine Curve 
C,, m i t a  ~-' oder in vine Curve C~ mit  8 Doppelpunkten und die Trans- 
formation wird spi~ter wirklich construirt werden. Wenn die ~f~_.~ p ' >  I 
haben, wendet man das ira w 2 zu entwickelnde Verfahren an. 

4. Es ist nothwendig, den Fall zu erw~hnen, wo alle Curven 
zerlegt sind. 

VH. Theorem. Wenn alle Curven ~ sich zerlegen, so kann dies nut 
auf  zwei Arten geschehen: 

i. Alle Curven ~ zerlegen sich in vine feste Curve der Ordnung I a 
und in ein cxv p-~ System der Ordnung n - - 3  ~/-~. 

2. Alle Curven ~ zerlegen sich in ~ variable Bestandtheile einer selben 
Ordnung ,a, welche ein lineares Sys{em yon ~ Dimensionen bilde% wo 

~# = n - -  3 und ),~ ~ p - -  i. 

Beweis. Die Zerlegung der ~ ist immer vine Consequenz der Sin- 
gularithtcn yon C,~. Wenn also in Folge dieser Singularitliten eine be- 
liebige der F~-3 sich zerlegt, zerlegt sich jede in derselben Weise, etwa in 
F, und ~,:, wo alle F, dieselben Singulariti~ten haben und ebenso alle F/~'" 
Wenn ~1~ die Dimension o bekommt, bildet sie einen Bestandthei[ aller 
und die ~z. sind c~ p-1. Wenn F, nicht durch seine Singulariti~ten bestimmt 
ist und es also wenigstens ein Biischel gibt, sind d u r c h p - - I  willkiir|iche 
P~mkte 2 p-~ Curven ~ ~ (f~. bestimi~lt, sobald die ~ von den ~,~, differiren, 
was dem widerspricht, dass die ~ ein lineares System bilden sotlen. 
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VIII. Theorem. Die Zahl ~ des Theoremes V I I  kann nicht > I sein. 

Bewe~. Man kann auf 

P . . .  : x . . . i  
Y Y /  

Arten 2 9 - - I  Punkte in )t Gruppen zu u theilen und dies ist die Zahl 
der Curven ~.-3, welche durch die p - - i  Punkte bestimmt sind, whhrend 
doch durch die p - -  I Punkte nut eine ff.-3 gehen soll. 

IX. Theorem. Im zweiten Falle von V I I  mi~ssen die 9~ rational sein, 

wenn p ~ 2. 

Beweis. Der 2. Fall der Zerlegung kann nut eintreten, wenn die 
Zahl 29' far die Basis der ~ < o ist. Mittelst einiger Hilfss~tze, welche 
in der ni~chsten Nummer folgen, beweist man nun, dass die Basispunkte 
vollsti~ndig unabhangig sein und die ganze Basis des Biischels einschliessen 
miissen. Dann muss dieselbe Eigenschaft auch in Bezug auf die einzelnen 
Bestandtheile gelten, was ftir diese nur statt haben kann, wenn sie ratio- 
hal sind. 

X. Theorem. l m  ~. Falle yon V I I  ist far p > 2 die Curve C hy- 

perelli29tisch. 

Beweis. Das Biischel yon rationalen Curven, welches die Matrix der 
adjungirten ~,,_~ ist, kann birational in ein Bi~schel yon Geraden i~ber- 
tragen werden und hiermit nothwendig die Grundcurve in eine Curve C, 
mit (n--2)-fachem Punkte, also hyperelliptisch. For p----2 sehe man XII. 

Man kennt das umgekehrte Theorem, dass fur jede hyperelliptisehe 
Curve p > 2, u > o die adjungirten ~:.-3 sich in mehrere Curven eines 
Biaschets theilen, woraus sofort folgt: 

XI. Theorem. Jede hyperelliptiscl~e Curve mit 29 > 2, u > o kann bi- 

rational in eine Carve der Ordnung n mit einem ( n -  2)-fachen Punkte trans- 

formirt werden. 

Eine Consequenz dieses Theoremes, dass lineare Systeme hyperellip- 
tischer Curven 29 > 2 birational ikquivalent sind init Systemen C,j~ ''-~ be- 
weist auch die yon allen 9~ eines Bosehels gebildete Transformation. 
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XII. Theorem. Jedes c~ ~ System, wo i >  2, yon Curven mit p = 3, ist 
birational dquivalent einem Systeme yon C 6 mit 8 Do~pelpunkten oder einem 
Systeme yon C~ mit einem Do ppelpunkte. 

Zum Beweise bedient man sich VII, w 2, n ~ I und XXIII. 

5. Die bei IX erwt~hnten Hilfstheoreme sind: 

XIII. Theorem. Ein lineares System yon Curven, dessen Basis eine 
Specialgruppe der Ebene bildet, kann niemals das vollstdndige System ad- 
jungirter ~,~-3 einer irreductiblen algebraischen Curve sein, ausgenommen den 
.Fall, wo eine Fundamentalcurve existirt. 

Ich habe dieses Theorem nachtr~glich in meinen Vorlesungsheften 
naeh Prof. CHRISTOF~'EL (Sommer I879) gefunden, wo es bewiesen ist 
durch die genaue Identit~t unter der Zahl der unabhangigen Integrale 
erster Ar t  und der Zahl iv, welche numerisch aus den Singularitaten 
abgeleitet ist. 

XIV. Theorem. Wenn das System ~-8  einer irreductibeln Curve eine 
Fundamentalcurve besitzt~ so kann diese nicht p ' >  i haben. 

Man beweist das Theorem zuerst far Fundamentalcurven mit gleichen 
Vielfachheiten~ indem man daraus herleitet, dass p < o und man schliesst 
daraus a fo r t i o r i  auf die Curven mit willk~lrlichen Singularit'hten. 

XV. Theorem. Das vollstdndige System der ad]ungirter~ ~,-s einer 
algebraischen Curve mit p > 2 kann keine yon den iibrigen abhdngigen ge. 
meinsamen l='unkte haben, welche nicht gleichzeitig vielfache Punkte der Grund- 
curve sind. 

Beweis. Entweder wfirde man Curven Cn yon verschiedenen p con- 
struiren konnen, welche dasselbe vollst~ndige System ~n-3 haben, oder 
die Gesammtheit der Basispunkte ml~sste auch far die C.+8 eine noth- 
wendige sein, und ebenso fiir C.+~, . . . .  Man beweist aber durch nu- 
merische Relationen, dass dies nicht stattfinden ksnne, ohne dass C.+8 
sich zerlegte. 

Xu Theorem. Es existirt keine irreductible Curve, deren allgemeine 
~.-8 sich zerlegt, ohne dass p' < o. 

Aota mathamat~,a. 19. Imprlm6 le 13 mars  1895. 16 



1 2 2  S .  K a n t o r .  

Beweis. In diesem Falle muss die Zahl der Sehnittpunkte yon $'.-3 
mit einem der Bestandtheile excessif sein; dies gilt dann umsomehr fi~r 
C., welche also dieselbe Curve als Bestandtheil enthalten mfisste. 1 

w 2. D i e  ~ q u i v a ~ e n z t h e o , ' e m e .  

I. Ieh werde also jetzt eine Curve Cn mit p > I voraussetzen, welehe 
durch eine birationale Transformation reproducirt sei. In der Collineation 
H u n t e r  den T._~ existiren ~v invariante Functionen, wenn nicht eine Un- 
endlichkeit, wobei der Fall eintreten kann, dass alle iv Curven sich in 
eine einzige vereinigen und auch der, dass keine ~ invariabel sei, welche 
p > x h~tte. 

Meine Methode besteht nun darin, dass ich auf die invariante Curve 
des Systemes denselben Schluss wie den fiber Cn gemachten anwende 

uncl es nur als ein scheinbares Hindernis betrachte, wenn in Folge einer 
particuli~ren Eigenschaft der C~ die feste Curve ~ nicht T > 2 haben 
sollte. Denn die wahre Wichtigkeit ist den allen Curven ~ gemeinsamen 
Singularitt~ten zuzuschreiben und statt also reich einer einzigen Curve 
zu bedienen, und daran die Bildung adjungirter ~' zu knfipfen, sage ich, 
well das System ~' dasselbe ist ffir jede allgemeine unter den ~, dass die 
~' das zweite adjungirte System der (7. bilden. Es versteht sich yon 

i Ich mache bei dieser Gelegenheit auf das folgende Theorem aufmerksam~ welches 
yon ganz besonderer Wichtigkeit scheint und yon dem sich nirgends eine Spur findet: 

Wenn p das Geschlecht, ~ die Dimension, a die Anzahl der Punkte eines Singu- 
laritRteneomplexes sind, so ist der Rang K des adjungirten Systemes ~p 

Beweis. Es ist 

und 

3 p - - u - - a + 6 .  

= - - 2 )  - 3 - 

Cr 

K = (n  - -  3)  ~ - -  Z (a - -  i ) '  = ( ~ -  3 ) '  - -  Z a '  + 2I:a  - -  a 

woraus die Formel folgt. 
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selbst, dass wenn das System der Curven ~ nach der ersten Art  des VII. 
Theoremes zerlegt ist, die Curven F' nur far das Restsystem F' zu bilden 
sind und was den festen Bestandtheil betrifft, ist es ganz gleichgiltig, in 
was sich derselbe verwandelt, ob in sich selbst oder, indem er a]s Fun- 
damentalcurve erscheint, in einen Fundamentalpunkt. Dieser l~lbergang 
zu den adjungirten Curven der adjungirten ist ein auch in anderen Un- 
tersuchungen sehr nfttzlicher Process und ich habe ihn in meiner ersten 
in den Comptes  r endus  der Academie de Paris, 9. Februar I885, das 
Princip der Verminderung der Functionen ~ genannt. 

Aber diese Reihe yon Curven F bietet manchmal Schwierigkeiten, 
welche ihren Verfolg und die Anwendung auf unseren Zweck, die Re- 
duction der Transformationen und der Curven, complicirt macht. Ich 
gehe daher so vor. 

Xu Theorem. Eine birationale Transformation, welche eine al.qe. 
braische Curve C~ in sich selbst verwandelt, verwandelt auch jedes System 
der Reihe der successiven ad]unyirten Curven in sich selbst. 

Oder allgemeiner: Wenn eine birationale Transformation eine Curve 
C in eine Curve C' verwandelt, verwandelt sie die Reihe der successiven 
adjungirten Curven in die zu C' gehsrenden Reihe oder 

XVIII. Theorem. Gegen birationale Transformation der Ebene sind 
nicht nur die yon den ad]ungirten Curven ~-3  ausgeschnittene sondern auch 
die yon den successiven ad]ungirten Curvensystemen ausgeschnittenen Reihen 
invariant. 

2. Man hat bisher nieht bemerkt, dass man die Reihe der Systeme 
auch nach tier anderen Richtung vervollst~ndigen, also die Reihe der 
suceessiven Curven construiren muss, welche ein gegebenes System als 
ntes adjungirtes System haben. Unter Anwendung einiger Vorsicht kann 
man aussprechen: 

XIX. Theorem. AUe inversen ad]ungirten Systeme einer Curve C, sind 
invariant ffir birationale Transformation der Ebene und ebenso die dutch 
diese Systeme auf der Curve C. ausgeschnittenen Reihen. 

Es ist nothwendig, hier auf eine Classe algebraischer Curven auf- 
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merksam zu machen, in deren adjungirt~r Reihe ein System hyperellip- 
tischer Curven p > 2 vorkommt. Man kann sie 3"onqui~ressche 6'urven 
nennen. 

3. Ich verfolge also die Reihe der successiven 9, bis zur Ordnung 3 
oder 2 oder I, falls nicht zuvor ein hyperelliptisches System auftritt und 
mit Benutzung meiner Bemerkung fiber den Fall I ~ des VII. Theoremes. 
D~eser Verfolg kann jedoch unterbrochen werden, und wird bei einer 
nicht typischen Transformation stets unterbrochen werden mtissen, auf 
folgende Weise. 

I) Es sei an einer gewissen Stelle p ---- 2, p' ---- o, also ein Biischel 
rationaler Curven ~ eingetreten. Die birationale Transformation, welche 
es in ein Geradenbt~sehel verwandelt, zeigt, dass C eine Jonqui~ressche 
Curve ist und aber es gilt:  

XX. Theorem. Eine birationale Transformation, welche eine Jonqui~res- 
sche Curve in sich selbst verwanddt, ist (~quivalent einer Transformation yon 
JonquiOres mit zwei coincidirenden ( n -  I ).fachen Punkten. 

2) Wenn an einer Stelle sich findet p----3, P ' =  o, also ein Netz 
rationaler ~, so verwandle ich dasselbe in ein Geradennetz und hiermit 
die Transformation in eine Coltineation. 

3) Wenn p > o und p' ---- o, reproducirt die Transformation ein cx~ p-1 
System yon Curven ~ linear und daher wenigstens ein cx~ p-2, ..., cx~ ~ System. 
Das cxv 2 System, welches immer existirt, ist birational aquivalent einem Ge- 
radennetze und die Transformation also ftbertragbar in eine Collineation. 

4) Wenn an einer Stelle p = 2, p'----- i, so reproducirt die Trans- 
formation ein Btischel elliptischer Curven und ist aquivalent einer Trans- 
formation, welche ein Bilschel yon Curven C3~ mit 9 s-fachen Punkten 
in sich transformirt, ~ sodass alle Grundcurven ebenfalls elliptisch waren. 

I Der  Beweis dieses Theoremes m~ge hier  angedeutet  werden.  Die bekannte  Formel  

yon NOTHER 

- -  6[3 + 2(r,  + r ,  + r~) - -  3rs] - -  2 ( r t r  , - -  r ] )  - -  K ( r  s - -  x) _> o 

w o n  = r  t + r 2 + r s + ~ und  K der  t i ang  des Systemes, gibt fiir K - ~ -  o~ indem man 

r t r  ~ = r]  und r t = r~ -~ r s voraussetzt, zwei Fitlle n = 3r :  oder n ,<  3r t .  Mit te ls t  

X X V  beweist ,man fiir ~ ~--- 3 r t ,  dass das einzige m~gliehe Biisehel jenes ist, wo alle 

Seheitel gleieh vielfaeh slnd und  fttr n < 3rx, dass Reduet ib i l i t~ t  e in t r i t t ,  n ~> 3r t  ist  

unm0glleh wegen K X X I .  
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Der einzige Fall, welcher erlaubt, fiar die adjungirten Curven einen der 
Basispunkte zu vernachl'~ssigen, ist s---- x, die Grundcurve eine C 6 mit 8 
Doppelpunkten. 

XXI. Theorem. Die Curven p ~- 2 mit  p '  ---- i s ind birational den 

Curven C~a~ . . . a2s. 

5) Wenn 19 ~ 5, /9' ---- I, erhMt man ein l~etz elliptischer Curven 
und man wird das Theorem anwenden, 1 dass ein solches 1Netz aquivalent 
einem Netze yon C 8 mit 7 festen Punkten ist. Die Transformation ist 
also birational aquivalent einer anderen, welche ein Netz yon C 8 durch 7 
Punkte reproducirt, da hier nur vollstandige Systeme auftreten. 

6) Wenn p > 3 ,  P ' =  I, hat man den Fall yon n ~ 3 und wieder 
eine Transformation, welche die C' 3 durch 7 Punkte reproducirt. 

7) Wenn 19' > i, wt~rde man auf dieses lineare System die Aquivalenz- 
theoreme anwenden ksnnen, was jedoch die Discussion einer grossen An- 
zahl Falle erfordert. Ich gehe daher vorwr~rts in der Reihe der ~ .  Wenn 
/9"----o, f f - ~  2, ist wieder der Fall I) vorhanden. 

8) p " =  o, p ' =  3 gibt eine Collineation und i f ' =  o, p ' >  3 erledigt 
sich wie 3) oder 5). 

9) / 9 " =  I, p ' =  2 und p' ---- i, / 9 '=  5 oder p " - ~  I,  19'> 3 erledigen 
sich wie 4), 5), 6). 

Man sieht, wie man vorgehen muss f a r / 9 " >  i , /9" '>  I, u. s.w. Man 
wird sicherlieh zu einem p " ) =  x oder p(o = o gelangen, eventuell nach 
Verwendung yon VII. Wenn nicht, wird man fortfahren, bis die Ordnung 
der ~ auf 3 oder 2 oder x redueirt ist. Alsdann wird man entweder 
haben 

I) eine Transformation, welehe ein c<)' System (i>~ 2) yon C a re- 
producirt; 

2) eine Transformation, welche eln bTetz und also auch ein Biaschel 
von Kegelsehnitten reproducirt und ~quivalent ist einer Transformation 
yon JOI~QUIkRES; 

3) eine Transformation, welche ein bletz von Geraden reproducirt, 
also eine Collineation ist. 

t Das Theorem riihrt yon BERTINI her Und ist neuerdings yon I~ARTINETTI be- 
wiesen worden. 
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Far  I) ist das folgende Theorem entscheidend: 

XXH. Theorem. Eine birationale Transformation, welche ein System 
yon C 8 mit 5 ,  6 ,  7 , 9  gemeinsamen Punkten in sich verwandelt, hat alle 
ihre .Fundamental]~unkte unter diesen Basispunkten. 

q 

Beweis. Man hat 3 n - - ~ a j  = 3, we q < a, die Zahl aller Funda- 
1 

ff  

mentalpunkte, aber auch 3 ( n -  x)-----~aj, was q = ~ erfordert. 

4. Bevor ich die Consequenzen hieraus ziehe, will ich yon einer 
Formel sprechen, welche ich in der citirten Note erwahnt habe. ~ Es sei 
n ,  y ~ . . . y ,  ein Singularit/itencomplex mit den Zahlcn p ,  n. Wenn p' ,  n' 
die Zahlen des I. und p", n" jene des 2. adjungirten Complexes sind, ist 

ff 

= ( . -  : ) -  x , / ( y -  i), 

(x 

2p' = ( n - - 4 ) ( n -  5 ) - - ~ 0 - -  I ) 0 - -  2), 

a 

21)"-= ( n - -  7 ) ( n - - S ) - - ~ ( y - -  2 ) ( y - -  S) 

und nach Subtraction 

p' - -  p + 3(n - -  3) = Z (y --I),  

f f ' - - p '  + 3 ( n - - 6 ) =  Z ( y - -  2) 

und durch neue Subtraction 

(I) 2 p ' - - p  - - p "  = 9. 

t (3L aueh die citirte Preissehrift IV. Theil w 41 P. 303 �9 In n ~ 28 seiner Ricerche 
etc., wclche er I89!  publicirt hat~ sehreibt G. CASTEL~UOVO eine zweithei|ige Formel~ 
welehe mit geanderten Bezeiehnungen dieselbe ist wie 2) im Texte. welehe ieh bereits 
I885 in den C o m p t e s  r e n d u s  erwahnt hatte. Ieh constatire~ dass der eben eitirte w 4 
im Monate Mfirz I889 in Neapel gedruckt wurde (dass ieh die Ricerche im April I892 
erhalten habe) und dass die Formel yon (JASTELNVOVO viel weniger sagt~ well sic eine Un- 
gleichheit ist~ wahrend ich eine Gleichung gebe; dass er niemals die Zahl a einftihrt, welehe 
den Angelpunkt meiner Theorie bildet~ and class selbst so seine Formel ungenau ist~ indem 
das eine Glied seiner Disjunction zu eng ist~ und dass er wie natttrlich zur Formel (3) 

nieht gelangt ist. 
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XXlII. Theorem. Zwischen drei successiven Zahlen p ,  p',  p" existirt 
die Relation 

(2) 219' - - / 9  - -  p "  = a ~ 9 .  

XXIV. Theorem. Zwischen vier successiven Zahlen p ,  i f ,  i f ' ,  p"' existirt 
die Relation 

(3) 3(P' - -  i f ' )  = t9 - -  if" .  

[Wenn man will, kann man aus (2) eine neue Methode ft~r die Frage 
der maximalen Dimension bei gegebenem /9 herleiten, denn damit  liar 
gegebenes /9' das p ein Maximum sei, muss a + / 9 "  ein Minimum sein, 
woraus ausserst leicht die bekannten Resultate folgen.] 

Damit die Zahlen p gleich seien, muss a = 9 sein. 

XXV. Theorem. Unter den SingularitCitencomplexen mit denselben Zahlen 
p und a hat jener die kleinste Zahl n, far welchen die Werthe y am ndchsten 
einander gleich sind. 

Beweis. Ich verweise auf STUR~: Uber die Curven auf Flgichen 3. 
Ordnung, Math .  A n n ,  Bd. 2 i ,  p. 457, wo die anzuwendenden Formeln 
sich bereit finden. 

XXVI. Theorem. Man kann nur auf 4 Arten auf 9 _Punkte einen 
Singularitdtencom/glex derart vertheilen, dass er p = n babe. 

Beweis. Fiir die Curven n = 3v hat man einen Complex v , . . . v ,  
weleher gibt p----u---- I, also gibt jeder andere u > p .  :Far die Curven 

u = 3 u +  I gibt der Complex Y l = Y ~ - - - - v + I ,  Ya . . . .  y~, p = u - - - v .  
Ftir die Curven u = 3v T 2 hat man einen Singularitatencomplex y~-----... 
----y~-----v+ I, Y6-----YT--Ys----Y9 = v ,  welcher gibt / 9 = u = v ,  oder 
y~ = v + 2, y~ ---- Ys = ~ + I, y~ ----- . . .  = y ~  = P ,  also/9 ---- u = 2v. 

XXVII. Theorem. Die Reihe der Com/glexe p ~ /9' = . . .  = i ist nicht 
constructibel. Die einzOe constructible Curve C3~ mit 9 v-fachen Punkten 
besitzt eine adjungirte C 8 (v--I)- fach gezdhlt durch die 9 t)unkte. 

Beweis. Mit Hilfe der elliptischen Parameter  far  die 9 Basispunkte 
genommen auf der Ca, welche sie bestimmen. 
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5" Ich ffihre noch die folgenden nQtzlichen Theoreme an: 

XXYHI. Theorem. 

9 Punkten. 
XXIX. Theorem. 

niger als lO Punkten. 

Es  existirt kein Basehel yon p----i  mit weniger als 

.Es existirt keine Curve mit p---- 2, u < 2 mit we- 

Diese Theoreme k6nnen fortgesetzt werden und erSffnen eine ganz 
neue Kategorie yon Problemen. 

XXX. Theorem. Es existirt keine Curve, welche p = i, p ' =  I, p"  >< i 
haben wiirde, obzwar die Formel (2) hieriiber nicht entscheidet. 

Diese Theoreme beseitigen einige leicht zu bildende Einwt~rfe, welche 
man gegen das Vorw~rtsgehen in der Reihe der successiven Curven 9~ er- 
heben kann. Aus dem bei XXI citirten Theoreme schliesse ich: 

XXXI. Theorem. Es gibt kein Bgschel elli2tischer Curven, wo nicht ein 

vielfacher Punkt > n existiren w~rde. 
~ 3  

Ich g laube  sogar, dass man obere Grenzen der Ordnung angeben 
kann, tiber welche hinaus Btischel mit weniger als 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,  7 , 8  

vielfachen Punkten > n nicht existiren. 
~ 3  

Ebenso kann man mit Hilfe des Theoremes XXV aus den Formeln 

s ~ - - s +  2 
J g =  

2 

U ~ m 
8 S + s  

2 
k ~ -  9 8 2  - -  8 8 2  ~ 82 

ftir die Curven Cs, ga" schliessen: 

8s ~F 8 
XXXlI. Theorem. E8 e~istirt kein oo ~ System x > - -  

= 2 

ohne einen Basispunkt > ~-. 
- ~ 3  

mit p =  
s ~ - - s . . F  2 

lm 2. Theile wird das folgende Theorem verwendet werden. 

XXXIII. Theorem. F~r die algebraischen Curven mit 5 , 6 , 7 , 8  s-fachen 
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Punkten ezistirt kein anderes lineares Curvensystem, welches auf C8, dieselbe 
Reihe ausschnitte wie die Curven C'~(~_~) (oder C3~). 

Es wird durch die Bereehnung der Ordnung d e r  Reihen bewiesen 
und hieraus geschlossen 

XXXIV. Theorem. Alle einfach rationalen Transformationen, welche ein 
System yon Cs, mit 5 , 6  ~ 7 , 8  s-fachen Punkten reproduciren, wo s jeden ganzen 
Werth > o annehmen kann, sind nothwendig birational. 

5. Ich gehe nun daran, das Gesammtresultat auszusprechen. 

XXXV. Theorem. Wenn eine birationale Transformation eine unend. 
liche Anzahl yon Doppelpunkten oder yon Cyclen eines selben Indexes i besitzt 
und dieselben wenigstens eine irreductible Curve p > i erfgllen, kann man 
die Transformation birational in eine Transformation einer der folgenden 
Arten i~bertragen: 

I. Eine Transformation, welche nicht mehr als 4,  5 , 5 , 7 , 8  Punkte 
in der Charakteristik hat, 

~. Eine Transformation yon Jonqui~res, welche zwei eoincidirende (n--  i )- 
fache t)unkte besitzt, 

3. Eine Collineation. 

Indem man sich der Resultate der cit. kbh.  bedient, iiberzeugt man 
sich, dass die einzigen Transformationen der n ~ I, welche eine Curve 
von Doppelpunkten mit p > I besitzen, die zwei involutorischen Typen 
O~ und 2:2 und der yon mir entdeckte Typus des Indexes 3 und der Ord- 
nung I3 sind, dass es keine aperiodische Transformation mit cxv ~ Cyclen 
eines selben Indexes in einer Curve mit p > i, ausgenommen die 1. c. IV. 
Theil, w 7 n. 7 entdeckte Classe yon Jonqui~res'chen Transformationen, 
gibt und dass die einzigen Typen, wo p > 2, jener involutorische, X~ 
ist. Also: 

XXXYI. Theorem. Wenn eine Transformation eine Unendlichkeit yon 
Doppelpunkten oder eine Unendlichkeit yon Cyclen besitzt, welche eine irre- 
ductible Curve yon p > i erfiillen, so ist sie periodisch bis auf einen einzigen 
Fall yon JonquiOres'schen Transformationen mit coincidenten ( n -  x )-faehen 
Punkten. 

Aota mathomat~oa. 19. Imprlm6 le 16 f~vrier 1895. 17 
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XXXVII. Theorem. Die einzige~ birationalen Transformationen, welche 

0o I Doppelpunkte in einer Curve yon 1o > i enthalten, sind 0 2 und Z 2, der 
Typus N 3 und eine Classe yon Jonqu~res'sche~ Transformationen. In  diesem 
letzteret~ Falle ist die Curve hyperelliptisch. Ft~r $~ hat die Curve p ~ 4 

und eine Particularisirung. 
1 XXXVIII. Theorem. Es gibt keine birationale Transformation n i t  r 

Do3opelpunkten oder co ~ Cyclen selben Indexes i, welche eine nicht hyper- 

ellilotische Curve yon p > 4 erfiillen. ~ 
XXXIX. Theorem. Es gibt keine birationale Transformation, welche eine 

nicht hyperelliptische Curve yon p > 4 in sich transformirt, ohne selbst pe- 

riodisch zu sein. 
Xz. Theorem. Keine birationale Transformation kann eine aperiodische 

eindeutoe Corres~pondenz in einer Curve p > i hervorbringen. ~ 

Die vorhergehenden Satze beziehen sich auf die invarianten Curven. 
Ich habe in meiner Preisschrift bewiesen und einige Constructionen des 
w 4 werden es ergitnzen, dass jede periodische birationale Transformation 
wenigstens eine irreductible Curve p > 2 reproducirt. So gelangt man 
zum folgenden 

1 Ein Theil dieser Frage, der sich auf die Doppelpunkte allein bezieht, ist der 

Gegenstaed einer Note yon G. CASTELNUOVO (Ace. L i u c e i ,  Roma 7- Februar I892), 
gegen welche ieh I892 einen offenen Brief geriehtet babe. Indem ich das Wesen dieses 
Briefes hier bei Seite lasse, bemerke ich nut, dass CASTELNUOVO die Unrichtigkeit seines 
Theoremes unter Benutzung meiner Preisschrift h~tte bemerkeu kSnnen und will von den 
3 mir zu Gebote stehenden directen Beweisen far die Unm6glichkeit eines periodischen 
Typus Indexes 4 n i t  Doppelpunktseurve /9 :> 2 die folgenden geben. Eine Transformation 
T der behaupteten Art vorausgesetzt, wtirde man far T ~ eine Involution haben, deren 
Doppelpunktseurve sich in zwei Theile spalten mttsste~ derea einer Or~ der Doppelpunkte 
ftlr T~ der andere Ort der involutorischea Paare ftlr T sein wtirde. Eine solche In- 
volution ist stets im Grade redueirbar, sodass nicht p ~ 2 sein k~nnte. ]~brigens da 
c~ 1 invariante el, vorhanden sein sollen, jede n i t  u ' - - i u ~  y, so mtisste die ])oppel- 
punktscurve diese Ch in je zwei Punkten schneiden, also sicherlich hyperelliptisch seie. 

' Oder: ausgenommen i ~ ! , 2 , 3  ist der Index in der Curve i n n e r  derselbe wie 

der Index der birationalen Transformation. 
3 ])ieses Theorem folgt aus den vorigen unter Hinzunahme eieer Discussion der 

Curven, welehe far aperiodische Collineationen invariant sein k~nnen. ])as Theorem ist 
ein Thcil des Theoremes yon SCltWARZ ( C r e l l e ' s  J o u r n a l ,  Vol. 87), das in der Func- 

tionentheorie einc so bcsondere Stelle einnimmt. 
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XLI. Theorem. J'ede existirende periodische birationale Transformation 
kann birational in eine Transformation der folgenden drei Typen i~bertragen 
werden: 

I ~ eine periodische Collineation, 
2 ~ eine Transformation yon Jonqui~res mit coincidenten ( n -  I)-fachen 

Punkten (ab), 
3 ~ eine Transformation mit weniger als 9 Punkten (cf. Theorem XX/) 

welche al~o eine C~8a 2 reproducirt. 
XLII. Theorem. Die geometrischen Relationen unter den Punkten, welche 

als Cyclen des Indexes i in einer periodischen birationalen Transformation 
der Ebene auflreten k6nnen, sind im Wesen dieselben als die, welche bestehen 
unter den i Punkten eines collinearen Cyclus oder eines Cyclus in einer 
Jonqui~res'schen Transformation mit (ab), ausgenommen gewisse Ketten yon 
5 , 6 ,  8 , 9 ,  IO, I2 ,  I4 ,  I5 ,  I 8 , 2 o ,  2 4 , 3 0  Punkten. 

Mit Hilfe der Netze birationaler Transformationen gelangt man zum 
Resultate, dass jede birationale Transformation als Bestandtheil eines 
Btischels betrachtet werden kann; deren Cyelen erft~llen eine Curve, ftir 
welche ~ > x erhalten werden kann, also: 

XLIII. Theorem. .Die Cyclen in den Correspondenzen auf einer Curve 
1~ > i sind nicht wesentlich verschieden yon den Cyclen, welche in den aperio- 
dischen Transformationen in discreter Anzahl vorhanden sind. 

XLIV. Theorem. Jede birationale Transformation, welche ein lineares 
co' System yon Curven mit p > i reproducirt, i > I, ist periodisch, ausge- 
nommen die Collineationen. 

XLV. Theorem. Eine periodische Jonqui~res'sche Transformation (ab) 
besitzt niemals ein invariantes c~ ~ System yon Curven ~ = i, i ~ i. 

XLVI. Theorem. Wenn eine nicht hyperelliptische Curve yon p ~ 4 
eine eindeutige Correspondenz gestattet und sie in eindeutiqe Relation mit 
~iner der Curven des Theoremes X X X I  gesetzt werden kann, so enthdlt sie 
eine Reihe eines der folgenden Typen: 

1 , 2 3 

V ; _  ' , +, , - ,> ,  , 

welche far die Correspondenz invariant ist. 
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Diese drei Zahlen sind geliefert durch die Berechnung der Dimensionen 
eines Systemes yon Ca, mit 5 , 7 , 8  s-fachen Punkten. 

Um die Theorie der existirenden periodischcn Transformationen zu 
vollenden, bleibt r die periodischen Jonqui~res'schen Transformationen 
zu entdecken und jene mit invarianten linearen Systemen von Ca, ohne 
sich der Fundamentalpunkte und ihrer Eigenschaften zu bedienen. Dies 
soll der Gegenstand des 2. Theiles dieser Arbeit scin. 

w 3. Construction invar lan te r  Curven l~Or vine per iodtsche  
birationale Transformation. 

I. Ffir die existirenden Transformationen kann man invariante 
Curven auf dieselbe Art wie 1. c. ffir die Characteristiken herleiten. Jede 
Gerade bestimmt mit allen ihren Transformirten eine zerlegte invariante 
Curve. klle diese Curven bestimmen ein invariantes lineares System. 

2. Nimmt man ftlr ein invariantes System die Jacobi'schen Curven 
aller l~etze desselben, so setzen diese Netze wieder ein anallagmatisches 
lineares System zusammen. 

3. Man construirt eine involutorische Transformation, welche per- 
mutabel ist mit der gegebenen Transformation und man sueht f(lr diese 
ein anallagmatisches lineares System z. B. jenes, welches BERTIN! erhMt 
durch Verminderung einer Vielfachheit einer Fundamentaleurve um eine 
Einheit. Dieses System wird auch far die gegebene Transformation in- 
variant sein. Die Construction ist aber nicht immer mSglich, z. B. nicht 
ft~r B~. 

4. FQr zwei zusammengeh5rige Fundamentalsysteme ist der Ort U 
der Punkte, in welchen eine Gerade der Ebene X eine BerQhrung 3. O. 
mit irgend einer Curve des homaloxdalen Systemes yon ~: hat, durch die 
Transformation in dieselbe Curve U', gebildet ft~r dam Feld ,~', tiber- 
gef~ihrt. Wenn die beiden Fundamentalsysteme wesentlich llbereinstim- 
men, so haben die zwei Curven U, U' dieselben Singularit~tencomplexe. 
L~sst man r die Gruppen gleicher Vielfachheit (Constructibilitat 
vorausgesetzt) coIncidiren, so ist U eine invariante Curve. 
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5, Die absoluten Invarianten einer Curve ffir lineare Transformation 
sind auch absolute Invarianten ffir birationale Transformation, wenn diese 
die Curve in eine andere mit gleichen Singularitaten verwandelt. Also 
ist die Einhiillende der Curven mit constanter absoluter Invariante in 
einem invarianten linearen Systeme invariant. 

6. Wenn man die Geraden sucht, welche eine beliebige der Curven 
des homalo'ldalen Netzes in einer Gruppe yon n Punkten schneiden, unter 
welehen 6 existiren, welche auf der Geraden und auf der Curve zwei 
projective Gruppen bilden, so ist der Ort dieser Sextupel invariant, falls 
das homalo'idale Netz far beide FeIder im Wesen tibereinstimmt. Speciell 
der Ort de r  Tangentialpunkte der Undulationspunkte ist eine invariante 
Curve. Start Projectivitat kann man auch eine symmetrische Relation 
unter den absoluten Invarianten der zwei Gruppen verlangen. 

7. Eine covariante Curve L,,...,~L yon p Curvensystemen s l . . .  s~in 
~' ist dutch T in die covariante Curve L,'....,. der lz transformirten Systeme 

iibergeftihrt. Haben aber s l . . . s ,  und s ; . . . s~  dieselben Singularitaten- 
eomplexe, so gilt dasselbe far L ,  L'. Ft~r Coineidenz yon 2:, Z' sind 
demnach # unter einander transformirte Singularitatencomplexe zu finden 
(u. zw., wenn transitiv, yon gleichen Dimensionen)J Es scheint, dass far 
eine willktirliche Transformation solche Systeme nicht existiren; ftlr eine 
periodJsche liefert jede Curve der Ebene eine solche Gruppe. Indem man 
aus p solchen Systemen durch eine liar alle Systeme symmetrische Eigen- 
schaft eine covariante Curve herleitet, wira man eine invariante Curve 
erhalten. Ein specieller Fall ist dann der, wo alle lz Systeme selbst 
einzeln invariant sin& 

7- XhVIL Theorem. Far jede Transformation des Indexes 3 ist der 
Oft der Punkte, welche mit ihren r Transformirten alineirt sind, eine in- 
variante Mannigfaltigkeit. 

1 Fiir zwei nicht symmetrische Fuudameuta|systeme erh~lt man auf diese Art sicher- 
lich Systeme derse|ben Ordnung, welche einander entsprechen. 

2 Da die Singularititten yon 13 gauze Functionen der Singularit~ten yon s t . . .  s~ 
sind~ befindet man sich dem Umstaude gegenliber, dass die genannten arithmetisohen 
Functionen dnroh cine lineare Substitution in sich selbst tibertragen dad. 
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Fiir jede Transformation T des Indexes 4 ist der Ort der Punkte, 
welche mit den drei Transformirten in einem Kegelsc]mitte dutch ein in. 
volutorisches Paar oder durch zwei Doppelpunkte yon T sind, invariant. 

XLu Theorem. Der Ort der Pankte in einer periodischen Trans- 
formation des Indexes i (ira R~), welche mit den i -  i Transformirten einer 
algebraischen (oder transcendenten) Bedingung geni~gen, welche [~r die i Punkte 
sowie alle sonst eintretenden Punkte symmetrisch ist, ist invariant. 

Z. B. der Ort der Punkte, die mit ihren Transformirten ein i-Eck 
yon gegebenem Volumen bilden. 

8. Ftlr die Transformationen mit 8 Punkten in der Charakteristik 
erhMt man invariante Curven durch die c~ ~ Bi]schel C~,ga', yon welchen 
8 Seheitel die 8 gegebenen Punkte sind. Die 9. Punkte erft~llen eine 
Curve, welehe auf jeder C~ des Btischels Punkte mit den Parametern 

C 
~ a  + s hat, yon welchen einige auszuscMiessen sind. Far die rationalen 

Curven fiillt eine Anzahl dieser Punkte mit dem Doppelpunkte zusammen. 
Die Ortscurve zerlegt sich in Bestandtheile gemitss den s t= primitiven 
Einheitswurzeln. 

9. XLIX. Theorem. F~r eine Transformation der Ebene (oder des Rr) 
besteht unter den Punkten p Und den Geraden p(h)p(,) (oder den t~ i durch 
p~'...~v a'+') eine einfach rationale Transformation. 

L. Theorem. F~r die periodischen Transformatio~wn, welche eine interne 
t 

18 besitzen, ist die Transformation unter p und der Geraden fp"+i  x . 2 .  

deutO. 

Beweis. Dutch einen Punkt p der Ebene sind der Cyclus und die 
i 

Gerade p'~p~+~ bestimmt; die Gerade abet bestimmt, da I s yon der I. 
Classe ist, ein einziges Paar, also zwei Punkte p,  je nachdem man den 
einen oder anderen Punkt des Paares als p~ nimmt. Ebenso beweist man: 

LI. Theorem. Far die, periodischen Transformationen der Ebene, wdche 
eine interne Involution I s haben, ist die Transformation unter den zwei Ge- 
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i i 
. ~+~- 

raden p~p~+~ und l ~ p  , wo l ~ und ~ zwei ganze Zahlen < i sind, bira. 
8 

tional und periodisch yore I n d e x - - ,  wo 8 das kleinste Vielfache yon i 

und l ~ - -  ~. 

Ferner: Fiir die periodisehen Transformationen, welehe eine interne 

Involution 117 haben, ist die Transformation unter den Geraden p~p~t-~ 
i 

und p"~'+~ 4-4-deutig, abet periodisch,. 

Die so entstehenden mehrdeutigen periodlschen Transformationen ver- 
dienen Beachtung. Man erhMt andere, indem man die Geraden (pp~)und 

(/r eines selben Cyelus in Verwandtschaft setzt. Hier ksnnen sie dazu 
dienen, um invariante Curven zu bestimmen, da die in den Tangenten 
einer invarianten Enveloppe enthaltenen Punktepaare eine invariante Curve 
lie fern. 

w 4. D ie  parametr ische Dars te l lun# der Curven und die 
periodischen Transf  ormationen. 

I o  

I. Damit eine Charakteristik in einer C] enthalten sei, bestehen 
folgende Bedingungen. Die Projectivitat in C 3 mit der Spitze als Doppel- 
punkt ist B u ' + C u + D = o  oder u' ----- - -  (C : D) u - - ( D : B ) .  Drei ali- 

C D neirte Punkte u 1 , u~, u s sind tibergeflahrt in - - ~ u ~  w ~ ,  welche zu den 

Parametern b eines der Fundamentalsysteme addirt geben 

D 
3 + fl, bl + . . .  + f l ,  o, 

wo fit die Vielfachheiten der Punkte b. Far  einen Fundamentalpunkt 
erh~lt man dutch Einft~hrung des entsprechenden Punktes in die Funda- 
mentalcurve 

D c 
B + - -  . . .  
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ode r  u n t e r  V o r a u s s e t z u n g  d e r  CoIne idenz  (ar 

D ~/~/-l 1 C --~)b, + ~,,b, + +/~,,b~ 
1 3 +  , , ,  

was  # + i G l e i e h u n g e n  g ib t ,  de r en  D e t e r m i n a n t e  

D 

D = ~ 3  

c 

�9 ~ ~ ~ 

- - 3 n  ,a, ~,, . . .  p. 
6' 

- - 3 A + ~ -  ,~ , , - -~ , a , , . . .  ,a,, 

�9 �9 ~ ~ 

c ~ _ ~  
- -  3 p , , +  ~ p., P~, . . .  

0 

~,, P" 8 ~ " " "  ~~ 

tJ,~ P., 

3 ,e, 
6' 

I /91~ B 
C + ~  

�9 ~ ~ ~ 

0 

p , . . .  p. 

181) �9 �9 �9 /~l,, 

�9 ~ ~ 
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endlieh, weil die zweite Determinante - - D  ist, und mit x ' =  - - x  = - - - -  

D = 3A~ _ 3A~' 
- - ~  + I - - ~ ' - -  I '  

137 

O 
B ~ 

LII. Theorem. Die Determinante, wdche iiber die Existenz einer Cha. 
rakteristik auf C~ entscheidet, ist bis auf einen Factor x -  i proportional 
der Determinante fgr die fundamentale Substitution der Characteristik. 

C 
Da der Werth  von - - ~  das Doppelverhaltniss der Projectivitat auf 

CI ist, so erhalt  man: 

LIII. Theorem. Wenn eine Characteristik in einer C~ construirt werden 
kann, so ist der Periodicit~itsindex in C~ derselbe wie der Index der ebenen 
Transformation�9 

2. Derselbe Calctil gibt ftir C s /9 = I unter  Ersetzung aller Gleich- 
ungen durch '  Congruenzen modulo der 2 Perioden yon C 8 ftir die De- 
terminante dieser Congruenzen 

D -- 3A-~ (mod K ,  iK'), 
I - - k  

wo die Correspondenz in C 3 ist u ' +  ku =_ T und gesetzt ist: 

fl, . . .  flo 

& f l , + k  . . .  fl,  

�9 ~ �9 

file flaX � 9  f l a a +  ~ 

Die Vergleichung mit  den Resultaten 1. c. lehrt, dass diese Determinante 
I 

fiir die periodischen Typen und ft~r k = ~/------Y oder _ + ~ ( - - I  _+ ~/~----~) 

stets einen ganzzahligen Wer th  hat. Wenn die Determinante verschwindet, 
so sind die Congruenzen ffir jeden Wer th  yon ~- vertr~tglich und mit dem 
Werthe  von y rechnet man die Werthe der Parameter  der Punkte  der 
Characteristik. 

Aota mat~r~a~. 19�9 Imprlm~ le 18 f~vrier 1895�9 18 
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3. Die fl'flheren Resultate sind dahin zusammenzufassen, dass jeder 
Typus eine C~ reproducirt, ausgenommen nur ['~, H6 und H~. 

LIV. Theorem. Fiir jede construirbare periodische Transformation exi. 
stirt eine Varietgt mit einer eigentlichen anal~agmatischen C 3. 

Beweis. Wenn der Typus eine C 3 reproducirt, kann man die Fun- 
damentalpunkte der Transposition, welche auf die vorgelegte Characteristik 
ftihrt, so wihlen, dass alle Fundamentalpunkte in einer selben der in- 
varianten C~ sind. Also wird die aquivalente Transformation die trans- 
ponirte C a reprodueiren. 

Regel. Urn zu untersuchen, ob eine periodisehe Characteristik einem 
constructibeln Typus aquivalent sei oder nicht, hat man die Construc- 
tibilitat in einer der Curven C~, C,, Ch, (5, mittelst der obigen Congruenzen 
zu untersuchen. 

I I .  

Die vorstehende Rechnung ist ein besonderer Fall einer anderen, welche 
sich auf invariante Curven des Geschlechtes p bezieht. 

Die Correspondenz auf C, verwandelt die p Integrale I. Gattung 
unter einander mittelst der Formeln 

B �9 �9 

und eine Summe ) , ~ I ~ ) + . . .  + ,~I~ ~ verwandelt sich in 

~ , 1 ~ I ?  ) + a , ~ o , L I ~  ~; + . . . .  

Es sei nach dem ABEL'schen Theoreme die Summe der Integrale t~ber 
n alineirte Punkte 

I T  + . . .  + I P  ) ~ K,. (,~...~) 

t Ich bezeichne mit Ce, Ch, Ck eine aquianharmonische, harmouische oder will- 
kttrliche C s. 
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Die Entdeckung der birationalen Transformationen, welche 
Correspondenz enthalten, theilt sich in zwei Theile: 

i ~ Sei 
m a l  . . .  a ~ ,  

1 3 9  

diese 

I )  - -  a t  " a l l  " " " a l ~ '  

- - a ~  a~l  . . .  a ~  

die Matrix der birationalen Transformation, welehe den gegebenen Singu- 
laritatencomplex der Curve reproducirt. Wenn die Berechnung dieser 
Matrix ohne Erfolg ist, kann die Transformation nicht existiren. 

2 ~ Seien 

( 2 )  AiO Aio A(o . = ,  ..... o~ ~ . , * ~  ~ p  

die Integralsummen in den a Punkten der Charaeteristik. Ferner seien 
I ~ ) . . .  I~ ") (i---- ~ . . . p )  die Werthe der Integrale in n alineirten Punkten 
und K~ ihre Summe. Ferner seien [ i ; ] t , . . . ,  [i~], (i ~--- I . . . / ) )  die Inte- 
grale in den Schnittpunkten mit der transformirenden Curve. Die Con- 
gruenz 

(a) 

liefert 

(4) 

[/,]~ + . . .  + [ / , ] ~ - ~ , , g ,  + . . .  + % K ,  

atA] 1) + . . .  + a,A(D ~ anK1 -1- . . .  "t- alpKp =--mKi, 

* ~  , I ,  

al AO, "dl" . . .  21- a~A? + %IK1 + . . .  + %,Kp =_ mKp. 

Betraehten wir das Integral I 1. Far  eine Gerade dureh den Punkt bl 
gilt die Congruenz 

I~ 1) + I[ ~) + . - .  + Ir + B~ = KI, 

wo B~ 1) die Integralsumme der si~mmtliehen Naehbarpunkte yon b I ist. 
Seien //(1 t) , H~ ~) , . . .  die Integrale der Punkte des ersten Feldes, welehe 

dureh die Correspondenz in die Punkte 1 , 2 , . . .  n - - b  t fibertragen sind. 
Dann wird gelten 

Hi,) + . . .  +/ / [ . -b , )  + (at - -  a n ) A ( 1  ' )  -[-  ( a2  - -  a~2)Ai ') + . . . -  btK ~ 
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,,J r (1)  .Jr_ "Jr " '  T(1) H i  ) ~ ~II-L1 �9 �9 . Utlp~ p 

we a~'~ der Minor von a~ in der Determinants der a,~, so wird 

~11 ,  "-]- . . .  "Jr- . H ( l n - b ' ) ~  ~ I ( K 1 -  B(I I,) -J- . . . + ( X ; p ( K p -  .B(p 1,) 

und 

(~tll(K1 - -  B(11,) "}- " "" 71-- ~[ |~(Kp - -  g l ) )  + ( a  I _ _  a l l ) A ~ l )  _t_ . . . _ -  (,~,~ _ b l ) K  1 

und dureh Substitution yon (4) 

P 
b l K 1  - -  - -  - -  _ =  o .  

Wegen der Coineidenzen der Charaeteristik wird man haben 

B(~ 1) = m~ ~') , b I ---- a~l.  

Die p Congruenzen werden 

P 
E ,  a '  A (~') A(e  1) al~,A(p ~) - -  o (5) a~Kp - -  1 l i  i - -  611 - - ' . . - -  

oder 

(p=l,  ...,p) 

[ ,o-I ,  ...,p~ 
_ ~ ( 1 )  _ _  - -  a t , ~ A ~  ) - -  o .  U=l ...... ] (6) a~,Kp -- 9~ -- u,,xxp . . .  

Die Zahlen a sind bekannt als Resultat des arithmetisehen Problemes und 
man hat so pa Congruenzen unter den pa Grossen A, welche man auf- 
l~Ssen muss. 

Die Congruenzen (6) werden zur Bestimmung der Coeffieienten der 
Curve dienen konnen. Dies ist die Form des Problemes, wenn man die 
anallagmatischen Curven in einer gegebenen periodischen Transformation 
sucht, z. B. die Curven C8, mit 6 , 7 , 8  s-fachen Punkten. 

In allen FMlen, we es mSglich ist, die a~k auf die canonische Matrix 
a n , . . . ,  a~k zurtickzuftihren, vereinfacht sich die Rechnung. Ein solcher 
Fall ist jener der periodisehen Transformation, in Consequenz der Theorems 
der Herren W~BER und FROBENIUS. ( A n n a l i  di Mat. ser. 2. Bd. 9, 
C r e l l e s  J o u r n a l ,  Bd. 95, P. 254.) 
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[ I ]  ( m  - -  a , 1 ) K 1  - -  a x A i  ') - - . . . - -  a ~ A ( [  , ---- o ,  

[ ~ ] ( ~  - -  ~ , )  K~ - -  ~, ~1 )  - - . . .  _ ~ A ~  - -  o,  
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�9 t ~ .  �9 

[ r , i ]  aa, K 1 -  - - ( i )  _ _  - - .  _ a , , ~ ,  . . .  - -  (a , , ,  + ~ , , ) a l  ' ') . .  = o ,  

�9 . . ( i = 1 . . . o ' )  

[ p  , i ]  a~ ,Kp  - -  a , i  A~ ' )  - -  . . . - -  (a,~, ~ -  a , , ) A ~ ' ) - - . . .  ---- o. 

Die Congruenzen [ I ] ,  [ I ,  I ] , . . . ,  [ I ,  tT] aienen dazu, die Ai ~) und 
K 1 zu bestimmen. Der Nenner dieser Gr0ssen ist A , der Werth yon 
A~ fi~r x = %1" Damit die A nur eine endliche Anzahl yon Werthen 
haben, muss A eine commensurable Zahl sein. Also liefert die De- 
terminante A gleich Null gesetzt eine Gleichung mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten, welche durch die Wurzeln der bekannten Gleichung yon Herrn 
WEBER befriedigt wird. 

Die einzigen Ausnahmen der vorhergehenden Rechnungen sind die 
zwei besonderen Curven 08, 7a' und C8, 8a'. 

III.  

Es bleibt Qbrig, fiir eine der typischen Transformationen die Gleich- 
uRgeR der invarianten Curven zu  suchen. 

I. Fnr die Typcn mit 6 Punkten hat man 4 invariante ~t3:~l  , ~2' 
f'8' ~ und kennt (cit. Abh.) die Indices in der Collineation unter den 
r 8 C8, welche sein wird 

~'~ : ~;  : ~ : ~ = ~1~1 : ~W~ : ~W3 : ~W~. 

Man bildet eine ganze Function F(F 1 , F2, Fs, F4), welche durch die Mul- 
tiplication der F mit den r nicht geiindert wird und, indem man die 
durch die Ausdrtlcke in den x ersetzt, erh~lt man eine Function, welche 
invariant ist far  die gegebene birationale Transformation. 
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2. Ebenso f~r die Typen mit 7 Punkten: 

LV. Theorem. Alle algebraischen Functionen, welche durch einen Typus 
mit 7 t)unkten ungeandert bleiben, sind als ganze Functionen dreier inva- 
rianter C 3 und ihrer Jacobischen Curve H darstellbar. 

Die Coemeienten der Collineation unter den ~ ,  ~ und H er- 
geben sich aus den Resultaten der citirten Abhandlung. 

3. Ffir die Typen mit 8 Punkten hat man eine leicht zu schreibende 
Curve 6. Ordnung ~b und die Curve Dg, Jacobiana der C6(8W), welehe 
invariant sind. 

Lu Theorem. Als Function yon r  D 9 und zweier invarianter C a 
sind alle invarianten algebraischen Functionen ausdriickbar. 

4. Ft'tr die periodische Transformation des Typus von JO~QUIERES 
dri~ckt man jede invariante Function durch xl ,  x 2 und Cjr aus, wo C~ 
die Curve der Hemicyclen ist, und die Collineation ist 

Mittelst Quotienten solcher Functionen F wird man in allen FMlen Func- 
tionen haben, welche absolut invariant sind. 

II. THEIL. 

Methoden fiir die Auffindung der existirenden periodischen 
Transformationen. 

:Nachdem in w 2. I. Theiles 6 Classen gefunden wurden, unter 
welchen die Typen der algebraisch existirenden, periodischen Transforma- 
tionen zu suehen sin(l, namlich jene yon Jonqui6res, dann jene mit 4, 5, 
5 , 7  , 8 Punkten, schliessen wir yon Anfang an jene mit 4 und 5 Punkten 
aus, welche nothwendig quadratisch odor cubisch sind. Man verschafft 
sich ni~mlich sehr leicht die Bedingungen ftir die Lage der Fundamental- 
punkte und erkennt i~berdie% dass alle diese Typen in Wahrheit Colli- 
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neationen oder quadratisehen oder cubischen Transformation mit (ab) aqui- 
valent sind. 

Die grSsste Schwierigkeit in der Entdeckung der existirenden Typen 
trifft man bei den Typen mit 6 , 7 , 8  Punkten. Ich gebe also directe 
Methoden, um diese Typen zu finden und a posteriori die Identit~t mit 
den auf ganz verschiedene Weise in der Preisschrift construirten Typen 
herzustellen. 

w 1. Die  Typen  m i t  6 Punk ten .  

I. Das c~ ~ System von C 3 durch 6 Punkte ist bereits oft fiir die 
Untersuchung der Flachen 3. O. angewendet. Ich habe zuerst eine Me- 
thode gegeben, 1 um umgekehrt die cubischen Flachen zur Auffindung 
yon Eigenschaften der 6 Punkte in tier Ebene zu verwenden. 

2. Eine birationale Transformation, welche ihre Charakteristik in 
den 6 gegebenen Punkten hat, verwandelt die axe3 C3 unter einander und 
man kann sich eine Transformation des /~3 denken, welche dieselbe Ver- 
tauschung auf der F~ hervorbringt wie jene, welche als ebenes Bild die 
birationale Transformation der Ebene hat und man sieht sofort, dass als 
diese Transformation der R 3 eine Collineation genommen werden kann. 
Statt nun wie soeben aus der Ebene heraus auf die Collineationen im R s 
zu schliessen, stelle ich zuerst die Collineation auf und mache dann die 
Abbildung der dutch die Collineation in F a hervorgebraehten Umwand- 
lung auf die Ebene. ~ 

3. Zur Entdeckung der Collineationen bediene ich mieh derselben 
Methode, welche ich im w 3. I. 1. c. angewendet habe, um vollstandig 
die Collineationen zu finden, welche eine ebene cubische Curve reprodu- 
ciren konnen. 

Sei 
( I )  x , )  = o 

Comptes  r e n d u s  de l ' i c a d d m i e  des s c i e n c e s  de Paris~ 5 janvier I885 . 
Der Erste~ der die Untersuehung der projectiven Systeme auf Fliichen u. zw. auf 

Fliiehen 2. Ordnung~ auf synthetischem Wege unternommen hat~ ist YIerr ZEUTHEN, Ma- 
them. Ann., Bd. 26~ p. 247. Es ist keine Frag% dass man auch zar iuffindung der 
collinearen Systeme auf Flltchen 3. O. synthetisch gelangen kann. 
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die Gleichung einer F 3 und sei 

(2) x; = ~x, 

eine auf ihre canonische Form zurtickgef(ihrte Collineation, welche Form 
hier stets vorausgesetzt werden kann, da es sich um periodische Colli- 
neationen handelt. 1 Denn die Umwandlung auf F 3 muss ebenfalls peri- 
odisch sein und du F~ als irreductibel vorausgesetzt ist, muss die Colli- 
neation nothwendig auch periodisch sein. Ich untersuche also die peri- 
odischen Collineationen, indem ich 2, gleich Einheitswurzeln setze, die 
Substitution yon (2) in (~) maehe, wo ein Glied .~,~'m'~'~'~'~'~'~2 ~3 ~, dureh die 

m I ~1~, m3 m4 Collineation den Factor 2x 22-23 24 annehmen wird, sodass (i) nur dann 
invariant sein wlrd, wenn die Grsssen 

(3) ~7'2~'27'a~" 

denselben Werth ffir aUe Glieder haben. 
Um hieraber zu entzeheiden, theile ieh die linke Seite yon ( I )naeh  

der Transformation in mehrere Aggregate gem~ss den Faetoren (3). Die 
folgende Ubersicht ist das Resultat dieser Arbeit. Da alles yon den Ex- 
ponenten abh~ngt und niehts yon den Coeffieienten, so werde ieh diese 
unterdraeken. Aueh sehreibe ieh (2) einfacher 2xxl : 2~x 2 : 2~x~ : 2~x~. 

I .  X 1 -" X 2 : X 3 : ~ X 4 

+ ~ + ~ + ~ x ~  + ~ x ~  + ~ x ,  + ~ x ~  + ~ x ,  + x~x~ 

+ ~4Xl -31- X24X2 + X~4X3 + X1X2X3 [[ ; ~  --[- x ~ x  4 + ~:~Ix4 -[-  xl~l~ 4 + X l~2X4  

+ x,x,x, + x,x,x,[I. 

2. X 1 : X3 : ~ :~3 : ~ X4 

~11 + "~2 + X~X2 + X~X1 + X~X1 -~ X~sX2 + .~X1 + .~4X2 + XIX3X4 

+ X~X~X~ IJ X~ + X~ + ~X~ + ~X~ + X~X, + X~X~ + X~X~ + ~X~ 

+ XlX, X~ + X,X~X, II. 

Was die Reduction einer Collineation auf die eanonisehe Form betrifft, hat man in 
neuerer Zeit Arbeiten yon NETTO, KRONECKER~ LWSCI~ITZ, PRYM und neuerdings yon ROST, 

welehe sic ausser allen Zweifel setzen. 
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3. Xl :~2 : x a :  $Z4~ ~3 __--- I~ 

x~ + x~ + x~ + x~x~ + x~x, + x~x, + xl x: + x~x~ + x~x~ + x, x~x3 

+ x~ ]] ~ + ~,~ + ~x~ H ~ + x ~  + ~ x ~  + ~ + ~ + ~ l [ .  

4" X 1 : X~ : ~X~ : ~Z4~ ~3 ~ I~ 

x~ + x~ + x ~ ~~ o 

+ ~ , ~ I I ~  ~ ~ 

5" ;T, 1 : X 2 : SX~ : ~..2i~,4~ ~8  ~ I~ 

x~ + x~ + x~ + x~ + x~x.~ + x~x, + x,x~x~ + x~x~x, [[ x~x~ + x~x.~ 

+ x,x:x3 + x~x~ + x~x.~ + xgx~ I[ x i x ,  + ~ x :  + XxX:X~ + x~,x, 

+ x~x~ + x~x, II. 

6.  "q'/1 : i x 2  : - -  X;~ : - -  X4~ i ~ ---- - -  I~ 

x~ + x~x, + x~x, + x~x~ + x~x~ + x,x.~x~ 1[ x~x~ + x~x, + x~x~ 

+ ~x.,~, + x~ [[. 

7 �9 X 1 "- - -  X 2 : i x  3 : iX4~ i ~ ~ - -  I 

x~ + x~x~ + x~x~x~ + x~x~ + x~x~ ][ x~x~ + x~ + x,x~x~ + x~x~ 

+ x~x, II ~ + ~x~ + ~ + ~;x, II ~ , ~  + ~,~x, + ~  +~ ,  

8 .  x~ : - -  x~  : i x ~  : - -  i x ~  i ~ ~ ~ I~ 

X~ -~- X ~ X  1 .3[_ X I X 3 X 4  7[_ X ~ X 2  _.[_ X24X2 N X i  -~- X~lX2 -~- X I X 1  "~- X~4Xl  

+ x~x~x~ [I x~ + x~x~ + x~x~ + x~x~ + x,x~x,H x~ + x f x ,  

+ x;x~ + x~x.~ + x,x~x~ ]]. 

~ + x~ + ~ + ~;~, + ~ ] l ~  + ~,x,~, + ~ , l l  x~ + ~x.~ + ~;~, 

�9 + x g ,  + + It. 
Acta math~mati, va. 19. Imprim~ Io 19 f~vrier 1895o 19 
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3 3 o 

I I. ~ : E3~2 : S2X~ : ~.4Xi~ ~ ~ I~ 

~ 4  X~ 

+ ~,.,~11 ~ ,  + ~z~ + ~:~11. 

" I 3 '~ o 

i3. x~:zx 2 : e 2 x ~ : ~ x  4, 

1 5 .  X ]  : r  : s  3 : ~ X 4 ,  5 ~ ~ I 

X ~ X ~  -4- x i .  r,  x~x2 -4- x lx~  -4- ~" 

I 6 .  Xl : $X2 : - -  F.X3 .* - -  ~ X 4  ~ ~ 3  I ~  

3 3 '2 3 o o 

o ' o 2 o ~? F 
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I 7 ,  X l  : X2 : - -  ~ X  3 : ~ $ X  4~ $7 ~ I~ 

X3X 1 "~  X3X 2 "1-- X~X 1 "~  X4X 2 

~ , ~  + x ~  + ~ it. 

I 8 .  X l .  X2 : ~ X  3 : SSX4 ~ ~7 ~ I~ 

.3 3 ') 

I9, x 1 : X2 : SX 3 : SaXr $7 ~ I~ 

x~ + x~ + ~ + ~ + ~;~ Ilx~ + ~ ,  + ~ ,  + ~ x , [ I  x, ~ + ~x,  
' '2 "2 

2 0 .  Xl : ~.X2 : $2X3 : ~3X4 ~ $7 ~ I~ 

2 I . X, 1 . S X  2 : $2~)~ 3 : $4X4 ~ $7 ~ I~ 

und die iibrigen Collineationen Indexes 7 liefern ebenfalls keine Typen. 

~ .  x~ : x~ : - -  ix~  : ~ / : z , ,  i ~ = - -  ~,  

2 3 . X ~ : - - X ~ : - - i x 3 : ~ i Z ~ ,  i ~ =  ~ I ,  

3 3 2 2 .~ o 
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2 4 . x ~ : s x  2"sTx 3:r s9 = t, 

x ,  ~ + x~x~ + x~x~ + x ~ x ~  Ii . ~ , .  ' + ~ + . ,  + ~ : ~  i ~.~:~,~t:~,~!1~ . ~,~,  

+ z l x 3 x 4  H'*'~x3 + ~ ~ . . . xg~  + x:x~ II x:~x, + ~ . , ~  i x~, ~, + ~,~2x~ jj.' 

2 5 "  X l  : _ _  X 2  : $ X 3  . ~]~X4,p $ 5  1~ 

verlangt  einen Doppelpunkt  in der F~; ebenso die iibrigen Collineationcn 

des Indexes Io wie 

,) I' .3 ? 3 o "~ o .) 

2 7 . x ~ : - - x . ~ : s x  3 : i x  4, s :~ -~- I, i 2- - I, 

.) r,) r o '~ 3 I! o 
X l  "~ ~4 

') ~ 3 X l [ ] X ~ , 2 1 i X g X  4 : ~ 4 X 3  + : [ ' lX' , 'T;J  ii X ' , ; ~ 3 X 4 1 [ ; ~ 1 ~ 3 X 4  [] ; ~ t [ ~ " X 4  . . . [l ~ 

Hiermit  endigen die Collineationen, welche irreductible F ,  invariant 

lassen. Unter den obigen sind d i e  zerlegten und jene mit Doppelpunkt 
auszuschliessen, wenn dieser invariant  ist. Denn diese konnen keinen 

Typus liefern, well die aus dem Doppelpunkte yon F:~ gelnachte Pro- 

jection dieser 1,~ als Abbi ldung ersichtlieh cine Collineation in der Ebene 
liefert. Es bleiben nur  die in grossen Lettern geschriebenen Formen, 

unter welchen noch n ~ 6 I. Form einen invarianten Do[)pelpunkt auf  

x~ -= o, x 2 = o hat, ebenso wic die zwei letzten Formen n ~ 5 und n ~ 13, 
und aber die zwei Formen n ~ 2 gleichwerthig sind, ebensowie die zwei 

n~ 7 und die vier n ~ 8. Die erabrigenden eubischen quaternt~ren For- 

men sind: 

~. x~ + x~ + x~ + x~x~ + x~x~ + x~x, + x~x~ 
o ~ ~ 2 r + X~X~ + X~X,  + X~X.~ + X~X3 + X ,X~X~,  ~, ~, ~, - -  ~. 

Xl  X~ + + + + - X 2 X  1 X 3 X  1 X 2 X 2  X I X  1 

+ X~X.~ + X~X~X,  + X~X~X: ,  ~, ~ , - -  ~, - -  ~. 

Die tibrigen Cotlineationea mit dem Index 9 verlangeu Doppelpunkt oder De- 

compos i t ion  der  1, a. 
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a. x~ + x~ + x~ + x~ + ~ x ~  + ~ x ~  + x l x ,  

x~x~ + N x ,  + N x ~  + x~x~x~,  ~, ~ , T , ~ .  

4. X~-t- X~-[- X~ q- X'~ + 0" I I z3 s3. X~ X~ + X~ X~ , , , , 

5. x ~ + x ~ + x ~ + x ~ + ~ x ~ + x ~ x l  

+ x ~ x ~ x ~ + x ~ x ~ x ~ .  ~, ~ , ~ ,  .~. 

6. x~ + x ~ + x ~ x ~ + x ~ x ~  ~ i i i. + x~xl  + x~x~ + ~ XIX3, i , , ~ , - -  

7 .  X~ -4z X~ X~ -k Xt X3 X4 -t- X~ X 2 q- 2 , --  X~X~, i , - - i ,  i i. 

8. x~ + x~ + x~ + x~xo. + x ~ x ~  + x~ x~ + x,~x., ,  ~ , ~ , - ~ , s~. 

9. x~ + x~ + x~ + x~x~ + x , x ~ x ~ ,  ~, ~, , ~.~ , - i .  

~o. x ~ + x ~ + x ~ + x ~ x ~ + x ~ x ~ + x ~ x ~ ,  ~, .~ , s , . , - ~ .  

~. x~ + x~ + x~x~. + x~x~, ~ , - i , e~ , - s ~ .  

~ , ~ .  x~ + x ~ x ~  + x ~ x ~  + x ~ x ~ ,  i , -  ~ , - - i ,  ~/~ 

13. X~ @ ~ 2 .7 =~ x~x~ + x~x~ + x~x~, i ,  ~ , o , ,  ~ .  

2 2 ~ ,  I 4. X~ .Af_ X~ "JY X ~ X  1 "Jl- X4X,2, I , - -  I ,  z~ , 

I. Theorem. Wemz eine Collineation eine Gerade (q yon F.~ in sieh 

selbst verwande/t, so ist die abbildende ebeJ~e Tra'l~sformation dquivalent einer 
Charakteristik mit 5 Punkten. 

Beweis. N i m m t  man  in das abb i ldende  Sextupel  die aa, so erseheint  

das Bild yon aa als D o p p e l p u n k t  der  Ebene  w. z. b . w .  Ebenso wi rd  be- 

wiesen: 

II. Theorem. lUe~n die Collineation 

raden yon -~3 unter einander tra~sformirt, 
einem Typus mit weniger als 6 Punkten. 

zwei oder drei windschiefe Ge- 
so ist die Abbildung iiquivalent 

Da es mi r  hier n u t  a u f  die Typen  a n k o m m t ,  so wende  ieh diese 

beiden Theoreme sofort ,~uf die vo rhe rgehenden  I4  F o r m e n  an. n ~ I 

hat  stets eine invar iante  Gerade  durch  X4, n ~ 2 die Doppelgerade  X , X , ,  
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n~ 7 die Geradc XaX4, n ~ 6 und n ~ Io drei invariante Geraden in der 
Ebene x~ = o, ~,~ I i  und I2 die Gerade X:X4, n ~ 4 enthMt mehrere 
eyelisehe Tripel windschiefer Geradcn; denn die Diree/rieen sind im All- 
gemeinen yon keiner Geraden der F 3 getroffen und die drei Geraden 
ksnnen niemals in einer Ebene sein. n ~ 5 und n ~ 6 gestatten ebens 
windsehiefe eyclisehe Tripel. 

Es erabrigen die Formen n ~ 3, 8, 9, I3, I4. Stellen wit zuerst test: 

III. Theorem. Die Transformationen, welche man dutch Abbildung tier 

colliueare~, Systeme auf F~ erhdlt, indem man verschiedene Doppelsechsen 

verwendet, sind birational diquivalent. 

Es ist immer mOglich, derart abzubilden, dass man den Typus erhMt. 
Die Transposition mittelst der 6 Punkte liefert ni~mlieh in der Ebene 
eine Transformation, welche wieder das Bild einer Collineation in Fa ist. 
Diese Collineation muss abet wesentlieh dieselbe sein wie die erste, es 
kann sich also nur die Art der Abbildung germdert haben, also entweder 
die Direetrieen yon CLEBSCH oder das Sextupel yon I{I.;YE. 

IV. Theorem. Unter &n  Geraden eines Seztupels sind o oder 3 oder 

4, welche zwei uml I , 3 ,  6 welche 5 des transfor~irten Sexlupels schneiden. 

l)enn die Thats:mhe, das~ o oder 2 oder 5 Geraden eines Sextupels 
eine dec flbrigcn Geraden trcffen, ftbert,'i~gt sieh in die andere, dass die 
einzigen Fundamentalcurven,  welche (tit Transformationen lnit den 6 
Punkten besitzcn k0nnen, Gerade oder Kegelschnitte sind u. zw. in den 
bezfigliehen Anzahlcn. 

g. Theorem. Die Collineationcn atlf dcr 1,'~ n ~ 3 hat als Bild den 

Typus vom 4. Gr~de und fnde.r 3, welcher 1. c. als Aa bezeichnet ist. 

Beweis. M a n  kann zwei successive Geraden w~thlen aa', sodass die- 
selben in zwei conjugirte Scxtupel eintreten, a,' wird eine Fundamental-  
geradc liefern. Zwei successive Geraden k0nnen sich nicht im selben 
Sextupel finden, well sic sich immer sehneiden; daher sind alle 6 Punkte 
fundamental  und die Transformation ist biquadratisch. Die drei Geraden 
a, welche in Doppelsecanten transformirt sind, bilden ein windschiefe.~ 
Tripel, ebenso die drei Doppelseeanten und da zwei successive Geraden 
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sich schneiden, ist (d~q), (d~s3) , (d~z,) bedingt. Die andere Doppeldrei 
hat gleiehe Verkettung. Uberdies: Die Schnitteurve mit x~ = o ist Ort 
yon Doppelpunkten und gibt als Bild eine Cs, Oft yon Doppelpunkten. 
Die 6'~, deren Ebenen dureh X 4 gehen, sind Q und liefern in der Ebene 
das Netz, welches 1. e. far A s gefunden wurde. Die Geraden der Doppel- 
seehs schneiden x~- - -o  in 6 Punkten zweier Inflcxionsgeraden, welehe 
sieh als zwei Tangentialeyelen abbilden. 

VI. Theorem. Die Collineation auf der F~ n ~ 8 hat als Bild den 
Typus B 6. 

Beweis. Die Collineation ist die Zusammensetzung der vorhergehen- 
den mit cincr involutorischcn Collineation, welche die zwei Doppcldreien 
der abbildenden Doppelsechs unter einander vertauscht was die Wirkung 
hat, dass niemals zwei successive Geraden sich schneiden und dass hie- 
reals eine Gerade in eine Gerade des conjugirten Sextupels transformirt 
ist. n ~ 8 beweist die Existenz einer C 3 mit cx3' involutorischen Paaren 
und zweier invarianter Geradentripel, deren Ebenen dutch XzX,  gehen. 
So erkennt man die Figur, welche 1. c. far a' in b, b' in c, c' in a 
oder B~ gefunden ist. 

VII. Theorem. Die Collineation auf der F~ n ~ 9 hat als Bild den 
Typus ['G. 

Beweis. Die Ebcne x 4 -----o sehneidet F 3 in einer C3, welche eine 
Correspondenz u ' - - u ~ _ y  yore Index 3 tragt; durch X 4 gehen drei Ge- 
rade der F s in x I = o, welche ein cyclisches Tripel bilden und sich in 
die Ebene cbenfalls in drei solehe Gerade abbilden. Da man zwei Gc- 
raden finden kann, welche successiv und windschief sind, so erhi~lt man 
far die Ebene cine Verkettung und indem man bcwcist, dass nicht mehr 
als eine Gerade des Sextupels sich in eine Gerade des coi0ugirten Sextupels 
verwandeln kann, beweist man, dass T cubisch wird. Ohne ausfiirlich die 
Configuration dcr 2 7 Geradcn aufzusehreiben, ist es umnsglich, aus ihr die 
Charaeteristik (ab,), (ba,), (a262) , (a~b3) , b, in a 4 zu construiren, wi~hrend 
man aus der lJbereinstimmung der invarianten C~ die vollst'~ndige Iden- 
tititt erschliessen kann. 
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VIII. Theorem. Die Collineation auf F~ n ~ 12 ]sat als Bild die .B 9 1. c. 

Beweis. Ohnc die Configur'ttion der 27 Gcraden zu studircn, will  
:'~ 3 3 ich n ~ I2 in dicse anderc Form bringen zl + x.2 -{- :~;~ + x4, was immer  

dutch  eine lincare Substitution x : ,  z 3 , x 4 allein mSglich ist, indem 
2 x4x: = o i~quianharmonisch ist. Die Collineation wird die 

? Form haben zx.~:z4x3: r :zx4, ~vo z "~ = I. Die Sextupel dieser 1, 3 
schneidcn dig Ebene x, = 0  ill zwei alineirten Tripeln yon Wendcpunkten,  
woraus man im selben Sextupel zwei Verket tungcn mid t, lso die Ordnung 

der Transformation ableiten kann. Die 4 invarianten C~ stellen die Iden- 
tit~t mit  B 9 lest. 

IX. Theorem. Die Collineation auf  I~.~ n ~ I3 hat als Bild die B,: .  

Die Ebcne x~ = o  enthi~lt eine C], x: = o  cnthlilt drei Gertlden 

durch X4, welche t in cyclisches Tripcl  bilden, x 3 = o eine Q und x 4 = o 

eine Q .  Man sucht unter  den Geraden 4, wclchc cine Succession bilden 
und hat  hiermit  Reduction auf die Ordnung 2. 

Conclusion: Die existirenden periodischep~ Tra~sformationen ~it  6 ])~o~kten, 
welche nicht unter einander dq~dvaleut siud, sind die folgenden: 

A ,  BG, Bg, B~2 , F G oder X X V I I 3 , 1 6 ,  I I  9 , l l l , : ,  XIV~,  

also die in der citirten Abhandlung aufgeschriebenen Typen. 

Der Anwendung ha lber  soll das Resultat  der Abb i ldung  der I4  
Collineationcn auf p. 148 vollsti~ndig angefiihrt  ~ve~'dcn: 

I. liefert dig cubische Involution (cc'), (a,b~), 2. zwei Doppelpunkte 

und zwei involutorische Panre ciner Collincation, 3. XXVII:~, 4. drei 
Doppelpunkte und ein eyclisches Tril)cl einer Collineation, 5. zwei ey- 
clisehe Tripel einer Collineation, 6. liefert (cc'), a' in b, b' in a nebst 

einem Doppelpunkte,  7. t in Quadrupel  und kin involutorisehes Pa 'u-e iner  

Collineation, 8. /6, 9. XIV6,  IO. a' in a, b' in b, c' in c, I I. (ab'), (bc'), 
(ca') mit einem Doppelpunkte und einem involutorischen P~are, ~2. (ab'), 
(bc'), a' in a; in c mit Doppelpunkt,  13. 1I  9, 14. 1II~o. 

Anmerkung. Die Fli~chen 4, i i ,  13, 14 gestatten, unter dcr Form 
~:~ + ~:~ + 6:~ + ~ geschriebcn zu werden. - -  Ferner sind die Flachen, 

welche dutch jede der Collineationen rcproducir t  werden, oo a und wenn 
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man die Abbildung aller gleichzeitig macht, was wegen der Vertheilung 
der Geraden msglich ist, erhalt man in der Ebene ein cx~ ~ System yon 
birationalen Transformationen. 

w 2. Die  typischen T r a n s f o r m a t i o n e n  mi t  7 Punk ten .  

I. Das Netz der C 3 durch die 7 Punkte ist invariant, also auch die 
Jacobische Curve DG, auf welcher eine Correspondenz entsteht. Umgekehrt: 

X. Theorem. Durch die Correspqndenz auf der Jaeobisehen Carve D 6 ist 
die ebene Transformation bestimmt. 

Beweis. Jede C 3 des Bfischels schneidct D 6 in einem Quadrupel von 
Punkten nnd diese Reihe g] ist in sich transformirt wegen des Theoremes 
XXXV. Die so entstehende 2-deutige Transformation zerlegt sich in 
zwei eindeutige Theile, yon welchen der eine die Zusammensetzung des 
anderen mit der Involution (yon Geiser) 0 2 ist, und der eine die Wieder- 
holung des anderen ist, wenn der Index des einen ungerade ist. 

Man kann jeder D~ mit 7 Doppelpunkten eindeutig eine Curve L 4 4. O. 
P = 3 entsprechen machen. Die eindeutigen Correspondenzen auf 6' 6 
haben als Bilder in L~ eindeutige Correspondenzen. Diese aber sind stets 
in einer Collineation der Ebene enthalten. Ich wende nun die Umkehrung 
der Frage an, wie ich es i m w  I ffir die cubischen Fliichen machte. 

XI. Theorem. Fiir eine gegebene Curve L 4 erhdlt man sofort ei ne Ca~we 
C 6 mit 7 Doppelpunkten, welche zu jener in i-x.deatiger Beziehung ist, 
mittelst eines Septupels unabh~ingoer Doppeltangenten. 

Beweis. Es ist die Umkehrung des Theoremes von ARONHOLD, welcher 
yore Netze der C a ausging. Die 7 Doppeltangenten bestimmen das Netz, 
welchem eine Jacobische Curve C G (dual) angehSrt und der Oft der Be- 
r[ihrungspunkte ftir die Btischel mit Berahrung ist die gegebene Curve 
L,.  Die eindeutige Relation hat also hier flberdies die Eigenschaft der 
Incidenz, d. h. dass jeder Punkt von L~ mit der entsprechenden Geraden 
yon C G incident ist. 1 

1 Solches eindeutiges Entsprechen einer Curve CA und einer Enveloppe /'m mit 
Bedingung der Incldenz erhiilt man sehr einfach durch Verbindung entsprechender Punkte 

Avta mathemativa. 19. Imprim6 le 20 f(~vrler 1895. P~0 
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XII. Theorem. Jede birationale Transformation oder Gruppe von bi- 
rationalen Transformationen, welche 7 Punkte in der Charakleristik hat, bringt 
91eichzeitig eine Collineation oder Gruppe yon Collineationen unter den Geraden 
der Ebene hervor. 

Denn die Transformation brlngt eine Correspondenz auf D~ hervor, 
welche wegen des Theoremes XI zum Bilde eine Correspondenz in der 
Curve 4. Classe yon Ar~O~HOLD hat und diese ist in einer Collineation der 
Ebene enthalten, deren Index also die HAlfte des Indexes der Trans- 
formation sein kann. 

XlII. Theorem. Wenn man jeder 6' 3 den Schniittmnkt der Tangenten 
in den 4 Schnittpunkten mit D 6 zuordnet, erluilt man eine lineare Beziehung 

mit Incidenz. 

Der elnzusehlagende Weg ist also der folgende. Ich stelle die bi- 
quadratischen Curven L 4 auf, welche eine Collineation gestatten, nehme 
unter den 28 Doppeltangenten ein Septupel von AItONHOLD und verfolge 
die Verwandlung dieses Septupels durch die Collineation. Die verschiede- 
nen Doppeltangenten entsprechen nach Theorem XI. (dual gesprochen) Ge- 
raden oder Kegelschnitten oder 6~ oder den 7 Punkten des Septupels selbst. 

So leiten sich die Characteristiken der zwei annexen birationalen 
Transformationen mittelst der Verwandlung unter den 2 8 Doppeltangenten 
der Curve L 4 her, und finden in dieser Verwandlung ihren vollstandigen 
Ausdruck. 

3. Zur Auffindung der Collineationen mit invarianter L 4 wende ich 
das dritte Mal die Methode der Canonischen Formen an. 

I .  X 1 : X 2 �9 ~ X3~ 

x~ + x~ + x~ + x,~x~ ' + x ~  + x~x~ + x~x~ + x ~ x ~  + ~ x ~  IJ x~x~ 

+ x~x~ + x~z3 + x~z3 + x~x3x~ + x,x~x~ If. 
zweier eindeutig bezogener Curven. Umgekehrt kann jedes Incidenzpaar C , ,  F m a u f  un- 

endlich viele Arten so entstanden gedacht werden. Es giebt stets unendlich viele einfach 

rationale Transformationen~ far welehe Cn~ iF' m die beidcn Ineidenzcurven sind. Es giebt 

abet nieht immer einfaeh rationale Nullsysteme, in deneu sie sieh entspreehen. 

Dieselben Aussprtiehe gelten auch fttr clue Mrn---1 und eine Enveloppe M~-I  yon 

Rr-1  im Rr. 
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2.  ~1 : X~ " 8 X  s~ 83 ~ I~ 

x~ + x~ + ~ x ~  + x,x~ + x~x~ + x~x~ + x,x~ t[ ~z~ + x~z~ + x~ 
2 2 2 2 + x~x~z~ + x~x~x, ll ~ x,x. + z:x~ + x,x~x~ [l" 

x,x~ + x~x~ + x,x~il[ z~x~x ~, 

5" X~ : ~ X~ : i X ~  i ~ ~ -  ~ I ,  

+ x;~ + ~,~t[~,x~ + x ~  + ~[1. 

7. x~ : 

2 2 

8 X ~ :  84Za~  8 a = I~ 

4 ~ "2, .8 4 

+ ~ ,x~  + ~ l l ~ i  + ~?x~l]. 

8. ~ l : - - X ~ :  8X 3~ 83 ~ I~ 

x ; + x ~ +  ~ ~ ~-~ X l X 2 X3 

9" X i : 8Xg " -- $2X3~ 8 ~ -~- I 

X~ + "~ ~ 3 4 2 
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I O .  X 1 : S X  1 : $ 2 X  3 F. 7 ~ I~ 

X I +  . 'z r 4 '~ s ~ ~ 

+ xsx~ It x, x~ + x ~  tl x3~ ~3 + x~x~ li. 

I I.  X 1 : i X  2:  r  i 2 = ~ I ,  

x~ + x~flx~ + + x, x2x~ll ~ 

+ x,x3=: II x,x,~ II x;=,x3 II. 

I 2 .  Xl :.~X s : ~SX3~  $9 ~ I 

~; + x~x: IJ x ~  + 'If ~ ,~ fl x~ 

13. x~:ixs:ex3, i s ~ I ,  ~ I, 

x / + x ,x~ + x l l l x , ~ l l ~ l l ~ l  + x~x311~ll~x~ll ~ :  

+ ~ ~ II x~ ~ ~ II .~, x~ ~ II ~, ~ x~ II ~: ~3 II. 

XIV. Theorem. Wenn die Collineation eine Dotvpeltangente der L 4 in- 
variant ldsst, ist eine der birationalen Transformationen, welche ihr entsprechen, 
dquivalent einer Transformation mit 6 Funkten in der Characteristik. 

Beweis. Man kann ein Septupel nehmen, in welchem die invariante 
Tangente vorkommt. Dann entspricht der Basispunkt der C~, welcher 
diese Tangente abbildet, sich selbst oder ist tin Doppelpunkt der Ebene. 

XV. Theorem. Alle Transformationen, welche man aus einer Collineation 
von L~ durch die Variation des Septu_pels der Doppeltangenten erhdlt, sind 
birational dquivalent und umgekehrt. 

XVI. Theorem. Unter diesen Transformationen kann man stets auch 
den Typus erhalten. 

XVII. Theorem. J-ede Collineation auf .L 4 gibt zwei birationale Trans- 
fomnationen der Ebene. Man erhdlt die eine aus der anderen, indem man 
mit der involutorischen Transformation Js zusammensetzt. 

Wenn das unabhangige Septupel einmal angenommen ist, so hat 
man die folgende Regel, um die Curve zu finden, in welche ein Doppel- 
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punkt a~ von L~ durch die birationale Transformation verwandelt ist. 
Man sucht den Doppelpunkt f, in welchen sich a~ durch die Collineation 
verwandelt. Derselbe sei in einem gewissen Kegelschnitte durch 5 Punkte 
a. Dann kann man al entweder diesem Kegelschnitte oder der comple- 
mentaren Gcraden a~a~ eatsprechen maehen. Aber hierdurch ist die Trans- 
t'ormation bestimmt und man muss einem anderen Punkte % entsprechen 
maehen, was bedingt ist. 

XVIII. Theorem. Wenn sich das Se~tu_pel a l . . .  a 7 durch die Collinea- 

lion in ein anderes verwandelt~ das mit al . . a~ ~ Punkte gemeinsam hat, so 

hat die entsprechende birationale Transformation 7 -  ~' Fundamentalgunkte. 

.Beweis. Jedes Paar yon entsprechenden Punkten unter a l . . . a ~  
liefert eine Verkettung in der Characteristik und einer dieser beiden Punkte 
kann nicht fundamental sein ftlr das eine System. 

Um die Doppeltangenten yon L~ nicht berechnen zu mfissen, begni~ge 
ich mich hier, fiber die birationale Transformation durch Vergleichung 
mit meiner Preisschrift zu entscheiden, indem ieh einige Bemerkungen 
tiber die Doppeltangenten einflechte. Die aus obiger l]'bersicht resulti- 
renden L~ sind: 

2 2 2 2 ~. x~ + x.~ + x~ + x~ x~ + x.,x~ + ~ x ,  + x~x~ 

2. X1+ 

3. X~+ 

4. X1+ 

5. X1+ 

6. X~q- 

7. ~ x ~  

8. x ~ +  

9. x . ~ +  

~o. x ~ +  

+ X l X ~ + ~ x g ,  ~, ~ , - ~ .  

x~ + x~ x~ + xg Xl + xgx~ + x~ x~ + x~x~,~ ~, ~ , ~. 

x~x~ + x~x~ + x~x~x~ + ~ x ~ ,  i ,  ~ , ~ .  

x~ + x~ + x~x~ + x~x~ + X2X1, I ,  I , i. 

2 2 x~ + x~ + XlX.~ + XlX~X~ i ,  ~, i. 

x ~ + ~ + x ~ x ~ ,  = ~ ,  ~, ~, ~. 

+ X~ X~ + X~ X1, ~ ~ l, I ,  ~ , 

X~ X~ + X~ X~ , ~ , ~/~ , -  i . 

X~Xl + X~ X~, ~'~ ~---- I~  I ~ ~ ~ ~ 3  

X ~ X ~ + ~ ,  ~ = i ,  I, i , ~. 
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Lemma. Der Identiti~t der Ebene entspricht der involutorische Typus 
0 2 (oder Js)- 

XIX. Theorem. Die Carve L 4 n ~ x liefert darch ihre Collineation eine 

involutorische Transformation von JonqaiOres. 

Beweis. Unter den Tangenten von X, existiren i. A. 4 Doppel- 
tangenten, welche lest bleiben, also ist eine der Transformationen re- 
ductibel in der Zahl der Characteristikpunkte. Sic besitzt eine C~ mit 
Doppelpunkten, ist also yon der Ordnung 3. Dann ist die andere noth- 
wendig eine involutorische Collineation, was anzeigt, dass man auf L 4 
ein unabh~ngiges Septupel finden kann, welches durch die Collineation in 
sich transformirt ist. 

XX. Theorem. Die Curve L 4 n ~ 2 liefert dutch ihre Collineation den 

Typus A 3 und i~berdies F'~ (cir. Abh.). 

Beweis. Die zwei Transformationen haben ein Bfischel invarianter 
Ce; die Tangente im Punkte X 1 an L 4 ist undulatorisch und invariant. 
Also ist eine der Transformationen auf 5 Punkte reductibel. Da jene 
des Indexes 3 eine Curve C 3 mit Doppelpunkten besitzt, welche durch 
den Punkt geht, welcher der Inflexionstangente entspricht, folgt, dass diese 
Transformation jene ist, welche man auf 5 Punkte reduciren kann. Der 
Vergleich mi~ Tafel I meiner cit. Abh. lehrt, dass die andere /-~ ist. 

XXI. Theorem. Die Curve L 4 n ~ 3 liefert durch ihre CoUineation eine 

ebene Collineation und den Typus F'~. 

Beweis. DiG Gerade x~----o ist 1)oppeltangente und eine Trans- 
formation kann also i~quivalent gemacht werden einer Transformation mit 
weniger als 7 Punkten. Es ist leicht zu sehen, dass man mit zwei cy- 
clischen Tripela von Doppeltangenten ein unabhangiges Septupel erganzen 
kann. Die Vertheilung der invarianten Ca, ni~mlich C I -{-C~ und zwei 
Ce beweisen dann die Identitat der zweiten Transformation mit f~.  

XXII. Theorem. Die Curve L 4 n ~ 4 liefert durch ihre Collineation den 

Typus E~ und die quadratische Transformation (cc'), a' in b, b' in a. 

Beweis. Das Btischel invarianter Q enthMt vier C~ init tacnode. Man 
kann zwei der Undulationstangenten in das Septupel nehmen, was die 



Neue Theorle der eindeutigen perlodisehen Transformatlonen in der Ebene. 159 

ZahI der Characteristikpunkte eine~ Transformation um 2 reducirt. Man 
bewcist aber auch, dass man nicht um mehr reduciren kann und also 
diese Transformation mit cx~ 1 involutorischen Paaren in einer C s die im 
Theoreme genannte ist. Die andere Transformation ist ebenso vom Index 
4, besitzt o,v 1 Doppelpunkte in einer C 8 und ausserhalb ein involutorisches 
Paar, entsprechend dem Punkte X3, das in die Basis eines Bt/schels yon 
Ch eintritt. Ein Septupel ohne Undulationstangente enthMt zwei succes- 
sive Doppeltangenten und, da die Verkettung der ersten Transformation 
angehSrt, besitzt sie einen dreifachen Punkt und]st  also sicherlich von der 
5. Ordnung etc. So schliesst man auf die Identit~t mit E 4. 

XXIII. Theorem. Die Curve L 4 n ~ 5 liefert dutch ihre Collineation 

eMe cubische Transformation (ab) , (albl) , (a262) , b 3 in a3, b~ in a 4 und eine 

(cc'), (ab'), a' b   uivatent  Yr , formatio . 

Beweis. Wegen X1X 2 besitzen beide Transformationen eine C~, Ort 
der involutorischen Paare. In der einen entspricht X 3 ein involutorischcs 
Paar, X~ und X 2 Paare yon Doppelpunkten, in der anderen entspricht 
X~ ein Paar yon Doppelpunkten und X~ und X~ involutorisehe Paare. 
Also ist in der ersten die Correspondenz in C~ v o n d e r  Art u ' +  u ~ -  
und in der letzteren yon der Art u - -T .  Diese letztere Transformation 
kann von der auf p. 22 3 1. c. beschriebenen nicht verschieden sein und 

hieraus ergibt sich die andere Transformation. 

XXIV. Theorem. Die Curve L~ n ~ 6 liefert durch ihre Collineation 

zwei Trans[brmationen, welche mit  B G und A 6 (iquivalent sind. 

Beweis. x~----o ist eine Undulationstangente, also kann eine Trans- 
formation auf 6 Punkte redueirt werden und die Existenz der Ortscurve 
mit u ' +  u~-~- beweist die Aquivalenz mit B 6. Die andere Transforma- 
tion hat eine C:~ mit u ' - - u - -  T und da man /'6 nicht erwarten kann, 
well der einzige Doppelpunkt von f e m i t  zwei Punkten der Charakteristik 
alineirt ist, 1 muss ein anderer Typus supponirt werden. Ich besitze die 
Rechnungen, wonach die Zusammensetzung B~. 02 auf A 6 fiihrt, welche 
Characteristik also constructibel ist und eine C~ mit u ' ~ u - - - - ' f  besitzt. 

Man kaun auch (co'), c( in a~ in b: b' in b'~ in a nicht erhalten~ weil die 6 
letzten Punkte immer in einem Kege]schnitte sind und also die D e zerflillt. 
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XXV. Theorem. Die Curve L 4 n ~ 7 1 liefert durch ihre Collineation 

mittelst eines a~allagmatische~z Septupels eine ebeJ~e Collineatiou und die B14. 

Beweis. Dass man ein solches Septupel finden kann, ist leicht zu 
beweisen und B~4 ist die Zusammensetzung dieser Collineation mit 0 2. 

XXVI. Theorem. Die Carve 5 4 ~o 8 liefert dutch ihre Collinealion die 

zwei Transformatio~e,~ (ab'), (bc'), a' i~ a; in c u,~d (ce'), (ab'), a' i~, a; in 
t a 2 i n  c .  

XXVII. Theorem. Die Curve L 4 ~o 9 liefert dutch ihre Colli~eatiou 

die zwei Transformationen B a und B~s. 
XXVIII. Theorem. .Die Curve L 4 ~o i o liefer! dutch ihre Collinea/ion 

die zwei T~'ansformationert B~ uud B~.,. 

Beweis. Die eine ist sicherlich auf 5 Punkte reductibel und die drei 
Curven Q ,  C~,, C~ beweisen, dass sie B12 mit einem I)oppelpunkte ist. 
Die andere hat dieselben invarianten C 4 und durch passende Wahl des 
Septupels kann man B~2 erhalten. 

Conclusion: Die existirenden typische~ Transfin'mationen rail 7 Punkle~, 
welche nicht Jo~2qui~res'sche mit (ab) sind, sind die folgenden: 

13;  , , r 'o'  , , E ,  , 

oder 112, Vies, XJ~ , XVIG , XXIX~  , XXX1V4 , XLI I I~ .  

Anmerkung. Die Formen i . - - I o ,  enthalten unbestimmte Coeffieienten 
und jede gestattet iiberdies 273 Septupel (abgesehen yon partieuli~ren 
Doubluren). 3Ian erhiilt also dureh Bildung der birationalen Transforma- 
tionen ftir alle diese Septupel c-xv a Systeme yon periodisehen birationalen 
Transformationen, welehe sieh in mehrere Systeme niederen Grades zerlegen. 

w 3. D i e  T y p e n  m i t  8 I ~ t n k t e m  

Eine Transformation mit den 8 Punkten e l . . .  a s bringt unter den 
U se ine  Projectivitat hervor, lasst den 9. Seheitel a 9 vollstlindig invariant 

z Diese Curve wurde yon Herrn KLEIN in seiner Darstellung der Transformation 

7. Ordnung der elliptisehen Fuactionen angetroffen und dana yon Herrn GORDAN untersueht. 
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vertauscht je 12C~ mit gleicher absoluter Invariante S -~ : T ~ unter einander, 
transformirt aueh die cx~ 3 C6(a[... a~) unter einander und also ihre Ja- 
cobische Curve Dg(a~... a~) in sieh selbst. Die /)9 hat i. A. keine Singu- 
laritii, ten ausserhalb a, und also p - - 4 .  Daher mit Bezug auf I. Theil 
XXXVII: 

XXIX. Theorem. Die Curve 1) 9 eines Biischels yon 5'3, welches die Cha. 
racteristik einer birationalen Transformation (ausser X~) zuldsst, ist derart 
special, dass sie eine eindeutige analytische Correspondenz u~zter ihren Punkten 
gestattet. 

Lemma. Eine Correspondenz unter zwei elliptischen Curven, welche 
selbe absolute Invariante ~ haben, ist auf zwei Arten bestimmt fiir will- 
ki~rliche $,  auf 4 oder 6 Arten ffir $ 4  I oder ~3_~ i, sobald man 
zwei entsprechende Punkte kennt. 

XXX. Theorem. Dutch die eindeutige Correspondenz in /)9 sind im .4. 
zwei Transformationen bestimmt, welche ihre Characteristik auf a~... a8 haben. 

Beweis. Jede C 3 schneider auf D 9 ein Tripel aus und da /)9 keine 
andere g~ besitzt, so sind diese Tripel unter einander transformirt. Dies 
gibt eine lineare Transformation unter den C~ und man hat ft~r jedes 
Paar entsprechender C 3 gemass dem Lemma zweierlei Corresi)ondenzen , 
bestimmt durch die Schnittpunkte mit /)9. Die Gesammtheit dieser Cor- 
respondenzen bildet die ~ Transformationen der Ebene. 

Wenn jedoch in Folge besonderer Beschaffenheit von D 9 das Cs-B('tschel 
panharmonisch oder panaquianharmonisch wird, so sind 4 oder 5 Trans- 
formationen durch D~ bestimmt. 

2. Das Problem ist also darauf reducirt, die Curven 1)9 zu finden, 
welche eindeutige interne Correspondenzen zulassen. Es ist also passend, 
1)9 durch einc Normalcurve zu ersetzen, nach Riemannscher Terminologie. 
Hierzu kann die Transformation unter den Punkten einer Doppelebene 
und den Paaren der Involution X: (a l . . .  ag) dienen, vermittelt durch die 
C6(al...  as), welehe (lurch ein festes Punktepaar yon 2'~ gehen. Die C~ 
schneiden D 9 in 5 Punkten, weshalb die ~bergangscurve von der 5. Oral- 
hung seln wird, Z6. Die C] durch das feste Punktepaar bildet mit dell 
o,vlC3 r welche D 9 nur in drei variabeln Punkten schneiden, weshalb 

Aota mat/wmatica. 19. Imprim~ le 20 f~vrler 1895, 21 
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Z6 einen dreifachen Punkt hat. Aber die C~ schneidet D 9 nur in 3 Punkten, 
welche die unendlich nahen Punkte des dreifachen Punktes darstellen, 
weshalb sich C ~ ~n die Ger,lde verwandelt, in welcher die drei Tangenten 
des dreifachen Punktes R coincidiren. Die drei Zweige m(issen also unter 
einander eine Osculation haben, oder in R sind zwei dreifache Punkte 
unendlich nahe gcrfickt. Also (cf. auch NOTHER, Erlanger Berichte I878). ~ 

XXXI. Theorem. Die Curve D 9 ist derart particul(ir unter den Curven 

P -~ 4, dass die Normalcurve Z G zwei unendl'ich nahe dreifache Punkte besitzt. 

3. Man wiirde die Orduung bis auf 5 vermindcrn ksnnen, indem 
man eine quadratische Transposition anwendet, welche zwei unendlich nahe 
Hauptpunkte in /~ lrmgs der Tangente in /2 und den 3- Hauptpunkt 
willkiarlich auf Zo hat. 

XXXII. Theorem. Die Curven p ~ o, u ~ o mit a~ . . .  a~ sind durch 
die zweideutige Transposition in die Kegelschnil/e verwa~delt, welche in R 

die Z~ tangiren und iiberdies eine dreifache Beriihrung mit Z~ haben. ~ 

Dcnn jede dieser Curven schneidet D 9 in 5 Punkten, etc. 

XXXIII. Theorem. Eine birationale Transformation mit a ~ . . .  a 8 i~ber- 
trgigt sich dutch die zweideut/ge Transposition in eb~e quadratische Trans- 

formation, welche zwei Paare (an'), (bb') in ~ Idngs der Tangente ]zat und 

Z~ in sich transformirt. 

Beweis. Die Geraden der Doppelebene sind verwandelt in Curven 
C~ und diese in andcre Curvcn C6 ausserhalb des transponirenden Netzes 
und dicse gegett die Doppelebene in die beschriebenen Kcgelschnitte. 

Die wahre Particulariti~t dieser Curve ist neuerdiugs durch Herra SCrtOTT~Y im 
J o u r n a l  yon Cre l l e ,  Bd. IO3~ p. I85 :  Liber specielle Abel'sche Functionen 4. Ranges 
klargestellt worden. 

' D ie  Curven p - - o ,  n--~ o sind jene~ welche Herr SCIIOTTKY I. c. als Gazr 

(Ordnung 2)~ Ha,~ (Ordaung 3), Ja,~,r (Ordnung 4), Ka~ (Ordnung 5), Las~. (Ordnung 6), 
bezeichnet und ftir welehe die Relationen bestehen L~9 ~ F,  z K ~  b~r ~ G,ZrJ~r~ 
La,~,z ~- HaB H~a unter Beriieksichtigung yon ~ = o, d. h. im Sehnitte mit D a. 

Herr SCHOTTKY erwithat aueh am Ende seincr Abhandlung die Darstellung yon 
(/)(~ Dg) als Function you A ~ B ,  U~ yon weleher ich am Ende des I. Theiles gesproehen 

babe. Ich babe seine Arheit am 8. Februar d. J .  kennen gelernt~ wiihrend jener Paragraph 

bereits im Winter I892 gesehrieben war. 
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4. Das Problem, alle Typen zu finden, ist so reducirt auf das Pro- 
blem, quadratische Transformationen zu findcn, welche eine Curve Z~ der 
beschriebenen Art in sich transformircn. 

5. Wenn es sieh nut  um die einzelnen Typen handelt (nlcht um 
die Gruppen) kann man sich auf die Untersuchung yon Collineationcn 
beschri~nken. Denn wegen der Periodiciti~t ist es unmsglich, dass beide 
Doppelgeraden der Projectivit'~t in R sich in dcr Tangente vercinigen 
und ebenso dass beide Doppelpunkte auf einer solchen Doppelgeraden 
nach R riicken. Ist d ein Doppelpunkt in endlicher Entfernung yon R, 
so wird die quadratische Transposition RR'd, wo R R ' = t ~ ,  die perio- 
dische quadratische Transformation in eine Collineation iibertragen. Die 
Curve Z~ wird in eine Curve derselben Art vcrwandelt. Man kann sich 
nicht auf den Fall einer Curve Za mit tacnode beschriinken, denn in dem 
Falle, wo der Index der Transformation auf Z6 dutch 3 theilbar ist, 
ware es mSglich, dass Z6 gar keinen Doppelpunkt der quadratischen 
Transformation tr(ige und also die Transposition neucrdings Z G giebt. 
Man muss sogar andererseits night nur die Z6, sondcrn gleichzeitig die 
Z~ betrachten, denn fiir einen Index > 3 ware es msglich, dass alle Dop- 
pelpunkte der Transformation auf Z~ gelegen w~ren, sodass die Reduction 
der quadratischen Transformation auf die lineare und der Z~ auf die Z~ 
stets gleichzeitig eintraten. 

XXXIY. Theorem. Um die Typen ~eriodischer Transformationen zu 
finden, muss man die ebenen Collineationen suchen, welche e~ne Curve Z G mit 
zwei unendlich nahen dreifachen t)unkten t~1~' und jene, welche eine Carve 
Z~ mit zwei unendlich nahen Doppel_~unkten re_produclren. 

6. Ich wende also das 4. Mal die Methode der canonischen Formen 
der Collineationen an, u. zw. auf die algebraische Form 

z,x  + z,(x x  

x2 Xa . 2 a "4- x~ xa ~- x2x3 "4- x~ ~ o. 

XXXu Theorem. Wenn in Folge der linearen Substitution Z 6 oder 
Z5 einen ferneren Doppelpunkt oder in R einen vierfachen _Punkt annehmen 
oder sich zerlegen wi~rde, dient die Form nicht mehr zur Bestimmung einer 
typischen Transformation mit 8 t)unktcn. 
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Bewe i s .  In diesem Falle kntipft sieh die birationale Transformation 
an ein B•schel a t . . .  a~, dessen 1)9 zerlegt ist. Dies hat nur statt ftir 
particulare Lagen dieser Punkte, welche immer erlauben, dic Transforma- 
tion in eine andere zu i~bertragen, welche einen oder mehrere der Punkte 
a~ als gewohnliche Doppelpunkte hat. 

Es muss jedoch bemerkt werden, dass man mittelst der D 9 alle Typen, 
auch jene mit 6 und 7 Punkten herleiten kann. Aber hiezu muss man 
der Zerlegungen und der Verminderungen des Geschlechtes Rechnung 
tragen. Denn es existiren Typen, wo man nicht I ,  2 oder 3 unter ein- 
ander transformirte Punkte hinzuftigen kann und von solcher Lage, dass 
die zu den 8 Punkten gehsrige Curve sich nicht zerlege. Diesen Typen 
entsprechen dann die degenerirten Falle, welche also in der folgenden 
Ubersicht Platz finden milssten. 

$ 3 2 3 ~,(x:x, x,~) x , ( x~x ,  x~x~' x, ~ 2. X 1 : X 2 : - - X 3  . . . .  X 1:7~ 3 + "~ + + "-~ 3) 

Z s X s .~ + ~x~ + , ~ + =~x~ I1"" 
3. x , : - - x 2 :  x~ . . . .  x ~ + x , ~ ( ~ + x i ) + x , ( x ~ x ~ + x ~ y ~ + x ~ )  

+ ~ + x ~  + ~ x l  + x~H... 

4. x, : ~z~: ~x. . . . .  X~x~ + X~ + X~X~ + x~'X~ + x~Xi + x~X~' 

+ x ~  + X:ll... 

6. x~ : ~x~: ~'~ . . . .  x~x~ + ~ X ~  + X ~ X ~  + x , x ~  + x~ 

+ ~ +  x~li... 

7. x,: ~z~:  ~ . . . .  x~xg + ~xgx~ + x~(x~x~ + x~x~) + x~ 

+ ~x / .  + x~ll. �9 

Xs x3 ~ g~a ~ 4 x4 x ~ i 
X~ XsX3 s s ' ' '  8. Xl : iX3 *. X3 . . . .  1 '3 + 1 3 "~-- Xl X~ "~ X 3 "~ "Jr 

9. X~ : X~ : iX a s s : a s ,~ 3 �9 . x,x~ + + x , ~ x ~  + + x~x,x~ [l" �9 . X ~ Z ~ X  s g ~ 2 X 3  . .  

I 0 .  ~ l  : ~ X ~ :  i3;3 . . . .  X s x  s s s s s , ~ + + + x~x~ + ~2x~ I[ 
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R 3 3 2 3 ? 4 
I I. X~ 1 "- i3~" 2 : - -  iX 3 ZIZ3 + "~ "~ "JI-- XlX~ ]] . . . .  Z 1 X2 Xs X l  Zs Xs Xl X2 X3 � 9  

~2. z , :  ix,:  - - x ~  . . . .  ~ x ~  + x , x ~  + ~ x ~ x ]  + x~x~' + x ~ H . . .  

13.  Xl : i x  2 : iX 3 3 s s - . . . .  x ,x ,  + x , ( x , x ,  + 

z4. x,:  ~x,: ~'x, . . . .  x ~ x ~ + x [ ~ x ~ + x , x ~ x ~ + x 2 x ~ + x ~ H . . .  
5 ~  I .  

. . . .  XS XS , 4 I5 .  X , :  ~X, :  $3X3 1 , + 11''" ~5 X , X ,  ~-- I .  

I 6 .  X 1 : S X , "  $ 4 X  3 s , s 3 4 2 . . . .  X l X  , + + X 2 X s H .  �9 �9 5 s X 1 X 2 X 3 ~ I .  

s s X, X4 7. x , :  ~x,:  z ,  . . . .  x ,x ,  + , , + x,x~ + x~x~ + x ~ H . . .  

3 , 3 ~3 i s .  x , :  z ,  : ~ x , . . .  . x , z ,  + z~x,x,~ + x , z , z ,  + x ,x ,  II" �9 

3 3 
'9 .  x~: x2" - . . . .  I1.. 5' = , .  

2 0 .  Z , ' - - ~ Z , :  SZ  a . . . .  ~ l ~ . - I U  X~-l f -  X~X~a--[- X~X~ .JV  X ~ [ l . . .  5 3 =  I .  

~ .  x , : - - s x , :  x, . . . .  x ~ x ; + x , x ~ + x ~ [ I . . .  5 ' = ~ .  

8 s ~s X 2 ~.~ ~ 3 

. . . .  ~3XS s 3 

:5 .  zx : - -  x, : ~x, . . . .  x~ x~ + x~, + x ,  ~ xg + x~ II . . . 5 ~ = ~ . 

26. x1: ~x~: 5~x~ . . . .  gibt keine irreductible Form. z T =  ~, 

27. xx: ix , :  ~/~x~ . . . .  sowie alle mit dem Index 8 liefern reduc- 
tible Formen. 

28. xl: 5%,: 5~x~ . . . .  gibt keine irreduetible Form. ~9__ ~. 

~3~3 ~2 ~2 ~ ,  ~ I .  ~9. z ,  : - - ~ x ~  : 5 ' x ~ , . . .  , , + ~ , ~ , ~ ,  + z , z ' ~  + x~ II. �9 �9 5~ 

3 ~ �9 Xl I i~z2  i --X3 . . . .  .X~.Xg8 dl- X~.-~- X l X ~ ] l . . o  i '  = - -  I ,  53 = I .  

3 I. x~: ertx,: r . . . .  X~X~+X~.-bX,  X~[I... 53=-I,  r]~=~. 

Invariante Z~, welche in Betracht zu ziehen sind, finden sich 5, welche 
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ich gleich an die hier folgende ~bersicht als I4 - - I8  anschliessc. 
entstehen also die folgenden Formen Ze, Z~ mit Correspondenzen: 

i. ~ x ~  + x~(x~yd + x~) + x,(x'~x~ + x~x~ + x~) + x~ + x~x~ 

So 

+ ~X~ + X~. x, : - - x , :  

2. X ' ~  + x~ + x] x,  + x~ ~ + ~ X~ + X~ X~ 

+ 2,:2~ + X~. x, : ~x~ ". 

3. ~ X~ + X~X~Xg + X~X~'~ + X," + ~X~ + X~. x,- x~- 

5. x~xl + x~x;x~ + x,(x~x~ + x~x;) + x~ 

_[_ ~ 8 

6. N N -1- X, X~ -1- X~ X~2 X~ Jr- X1 X~ -I- X~. x, : ix, : - -  x,. 

7. X~X~3nt-X'~X~Xg+X,X*,X'j-bX, X~-bX~ �9 ri 5 -= I, x, : 7ix , : ~ 'x  3. 

8. X ~ + x ~ + x ~ x ~ + ~ x ~ ' + ~ .  x , : - - s x , :  ~x~. 

3 3 6 9. X,X~ + X~ -b X,  X4,X~ n t- X~XgX~ + X~. x, : - - e x , :  s'x~. 

~ o. x~ ~ + x~ + X, X~ . x, : - -  ~ ,  : ~.  

,~. X f X ~ + X ~ + X ~ X ~ + X ~ .  ~ , : - - ~ , :  ~x~. 

~. ~ x~ + x~ + X, ~ .  x, : i~x~ : - -  ~.  

'5. x~x~ + x,'x~ + X,X~ + x~x, + x, ~x~. ~,: ix,: ~.  

~7. ~ + X ~ + X ~ X I , + : X , X ~ .  ~/~= ~. ~,: ~ :  x,. 

Um aus diesen Formen die Transformafionen zu erschliessen, welche 
einem Bt~schel angehSren, dessen D~ die hier definirte Correspondenz tragt, 
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kann man so vorgehen, dass man die dreifach beri~hrenden Kegelschnitte 
rechnet, unter ihnen ein unabhangiges Octtupel wahlt und die Vertauschung 
dieser KegeIschnitte durch die oben erwi~hnte lineare Transformation ver- 
folgt. Statt der Rechnung bediene ich mich einiger Merkmale, welchc 
fiber die Identit~t mit den I. c. gefundenen Typen entscheiden; nament- 
lich: wenn eine der unveranderlichen Geraden durch R x~ liefert, be- 
zeichnet dies eine C~, wenn x~ + x~, bezeichnet dies eine Ge. 

Hier bietet sich jedoch eine wesentliche Schwierigkeit, welche bei 7 
Punkten nicht vorhanden war. Es existirt immer eine Transformation 
mit den 8 Punkten al, welche als Index das Doppelte des Indexes der 
Correspondenz V in D 9 hat. Diese Transformation ist nicht immer die 
Zusammensetzung yon 2~ mit einer Transformation, welche denselben 
Index wie V hat. Dies hat nur dann statt, wenn der letztere Index 
ungerade ist. I c h  erhalte also die folgende Verthdilung der Formen I ~ 
bis I8 ~ auf die Typen. 

XXXVI. Theorem. Die Curven Dg, welche in eindeutiger Beziehung auf 
die Curven Z : i - -  6 , 8  - -  13, x 6 - -  x 7 eindeutige Correspondenzen tra.qen, 
liefern mit ihren 8 dreifachen Punkten auf die in Theorem X X X  beschriebe~e 
Art periodische birationale Transformationen, welche respective dquivalent 
sind den folgenden Typen: I~; N~ und E d  A3 und En; Collineation und 

; As; H9 und 1f6; B6 mit zwei I)oppellounkten und H~; B2~; BI5 und 
B~o; E4 und Transformation yon Jonqui~res; Z~ und F~o; t12o. 

Es ist hieraus ersichtlich, dass man die Formen 3. und 4., 7. und 
i7., i2. und 16. als aquivalent betrachten muss, u. zw. auf Grund des 
oben zum Theorem XXXIV hervorgehobenen Umstandes. Es ist namlich 
in diesen Fallen ein in sich transformirtes Bfischel von Kegelschnitten 
vorhanden, welches durch die Transposition in ein in sich transformirtes 
Geradenbfischel verwandelt wird, wodurch eine Collineation mit anderen 
DoppelverhMtnissen erscheinen kann. 

Conclusion. Die isolirten typischen Transformationen, wdche in der 
.Ebene construirt werden k6nnen, sind die folgenden: 

B., B~, B,:, h , ,  Fo, BI~, B,., B,,, r~, F;', h , ,  E., O2, B,~, B . ,  B~,, 

B30, Flo , r,2 , A s ,  E~ , E'~ , E'6' , Z~ , U~ , H~ , 14, N3 , 2 , .  
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w 4. E ine  A b ~ n d e r u n g  der vo~hvrgehenden 2~ethode. 

In den in w 3 diseutirtcn Collineationen war stets eine Doppelgerade 
vorhanden, welehe das Bild einer C6(a~... a~s) ist. Die Collineation, welehe 
cx9 ~ Doppelpunkte in dieser Geraden hat, kann keinen Index > 3 haben 
und die birationalen Transformationen werden ein Btischel anallagmatischer 
C:~ besitzen, sind also N 3 und E~. Abgesehen yon dieser E 6 wird es hin- 
reichen, eine Curve De(a~... a~s) mit eindeutigcr Correspondenz zu unter- 
suchen. Durch diese Correspondenz ist die birationale Transformation 
der Ebene bestimmt, indem durch sie die Projectivitat unter den C 3 und 
die Correspondenz unter den Punkten zweier successiven C~ geleitet wird. 
Demnach: 

XXXVII. Theorem. Alle periodischen Transformationen mit 8 Punkten 
sind dureh eine invariante Curve C6 mit 8 Dopt~ell~unkten bestimmt. 

Indem man Ca mittels(" der C3 durch 7 der Punkte a tibertragt, 
erh'~lt man eine 6'4 mit Doppelpunkt, wobei die birationale Transforma- 
tion nicht mehr in eine birationale Transformation t'lbertragen wird. 
Jedoch kann man sagen: Jede Correspondenz in einer C4 mit Doppelpunkt 
ist in einer ebenen birationalen Transformation enthalten. 

w 5. A n d e r e  Methode  f~tr d ie  Able i tung  t yp i scher  T r a n s f o r m a t i o n e n  
m t t  7 oder  8 Punk ten .  

Wenn man einen Typus mit 6 Punkten kennt, weleher einen Dop- 
pelpunkt d 1 besitzt oder einen Typus mit 5 Punkten, welcher zwei Dop- 
pelpunkte oder ein involutorisehes Paar besitzt und man eine Trans- 
formation 0~ mit a~. . .ao ,d  I oder a l . . .  a~,ili2 anwendet, erhhlt man eine 
typische Transformation mit 7 Punkten. Ein Beispiel war im w 2: 37~ 
und dl gibt mit O., die At. 

Wenn man einen Typus mit 7 Punkten kennt, weleher einen Dop- 
pelpunkt dl besitzt oder einen Typus mit 6 Punkten, weleher zwei Dop- 
pelpunkte oder ein involutorisches Paar besitzt oder mit 5, welcher drei 
Doppelpunkte oder sin involutorlsehes Paar und einen Doppelpunkt oder 
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ein cyclisches Tripel besitzt, und man eine Involution 2:2 mit diesen 8 
Fundamentalpunkten anwenden kann, wird die Zusammensetzung eine 
Transformation eines neuen Typus sein. 

In der Anwendung muss man darauf achten, dass die neuen Punkte 
keine particularen Lagen haben, damit die Transformation 0 2 oder 2'~ 
sich nicht zerlege. Wenn z; B. d~ der Doppelpunkt einer C~(a~ . . .aT)  
ist, wird ~7~ (a~.. .  aT, d~) sich zerlegen, weshalb man also Z,~ nicht an B14 
anwenden kann. ~ Da die Typen mit 7 Punkten rrdt aller Sicherheit ge- 
funden sind, bleibt nur 2:~ anzuwenden. Es ist hiezu n0thig: 

XXXVIII. Theorem. 2~ ist mit jeder Transformation vertauschba~; 
welche alle Charakteristlkpunkte unter den 8 Punkten yon Z 2 hat. 

Beweis. Diese letztere transponirt das C~ Bi~schel in sich selbst, also 
ag, aber aueh die Involutionen u ' -} -u - -  r in Involutioncn u'q-u----~- und 
ihre Doppelpunkte in Doppelpunkte, also alle Involutionen des Btischels 
in sich, daher 2' 2 in sich. 

I .  B~ mit einem involutorischen Paare liefert mit 2:'~ cine zu B~ 
mit einem Doppelpunkte ~quivalente Transformation. 

2 .  /'~ mit Doppelpunkt liefert mit 2'~ eine zu (ab'), (a'b), c' in c 
nebst cyclischem Tripel aquivalente Transformation, was sich widerspricht. 

3- / 's und involutorisches Paar  liefert mit 27~ _~quivalenz zur Col- 
lineation und die 8 Punkte mt~ssten in dieser Collineation ein Cyclus 
und 2 Doppelpunkte sein. In der That findet sich 1. c. p. 225, dass 
das involutorische Paar conconisch mit 4 Punkten yon 1'6 ist. 

4. A 6 mit Doppelpunkt liefert mit 2"~ )~quivalenz zu B~ mit in- 
volutorischem Paare, was sehr interessant ist, da auch B~ und da mit 
0.~ die A, liefert. 

5. E,  und Doppelpunkt liefert mit 2' 2 Aquivalenz zu (co'), a' in b, 
b' in c nebst Doppelpunkte und involutorischem Paare. 

Diese Thatsaehe erweist sich 5frets als identlseh damlt, dass man in elner perio- 
diseheu Transformation des Indexes i einen Cyelus voraussetzt~ dessen Index kein Divisor 
yon i ist. So z. B. wena man zu  T'~' eiaen Doppelpunkt hinzunimmt~ kann die Zu- 

sammensetzung mit 2'~ in /k 3 nebst einem involutorisehea Paare tibertragen werden, was sich 
widerspricht. Das rtihrt davon her e dass die Doppelpunkte yon fie' theils Spitzen yon C~ 
thells mit 2 Charaeteristikpunkten alineirt sind. 

Aata malh~matlva, 19. Imprim~ le 16 mars 1895. 22  
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5. (ab'), (bc'), a' in a'~ in c m i t  d~, d~ liefert (lurch Zusammensetzung 
mit  02 eine Transformation, welche aquivalent ist zu (ab'), (bc'), a' in a'~ in 

c m i t  ill 2. 
7. H G mit  Z~ liefert wieder eine zu H e aquivalente Transformation, 

wie man raseh mit  Hilfe der Invarianz yon m ~ ~ (Cf. Crelles J., Bd. 
i I4, p. 68) entscheidet. 

8. B~ und zwei Doppelpunkte liefert mit  2"~ eine zu H~ aquivalente 

Transformation, welehe also existirt. ~ 

Anmerkung. Man kann die Anzahl  der Typen vermindern, indem 
man nicht als Typen betrachtet:  I. Die Zusammensetzungen zweier ver- 
tauschbarer Typen, sodass nut  ~brig bleiben Bg, A 8 ,Z~, .E~, I4, N~, A 3, 
2'2, 02, die Collineationen und die Jonqui~reschen Transformationen des 
Indexes ~ .  2. Die durch Coordination der Cyklen eines anderen Typus 
entstehenden Typen, sodass nu t  iibrig bleiben Z~, N 3 , A 3 , X~, 0~, die 
Collineationen und die involutorischen Typen yon Jonqui~res. Man kann 

diese die Archi typen nennen. 

w 6. Die zweideut iye  Abbi ldung des quadratiscben Keyels .  

Dcr Methode des w 3 kann ein anderer Ausdruek gegeben wcrden. 
Die in R die Z 6 ber'ahrenden Kegelschnitte bilden kin C,V 3 System und 
man kann sie dureh die Ebenen eines linearen /~'3 darstellen. Dann 
liefern die Geraden dutch R die Geraden eines Kegels, dessen Scheitel 
das Bild der Tangente RR' ist. Die dreifach beri~hrenden Kegelschnitte 
hubert als Bilder dreifach beriihrende Ebenen einer Curve p6 auf dem 
Kegel und die quadratischen Transformationen des Theorems XXXIII  slnd 
dutch die Collineationen in R 3 dargestellt, welche den Kegel und die p~ 
reproduciren and man kann sic durch stereographische Projection des 

Kegels erhalten. Umgekehr t :  

XXXIX. Theorem. Die Collineationen des R3, welche den quadralischen 
Kegel and gleichzeitig eine cubische Fl(iche reproducireu, liefern dutch die 

Die BegrtinJung~ welche ieh in der Preissehrift gegeben~ und Crelles J., Bd. I t4~ 
p. I O 5 n. 5 reproducirt hab% ist his zum Schlusse richtig~ wo aber eben die Vertrtig- 
lichkeit der gefundencn Bedingungen~ also die Existenz yon XL~ gefolgert werden muss. 
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zweideutige Abbildung des Kegels die typischen Transformationen mit 8 Punkten 
oder auch alle isolirten typischen Transformationen. 

Wir haben also bereits drei  algebraische Gebilde, welche durch ihre 
Correspondenzen zu den ebenen periodischen Transformationen fohren: 
Die Curve C6, dig C, mit  Doppelpunkt, der quadratische Kegel zusammen 
mit  einer cubischen Flaehe. 

w 7. Die  un icursa len  Fl~$chen, welche in  e iner  Collineation 
des  R a u m e s  i n v a r i a n t  si~td. 

I. Die Methode des w I gestattet dig folgende Verallgemeinerung. 
Wenn eine Collineation des Raumes eine Flache. reproducirt,  welche ein- 
deutig auf eine Ebene abbildbar ist und man die in der Flache ent- 
haltene Vertauschung auf die Ebene abbildet, erhi~lt marl eine birationale 
Transformation u. zw. eine periodische, wenn dig Collineation periodisch 
ist. Umgekehr t :  

Xl',. Theorem. Jede periodische birationale Transformation kann als .Bild 
einer collineare~, Umwandlung auf einer Fldche belrachtet werden, welche in 
einem Raume R,. enthalte~ ist. 

Beweis. Man kann arithmetiseh und geometriseh beweisen, class jede 
periodische Transformation ein lineares System von Curven mit demselben 
Periodiciti~.tsindex reproducirt, dessen Dimension willki~rlich gross gemacht 
werden kann. Dieses System dient zur Abbildung der Fli~che des Theoremes. 
Ebenso: 

XLI. Theorem. Jede periodische birationale Transformation des 13~ kann 
als _Bild einer collinearen Umwandlung unter den P~tnkten einer Mannig- 
faltokeit 3I~ (i Dimensionen, Ordnung k) in einem Raume R,. erhalten werden. 

XLII. Theorem. Wenn verschiedene Abbildungsarten einer Mannigfalti.q- 
keit M~ versehiedene Transfi)rmationen liefer~, sind letztere unter eina~der 

i Es gibt zwci Corollare dieses Theoremcs: I. Ein Cyelus einer periodischen Trans- 
formation des Rr ist stets die Projection eiues collinearen Oyelus in einem noch hOheren 
Raume. II. Die Cyclen in u ' - - u ~ y  einer eltiptisehen Curva sind stets die Projeetionen 
collinearer Cyclen eines ht~heren Raumes. 



172 S. Kantor. 

birational (iquivalent und die Transposition wird nach der dlIethode von Sturm 
erhalten. 

Beweis. Jedes Punktepaar yon T t entspricht algebraiseh einem Punkte- 
paarc in 3I~ und dieses einem Paare der zweiten Transformation T 2. Unter 
5"~ und T 2 besteht also eindeutige Beziehung und sie ist auch eindeutige 
Transformation unter, den zwei Tragern Ri, indem diese als Zusammen- 
setzung der I. Abbildung yon M~ mit der 2. Abbildung des R~ auf den 
M~ erscheint. 

2. Wenn man fiar 2g, eine Form in X~...Xr+~ kennt, welche ein- 
deutig auf einen //,_t unabhangig yon der Natur der Coefficienten ab- 
bildbar ist, wie im _R.~ die cubischen quatern~tren Formen, so kann man 
sehr leicht die Methode der canonischen Formen der Collineafionen an- 
wenden, um die M~_~ auszulesen, wclche durch eine Collineation repro- 
ducirt wcrden, und hiemit birationale Transforinationen im//,._~ zu finden. ~ 
Als Beisplel diene: 

XLIII. Theorem. Die Schnittmannigfaltokeit yon zwei M2,-1 im R~ ist 
eindeutig abbildbar attf einen linearen R,_:, u;enn r > 3. 

.Beweis. Ich bediene reich der eindeutigen Abbildung einer der zwei 
, 2 M,_I und construire die Bilder der Schnitte mit den anderen M~_I des 

R~. Dicse M ~  mit Doppel M~_3 sind abbildbar, was man beweist, in- 
dem man ein Fundamentalthcorem yon NS'rnEr~ ~ber die Flaehen, welche 
Schaaren rationaler Curven enthalten, auf "1/~ verallgemeinert. Ebenso 
kann man die folgenden Theoreme beweisen: 

Der Schnitt yon drei M~_I im iR, ist eindeuto abbildbar auf  eine 
Ebene (and gestattet also die Anwendung tier Methode tier canonischen Col- 

lineationen), wenn r > 5. 
Von einem gewissen Minimalwerthe yon r angefangen ist der Schnitt 

yon k 3I~_~ im R,. eindeutig auf einen R,_, abbildbar. Bis zu einem ge- 
wissen Maximum yon r ist der Schnitt yon r ~ k  _M~_~ des _It, abbildbar. 

XLIV. Theorem. Die Type~ mit 7 Ptmkten sind die .Bilder yon col- 
linearen Umwandlungen auf Fh~chen 8. O. des linearen 1-1aumes R~. 

Dies gil t  auch ftir mehrdcutige Transformationen in M~. 
Dies gilt auch noeh ttir 3[~ im R~+z. 
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Beweis. Die Curven C6(a~...a~) schneiden sich gegenseitig in 8 Punkten 
und haben die Dimension 6; sic dienen zur Abbildung der genannten 
Flache. 

XLV. Theorem. Die Typen mit 8 Pankten sind die Bilder yon col- 
linearen Umwandlungen auf Fldichen 9. O. des t~6. 

Beweis. Die Curven (.1/a3 9~. l . . -a])  schneiden sich gegenseitig in 9 Punkten 
und haben die Dimension 6, etc. 

XLu Theorem. Jede Collineation des R~, welche eine abbildbare.M~ 
reproducirt, reproducirt auch eine cubische Fldiche oder eine Flache 6. O. 
oder eine M~ mit ( n -  2)-facher Geraden, falls das Abbildungssystem nicht 
ein vollstdndoes aus x~x~x~ linear zusammengesetztes ist. 

Beweis. Dies ist ein anderer Ausdruck des Aquivalenzthe0remcs. 
Denn die Collineation des /~ ist dutch die Punktsysteme in der ) I  2 in- 
dividualisirt, woraus folgt, dass wenn eine ebene Transformation gleich- 
zeitig zwei verschiedene Curvensysteme reproducirt und man beide Systeme 
zur Construction von zwei Collineationen im /~a verwendet, diese zwei 
Collineationen dieselben sein mtissen. 

3. Ein wichtiger Fall sind die Formen 2. Grades. Hat man im 
Rr eine M,_I mit einer Hermiteschen Substitution, so kann man eine ste- 
reographische Projection a u f  den R,_I machen, um eine quadratische 
Transformation zu erhalten, deren M2r-8 coincidiren, wahrend die Scheitel 
S', S verkcttet sind.1 Ft~r ungerades r hat man gemliss der Detcrminante 
+ I oder - - I  zwei Arten yon quadratishen Transformationen, indem 

jedesmal die Kegel 8C, S'C' in Collineation sind, aber in der einen Art 
die Rr_l jedes Systemes yon C den Rr+l durch S' entsprechen, welche C 

- V  -T- 
i m  selben Systeme schneidcn, in der anderen Art  den R,§ dutch S', wclche 

T 
C im anderen Systeme schneiden. Die stereographisehe Projection liefert 
eine particulate Transformation, wenn M~_I singular ist. Hat sic einen 
Doppel-R,, so hat auch die fundamentale M ~-3 einen Doppel-R, und jede 
Gcrade, welche diesen R~ schneidet, ist in eine Gerade verwandeIt, welche 

i (ft. racine Note in den Rendieonti des R. Ist. Lomb. 8. November 1894 Sopra 
le trasformationi quadratiche periodiche hello spa~i6 a r dirnensioni. 
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den Doppel-R~ des anderen /~,. schneider. Wenn M~_~ einen .Doppel- 
/~_~ hat, so zerlegt sieh M~_a. Wenn M~__~ einen Doppel-R,_~ hat, so 
ist M~_ 3 ein doppelgezi~hlter /~-3. Das homaloidale System besteht dann 
in co ~-a H y p e r - ( r ~  2) Kegeln, welche den 1~_3 als gemeinsamen Be- 
rfihrungsraum haben. Wcnn der Transformirte des stcreographisehen 
Centrums mit dem Doppelraume des Kegels M~_~ in einem erzeugenden 
Raume ist, so ist das Centrum S der quadratischcn Transformation un- 
endlich nahe an M~_3. 

5. Die bekannte Clebschische Abbildungsart der F 3 dutch wind- 
sehiefe Projection ist zu verallgemeinern auf tin oo ~ lineares System 
windsehiefer Curven, welche die Flache und die Ebene in einem variabeln 
Punkte treffen, was bereits Herr STEAM angebahnt hat. 

XLVII. Theorem. Jede homalo~'dale Fl~che geshtttet die Abbildung auf 
eine Ebene mittelst einer windschiefen Projection dutch Raumcurvcn eines 
~ "  Systemes. (Cf. w 13. n. 3.) 

Der Beweis wird wie folgt gef~hrt werden ksnnen. Die Flaehe ist 
die Projection einer gewissen Norxnalfli~ehe, welehc ich mir nebst der Ebene 
im selben /~  denke. Dann gibt es zwar i. A. keinen R3, weleher beide 
enthlilt, wohl aber eine 3/.~, welche monoidal ist und beide enthMt. Diese 
Mannigfaltigkeit wird durch die projicirenden Cliffordsehen Raume in 
Raumeurven eines Systemes getroffen wie jenes, von welehem das Theorem 
sprieht. Ieh verhehle nieht, dass dieser Beweis den Untersehied zwisehen 
homaloidaler und abbildbarer Fl','tehe nieht ins reehte Lieht stellt. 

6. Das Theorem XLI. tritt  an die Seite einer Methode von  STURI~I 

und gibt Anlass zu einigen Betrachtungen, wclche ich nicht unterdriicken 
will. STUR~ bedient sich zweier windschiefer Projcctionen derselben F~ 
auf zwei Ebenen, um unter diesen eine birationale Transformation zu 
erzielen. Far (lie periodischen Transformationen kann man an cine An- 
wcndung dieser Methode nicht denkcn. Ich will aber beiden Methoden 
cinch gemeinsamen Ausspruch gcben, indem ich sic verallgcmeinere: Man 
transformirt eine abbildbare M~' in eine andere M~" durch eine wenn 
auch nur einfach rationalc Transformation der umgebenden Raume und 
bildet beide 21I~ auf zwei R~ ab. Diese zwei R~ werden so dutch eine 
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birationale Transformation verkni~pft sein. Li~sst man die M~ und die 
B,  je zusammenfallen, so erhMt man die zwei Methoden, je nachdem man 
die Systeme auf M~ identlsch macht, die beiden Abbildungsarten aber 
verschieden lasst, oder die beiden Abbildungsarten identisch macht, aber 
die be}den Systeme auf ~ verschieden li~sst. Ein ~bergang ware also, 
beides verschieden anzunehmen. 

7. Ein wesentlicher Fortschritt erscheint dann, wenn man beide 
Abbildungen als Theile einer Transformation denkt, welche den ganzen 
umgebenden linearen Raum beherrscht, insofern dies msglich ist. Eine 
Transformation Q~ ft'lhrt R~ in eine M~, eine Q2 M~ in M~' und Q3 die 
M~' in /~. Das Resultat Q, Q2Q3 ist die birationale Transformation/~R~, 
welche aber nun in einer Transformation zwischen zwei //.~ enthalten ist. 
Um das Verfahren yon VnaONESE, welches eine nicht ganz vollendete Ver- 
allgemeinerung der Methode yon STURM auf ~r ist, als speciellen Fall 
hievon zu erhalten, hat man die Projection durch eine birationale Trans- 
formation der zwei Raume zu definiren, welche M~ und den R, umgeben, 
in welchen projicirt wird. 

XLVIII. Theorem. Man kann jede centrale Projection einer M~ in 
R~ auf einen 1~ als Bestandtheil einer birationalen Transformation des ganzen 
t~aumes definiren. ~ 

Beweis. Man kann in jedem projicirenden Raume die beiden Punkte 
als einander entsprechend in einer sogar nicht ganz bestimmten Colli- 
neation betrachten. 

IL. Theorem. Ma~ kann ]ede windschiefe Projection einer M~ auf 
einen R~, welche dutch ei~ lineares System yon 21I~_~, welche M~' und R~ in 
je e~nem Punkte schneiden, geleitet wird, als in einer birationalen Trans- 
formatio~ des ganzen l~aumes 1~ enthalten betrachten, gewiss in dem Falle, 
wo die _M~_~ ]ede cx~ "-~ eindeutige Correspondenzen gestatten. 

Es ist nieht miiglieh~ in der Ebone jede rationale Curve dureh b~rationale Trans- 
formation dot Ebono in jede andere zu verwandeln. Ebenso ist im R s nicht jede abbild- 
bare Flaeho und im R~ nieht jede abbildbaro M~-t homaloYdal, Aber mit I-Iilt'o des 

oblgen Satzes beweist man: 
Irgend zwei eindeutig bezogene Ml haben die Correspondenz enthalten in einor ein- 

deutigen Transformation zweier Riiume /~r~ wo r ein gewlsses Minimum haben wird. 
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Hieraus folgt aueh, dass wenn eine Transformationen ein invariantes 
Bt~schel yon M~_~ hat, sie birational t~bertragbar in eine andere ist, welche 
ein invariantes BQschel yon R~_~ hat. Und das Theorem: Wenn eine 
Transformation ein lineares cxv ~ System yon M~_~ mit einem gemeinsamen 
Punkte invariant lasst, ist sie birational t~bertragbar in eine andere, welehe 
ein lineares cxg' System yon R~_, invariant lasst. 

w 8. V e r e t n f a c h u n g  der  vor igen  Methode.  

Die vollst'andigen invarianten Curvensysteme werden i. A. nicht die 
Dimension 3 haben. Abet ftlr eine effective und periodische Transforma- 
tion gilt, dass die Collineation unter den c~ ~ Curven eines Systemes immer 
aueh ein invariantes cx~ s System hervorruft. Also: 

L. Theorem. Jede periodische birationale Transformation kann als Bild 
einer collinearen Umwandlung unter den Punkten einer abbildbaren M~ des 

R 3 betrachtet werden. 

In den meisten Fallen redueirt sleh gleiehzeitig die Ordnung der M~, 
was ieh in zwei wiehtigen Fallen naehweisen will. 

i. Far 7 Punkte bilden die C6(a2,.. a~) dureh 3 invariante Punkte 
d~d2d s ein cxv ~ System und bilden eine M~ mit 7 -+" 2i q- : I -a t- 7 ~-- 56 
Kegelschnitten ab. Die C 3 (lurch a l . . .  a:, d, dk bilden drei gegen einen 
Punkt convergirende Doppelgeraden ab. Die Anwendung der Methoden 
yon CLEBSCH und NOTH~.a ist ohne Sehwierigkeit. Es sind dann die 
Collineationen zu suchen, welche eine solche M~ reprodueiren. Man kann 
so das 5. M'd die Methode der eanonischen Collineationen anwenden, 
indem man die M~ unter der Form mit willktirliehen Coeffieienten sehreiben 
kann: 

x~xlx~x3 q_ ~ ~ ~ 2 ~ 

2 2 "2 ~ 3 ? 3 2 ~ 2 3 2 3 2 3 2 x.x~x,. + + + + + x.~ z ,  + + = o. Xt ~8 X,2Xt ~.~ Xt XaX2 ~3 Xl X2 X 1X~ 

2. Ftir 8 Punkte bilden die Cg(a~...a~), welehe doppelt durch einen 
invarianten Punkt der Transformation gehen, eine M] des R, ab. Die C~ 
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durch a~ . . .  as, d ist das Bild einer Doppelgeraden, welche vielmehr cus- 
pidal ist, ag das Bild eines dreifachen biplanaren Punktes der Fli~che, 
welche 8 -Jr- 28 + 56 -I- 56 q- 56 + 28 -I- 8 ---- 240 windschiefe C~ enthMt, 
die eine Configuration bilden, welche ein treues Abbild der yon den Fun- 
damentalcurven mit  den 8 Punkten a gebildeten Configuration ist. 

�9 . .  ~ d~d2d3) bilden eine M~ in R3 ab und wenn man 3- Die Cg(a ~ as, 
d~d~d 8 auf einer A3 des Bi~schel nimmt, kann man noch einen Punkt d 4 
hinzuftigen, so dass die F..lt~che M~ wird. A3 ist Bild eines dreifachen 
uniplanaren Punktes, die Q durch d4 Bild einer Doppelgeraden 34. Die 
osculirende Ebene in A sehneidet M~ in 3~ und drei einfachen Geraden 
g l , g ~ ,  g3 dureh A. Wenn dutch d] nicht ein Biischel yon C6 geht, so 
sind alle C~ in Ebenen dureh 3~ infleefiv in A an o: und der unendlich 
nahe Punkt ist das Bild yon ag. Die Gleichung der Flt~che ist in diesem 
Falle 

1 1 1 1 1 
2 3 x,x,  + x ,x~x~,(x~,  x~) + x ~ x ~ ( x i ,  x~, x.) = o, 

sodass man ein 5. Mal die canonischen Collineationen anwenden kann. 

w 9. D i e  F l d c h e n  M~ m i t  ( n -  2)-facher Geraden~ welche  d u t c h  
e ine  Col l tnea t ion  r e p r o d u c i r t  w e r d e n .  

Die Abbildung gesehieht dureh eine cxv ~ System yon Curven C~ a ~-~ 
durch 3 n - - 4  einfache Punkte, eine Q-1 a~-8 bildet die (n--2)-fache 
Gerade ab. Die Gleichung ist 

(~) x ~ - ~ ( X l ,  x~ )+  ~ ~-~ , " ~  ~-~ 

+ ~,~:-~(~1, x~) + ~ ( ~ , ,  ~ )  = o 

Die Discriminante der Form in 2, nachdem x~ = ~tx= gesetzt wurde, 
liefert die Ebenen der zerlegten Kegelschnitte. Eine birationale Trans- 
formation, welche das 003 System reproducirt, ist das Bild einer Colli- 
neation, welche " M2 reproducirt und umgekehrt. 

LI. Theorem. .Die typischen Transformationen mit (ab) sind Bilder yon 
collinearen Umwandlungen eines Punktesystemes in M~ mit (n - -2 ) - facher  
Geraden. 

A~ta mathemat@a. 19, Impr im6 le 18 mars 1895. 23 
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Denn jede solche Transformation besitzt ein invariantes oz 3 System 
yon C. a "-2. Man kann also ein 7. Mal die Methode der canonischen 
Collineationen anwenden, welche die (i) reprodueiren sollen. 

2. Dass die Collineation periodisch sein muss, folgt daraus, dass die 
3n m 4  Tangentenebenen unter einander transformirt sein mfissen und ihre 
Beri~hrungspunkte ersichtlich nicht in einer Geraden, aber auch wegen 
der Anzahl der Tangenten an die Schnittcurve yon M~ mit dieser Ebene 
nicht in einer Ebene sein kSnnen. 

Die Curve C,,_, a "-s kann sich in m Geraden und eine Curve C~_m_, 
a~-3-~zerlegen, bis zu m -----n ~ 4- In diesem Falle hat die Flache M~ eine 
(r im 2)-fache Gerade m i t m  stationaren Tangentenebenen und n - - m ~  2 
variabeln Tangentenebenen. In (I) werden ~ und ~: einen gemeinsamen 
Factor m Grades haben. 

Ziehen wir endlich die Schlussfolgerung aus den w167 I und 4 ~ 9 :  

LII. Theorem. Jede periodische birationale Transformation ist das Bild 
einer collineareu Umwandlung unter den Pankten einer Fliiche 3. oder 5. O. 
oder n. O. mit (n--2).facher Geraden im R.~. 

w 10. Die  d u t c h  eine ra t ionale  T r a n s f o r m a t i o n  des .umgebenden 
l t a u m e s  i n v a r i a n t e n  a b b i l d b a r e n  F l d c h e n .  

I. Unter den Punkten zweier abbildbarer Flachen oder unter den 
Punkten einer einzigen besteht eine Unendlichkeit eindeutiger Correspon- 

denzen. 
Sei L das Abbildungssystem yon M~ und sei durch die ebene bi- 

rationale Transformation, welche das Bild der Correspondenz auf M~ ist, 
L in ein System L, verwandelt, dem auf M-~ ein System A entsprechen 
mSge. Nach dem Restsatze sind die Curven yon A corresidual u n d e s  
existirt ein cxv 3 System yon Fl~mhen, welche die A als Restcurven ausschnei- 
den und welche, geleitet durch die Correspondenz auf M~, eine einfach 
rationale Transformation bestimmen, welche in 2lI~ diese Correspondenz her- 
vorruft. Wenn das Flachensystem in speciellen Fallen homalo'ldal ist, so 
ist diese Transformation birational far den ganzen Raum. 1 
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Diese Methode, Transformationen zu construiren, welche eine gegebene 

abbildbare Flhehe reproduciren,  ist ganz verschieden yon jener, eine ge- 
gebene abbildbare Fl~che in ein cx~ 3 homalo]dales System einzureihen. 

Sie erstreckt sieh auf alle Fl~ichen, wahrend diese nur  die homalo'idalen 

trifft. Sie kann einerseits dienen, um die periodischen Transformationen 

des Raumes zu construiren und andererseits, um e b e n e  periodische Trans- 

formationen zu entdecken. Das ersie Verfahren existirte bereits in der 

Ebene, aber das zweite war ohne Werth,  du das Resultat  im binhren 

Gebiete p ~ o kein anderes als die biniiren Projectiviti~terL sein konnte. 

Sogar die nicht abbildbaren Mi der R,. gestatten die Anwendung dieser 
Methode, sofern man nur  die Geometrie ihrer Curven kennt. Ein Beispiel 

hat  man in den C~, cit. Abh. I. Theil. 

2. Eine Anwendung  der ~ e t h o d e  im zweiten Sinne ist die folgende. 

Man kann Reciprokaltransformationen 2 finden, welche eine gegebene Fl~che 

2. Ordnung reprodueiren,  z. B. indem man mit  F 2 eine C~ (p = o) 2. Art  

und dann mittelst  der Methode des w 4 tier Preisschrift eine Transforma- 
tion construirt,  welche C 4 reproducirt ,  und in Folge dessen auch F~. 
Man kann auch eine Transformation construiren, welehe C 4 (p = i) repro- 

dueirt,  und hiemit das Bt~sehel yon F~ und also zwei dieser F2, ~;elehe 
Kegel sein kSnnen. 

Ebenso ist es m6glich, Fl~chen F 4 mit  Doppelgeraden zu construiren, 

welche invariant  in einer Reciprocaltransformation sind. Sie m~ssen min- 

destens zwei Doppelpunkte besitzen. Eine Plfickersche Complexfl'ache kann 
invariant sein in einer Reciprocaltransformation, welehe in jedem l~aume 

t DieseIbe Methode lasst sieh aueb noch far M,.--1 im R~ anwenden; iudem ja der 
Restsatz aueh ftir Mr-1 gilt. Man kann sogar genau so vorgehen~ um Transformationen 
zu finden~ welche eiae gegebene abbildbare Mi des R~ reprodueiren. Fttr jede abbildbare 
Mr-1 oder 3I~ wird man sieh die Frage stellen milssen, weieher der niedrigste Rang einer 
Transformation sei~ in weleher eine Correspondenz in Mr-1 oder Mi als Bestandtheil eut- 
halten sein kann. 

Der Grundgedanke dieser Methode ist schon in meiner Note in den Oomptes Rendus 
veto 5. Januar I885 gegeben. Im November I893 bemerkte ieh: dass dieselbe 3Iethode 
auf einige Speciall'alle yon Dora. 3Io~TES.~O~ &tti dell' Istituto Venet% I888~ p. I425~ 
angewendet ist~ ohne irgend einer Erw,,tbnung meiner Note zu begegnen. 

, I 
Ieh nenne so die Transformation zi ~ ~ wo L~ homogene lineare Function der z. 
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zwei Gegenkanten hat, die die Doppelgerade schneiden und die 8 Funda- 

menta lpunkte  in den 8 Doppelpunkten der Flache. 

3. Um diesen Gedankengang welter zu ft~hren, ski bemerkt,  dass 
wie in der Ebene auch im /~  der Satz besteht, dass eine abbildbare 

M : ~  im R,. nur  dann durch eine birationale Transformation in sich t~ber- 

gefi]hrt werden kann, wenn MT_~ cinen Bestandtheil eines c~ ~ Systemes 
bildet, w o k  ein Minimum und dass allgemein das Minimum des Ranges 

einer solchen Transformation yon den Zahlen p ,  u der Systeme abhangt,  
in welche MT_~ als solche eintreten kann. 

LIII. Theorem. Jede birationale Correspondenz unter den Pankten einer 
homalo~'dalen M 2 des R.~ ist in unendlich vielea birationalen Transformationen 
des R 3 enthalten. 

Beweis. Es existirt wenigstens eine birationale Transformation T, 
welche die 2t[~ in clue Ebene t'lberfiihrt und die Correspondenz in eine 

birationale Transformation der Ebene. Th. LV beweist, dass diese in 

einer Unendlichkeit  von birationalen Raumtransformationen enthalten ist, 

welche dutch T -1 die Transformationen des Theoremes geben. 

LlV. Theorem. Jede quadratische Transformation Q~ der Ebene ist in 
einer Unendlichkeit cubischer Transformationen mit 4 Fandamentalpunkten 
und in einer Unendlichkeit cubischer Transformationen mit 4 Fundamental- 
geraden und yon qttadratischen Raumtransformationen enlhalten. 

Beweis. Man iiberzeugt sich zuerst, dass diese Transformationen 
Ebenenpaare rait Q: gestatten und construirt  sit dann gem~ss der Angabe. 

LY. Theorem. Jede birationale Transformation der Ebene ist in einer 
Unendlichkeit birationaler Transformationen des Raumes enthalten. 2 

i Denn die 8 Fundamentalpunkte bilden eiue Configuration von MOBIUS, far welehe 
die Doppelgerade yon F~ eine der Sehr~iterschen Geraden ist. Cf. SCrtROTEr~ Journal  
ftir Mathomatik~ Bd. 9[. 

Wenn es nicht auf' den Satz LIV ankommt~ kann man LV sofort far Rr beweisen. 
Die Rr-1 eines i~tischels mfigen birationale Transformationen enthalten~ weleho siimmtlich 
Projeetionen eine' unter ihnen sind; dann ist die Gesammtheit eine birationale Trans- 
formation des R,. 
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Beweis. Man zerlegt die ebene Transformation in Q~ und construirt 
for jede eine der Transformationen aus LIV. Deren Zusammensetzung 
gibt die gewanschte Transformation. Hieraus: 

LVI. Theorem. Jede birationale TransformatioJ~ des Raumes, welche 
eine Ebene in eine Ebene ~dt nicht degenerirter Corresl~onde~z verwandelt, 
ist z~esammensetzbar durch eine 2~eihe ele~zentarer Trans/brmationen, welche 
i) Transformationen mit zwei collinear und 2)Transformationen mit zwei 
quadratisch bezogenen Ebenen sind. 

Dis Transformationen I) und 2) sind in endlicher Zahl von Arten 
vorhanden, welche man elementare Arten nennen kann, und wir erhalten 
das wichtige Resultat: 

Die Transformationen unseres Theoremes sind alle zusammensetzbar 
durch Transformationen einer besehr~nktcn Anzahl vou elementaren Arten. 
Ich beweise ferner: 

LVII. Theorem. Jede Transformation des I~ ,  welehe ich oben ele~J~entar 
genannt babe, ist in einer Unendlichkeit yon birationalen Transfor,mationert 
des I~ 4 enthalten und jede dieser #~ ei~er Une~dlichkeit yon Trctnsformationen 
des t~ u. s. w, und schliesse hieratts: 

hgIII. Theorem. Jede Transformation des R,., welche einen R,._~ in 
eine~ R,._~ eigentlich verwandeln kann, und in diesen~ eine~ R,. : in eiJ~en 
R,_: u. s. w., endlich einen R 2 in einen R.~, ist zusammensetzbar d~trch 
Transformationen einer beschrgnkten Anzahl yon Arten, welche man elementar 
nenne~ kann. 

4. Es mSge noch die Methode der n ~ I im ersten Sinne u. zw. auf 
die Transformationen mit 7 und 8 Punkten angewendet werden. Ein ~z 3 
System yon C 3 durch 6 der 7 Punkte, wird in ein System yon Curven 
der Ordnung 3m - -  ]~Yl verwandelt werden. Ft'lr die Fundamentalsystcme 
mit 6 Punkten kann man die 6 Scheitel auf die 6 Fundamentalpunkte 
bringen und die Ca werden in C~ durch 5 der Seheitel und durch den 7. 
Punkt  verwandelt werden, welche auf F s biquadratische Curven durch 
einen festen Punkt P von F 3 iiefern. Indem man die C; dutch eine C~ 
erganzt, welehe a] enthal t ,  erkennt man, dass die C~ mit einem festen 
Kegelsehnitte den Schnitt yon F 3 mit F~ durch P und diesen Kegelschnitt 
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bilden, also eine birationale Transformation liefern. Ahnlich ft'lr die 
Fundamentalsysteme mit 5 Punkten und ft'tr die Transformationen mit 8 
Punkten in tier Characteristik. 

Jede Transformation mit 7,  8 Punkten ist das Bild zweier biratio- 
haler Systeme auf einer cubischen Fli~che des R~, welche durch eine Un- 
endlichkeit monoidaler Transformationen des R:~ reproducirt wird, deren 
zwei Centren coincidiren oder verkettet sind und deren Fundamentalcurve 
sich zertheilen kann, oder dutch Transformationen mit (n--2)-facher Fun- 
damentalgeraden. 

w 11. D a s  B i l d  d e r  typ ischen T r a n s f o r m a t i o n e n  aujf 
den  cubischen Fl~tchen. 

Fiir die Transformationcn mit 7 Punkten kann ein anderer Weg als der 
in w io verfolgt werden, indem man die F~ yon einem Punkte P in ihr auf 
die Ebene II projicir~ denkt. Man construirt eine F~, welche die gegebene 
Curve 4. Ordnung liefert und vcrlangt die Correspondcnz auf F3, welche von 
P aus in die Collineation auf / /proj ic ir t  ist. Sei 4tlt~--t~=o...I) eine der 
unendlich vielen Darstellungen yon L 4 in dieser Form; x~t~+x~t~+t~=o...:) 
wird eine cubische Fl~iche der genannten Lage sein. Um F 3 zu construiren, 
schneider man den Kegel P(L,) mit einer Flache ~2, welche die Geraden 
you P naeh den Bert~hrungspunkten yon t~ mit L 4 enthalt. Der Kegel 
P(L4) und die Flaehe (~2) ~ bestimmen ein Baschel, welches aueh P/, 
und die gewt'mschte Flache vereinigt enth~It. Indem man nun die Col- 
lineation in [1 vom Centrum P aus auf F.~ projicirt, erhi~lt man zwei bi- 
rationale Transformationen auf F3, yon welchen die eine die Zusammen- 
setzung tier anderen mit der centralen Involution P isf.. Hiebei ist es 
wegen w I o nothwendig, sich gegenwi~rtig zu halten, dass diese Involution 
in keiner monoidalen cubischen Transformation enthalten ist, welche die 
Projection A~ der L, auf die Fa als Fundamentalcurve h'~tte. 

Man findet durch die Discussion der Typen, dass unter den zwei 
Correspondenzen auf F~ stets  eine ist, welche in einer Collineation des B~ 
enthalten ist. Ich bemerke noch, dass man mit dieser Discussion eigent- 
lieh eine 2.deutige Abbildung der F~ auf die Ebene // durchf~'lhrt. 
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w 12. D i e  M e t h o d e  d e r  B t S s c h e l  y o n  C u r v e n  3. O.  f i s t  d i e  t y p i s c h e n  

T r a  n s f  o r m a t i o n e n .  

I. Die isolirten Typen sind dadurch ausgezeichnet, dass jede von 
ihnen wenigstens ein invariaiates Btischel von C 3 besltzt. Ich will daher 
auf das Problem eingehen, a posteriori die Transformationen zu bestim- 
men, welche ein Biasehel yon C a reproduciren. Dies fiahrt zu zwei Discus- 
sionen: 

I. Wenn ein Btischel yon C 3 bekannt ist, auf eindeutige Art in jeder 
Curve eine Correspondenz so zu bestimmen, dass das Resultat eine Trans- 
formation gibt, wo alle C a invariant sind. 

II. Jene Biasehel yon C a zu  finden, welche unter den C a eine bi- 
nitre Projectiviti~t gestatten, und unter je zwei successiven C 3 eine Cor- 
respondenz auf eindeutige Art festzusetzen, sodass die Wiederholung der 
erhaltenen Transformation auf eine der Art I. ftihrt. 

A. Die  B i i s c h e l  v o n  C u r v e n  3. O r d n u n g .  

2. Eine genaue, hier erforderliche Kenntnis der Btischel verlangt, 
die Probleme zu lOsen: 

III. Alle Biischel zu bestimmen, welche unter einander durch die 
Alineationen und Beri~hrungen differiren, d. h. welche durch Collineationen 
nieht aquivalent sind. 

IV. Alle Biaschel zu bestimmen, welche durch birationale Trans- 
formation nicht aquivalent sind. 

Die absolute Invariante der Curve L + 2 M =  o ist yon Wichtigkeit 
und indem man setzt 

(x - - a  + a') ~ 
k = 24(i + a)~( 2 -  ~)~(t - -  2a) ~ 

liefert die Gleichung S 3 -  k T  2 --- o 12 Werte yon 2. Die C 3 mit gleicher 
absoluter ]nvariante bilden Gruppen einer Involution 12. O., der funda- 
mentalen Involution, welche 6 Doppelelemente far die Ch und 4 drei- 
fache Elemente far die Ce und 8 Doppelelemente fi'~r willkfirliche a hat. 
Fiir das syzygetische Bt~schel entsprechen diese 8 Elemente den 4 Wende- 
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dreiecken. Die Discriminante DS(k) bestimmt die Natur des Bt~schels. 
Wenn S~. = o oder T~. = o Doppelelemente absorbiren, muss man mehrere 
der Coefl'icienten yon 

& = Sz), = + ~),~ + ~).= + 4~.~a + S~, 

T,. = T ,  ~,~ + ~', )," + q"~. a' + q"~ g + q':i,"- + q';,~ + T,, 

gleich Null setzen. Eine Reduction im Grade der Involution ist nut  
m0glich, wenn eine Curve existirt, welche der absoluten Invariante einen 
von k unabhiingigen Factor gibt, d. h. eine Curve mit unbestimmter ab- 
soluter Invariante. 

LIX. Theorem. Jede ~ des Bfischels absorbirt 2 Curven der Invariante 
k, i Curve Ce und i Curve Gh, ]ede Z12 (Kegelschnitt ~ebst einer seiner 
Tangenten), absorbirt 3 Curven C], 2 Curven Uh, I Q,  jede Zli 1 (drei 
convergente Geraden) absorbirt 4 Ck, 2 Q und 2 Q.  

Die Curven Z]~ (Doppdgerade nebst einfacher Geraden) und ZI (drei- 
lathe Gerade) vermindern den Grad der Involution um 6 und 8. 

Es miissten nun alle FMle, wo die vielfachen Punkte yon Z8-----C~, 
Z~I ,  Zal , Z~ mit den Basispunkten eoincidiren und die Reductionen der 
fundamentalen Involution aufgezahlt werden. Man mfisste ferner die 
ClassifiCation der Basiseonfiguration mit der Classification der fundamen- 
talen Involution combiniren. Von besonderer Wichtigkeit sind die Biischel 
mit eonstanter absoluter Invariante u. zw. nach Weglassung jener lediglich 
mit Z~ und Zx, sind es diese: 

Ca 6 6 6 8 6 6 7 

6'e 6 6 4 4 8 5 4 

z ~  + 3Z a Z ~  --F 4Z~ eZra, + 2Z 3 3Z~2 + 2Z 3 2Z~ q.- 3Z.~ 

Ch 6 6 6 8 7 

Q 5 6 5 5 5 

(L 6 7 

5 5 
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Diejenigen Combinatlonen, wo beide Zahlen die Normalzahlen 6, 4 
t~berschreiten, k0nnen nicht geometrisch existiren. Indem man diese Com- 
binationen ausschliesst, bleiben: 1 

Panharmonisch 4Z1~ , Zll + 2ZI~, 2Z1~ + 3Z~ 

Pan'~quianharmonisch 6Z8 , 3Z1~, Z~ + Z~I~, Z~ + 2Z~, Z~ + 3Z~, 

zll, +4z8. 
Das grSsste Interesse kntipft sieh an das Btischel 6Z 8. Ich gebe einige 
Eigenschaften desselben: 

LX. Theorem. Die Seiten der c'~ ~ Hesseschen Dreiecke umhidlen eine 
Curve 1 TM und die Scheitel erfallen eine Oarve D~. Die zwei Curven be- 
rahren sich in den 6 Spitzen des Biischels, schneiden sich aberdies in 6 
Punkten auf den 6 Cuspidaltangenten und" haben ein. und umgeschriebene 
Dreieckslage. Die Curve I '8 ist mit einer anderen C 8 die Jacobische Curve 
des Bu'schels you C4, welche sich in den 6 Spitzen beri~hren. Die Geraden, 
welche die t)unkte yon D 3 mit den Be m~hrunqspunkten der gegeniiberliegenden 
Tangenten verbinden, sind Tangenten yon F s. 

B. Die Correspondenzen.  

Nachdem man die 5 Correspondenzen entdeckt hat, ist  das Problem 
I zu 15sen. Um u ' +  u ~  T in den Curven des Biischels zu construiren, 
hat man verschiedene Wege: i) Man bestimmt sic durch das Centrum, 
welches in einem Basispunkte oder in den Schnittpunkten der C a mit 
einer rationalen Curve genommen werden kann. 2) Dutch ein Paar ent- 
sprechender Punkte. Diese kSnnen zwei Basispunkte sein (was 0 2 gibt) 
oder einer ein Basispunkt und der andere in den Schnittpunkten der C 3 
mit einer rationalen Curve oder alle zwei in zwei Schnittpunkten der C~ 
mit zwei rati0nalen Curven. 3) Durch einen Doppelpunkt. Dieser kann 
ein Scheitet sein (2'2) oder gelegen in den Schnittpunkten der C 3 mit 
einer rationalen Curve. Es ist interessant, diejenigen Falle zu untersuchen, 

' Das einzige Btischel mit constanter absoluter Invariante k ist~ wenn k willkiirlich~ 
wie mir resultirt, das Btischel, wo eine Inflexionstangente und die drei Beriihrungspunkte 
der vom Inflexionspunkte ausgehenden Taugeaten gemeinsam sind. Diese 4 Tangenten be- 
stimmen das Doppelverhtfltnis. 

Aeta mathematiea. 19. Impr im~ le 21 mars 1895 24 
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wo die Doppelpunkte zwei Curven erf~'dlen, yon welchen jede die C 3 in 
zwei Punkten schneider. 

Um u' + u ~ 7 ,  u' + zu--7,  u' -{- eu-- 7 zu construiren, bedient man 
sich derselben Arten, indem man darauf achtet, dass u' -~ iu ~ 7, u' + ~u-- 7 
nur ftir panharmonische und panaquiharmonische Bt'lschel anwendbar sind. 
Ieh hebe besonders die Transformation Io. O. hervor, welche entsteht, 
wenn man mittelst zwei Basispunkten als Paar ~ ( - - u - -  7 construirt. 
Das Aquivalenztheorem von w 2 I. Theil fiihrt nun zum 

LXI. Theorem. Alle Transformationen, welche in Correspondenzen auf 
den r ~ C~ des Biischels bestehen, sind birational (iquivalent Transformationen 
derselben Art, welche Scheitel des Biischels als Doppelpunkte oder als ent- 
sprechende Paare yon Punkten haben. 

Gemi~ss dem letzten Tafelchen verlangen die panharmonischen Bt'lschel 
eine Alineation unter den Basispunkten und daher kOnnen die Transforma- 
tionen kcine Typen mit 8 Punkten sein. Unter den pani~quiharmonischen 
Bi~scheln ist das einzige, welches Typen mit 8 Punkten liefert, jenes 6Z 3. 
Far  dieses gilt nun: 

ZXII. Theorem. Die Transformation, welche durch die Correspondenzen 
u'-{--eu-- T m i t  Doppelpunkt auf einem Scheitel des Biischels 6Z 3 zusammen- 
gesetzt wird, ist 5. O. mit der Charaeteristik 7 in e, a#~+~, a~b~+,, also E~. 

Beweis. Die Transformation wird die 6 Spitzen der C.~ als invariante 
Punkte haben, also insgesammt 7 eigentliche Doppelpunktc. Irgend einer 
der anderen Scheitel wird in keiner Correspondenz sich selbst entsprechen 
k0nnen, woraus sofort zu schliessen ist, dass die Transformation 5. O. ist. 
Es ist unmSglich, dass zwei Scheitel ein involutorisches Paar bilden, denn 
dieses wt~rde wegen den C~ oc 1 invotutorische Paare liefern und die Wieder- 
holung der Transformation wi]rde also r Doppelpunkte haben, welche 
eine Curve der i8. O. erffillen wfirden. Da aber 6 Fundamentalpunkte 
in Coincidenz treten mfissen, kann die Ordnung der zweiten Transforma- 
tion nicht grSsser als 7 sein. Die Characteristik muss also in 8 Punkten 
bestehen und da sic keine uneigentlichen Doppelpunkte haben darf, ist 
sie unmsglich yon anderer Art  als 7 in c, a,~+,, a,b,+~. 

Mittelst des w 2. II. Theil der cir. Abh. beweist man: 
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LXIII. Theorem. Wenn ein Scheitel des Biischels 3 Z ~  als Doppel- 
punkt einer Correspondenz u' -t- eu =_ ~- genommen wird~ werden zwei andere 
Scheitel ein involutorisches Paar dieser Correspondenzen bilden und die Trans- 
formation wird quadratisch: a' in a, b' in b, c' in c. 

C. Methode zur Auffindung der Biischel  yon C 3 mit  part icu l~rer  
fundamenta ler  Involution. 

I. Ftir das Problem I[ muss man die Btisehel kennen, welche eine 
bini~re Projectiviti~t unter ihren C 3 gestatten. Es wird sich herausstellen, 
dass hiezu die Losung des Problemes IV hinreicht. Da die Gruppen der 
Involution unter einander transformirt werden mtissen, folgt: 

LXIV. Theorem. Die fundamentale Involution muss mit der bindren 
Pro]ectivitdt unter den C a identisch sein oder sie als Bestandtheil enthalten. 

Hiebei sind nat(irlich die Ce und Ch je unter einander transformirt. 

2. Da man eine Correspondenz unter zwei C 3 mittelst eines Paares 
entsprechender Punkte bestimmen kann, so verificirt sich: 

LXV. Theorem. Wenn man zwei BiiscI~el hat, welche unter einander 
mittelst einer binCiren tu der C 3 als lndividuen so beziehbar sind, 
dass die absoluten Invarianten erhalten bleiben, hat man immer eine bira- 
tionale Transformation der Ebene, welche das eine Biischel in das andere 
verwandelt. 

Die fundamentale Involution begreift also alle Invarianten der Bfischel 
gegen birationale Transformation in sich. Ich erg~nze dieses Theorem 
durch das andere: 

LXVI. Theorem. Wenn man ein Biischel yon C 3 mit einer gewissen 
fandamentalen Involution hat, kann man jeden der 9 Basispunkte als bestim- 
menden Doppelpunkt von Correspondenzen auf oder unter den C 3 nehmen und 
diese 9 Transformationen werden Ciquivalent sein. 

Beweis. Es existirt immer eine involutorische Transformation, welche 
das Bfischel in sich verwandelt und das involutorische Paar asa9 enthMt. 
Sic tibertri~gt die D 9 far a8 in die D 9 far a 9 und daher sind die zwei 
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D 9 birational aquivalent. Aber da dic typische Transformation durch 
die zugehsrige Curve D 9 bestimmt ist, sind auch die zwei Transforma- 
tionen aquivalent. 

Der Beweis bleibt aufrecht, insolange D~ die Transformation b e s t i m m t ,  

was noch ftir zerlegte D 9 bestehen bleibt, da eine Zerlegung in 9 Ge- 
raden, welehe die 8 Punkte zu dreien enthalten wiirden, nicht Statt hat.' 

3. Wenn eine birationale Transformation ein Bi~schel yon C' 3 re- 
producirt, ist es nicht nothwendig, dass die Transformation periodisch sei. 
Aber auch in diesem Falle existirt ersichtlich unter den Curven des  

Btischels eine Projectivitat, welche die fundamentale Involution in sich 
selbst verwandeln muss. Also: 

LXVII. Theorem. Wenn eine aperiodische oder periodische Characteristik 
mit 9 Punkten diese 9 Punkte in den Scheiteln eines Biischels yon C 3 hat, 
werden die C 3 unter einander dutch eine cyclische Projectivitdt transformirt 

werden, welche den Index <_~ I 2 hat. 

Ein willkt~rliches Bfischel yon C' 3 gestattet also keine andere bira- 
tionale Transformation als jene des Problemes I. 

4. Unter der Voraussetzung, dass eine eigentliche C s fest bleibt, 
kann man eine Menge yon Characteristikcn mit invarianten C3-Btischel 
construiren und es wird dann eine blosse Consequenz hievon sein, wenn 
die C 3 eine solche Vertheilung haben, dass die fundamentale Involution 
reprodueirt ist. Dieses ist also die beste Methode, um alle Bilschel mit 
projectiver fundamentaler Involution zu finden, u. zw. in Betracht des 
Theoremes LXVII. Man bemerke hiebei noch: 

LXVIII. Theorem.. Indem man a~f ein Biischel von C' 3 mit pro]ectiver 
fundamentaler Involution eine der Cbnstructio~en yon B. I. 1I. dieses I-'ara- 
graphen fiir Correspondenzen unter zwei aufeinander folgenden C~ anwendet, 

wird man 6. A. eine aperiodiscI~e Transformation erhalten. 
LXIX. Theorem. Alle .Biischel mit projectiver fundamentaler Involution 

1 Ein ahnlieher Beweis far die Transformationen mit 7 unter den 9 Punkten kann 
nleht gegeben werden und das Theorem ftir die Typen~ welche mit den Septupeln zu 

bilden sind~ besteht nicht. 
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sind erh~iltlich, indem man Transformationen mit 9 Punkten auf einer ge- 
gebener~ eoentlichen oder uneigentlichen C~ so aufstdlt, dass die 9 Punkte 
Basis eines Biischels sind. 

5. Indem man diese aperiodischen Characteristiken mit 9 Punkten 
construirt oder rechnct, wird man in den C 3 des BQschels Correspondenzen 
erhalten, welche nicht periodisch sein k0nnen, da die Projectivitat unter 
den C 3 schon periodisch ist. Also muss die Correspondenz u' - -  u--  7 
werden und eine Wiederholung wird alle C~ invariant mit u ' - - u - - y  haben. 

5. Man kann eine wichtige Anwendung dieser aperiodischen Trans- 
formationen machen, indem man eine beliebige tiber 9 Punkten construirt, 
welche die Basis eines Bfischels yon C~ sind, 1 die Natur des Bt~sehels 
und die bin'Are Projectivit~it H studirt. Hernach stellt man eine neue 
Transformation T auf, so dass man einem beliebigen Baslspunkte, indem 
man jetzt die Identit'~t unter den C.~ verfolgt, die Schnittpunkte mit 
einer (lurch die vorausgcsetzte Characteristik bestimmten rationalen Curve 
entsprechen macht. 

Indem man die ursprt~ngliche aperiodische Transformation mit T --1 
zusammensetzt, erhalt man eine Transformation, welche die C 8 gemass H 
verwandelt und einen Scheitel invariant lasst und welche folglich perio- 
disch ist. Was die Hilfstransformation T betrifft, kann man sie, sei es 
mittelst u'-b u----- T, sei es mittelst u '--u_=T, sei es sogar mittelst u'-[-mu-- T 
(m---- i ,  ~) construiren. Also: 

ZXX. Theorem. Alle periodischen Matrixtransformationen 2 werden er- 
halten, indem man aperiodische Transformatione~, mit 9 Pankten mit einer 
Transformation der unter B. 2) gefundenen Classe zusammensetzt, und das 
wichtige 

LXXI. Theorem. Die besonderen Biischel yon Cs, welche invariant sind 
durch aperiodische Transformationen mit 9 Punkten, sind dieselben als jene, 
welche invariant sind dutch die periodischen Matrixtransformationen. 

LXXII. Theorem. b~,gekehrt erhdlt man aUe existirenden aperiodischen 

Der Schluss in n ~ 5 zeigt~ dass alle derartig constructlbeln Oharacteristikeu mit 

den in B. I) dieses w erhaltenen identisch sein milssen. 

= Ich nenne so die Transformationen mit weniger als 9 Punktem 
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Transformationen mit 9 Punkten, indem man die Matrix6"ansformationen mit 
der unter B. 2) entdeckten Classe zusammensetzt. 

LXXIII. Theorem. Es gibt kein anderes Biischel mit projectiver fanda- 
mentaler Involutions oder panharmonisches oder panCiq~tianharmonisches Biischel 
als die dutch die periodischen Typen gelieferten und also in der cir. Abh. 
enthaltenen Biischel. 

LXXIV. Theorem. Es gibt Biischel 6 C~ mit hinderer Projectivitdt eines 
jeden der Indices 2, 3, 4, 5, 6. 

Beweis. Nach dem Vorhergehenden miisste m,m eine periodische 
Transformation mit diesem Biischel haben. Aber unsere Aufzahlung so- 
wohl nach der cir. Abh. als nach der Methode gegcnwartiger Arbeit 
liefert alle diese Btischel. 

LXXV. Theorem. Es gibt l~'ein anderes pauharmouisches B~schel mit 
4Z,~ als jenes, wo die 4Z~2 ein (iquianharmonisches Qaadrupel bildeu. 

LXXVI. Theorem. Es gibt keiu B~schel ohne Ber~hrung und Alineation, 

wo zwei Scheitel c,~tf allen C3 eine elliptische Entfernung ~ hdtten. 
m 

LXXVII. Theorem. Es existirt kein Biischel, wo die Gruppen des Blischels 
dutch Abelsche Gleichungen bestim,mt wdren, ausgenommen jene, welche dutch 
eine 3latrixtransformation invariant sind. 

D. D i e  B i i s c h e l  y o n  6 ~  m i t  9 s - f a c h e n  P u n k t e n .  

Man kann noeh die aperiodischen Transformationen verlangen, welche 
ein Bt'lsehel yon C~ (9 a~) reproduciren und man ~vird sie auf einer vor- 

t gelegten invarianten C 3 eonstruiren wie ffir s ~---I. 1 Jedoch kann man 
hier nicht mehr in jeder Curve eine Correspondenz wie in B. I) 2) bc- 
stimmen, weil m~ln die s Naehbarpunktc eines Scheitels nieht trennen 
kann; man gelangt aber zu einer aperiodisehen Transform~ltion, ~velche 
das Biischel reproducirt, in folgender Weise. Man reehne for jede C3, eine 
Parametervertheilung die Summe der s Par~mmter ft;r a~ und die Summe 
der s Parameter ftir a2, dann die Differenz 7" dieser zwei Summen und 
man wird eindeutig eine Correspondenz u ' ~  u~_ T auf jeder Curve C~, und 

Ich hebe den specielleu Fall hervor, wo die C s durch die 9 s-f'achen Punkte yon 
Cs, in 3 Geraden zerl'iillt. 
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in der Gesammtheit dieser Correspondenzen eine birationale Transforma- 
tion haben. Es ist aber nicht m~Sglich, die r~brigen Correspondenzen in 
diese c-x9 ~ C:~ zu verlegen, da jede derselben einen vereinzelten ausgezeieh- 
neten Punkt besitzt, ni~mlieh r oder ~ ( I - - i )  oder 2T-= und es aber wegen 
der Relation k =  3 s n ~ s Y ,  a ~ s ( 3 n ~ Z ~ )  ffir s >  i keine Curve C~ giebt, 
welche Q~ in je nut  einem Punkte schneiden wt~rde. Dieselbe Methode 
wie ffir s----- I erlaubt  ferner, Biisehel yon C3~ (9a') mit projeetiver funda- 
mentaler Involution und, falls es deren geben wiirde, panharmonische und 
panliquianharmonische Bi~schel zu finden. 

w 13. Eine  Classe mehrdeu t iger  Trans] 'ormat ionen.  

Urn den w 8 zu erganzen, bediene ich mieh des Umstandes, dass 
jeder Typus ein mit gleichem Index invariantes lineares 002 System von 
Curven besitzen muss und i~bertrage mittelst dieses Netzes in eine andere 
Ebene. Ich spreche den Satz gleich fiir den R,. aus: 

LXXVIII. Theorem. 3ede periodische Transformation in R~ kann darch 
einseitig rationale Transposition in eine periodische Collineation desselben In- 
dexes iibertragen werden. 

2. In der cit. Abh. habe ich yon der M(',glichkeit gehandelt, zwei 
Ebenen in Correspondenz zu setzen, sodass den Punkten der einen Ebene 
die Cyclen einer Coll~neation der anderen entsprechen. Um eine irrige 
Meinung zu widerlegen, bemerke ich, dass in einer Abhandlung: Sopra 
le involuzioni piane F. CttlZZONI, wo er von meiner Preisschrift spricht, 
vorauszusehen glaubt, die periodlsehen Transformationen werden Involu- 
tionen liefern k/snnen, welche nicht eindeutig auf die Punkte einer Ebene 
beziehbar sind. Indessen kann ich erklaren, dass man fi;r jeden Typus 
ein Netz von Curven finden kann, welche sich gegenseitig in nur einem 
Cyelus der Transformation schneiden. Also: 

LXXIX. Theorem. Alle periodischen birationalen Transformationen theilen 
die Ebene in ~-~o ~ Cyclen, welche eine rationale Involution bilde~. 

3. Ich fiige bei dieser Gelegenheit hinzu, dass auch der Zweifel 
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C~Izzo~fs ,  w e l c h e n  er ft~r die  ebenen  I n v o l u t i o n e n  i. A.  ~ ausapr ich t ,  un-  

begr t~ndet  ist, d e n n :  

LXXX. Theorem.  Jede Involution in einem linearen Raume R~ oder 

also in einer abbildbaren M~ ist rational, d. h. dutch r lineare Parameter 

darstellbar. 

LXXXI. Theo rem.  Jedes algebraische System yon Punktgruppen in einem 

linearen LRaume R , ,  we dutch jeden Punkt  des R,  zwei Punktgruppen be- 

stimt sind, ist rational, d. h. durch r lineare Parameter rational darstellbar. 

U n d  a l l g e m e i n e r  g i l t :  

IaXXXII. T h e o r e m .  Jede lineare oder quadratische o,v ~-~+~ Mannigfal to-  

keit yon M7 im t t ,  ist dutch rationale Functionen ~ r - - i  + ~ linearen Pa- 

rametern darstellbar, auch wenn ~-~ o. 2 

Neben  diese T h e o r e m e  s te l l t  sich begr t~ndend u n d  we i t e r f t~hrend :  

I ~ x X I I I .  Theo rem.  Jedes in einem linearen 1~ enthaltene lineare or ~ 

System yon M,_~ kann als vollst(indiger Schnitt yon i linearen c-~ ~ Systemen 

yon M~_~ angesehen werden. 

A u s  L X X X I I .  f o l g t  insbesondere  ff i r  i = o :  

I,XXXIV. Theorem.  J'ede Involution k. Stufe in einem linearen t ~  oder 

sogar au f  irgend einer Mannigfaltigkeit M~, d. h. ein c~ ~ System yon Punkt- 

gruppen, yon welchem dutch k Punkte eine einzige Gruppe ~qeht, ist rational 

(dutch rk lineare Parameter darstellbar). 

1 Ieh habe yon der Abhandlung G. CASTELNUOVO'S Std/a ra~ionalitd delle involu~ioni 
piane in Math. Annalen Bd. 44 erst am IO. December I894 bier Kenntniss geaommcn, 
bemerke abet sof'ort~ dass in den Stitzen der ersten 6 Nummern ein nicht unwesentlieher 
Fehler unterlaufen ist. - -  (Ztirich~ 26. December I894. ) 

2 Es gilt sogar das allgemcinc Theorem: Fiir ~ ~ o ist jede in eiuer nicht abbild- 
baren (also nicht unicursalen) M') enthaltene Reihe c~ r-~+~" yon Mi, aus welcher eine oder 
~wei M~ durch ). Punkte der M~'. gehen, ralional dutch r -  i-b ~ lineare Parameter 
darslellbar. 

Dieses Theorem enthait ala specicllen Fall das Theorem von F. E~RIQUEZ~ das sich 
in (J. SEGRE's Introdu~ione alla geometria sopra un ente algeln'ico semplicemente infinite 
(Annali di matematiea, ser. II~ t .  22) ~ 6 aafgenommen finder. 
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4. Die I-i-deutige Transformation wird in der i-faehen Ebene eine 
Ubergangscurve haben. Es kann nun geschehen, dass diese eine ebene 
birationale Transformation gestattet, welche sie reproducirt, etwa vom 
Index i. Indem diese mittelst der I-i-deutigen Transformation iibertragen 
wird, erhMt man in der einfachen Ebene eine periodische Transformation, 
welche mit der erst gegebenen vertauschbar ist. 

Anmerkung. Es bietet sich hier tier folgende algebraische Satz dar: 
Wenu die in einem Curvennetze erseheinende m-deutige Transformation 
sieh in eine birationale und eine andere zerlegt, so zerlegt sie sich sofort 
in m birationale Transformationen, welche sammtlich periodisch stud. 

hnhang. Es ist nunmehr alles vorbereitet ft~r die Berechnung der 
algebraischen Formeln der 29 existirenden Typen. Far  einige kennt man 
die Formeln interner Transformationen, welche man also nur zusammen- 
zusetzen hat, wie BI~ aus Collineation und 02. Far  einige bediene man 
sich der Methode des w 5, um die Formeln aus einfacheren zusammen- 
zusetzen. Ahnlich wird man far  gewisse Typen vorgehen, deren Cha- 
racteristik eine durch Formeln einfach auszudrt~ckende Configuration bildet. 
So sind bereits dig Formeln far  a' in a, b' in b, c' in c in der cir. Abh. 
gegeben und dutch Zusammensetzung mit Collineationen erhalt man die 
Formeln far  B 9 und andere Typen. Wenn endlich die Transformation 
eine invariante C s hat, was immer der Fall ist, und man kennt grand- 
lieh die Lage der Punkte auf der C~, was ich naeh den eingehenden Un- 
tersuchungen der cir. Abh. behaupten darf, so kann man sie dutch Formeln 
ausdracken. Auch wenn man nur die Parameter, namentlich auf C], 
kennt, kann man hieraus ohne jede Schwierigkeit die Formeln in homo- 
genen Trilateralcoordinaten herleiten. 

(Die vorstehende Arbeit war bis auf w 3 des I. und w io, sowie w I z 
C. D. des II. Theiles im Jahre I885 abgefasst.) 

Paris, den Io. Juni I894.  
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