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NEUE THEORIE DER EINDEUTIGEN PERIODISCHEN TRANSFORMATIONEN
IN DER EBENE

VON

S. KANTOR

Die Methode, nach welcher ich die Theorie der periodischen Trans-
formationen in Angriff genommen habe,’ um das Typentheorem aufzu-
stellen und diese Typen zu construiren, bestand darin, vorher ein rein
arithmetisches Problem zu losen, welches sich in die Untersuchungen der
Herren Hermite und Frosenivs oiber quadratische Formen einreiht, und
auf die erhaltenen Resultate die geometrische Construction anzuwenden.

Es erdffnet sich aber noch ein anderer Weg, um die Theorie auf-
zustellen. Der Ubergang vom arithmetischen zum geometrischen Theile
bestand in der Herbeiziehung einer gewissen Art von Curven, welche
unter ihren Punkten eindeutige Correspondenzen gestatten. Diese Identitat
eben des geometrischen Theiles der alteren Theorie mit diesem letzteren
Probleme fuhrt zu einer ganz verschiedenen Art, die Theorie der exi-
stirenden periodischen Transformationen zu begriinden. Wiahrend ich in
meiner Preisschrift a posteriori die cubischen und hyperelliptischen Curven
allein anwandte, nehme ich jetzt allgemeinere Curven der vorher genannten
Eigenschaft zum Ausgangspunkte. Ich verlasse das binire Gebiet der
Curve, um mich mittelst ihrer in der Ebene zu orientiren und reciprok
studire ich die Correspondenz in der Curve, indem ich ihr eine Ver-
wandlung der Ebene zuordne.

" In der Preisschrift: Premviers fondemenis pour wne théorie des transformations
périodigues univoques, Naples 1891. Cf. auch den im Journale fir reine u. ang.
Math. Bd. 114, p. 50 erschienenen Auszug.

Acta mathematica, 19. Imprimé le 16 favrier 1895,
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Der unschiatzbare Vortheil der neuen Theorie besteht darin, dass sie
nicht die Kenntniss der Fundamentalsysteme ndthig hat; man kann sogar
umgekehrt alle arithmetischen Eigenschaften der Fundamentalsysteme
daraus herleiten. Andererseits wird die gegenwiartige Theorie die von mir
als dllusorisch bezeichneten Characteristiken nicht liefern und um so be-
merkenswerther ist die Controle der existirenden Typen, welche durch die
einfachen Methoden dieser Arbeit geliefert wird, wihrend die altere Theorie
mithsam und Irrthétmern unterworfen war. Die Entdeckung der Typen
ist gegenwirtig auf drei berthmte Probleme zuriickgefithrt, an welchen
die moderne Algebra emporgewachsen ist und ihre Tragweite erproben
konnte:

1. Die Berechnung der 27 Geraden einer cubischen Fliche, welche
hier aber particular ist,

2. Die Berechnung der 28 Doppeltangenten eciner Curve 4. Ordnung,
welche ebenfalls particular ist,

3. Die Berechnung gewisser dreifach berithrender Kegelschnitte einer
bereits von Herrn NoTHER bemerkten Curve 6. Ordnung p = 4.

Ich habe jedoch diese Kalkiile durch die Vergleichung mit meiner
Preisschrift ersetzt, umsomehr, da dieselben Kalkiille in der Theorie der
Gruppen birationaler Transformationen wiederholt werden miissen.

I. THEIL.

Untersuchungen iiber die invarianten Curven in einer
birationalen Transformation.

§ 1. Aligemeines.

1. Obzwar ich keinen directen Gebrauch davon mache, schicke ich
einige Theoreme uber die eindeutigen Correspondenzen in den algebraischen
Curven i. A. voraus. Die Untersuchungen von RIEMANN iUiber die ein-
deutige Transformation einer algebraischen Function enthalten implicite
ein Theorem, welches aysgesprochen werden moge:
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Lemma. Wenn zwei Curven F,, F, eine eindeutige analytische Be-
ziehung gestatten, sodass die Riemann’schen Flachen ohne Zerreissung und
unter Gleichheit simmtlicher Moduln conform auf einander abbildbar
sind, kann man immer eine eindeutige Substitution finden, welche die
Curve F, in die Curve F, transformirt, oder geometrisch:

I. Theorem. Wenn irgendwie zwischen zwei Curven eine gegenseitig
eindeutige Correspondenz entsteht, ist diese Correspondenz immer in einer
eindeutigen Transformation

(1) Y Yty = (Dx(x>:¢2(x):@3(x)

enthalten, und indem man sich des eigentlich als Riemannisch zu bezeich-
nenden Theoremes bedient,

II. Theorem. Wenn man eine Curve C eindeutig in C' mittelst
Vit Yy = 0,(2): 0y(x) : Oy()

transformirt, so ist die eindeutige Correspondenz zwischen C und C' auch
in einer eindeutigen Transformation

(2) T, X, a, = ‘P'l(y) 2 (y): . (y)
enthalten, erhalt man sofort

III. Theorem. FEine eindeutige Correspondenz, welche geometrisch unter
zwei Curven C und C' resultirt, ist immer in einer in den x und gleichzeitig
in einer in den y rationalen Tramsformation enthalten.’

IV. Theorem. Wenn fir dieselbe Correspondenz zwei Transformationen
(1) emistiren, existirt eine Unendlichkeit.

Beweis. Aus

V¥ Y, = 'Il"l(x) : Il)‘z(x) : 111'3@),
m+y m-ty m-ty
Y.: %Y, = @1($):@2(m):¢3(x)
folgt sofort

m<-v

Uyt Uy =10 @) K@)+ 0,0 ) (@) X@)+ 0,5 ) {1,@) . X(2)+ 0,(5 )

wo X eine willkiirliche Function sein kann.

' Das I., II. ued III. Theorem gelten genau so wnicht nur fitr zwei M,_; im R,,
sondern auch fiir zwei algebraische M; im R,, welche sich analytisch eindeutig entsprechen,
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2. Jede Transformation (1) andert die Schnitte von C mit den ¢, ,
in die Schnitte von €’ mit den ¢’ dieser, aber da eine adjungirte ¢,_;
eindeutig durch die Schnitte mit C bestimmt ist, findet man so, dass die
Transformation eine lineare Transformation H unter den ¢,
Individuen betrachtet) hervorbringt, wahrend sie die ¢

anderes System als die ¢, _, verwandelt.’

und ¢, (als
,_, selbst in ein

Sobald es moglich ist, den Singularititencomplex der ¢ zu einem
unicursalen Netze zu erginzen (also im Systeme der ¢ eine solches Nets
zu construiren) wird man unmittelbar eine Transformation (1) von C in
C’ haben. Denn das Netz und das ihm entsprechende (nicht unicursale)
von ¢’ bestimmen eine wahre Punkttransformation der Ebene, welche
auch die Punkte von C in die entsprechenden Punkte von € verwandelt.
Aber diese Erginzung ist i. A. unmoglich, z. B. wenn der Singularitaten-
complex eine Dimension # < o hat.

Ein beliebiges Netz von Curven ¢,_, und das entsprechende Netz

Ton—3

von ¢, _, bestimmt eine Punkttransformation

(3) O, (y): @,(y): b, {y) = ¥\(x): ,0r): ¥(x)
welche die Correspondenz zwischen C und €' enthilt und man hat

V. Theorem. Wenn zwei Transformationen (3) fir dieselbe Correspon-
denz existiren, existirt eine Unendlichkeit.

Beweis. Man schreibt ihre Formeln wie folgt:
0 ) + BNely) = )] + 17ie)¢ria)
wo ¢, ¢ zwei willkiirliche Functionen sind.

' Herr PAINLEVE begeht in sciner Abhandlung: Mémoire sur les équations diffc-

rentielles du premier ordre, Ann. de 1’Ecole Normale, 1891—02, ¢cinen Irrthum, wenn

er sagt, dass die einfach rationale Transformation die adjungirten ¢,_3 von C. in die ad-

jungirtea 50;'_3 von ' iberfihre, Sie fihrt die ¢,—3 in ganz gleichgiliige Curven tber,

nur der Schnitt der ¢, 3 mit € wird in den Schuitt der g;,"-_;; mit ' ibergefithrt. Aus
‘ ,/ — - I .

dieser Verwechslung stammt seine falsche Formel n = Lgi_lh' Die Transformation z. B.
=

x; = #; fuhrt eine C, p = 3 in eine C, p' = 21 iber und es ist 2 = 4. Dass fiic p = 1

1 willkiirliche Werthe annchmen kann, ist gewiss; aber es ist durchaus picht bewiesen,

dass eine I-u-deutizge Correspondenz in einer elliptischen oder auch nur in ciner cu-

bischen Curve stets auch in einer I--deutigen Transformation der Ebepe cnthalten wire.
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3. Wenn die Correspondenz auf C allein ist, coincidiren die line-
aren oo’”' Systeme der ¢, ; und ¢,_, und die Homographie H stellt
i. A. die Correspondenz dar.

n'—3

VI. Theorem. Wenn die Homographie H mit einer Punkttransformation
(1) der Ebene identisch ist, ist diese Transformation nothwendig birational.

Beweis. Die vorausgesetzte Transformation reproducirt das lineare
System oo™ der ¢,_,. Ein willkurliches Buischel dieses Systemes ist in
ein anderes verwandelt, sodass die variabeln Basispunkte in die variabeln
Basispunkte tbergehen und (1) verwandelt also uberall in der Ebene
eine Zahl m von Punkten in dieselbe Zahl m, was erfordert, dass (1)
auch von Seite der ¢, _; eindeutig sei. Es bleibt der Fall p = 2. Wenn
die ¢, ; selbst p’ = o oder 1 haben, transformirt man C in eine Curve
C, mit ¢"* oder in eine Curve C, mit 8 Doppelpunkten und die Trans-
formation wird spater wirklich construirt werden. Wenn die ¢,_, 9 > 1
haben, wendet man das im § 2 zu entwickelnde Verfahren an.

4. Es ist nothwendig, den Fall zu erwahnen, wo alle Curven ¢
zerlegt sind.

VII. Theorem. Wenn alle Curven ¢ sich zerlegen, so kann dies nur
auf zwei Arten geschehen:

1. Alle Curven ¢ zerlegen sich in eine feste Curve der Ordmmg 7
und in ein oo~ System der Ordnung n— 3 — p.

2. Alle Curven ¢ zerlegen sich in A variable Bestandtheile einer selben
Ordrung p, welche ein lineares System won v Dimensionen bilden, wo
M =n—3 und v = p— 1.

- Beweis. Die Zerlegung der ¢ ist immer eine Consequenz der Sin-
gularitaten von C,. Wenn also in Folge dieser Singularititen eine be-
liebige der ¢,_, sich zerlegt, zerlegt sich jede in derselben Weise, etwa in
¢, und ¢,, wo alle ¢, dieselben Singularititen haben und ebenso alle ¢, .
Wenn ¢, die Dimension o bekommt, bildet sie einen Bestandtheil aller ¢
und die ¢, sind co?'. Wenn ¢, nicht durch seine Singularititen bestimmt
ist und es also wenigstens ein Bischel gibt, sind durch p — 1 willkurliche
Punkte 277! Curven ¢,+ ¢, bestimmt, sobald die ¢, von den ¢, differiren,
was dem widerspricht, dass die ¢ ein lineares System bilden sollen.
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VIII. Theorem. Die Zahl v des Theoremes VII kann micht > 1 sein.

Beweis. Man kann auf

(D (i WY g PO

v , N Y/

Arten p — 1 Punkte in 4 Gruppen zu v theilen und dies ist die Zahl
der Curven ¢, ;, welche durch die p— 1 Punkte bestimmt sind, wihrend
doch durch die p — 1 Punkte nur eine ¢,_, gehen soll.

IX. Theorem. Im zweiten Falle von VII miissen die ¢, rational sein,
wenn p > 2.

Beweis. Der 2. Fall der Zerlegung kann nur eintreten, wenn die
Zahl p' far die Basis der ¢ < o ist. Mittelst einiger Hilfssitze, welche
in der nichsten Nummer folgen, beweist man nun, dass die Basispunkte
vollstandig unabhingig sein und die ganze Basis des Biischels einschliessen
missen. Dann muss dieselbe Eigenschaft auch in Bezug auf die einzelnen
Bestandtheile gelten, was fiir diese nur statt haben kann, wenn sie ratio-
nal sind.

X. Theorem. Im 2. Falle von VII ist fir p > 2 die Curve C hy-
perelliptisch.

Beweis. Das Biischel von rationalen Curven, welches die Matrix der
adjungirten ¢, , ist, kann birational in ein Buschel von Geraden uber-
tragen werden und hiermit nothwendig die Grundcurve in eine Curve C,
mit (n— 2)-fachem Punkte, also hyperelliptisch. Fir p= 2 sehe man XIL

Man kennt das umgekehrte Theorem, dass fir jede hyperelliptische
Curve p> 2, u > o die adjungirten ¢, , sich in mehrere Curven eines
Buischels theilen, woraus sofort folgt:

XI. Theorem. Jede hyperelliptische Curve mit p > 2, u > O kann bi-
rational in eine Curve der Ordnung m mit einem (n — 2)-fachen Punkte trans-
formirt werden.

Eine Consequenz dieses Theoremes, dass lineare Systeme hyperellip-
tischer Curven p > 2 birational #quivalent sind mit Systemen C,a""* be-
weist auch die von allen ¢} eines Buschels gebildete Transformation.
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XII. Theorem. Jedes oo' System, wo i > 2, von Curven mit p = 2, ist
birational dquivalent einem Systeme von C, mit 8 Doppelpunkten oder einem
Systeme von C, mit einem Doppelpunkte.

Zum Beweise bedient man sich VII, § 2, n° 1 und XXIIL

5. Die bei IX erwihnten Hilfstheoreme sind:

XIII. Theorem.  FEin lineares System von Curven, dessen Basis eine
Specialgruppe der Ebene bildet, kann niemals das wvollstindige System ad-
Jungirter ¢, _5 einer irreductiblen algebraischen Curve sein, ausgenommen den
Fall, wo eine Fundamentalcurve existirt.

Ich habe dieses Theorem nachtraglich in meinen Vorlesungsheften
nach Prof. Curistorren (Sommer 1879) gefunden, wo es bewiesen ist
durch die genaue Identitdt unter der Zahl der unabhiéngigen Integrale
erster Art und der Zahl p, welche numerisch aus den Singularititen
abgeleitet ist.

XIV. Theorem. Wenn das System ¢,_, einer trreductibeln Curve eine
Fundamentalcurve besitzt, so kann diese nicht p' > 1 haben.

Man beweist das Theorem zuerst fir Fundamentalcurven mit gleichen
Vielfachheiten, indem man daraus herleitet, dass p < o und man schliesst
daraus a fortiori auf die Curven mit willkiirlichen Singularititen.

XV. Theorem. Das wollstindige System der adjungirten ¢, s einer
algebraischen Curve mit p > 2 kann keine von den tbrigen abhdngigen ge-
meinsamen Punkte haben, welche wicht gleichzeitig vielfache Punkte der Grund-
curve sind.

Beweis. Entweder wiirde man Curven C, von verschiedenen p con-
struiren konnen, welche dasselbe vollstandige System ¢, , haben, oder
die Gesammtheit der Basispunkte miisste auch fur die C,,; eine noth-
wendige sein, und ebenso fiur C,,s,.... Man beweist aber durch nu-
merische Relationen, dass dies nicht stattfinden konne, ohne dass C,.,
sich zerlegte.

XVI. Theorem. FEs existirt keine irreductible Curve, deren allgemeine
@.3 Sich zerlegt, ohne dass p’' < o.
Acta mathematicy. 19, Imprimé le 13 mars 1895. 16
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Beweis. In diesem Falle muss die Zahl der Schnittpunkte von ¢,
mit einem der Bestandtheile excessif sein; dies gilt dann umsomehr fur
C,, welche also dieselbe Curve als Bestandtheil enthalten misste. *

§ 2. Die Aquivalenztheoreme.

1. Ich werde also jetzt eine Curve C, mit p> 1 voraussetzen, welche
durch eine birationale Transformation reproducirt sei. In der Collineation
H unter den g¢,_; existiren p invariante Functionen, wenn nicht eine Un-
endlichkeit, wobei der Fall eintreten kann, dass alle p Curven sich in
eine einzige vereinigen und auch der, dass keine ¢ invariabel sei, welche
p > 1 hitte.

Meine Methode besteht nun darin, dass ich auf die invariante Curve
¢ des Systemes denselben Schluss wie den uber C, gemachten anwende
und es nur als ein scheinbares Hindernis betrachte, wenn in Folge einer
particularen Eigenschaft der C, die feste Curve ¢ nicht p > 2 haben
sollte. Denn die wahre Wichtigkeit ist den allen Curven ¢ gemeinsamen
Singularititen zuzuschreiben und statt also mich einer einzigen Curve ¢
zu bedienen, und daran die Bildung adjungirter ¢’ zu knupfen, sage ich,
weil das System ¢’ dasselbe ist fur jede allgemeinc unter den ¢, dass die
¢’ das zweite adjungirte System der C, bilden. Es versteht sich von

! Tch mache bei dieser Gelegenheit auf das folgende Theorem aufmerksam, welches
von ganz besonderer Wichtigkeit scheint und von dem sich nirgends eine Spur findet:

Wenn p das Geschlecht, u die Dimension, ¢ die Anzahl der Punkte eines Singu-
larititencomplexes sind, so ist der Rang K des adjungirten Systemes ¢

3p—u—oa+ 6.
Beweis. Es ist

6p = 300 — D — 2)— 3 (a — Da,

24 = n{n — 3) — zl:(a+l)a

und

K=n—3'—Z(a—1)t=(n—3)'—2Za’+2Za—o0

woraus die Formel folgt.
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selbst, dass wenn das System der Curven ¢ nach der ersten Art des VIL
Theoremes zerlegt ist, die Curven ¢’ nur fur das Restsystem ¢’ zu bilden
sind und was den festen Bestandtheil betrifft, ist es ganz gleichgiltig, in
was sich derselbe verwandelt, ob in sich selbst oder, indem er als Fun-
damentalcurve erscheint, in einen Fundamentalpunkt. Dieser Ubergang
zu den adjungirten Curven der adjungirten ist ein auch in anderen Un-
tersuchungen sehr niitzlicher Process und ich habe ihn in meiner ersten
in den Comptes rendus der Academie de Paris, 9. Februar 1883, das
Princip der Verminderung der Functionen ¢ genannt.

Aber diese Reihe von Curven ¢ bietet manchmal Schwierigkeiten,
welche ihren Verfolg und die Anwendung auf unseren Zweck, die Re-
duction der Transformationen und der Curven, complicirt macht. Ich
gehe daher so vor.

XVII. Theorem. FEine birationale Transformation, welche eine alge-
braische Curve C, in sich selbst verwandelt, verwandelt auch jedes System
der Reihe der successiven adjungirten Curven in sich selbst.

Oder allgemeiner: Wenn eine birationale Transformation eine Curve
C in eine Curve (' verwandelt, verwandelt sie die Reihe der successiven
adjungirten Curven in die zu C’' gehdrenden Reihe oder

XVIII. Theorem. Gegen birationale Transformation der Ebene sind
nicht nur die von den adjungirten Curven ¢,_; ausgeschnittene sondern auch
die von den successiven adjungirten Curvensystemen ausgeschnittenen Reihen
invariant.

2. Man hat bisher nicht bemerkt, dass man die Reihe der Systeme
auch nach der anderen Richtung vervollstandigen, also die Reihe der
successiven Curven construiren muss, welche ein gegebenes System als
n*® adjungirtes System haben. Unter Anwendung einiger Vorsicht kann
man aussprechen:

XIX. Theorem. Alle inversen adjungirten Systeme einer Curve C, sind
invariant fir birationale Transformation der Ebene und ebenso die durch
diese Systeme auf der Curve C, ausgeschunittenen Reihen.

Es ist nothwendig, hier auf eine Classe algebraischer Curven auf-
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merksam zu machen, in deren adjungirter Reihe ein System hyperellip-
tischer Curven p > 2 vorkommt. Man kann sie Jonquiéressche Curven
nennen.

3. Ich verfolge also die Reihe der successiven ¢ bis zur Ordnung 3
oder 2 oder 1, falls nicht zuvor ein hyperelliptisches System auftritt und
mit Benutzung meiner Bemerkung wber den Fall 1° des VII. Theoremes.
Dleser Verfolg kann jedoch unterbrochen werden, und wird bei einer
nicht typischen Transformation stets unterbrochen werden miissen, auf
folgende Weise.

1) Es sei an einer gewissen Stelle p = 2, ' = o, also ein Biischel
rationaler Curven ¢ eingetreten. Die birationale Transformation, welche
es in ein Geradenbiischel verwandelt, zeigt, dass C eine Jonquiéressche
Curve ist und aber es gilt:

XX. Theorem. FEine birationale Transformation, welche eine Jonquiéres-
sche Curve in sich selbst verwandelt, ist dquivalent einer Transformation von
Jonquiéres mit zwes coincidirenden (n — 1)-fachen Punkten.

2) Wenn an einer Stelle sich findet p = 3, p’ = 0, also ein Netz
rationaler ¢, so verwandle ich dasselbe in ein Geradennetz und hiermit
die Transformation in eine Collineation.

3) Wenn p>o0 und p' = o, reproducirt die Transformation ein co?~*
System von Curven ¢ linear und daher wenigstens ein co?~?,..., co? System.
Das co? System, welches immer existirt, ist birational dquivalent einem Ge-
radennetze und die Transformation also tibertragbar in eine Collineation.

4) Wenn an einer Stelle p = 2, p’ = 1, so reproducirt die Trans-
formation ein Biischel elliptischer Curven und ist aquivalent einer Trans-
formation, welche ein Biischel von Curven C,, mit 9 s-fachen Punkten
in sich transformirt,’ sodass alle Grundcurven ebenfalls elliptisch waren.

! Der Beweis dieses Theoremes moge hier angedeutet werden. Die bekannte Formel
von NOTHER

- 6[3 + 2(7'1 + Ts + 'rs) - 3"3] - 2(7172 - r?,) — K("'s - I) ;O
won =12 47, 4+ r, + 0 und K der Rang des Systemes, gibt fir K = 0, indem man
rr, =173 und 7, =7, = r, voraussetst, zwei Fille n = 37 oder n < 3r,. Mittelst
XXV beweist man fiir n = 37, dass das einzige mogliche Biischel jenes ist, wo alle
Scheitel gleich vielfach sind und fir n < 3r,, dass Reductibilitdt eintritt. = > 3r, ist
unmiglich wegen XXXI,



Neue Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene. 125

Der einzige Fall, welcher erlaubt, fur die adjungirten Curven einen der
Basispunkte zu vernachlassigen, ist s = 1, die Grundcurve eine C, mit 8
Doppelpunkten.

XXI. Theorem. Die Curven p = 2 mit p' = 1 sind birational den
Curven C.a}. .. a;.

5) Wenn p =3, » = 1, erhilt man ein Netz elliptischer Curven
und man wird das Theorem anwenden,® dass ein solches Netz aquivalent
einem Netze von C, mit 7 festen Punkten ist. Die Transformation ist
also birational Aquivalent einer anderen, welche ein Netz von C, durch 7
Punkte reproducirt, da hier nur vollstindige Systeme auftreten.

6) Wenn p > 3, p' == 1, hat man den Fall von n° 3 und wieder
eine Transformation, welche die ¢, durch 7 Punkte reproducirt.

7) Wenn p'> 1, wiirde man auf dieses lineare System die A quivalenz-
theoreme anwenden konnen, was jedoch die Discussion einer grossen An-
zahl Falle erfordert. Ich gehe daher vorwarts in der Reihe der ¢. Wenn
P’ =0, p' =2, ist wieder der Fall 1) vorhanden.

8) p’ =o, p' =3 gibt eine Collineation und p” =0, p'> 3 erledigt
sich wie 3) oder 6).

9) p=1,p =2 und p =1, p'=3 oder p” =1, p' > 3 erledigen
sich wie 4), 5), 6).

Man sieht, wie man vorgehen muss fur p”>1, p’>1,u. 8. w. Man
wird sicherlich zu einem p® =1 oder p® = o gelangen, eventuell nach
Verwendung von VIL. Wenn nicht, wird man fortfahren, bis die Ordnung
der ¢ auf 3 oder 2 oder 1 reducirt ist. Alsdann wird man entweder
haben

1) eine Transformation, welche ein o' System (i > 2) von C, re-
producirt;

2) eine Transformation, welche ein Netz und also auch ein Bischel
von Kegelschnitten reproducirt und #quivalent ist einer Transformation
von JONQUIERES; |

3) eine Transformation, welche ein Netz von Geraden reproducirt,
also eine Collineation ist.

! Das Theorem rithrt von BERTINI her und ist neuerdings von MARTINETTI be-
wiesen worden.



126 S. Kantor.

Fur 1) ist das folgende Theorem entscheidend:

XXH. Theorem. Eine birationale Transformation, welche ein System
von C, mit 5,6,7,9 gemeinsamen Punkten in sich verwandell, hat alle
thre Fundamentalpunkte unter diesen Basispunkten.

q
Beweis. Man hat 3n— 2o = 3, wo g < g, die Zahl aller Funda-
mentalpunkte, aber auch 3(r — 1) = ?aj, was ¢ = o erfordert.

4. Bevor ich die Consequenzen hieraus ziehe, will ich von einer
Formel sprechen, welche ich in der citirten Note erwihnt habe.' Es sei
n,y, ...y, ein Singularititencomplex mit den Zahlen p,n. Wenn p’, #’
die Zahlen des 1. und p”, #” jene des 2. adjungirten Complexes sind, ist

2p = (n— 1) —2) — é!/(y — 1),

i

2 = (n— 4)(p — 5) — Ty — 1)y — 2),

2" = (0 — 7)(n — 8) — Xy — 2)(y — 3)
und nach Subtraction
P —p+3n—3)=2@Fy—1),
P —p + 3 —6) = X(y — 2)
und durch neue Subtraction

(1) 2p —p—p"' =0—09.

! Cf. auch die citirte Preisschrift IV, Theil § 4, p. 303. In n° 28 seiner Ricerche
etc., welche er 1891 publicirt hat, schreibt G. CASTELNUOVO eine zweitheilige Formel,
welche mit geiinderten Bezeichnungen dieselbe ist wie 2) im Texte, welche ich bereits
1885 in den Comptes rendus erwihnt hatte. Ich constatire, dass der eben citirte § 4
im Mopate Mirz 1889 in Neapel gedruckt wurde {dass ich die Ricerche im April 1892
erhalten habe) und dass die Formel von CASTELNUOVO viel weniger sagt, weil sie eine Un-
gletchhest ist, wihrend ich eine Gleichung gebe; dass er niemals die Zahl ¢ einfiihrt, welche
den Angelpunkt meiner Theorie bildet, und dass selbst so seine Formel ungenau ist, indem
das eine Glied seiner Disjunction zu eng ist, und dass er wie nattirlich sur Formel (3)
nicht gelangt ist.
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XXIII. Theorem. Zwischen drei successiven Zahlen p,p’, p” existirt
die Relation

(2) 2p) —p—p' =06—0.

XXIV. Theorem. Zuwischen vier successiven Zahlen p,p',p", p"" existirt
die Relation

(3) 3(}0’ _pll) — p —p'"-

[Wenn man will, kann man aus (2) eine neue Methode fur die Frage
der maximalen Dimension bei gegebenem p herleiten, denn damit fir
gegebenes p' das p ein Maximum sei, muss & + p” ein Minimum sein,
woraus Ausserst leicht die bekannten Resultate folgen.]

Damit die Zahlen p gleich seien, muss ¢ = 9 sein.

XXV. Theorem. Unter den Singularititencomplexen mit denselben Zahlen
p und o hat jener die kleinste Zahl n, fir welchen die Werthe y am ndchsten
einander gleich sind.

Beweis. Tch verweiseé auf Sturm: Uber die Curven auf Flichen 3.
Ordnung, Math. Ann, Bd. 21, p. 457, wo die anzuwendenden Formeln
sich bereit finden.

XXVI. Theorem. Man kann nur auf 4 Arien auf o Punkie einen
Singularititencomplex derart vertheilen, dass er p = n habe.

Beweis. Fir die Curven # = 3y hat man einen Complex v,...y,
welcher gibt p = u = 1, also gibt jeder andere » > p. Fir die Curven
u=3v -+ 1 gibt der Complex y, =y, =v+ 1, y,=...=9,, p=u=y.
Fur die Curven %= 3v - 2 hat man einen Singularititencomplex y,=...
=y, =v+1, Yy, =y, =Y, =¥, =v, welcher gibt p =wu =y, oder
hh=v+2p=y=v+1y =...=y =v, also p=u=2y.

XXVIL. Theorem. Die Reihe der Complexe p = p' =... =1 ist nicht

constructibel. Die einzige constructible Curve C,, mit 9 v-fachen Punkten
besitzt eine adjungirte C, (v— 1)-fach gezdhlt durch die 9 Punkte.

Beweis. Mit Hilfe der elliptischen Parameter fiir die 9 Basispunkte
genommen auf der C,, welche sie bestimmen.
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5. Ich fithre noch die folgenden nutzlichen Theoreme an:

XXVIII. Theorem. [Es existirt kein Biischel von p = 1 mit weniger als
9 Punkten.

XXIX. Theorem. Es existirt keine Curve mit p = 2, u < 2 mit we-
wmiger als 10 Punkten.

Diese Theoreme konnen fortgesetzt werden und erdffnen eine ganz
neue Kategorie von Problemen.

XXX. Theorem. Es existirt keine Curve, welche p=1, p'=1, p" 21
haben wiirde, obzwar die Formel (2) hieriiber nicht enischeidet.

Diese Theoreme beseitigen einige leicht zu bildende Einwiirfe, welche
man gegen das Vorwirtsgehen in der Reihe der successiven Curven ¢ er-
heben kann. Aus dem bei XXI citirten Theoreme schliesse ich:

XXXI, Theorem. FEs gibt kein Bischel elliptischer Curven, wo nicht ein

vielfacher Punkt ig existiren wirde.

Ich glaube sogar, dass man obere Grenzen der Ordnung angeben
kann, tber welche hinaus Biischel mit weniger als 2,3,4,5,6,7,8

vielfachen Punkten i’—; nicht existiren.

Ebenso kann man mit Hilfe des Theoremes XXV aus den Formeln

st —s 4+ 2
b= 5’

k = 9s* — 8s* = s*

fir die Curven C,,9a° schliessen:

3 t
XXXII. Theorem. [Es existirt kein co® System xif—;—s mit p= " +2

ohme einen Basispunkt gg.

Im 2. Theile wird das folgende Theorem verwendet werden.

XXXIII. Theorem. Fir die algebraischen Curven mit 5,6, 7, 8 s-fachen
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Punkten existirt kein anderes lineares Curvensystem, welches auf C;, dieselbe
Reihe ausschnitte wie die Curven Cy,_,, (oder C,).

Es wird durch die Berechnung der Ordnung der Reihen bewiesen
und hieraus geschlossen

XXXIV. Theorem. Alle einfach rationalen Transformationen, welche ein
System von Cy, mit 5,6, 7,8 s-fachen Punkten reproduciren, wo s jeden ganzen
Werth > o annechmen kann, sind nothwendig birational.

6. Ich gehe nun daran, das Gesammtresultat auszusprechen.

XXXV. Theorem., Wenn eine birationale Transformation eine unend-
liche Anzahl von Doppelpunkien oder von Cyclen eines selben Indexes i besitzt
und dieselben wenigstens eine irreductible Curve p > 1 erfilllen, kann man
die Transformation birational in eine Transformation einer der folgenden
Arten dibertragen:

1. Eine Transformation, welche nicht mehr als 4,5,6,7,8 Punkte
wn der Charakteristik hat,

2. Eine Transformation von Jonguiéres, welche zwei coincidirende (n— 1)-
fache Punkte besitzt,

3. Eine Collineation.

Indem man sich der Resultate der cit. Abh. bedient, iiberzeugt man
sich, dass die einzigen Transformationen der n° 1, welche eine Curve
von Doppelpunkten mit p > 1 besitzen, die zwei involutorischen Typen
6, und X, und der von mir entdeckte Typus des Indexes 3 und der Ord-
nung 13 sind, dass es keine aperiodische Transformation mit co' Cyclen
eines selben Indexes in einer Curve mit p > 1, ausgenommen die 1 c. IV.
Theil, § 7 n. 7 -entdeckte Classe von Jonquiéres'chen Transformationen,
gibt und dass die einzigen Typen, wo p > 2, jener involutorische, X,
ist.  Also:

XXXVI. Theorem. Wenn eine Transformation eine Unendlichkeit von
Doppelpunkten oder eime Unendlichkeit von Cyclen besitst, welche eine irre-
ductible Curve von p > 1 erfillen, so ist sie periodisch bis auf einen einzigen
Fqll von Jonquicres'schen Transformationen mit coincidenten (n — 1)-fachen

Punkten.
Acta mathematica. 19. Imprimé le 18 février 1895. 17
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XXXVII. Theorem. Die einzigen birationalen Transformationen, welche
oo Doppelpunkte in einer Curve von p > 1 enthalten, sind 6, und X, der
Typus N, und eine Classe von Jonquicres'schen Transformationen. In diesem
letzteren Falle ist die Curve hyperelliptisch. Fir X, hat die Curve p = 4
und eine Particularisirung. '

XXXVIIL Theorem. FEs gibt keine birationale Transformation mit oo’
Doppelpunkten oder oo Cyclen selben Indexes i, welche eine nicht hyper-
elliptische Curve von p > 4 erfillen.’

XXXIX. Theorem. Es gibt keine birationale Transformation, welche eine
nicht hyperelliptische Curve von p > 4 in sich transformirt, ohne selbst pe-
riodisch zu sein.

XL. Theorem. Keine birationale Transformation kann eine aperiodische
eindeutige Correspondenz in einer Curve p > 1 hervorbringen.’

Die vorhergehenden Satze beziehen sich auf die invarianten Curven.
Ich habe in meiner Preisschrift bewiesen und einige Constructionen des
§ 4 werden es erginzen, dass jede periodische birationale Transformation
wenigstens eine irreductible Curve p > 2 reproducirt. So gelangt man
zum folgenden

! Ein Theil dieser Frage, der sich auf die Doppelpunkte allein bezieht, ist der
Gegenstand einer Note von G. CAsTELNUOVO (Acc. Lincei, Roma 7. Februar 1892),
gegen welche ich 1892 einen offenen Bricf gerichtet habe. Indem ich das Wesen dieses
Briefes hier bei Seite lasse, bemerke ich nur, dass CastELxUOvO die Unrichtigkeit seines
Theoremes unter Benutzung meiner Preisschrift hitte bemerken kinnen und will von den
3 mir zu Gebote stehenden directen Beweisen fir die Unmoglichkeit eines periodischen
Typus Indexes 4 mit Doppelpunktsecurve p > 2 dic folgenden geben. Eine Transformation
T der behaupteten Art vorausgesetzt, wiirde man fir T* eine Involution haben, deren
Doppelpunktscurve sich in zwei Theile spalten miisste, deren einer Ort der Doppelpunkte
far T, der andere Ort der involutorischen Paare fur T sein wiirde. Eine solche In-
volution ist stets im Grade reducirbar, sodass nicht p > 2 sein konnte. Ubrigens da
co! invariante (), vorhanden sein sollep, jede mit ' — iu =y, so miusste die Doppel-
punktscurve diese C, in je zwei Punkten schmeiden, also sicherlich hyperelliptisch sein.

* QOder: ausgenommen ¢ = I, 2, 3 ist der Index in der Curve immer derselbe wie
der Index der birationalen Transformation.

* Dieses Theorem folgt aus dem vorigen unter Hinzunahme einer Discussion der
Curven, welche fiir aperiodische Collineationen invariant sein kionnen. Das Theorem ist
ein Theil des Theoremes von ScEWARZ (Crelle’s Journal, Vol. 87), das in der Fune-
tionentheorie eine so besondere Stelle einnimmt.
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XLI. Theorem. Jede existirende periodische birationale Transformation
kann birational in eine Transformation der folgenden drei Typen tibertragen
werden:

1° eine periodische Collineation,

2° eine Transformation von Jonquiéres mit coincidenten (n — 1)-fachen
Punkten (ab),

3° eine Transformation mit weniger ols 9 Punkten (cf. Theorem XXI)
welche also eine C,8a’ reproducirt.

XLII. Theorem. Die geometrischen Relationen unter den Punkten, welche
als Cyclen des Indexes i in einer periodischen birationalen Transformation
der Ebene auftreten kinnen, sind im Wesen dieselben als die, welche bestehen
unter den 1 Punkien eines collinearen Cyclus oder eines Cyclus in einer
Jonquiéres'schen  Tramsformation mit (ab), ausgenommen gewisse HKetten von
5,6,8,9,10,12,14,15, 18, 20, 24, 30 Punkten.

Mit Hilfe- der Netze birationaler Transformationen gelangt man zum
Resultate, dass jede birationale Transformation als Bestandtheil eines
Biischels betrachtet werden kann; deren Cyclen erfilllen eine Curve, fur
welche p > 1 erhalten werden kann, also:

XLII. Theorem. Die Cyclen in den Correspondenzen auf einer Curve
p > 1 sind nicht wesentlich verschieden von den Cyclen, welche in den aperio-
dischen Transformationen in discreter Anzahl vorhanden sind.

XLIV. Theorem. .Jede birationale Transformation, welche ein lineares
oo System von Curven mit p > 1 reproducirt, i > 1, ist periodisch, ausge-
nommen die Collineationen.

XLV. Theorem. FEine periodische Jonquiéres'sche Transformation (ab)
besitzt niemals ein invariantes o' System von Curven p = 1, 7> 1.

XLVI. Theorem. Wenn eine nicht hyperelliptische Curve wvom p > 4
eine eindeutige Correspondenz gestattet und sie in eindeutige Relation mit
einer- der Curven des Theoremes XXXI gesetzt werden kann, so enthdlt sie
eine Reihe eines der folgenden Typen:

e , G

_ G® S
L V g L \/1—+(1r:—-1)1 T L, \/1—+5(p——1)’
2 2 2 4 2 92 9

welche fir die Correspondenz invariant ist.
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Diese drei Zahlen sind geliefert durch die Berechnung der Dimensionen
eines Systemes von C,, mit 6, 7, 8 s-fachen Punkten.

Um die Theorie der existirenden periodischen Transformationen zu
vollenden, bleibt ibrig, die periodischen Jonquiéres’schen Transformationen
zu entdecken und jene mit invarianten linearen Systemen von C,, ohne
sich der Fundamentalpunkte und ihrer Eigenschaften zu bedienen. Dies
soll der Gegenstand des 2. Theiles dieser Arbeit sein.

§ 3. Construction invarianter Curven fitr eine periodische
birationale Transformation.

1. Fuar die existirenden Transformationen kann man invariante
Curven auf dieselbe Art wie 1. c. fir die Characteristiken herleiten. Jede
Gerade bestimmt mit allen ihren Transformirten eine zerlegte invariante
Curve. Alle diese Curven bestimmen ein invariantes lineares System.

2. Nimmt man fir ein invariantes System die Jacobi’schen Curven
aller Netze desselben, so setzen diese Netze wieder ein anallagmatisches
lineares System zusammen.

3. Man construirt eine involutorische Transformation, welche per-
mutabel ist mit der gegebenen Transformation und man sucht fur diese
ein anallagmatisches lineares System z. B. jenes, welches BERTINI erhalt
durch Verminderung einer Vielfachheit einer Fundamentalcurve um eine
Einheit. Dieses System wird auch fir die gegebene Transformation in-
variant sein. Die Construction ist aber nicht immer moglich, z. B. nicht
fur B,.

4. Fur zwei zusammengehorige Fundamentalsysteme ist der Ort U
der Punkte, in welchen eine Gerade der Ebene X eine Berithrung 3. O.
mit irgend einer Curve des homaloidalen Systemes von X hat, durch die
Transformation in dieselbe Curve U, gebildet fir das Feld 2’, tber-
gefuhrt. Wenn die beiden Fundamentalsysteme wesentlich fibereinstim-
men, so haben die zwei Curven U, U’ dieselben Singularititencomplexe.
Lasst man tberdies die Gruppen gleicher Vielfachheit (Constructibilitat
vorausgesetzt) coincidiren, so ist U eine invariante Curve.
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5. Die absoluten Invarianten einer Curve fiir lineare Transformation
sind auch absolute Invarianten fur birationale Transformation, wenn diese
die Curve in eine andere mit gleichen Singularitaten verwandelt. Also
ist dic Einhullende der Curven mit constanter absoluter Invariante in
einem invarianten linearen Systeme invariant.

6. Wenn man die Geraden sucht, welche eine beliebige der Curven
des homaloidalen Netzes in einer Gruppe von # Punkten schneiden, unter
welchen 6 existiren, welche auf der Geraden und auf der Curve zwei
projective Gruppen bilden, so ist der Ort dieser Sextupel invariant, falls
das homaloidale Netz fur beide Felder im Wesen uibereinstimmt. Speciell
der Ort der  Tangentialpunkte der Undulationspunkte ist eine invariante
Curve. Statt Projectivitit kann man auch eine symmetrische Relation
unter den absoluten Invarianten der zwei Gruppen verlangen.®

7. Eine covariante Curve L,.., von p Curvensystemen s, ...s, in

Y ist durch T in die covariante Curve L/ , der g transformirten Systeme
tibergefithrt. Haben aber s ,...'s, und s;.‘..‘s,’t dieselben Singularitaten-
complexe, so gilt dasselbe fur L, L’. Fuar Coincidenz von ¥, 2’ sind
demnach g unter einander transformirte Singularitatencomplexe zu finden
(a. zw., wenn transitiv, von gleichen Dimensionen).? Es scheint, dass far
eine willkiirliche Transformation solche Systeme nicht existiren; fir eine
periodische liefert jede Curve der Ebene eine solche Gruppe. Indem man
aus p solchen Systemen durch eine fiir alle Systeme symmetrische Eigen-
schaft eine covariante Curve herleitet, wird man eine invariante Curve
erhalten. Ein specieller Fall ist dann der, wo alle p Systeme selbst
einzeln invariant sind.

7. XLVIL Theorem. Fiir jede Transformation des Indexes 3 ist der
Ort der Punkte, welche mit ihren zwei Transformirten alineirt sind, eine in-
variante Mannigfaltigkeit.

! Fiir zwei nicht symmetrische Fundamentalsysteme erhilt man auf diese Art sicher-
lich Systeme derselben Ordnung, welche einander entsprechen.

* Da die Singularititen von L ganze Functionen der Singularititen von s,...s,
sind, befindet man sich dem Umstande gegeniiber, dass die genannten arithmetischen
Functionen durch eine lineare Substitution in sich selbst iibertragen sind.
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Fiir jede Transformation T des Indexes 4 ist der Ort der Punkte,
welche mit den drei Transformirten in emnem Kegelschnitte durch ein in-
volutorisches Paar oder durch zwei Doppelpunkte von T sind, invariant.

XLVIII. Theorem. Der Ort der Punkte in einer periodischen Trans-
formation des Indexes i (im R,), welche mit den i— 1 Transformirten einer
algebraischen (oder transcendenten) Bedingung genvigen, welche fir die i Punkte
sowie alle sonst eintrelenden Punkie symmetrisch ist, ist invariant.

Z. B. der Ort der Punkte, die mit ihren Transformirten ein i-Eck
von gegebenem Volumen bilden.

8. Fuar die Transformationen mit 8 Punkten in der Charakteristik
erhalt man invariante Curven durch die co! Biischel G, ga’, von welchen
8 Scheitel die 8 gegebenen Punkte sind. Die 9. Punkte erfullen eine
Curve, welche auf jeder C, des Bischels Punkte mit den Parametern

¢ . . . . . .
2a+ < hat, von welchen einige auszuschliessen sind. Fur die rationalen

Curven fallt eine Anzahl dieser Punkte mit dem Doppelpunkte zusammen.
Die Ortscurve zerlegt sich in Bestandtheile gemiss den s primitiven
Einheitswurzeln.

9. XLIX. Theorem. Fiir eine Transformation der Ebene (oder des R,)
besteht unter den Punkten p und den Geraden p"p"™ (oder dem R, durch
Pl pM) eine einfach rationale Transformation.

L. Theorem. Fiir die periodischen Transformationen, welche eine inferne

I, besitzen, ist die Transformation unter p und der Geraden p”p”’— 1-2-
deutig.

Beweis. Durch einen Punkt p der Ebene sind der Cyclus und die

t

Gerade p”p”g bestimmt; die Gerade aber bestimmt, da I, von der 1.
Classe ist, ein einziges Paar, also zwei Punkte p, je nachdem man den
einen oder anderen Punkt des Paares als ' nimmt. Ebenso beweist man:

LL Theorem. Fiir die periodischen Tramsformationen der Ebene, welche
eine interne Involution I, haben, ist die Tramsformation unter den zwei Ge-
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i

v +5 . .. .
raden p'p * wund p"pﬂ P, wo pound v zwei ganze Zahlen < i sind, bira-

tional und periodisch vom Index

wo 0 das kleinste Vielfache von i

?

und p—y.
Ferner: Fur die periodischen Transformationen, welche eine interne

: - : v+
Involution I, haben, ist die Transformation unter den Geraden p'p *

und p"zo”+2 4-4-deutig, aber periodisch.

Die so entstehenden mehrdeutigen periodischen Transformationen ver-
dienen Beachtung. Man erhilt andere, indem man die Geraden (pp") und
(p"p) eines selben Cyclus in Verwandtschaft setzt. Hier konnen sie dazu
dienen, um invariante Curven zu bestimmen, da die in den Tangenten

einer invarianten Enveloppe enthaltenen Punktepaare eine invariante Curve
liefern.

§ 4. Die parametrische Darstellung der Curven und die
pveriodischen Transformationen.

L

1. Damit eine Charakteristik in einer C} enthalten sei, bestehen
folgende Bedingungen. Die Projectivitat in C} mit der Spitze als Doppel-
punkt ist Buw' + Cu+ D =o0 oder w' = —(C: Dyu—(D:B). Drei ali-

neirte Punkte w, , u,, u, sind tbergefuhrt in -—gui -—-2, welche zu den

B B
Parametern b eines der Fundamentalsysteme addirt geben

D
_3§+ﬁlbl + "‘+ﬁabo‘=09
wo f, die Vielfachheiten der Punkte 4. Far einen Fundamentalpunkt

erhalt man durch Einfithrung des entsprechenden Punktes in die Funda-
mentalcurve

_%'*' ( 11 ——%)bl + Bl + ..+ fb. =0,
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oder unter Voraussetzung der Coincidenz (a; b))
D C
B + (ﬂll —§>bl + /gnba + ... + ﬂlnba = 0,

was o 4+ 1 Gleichungen gibt, deren Determinante

-3 A/ B B
— I ﬂu_% ﬁn-'- ﬂm

D=
—t fu fa- a3
—3n ﬂl ﬂa < ﬂv
— 38, + % B _‘% B P
—3+s B Pa P
ntS B B B
C
D=-—-—3 ﬁf, ﬂu_BT ,‘912 LRI ﬂal
B Ba B Pu—3
3 B B - B
%
1 fu—%n f - .
+3 ?
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endlich, weil die zweite Determinante — D ist, und mit &' = — £ = — —

D=__3Az=3Ax'.

x4 1 2 —1

LII. Theorem. Die Determinante, welche viber die Existenz einer Cha-
rakteristik auf C3 entscheidet, ist bis auf einen Factor x© — 1 proportional
der Determinante fir die fundamentale Substitution der Characteristik.

Da der Werth von -——% das Doppelverhaltniss der Projectivitat auf

C? ist, so erhalt man:

LIII. Theorem. Wenn eine Characteristik in einer C? construirt werden
kann, so ist der Periodicititsindex in C3 derselbe wie der Index der ebenen
Transformation.

2. Derselbe Calcul gibt fir C, p=1 unter Ersetzung aller Gleich-
ungen durch' Congruenzen modulo der 2 Perioden von C, fir die De-
terminante dieser Congruenzen

D=32= mod K, iK"),

wo die Correspondenz in C, ist «' -+ ku =y und gesetzt ist

n—k B - B
,84, ﬂu + k... ‘810

ﬂia. ,801 e ﬂaa+k
Die Vergleichung mit den Resultaten 1. ¢. lehrt, dass diese Determinante
, . . e . N I N
far die periodischen Typen und fur k& = —1 oder + (=11 y5)

stets einen ganzzahligen Werth hat. Wenn die Determinante verschwindet,
so sind die Congruenzen fiir jeden Werth von j vertriglich und mit dem
Werthe von 7 rechnet man die Werthe der Parameter der Punkte der
Characteristik.

Acta mathemation. 19, Imprimé le 18 février 1895, 18
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3. Die fritheren Resultate sind dahin zusammenzufassen, dass jeder
Typus eine Cj reproducirt, ausgenommen nur [, H, und Hj.

LIV. Theorem. Flir jede construirbare periodische Transformation exi-
stirt eine Varietdt mit einer eigentlichen anallagmatischen C,.

Beweis. Wenn der Typus eine C, reproducirt, kann man die Fun-
damentalpunkte der Transposition, welche auf die vorgelegte Characteristik
fuhrt, so wihlen, dass alle Fundamentalpunkte in einer selben der in-
varianten O, sind. Also wird die aquivalente Transformation die trans-
ponirte C, reproduciren.

Regel. Um zu untersuchen, ob eine periodische Characteristik einem
constructibeln Typus &dquivalent sei oder nicht, hat man die Construc-
tibilitat in einer der Curven C3, C,, C,, C, mittelst der obigen Congruenzen
zu untersuchen. !

II.

Die vorstehende Rechnung ist ein besonderer Fall einer anderen, welche
sich auf invariante Curven des Geschlechtes p bezicht.

Die Correspondenz auf C, verwandelt die p Integrale 1. Gattung
unter einander mittelst der Formeln

11 = 771111 + 7712I2 + ...+ 771p1p,
I; = 772111 -+ 772212 + ...+ 772pIp;

L=ngnhi+ 9l + ... + 751,
und eine Summe A IV 4 ... 4 A, I verwandelt sich in
ailzclylgy) + ai2zalu1‘¥) + e

Es sei nach dem ABer’schen Theoreme die Summe der Integrale iiber

n alineirte Punkte
IO 4 ...+ IP=E, G-t

! Ich bezeichne mit C,, Oy, C; eine #quianharmonische, harmonische oder will-
kiirliche C,.
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Die Entdeckung der birationalen Transformationen, welche diese
Correspondenz enthalten, theilt sich in zwei Theile:
1% Sei
mo @ ... G,

—al’ an .. ala,

(1)

—_a, Gy ... @,

die Matrix der birationalen Transformation, welche den gegebenen Singu-
laritatencomplex der Curve reproducirt. Wenn die Berechnung dieser
Matrix ohne Erfolg ist, kann die Transformation nicht existiren.

2°.  Seien

(2) A(li) , Agi) ey Ag) (i=1,..,0)

die Integralsummen in den ¢ Punkten der Characteristik. Ferner seien
IO I® (i =1...p) die Werthe der Integrale in # alineirten Punkten
und K, ithre Summe. Ferner seien [I]},...,[L]* (¢ = 1...p) die Inte-
grale in den Schnittpunkten mit der transformirenden Curve. Die Con-
gruenz

(3) L'+ o+ I =ak + .. + 0, K,
liefert '

AP + ...+ 0,47 + apy K, + ... + 0, K, =mK,,
AP + ...+ 0, 4P + 0, K+ ...+ a0, K, =mK,.
Betrachten wir das Integral I,. Fur eine Gerade durch den Punkt b,
gilt die Congruenz

IP 4 IO 4 ...+ It + BI=K,,

wo BV die Integralsumme der sammtlichen Nachbarpunkte von b, ist.

Seien HP, H? , ... die Integrale der Punkte des ersten Feldes, welche
durch die Correspondenz in die Punkte 1,2,... n—2b, tubertragen sind.
Dann wird gelten

HY 4 ... 4+ HE® + (2, — a,) AP + (@, — a,) AP + ... =b K,
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und weil
2 — 1 1
H(l): “;11(1) + “ee + G;PI;,),

wo aj der Minor von a, in der Determinante der a«,, so wird

HY 4 ...+ H = ofy(K, — B) + ... + of,(K, — BY)

und
an (K, — BY) + ... + i, (K, — BY) + (@, — a,) AP + .. .=(m — b)) K,
und durch Substitution von (4)
b K, — ;ﬁa{iBﬁ‘) — 0, AP — ... —a, 47 =0.
Wegen der Coincidenzen der Characteristik wird man haben

1 A —_
BP = A, b =a,

Die p Congruenzen werden

b4
(5) 0, K, — Tia AP — ay AP — ... — 4, AP =0 (o=1, )
oder
A 1 — =1,..,
(6) aA‘KP —_— QIP —_ aﬂA;) —_——— ™ ai‘,A'f,") = 0. (’:=1,_"’£

Die Zahlen o sind bekannt als Resultat des arithmetischen Problemes und
man hat so po Congruenzen unter den po Grossen 4, welche man auf-
lésen muss.

Die Congruenzen (6) werden zur Bestimmung der Coefficienten der
Curve dienen konnen. Dies ist die Form des Problemes, wenn man die
anallagmatischen Curven in einer gegebenen periodischen Transformation
sucht, z. B. die Curven C,, mit 6, 7, 8 s-fachen Punkten.

In allen Fallen, wo es moglich ist, die a, auf die canonische Matrix
@1 s - -, 0y zuriickzufithren, vereinfacht sich die Rechnung. Ein solcher
Fall ist jener der periodischen Transformation, in Consequenz der Theoreme
der Herren WeBer und Frosentus. (Annali di Mat. ser. 2. Bd o,
Crelles Journal, Bd. 95, p. 264.)
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[1] (m — o) K — 0, A" — ... — a, 4P = o,

[2] (m— ay) K, — a; 4P — ... —a, 40 =0,

[#] (m — o) K, — a, AP — ... — @, 4P = o,

[1,1] a Ky — ap AP — ... — (ay, + ,)) 4P —... =0,
(i=1...0)
[p,i] oK, —a, 40— ... — (o, + ¢,) 40— ...=o0.

Die Congruenzen [1],[1, 1],...,[1, o] dienen dazu, die 4% und
K, zu bestimmen. Der Nenner dieser Grossen ist A, , der Werth von
A, fur © = a,,. Damit die 4 nur eine endliche Anzahl von Werthen
haben, muss A, eine commensurable Zahl sein. Also liefert die De-
terminante A,, gleich Null gesetst eine Gleichung mit ganzzahligen Coeffi-
cienten, welche durch die Wurzeln der bekannten Gleichung von Herrn
WeBER befriedigt wird.

Die einzigen Ausnahmen der vorhergehenden Rechnungen sind die
zwei besonderen Curven C,, 74' und C,, 8Sa'.

1.

Es bleibt ubrig, fur eine der typischen Transformationen die Gleich-
ungen der invarianten Curven zu suchen.

1. Fur die Typen mit 6 Punkten hat man 4 invariante C: ¢, ,¢,,
¢, ¢, und kennt (cit. Abh.) die Indices in der Collineation unter den
co® C,, welche sein wird

QL@ Pyt Py = €10, 839, 1 &9 - 6.0,

Man bildet eine ganze Function F(p, , ¢,, ¢,, ¢,), Welche durch die Mul-
tiplication der ¢ mit den e nicht geindert wird und, indem man die ¢
durch die Ausdriicke in den z ersetzt, erhalt man eine Function, welche
invariant ist far die gegebene birationale Transformation.
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2. Ebenso fur die Typen mit 7 Punkten:

LV. Theorem. Alle algebraischen Functionen, welche durch einen Typus
mit 7 Punkten ungedindert bleiben, sind als ganze Functionen dreier inva-
rianter C; und ihrer Jacobischen Curve H darstellbar.

Die Coefficienten der Collineation unter den ¢}, ¢, und H er-
geben sich aus den Resultaten der citirten Abhandlung.

3. Fur die Typen mit 8 Punkten hat man eine leicht zu schreibende
Curve 6. Ordnung ¢ und die Curve D,, Jacobiana der C,(8a?), welche
invariant sind.

LVI. Theorem. Als Function von ¢, D, und zweier invarianter C,
sind alle invarianten algebraischen Functionen ausdriickbar.

4. Fur die periodische Transformation des Typus von Joxquitres
driickt man jede invariante Function durch #,, z, und Cy aus, wo C,,
die Curve der Hemicyclen ist, und die Collineation ist

CL'; H x; . CJIM = .’L‘l . Sh+1$2 . — eh_HCH.

Mittelst Quotienten solcher Functionen F wird man in allen Fillen Func-
tionen haben, welche absolut invariant sind.

II. THEIL.

Methoden fiir die Auffindung der existirenden periodischen
Transformationen.

Nachdem in § 2. I Theiles 6 Classen gefunden wurden, unter
welchen die Typen der algebraisch existirenden, periodischen Transforma-
tionen zu suchen sind, nadmlich jene von Jonquicres, dann jene mit 4, 5,
6, 7, 8 Punkten, schliessen wir von Anfang an jene mit 4 und 5 Punkten
aus, welche nothwendig quadratisch oder cubisch sind. Man verschafft
sich namlich sehr leicht die Bedingungen fur die Lage der Fundamental-
punkte und erkennt uberdies, dass alle diese Typen in Wahrheit Colli-
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neationen oder quadratischen oder cubischen Transformation mit (ab) aqui-
valent sind.

Die grosste Schwierigkeit in der Entdeckung der existirenden Typen
trifft man bei den Typen mit 6,7, 8 Punkten. Ich gebe also directe
Methoden, um diese Typen zu finden und a posteriori die Identitat mit
den auf ganz verschiedene Weise in der Preisschrift construirten Typen
herzustellen.

§ 1. Die Typen mit 6 Punkten.

1. Das co® System von C, durch 6 Punkte ist bereits oft fir die
Untersuchung der Flichen 3. O. angewendet. Ich habe zuerst eine Me-
thode gegeben,’ um umgekehrt die cubischen Flachen zur Auffindung
von Eigenschaften der 6 Punkte in der Ebene zu verwenden.

2. Eine birationale Transformation, welche ihre Charakteristik in
den 6 gegebenen Punkten hat, verwandelt die co® C, unter einander und
man kann sich eine Transformation des R, denken, welche dieselbe Ver-
tauschung auf der F, hervorbringt wie jene, welche als ebenes Bild die
birationale Transformation der Ebene hat und man sieht sofort, dass als
diese Transformation der R, eine Collineation genommen werden kann.
Statt nun wie soeben aus der Ebene heraus auf die Collineationen im R,
zu schliessen, stelle ich zuerst die Collineation auf und mache dann die
Abbildung der durch die Collineation in F, hervorgebrachten Umwand-
lung auf die Ebene.?

3. Zur Entdeckung der Collineationen bediene ich mich derselben
Methode, welche ich im § 3. I. 1. c. angewendet habe, um vollstandig
die Collineationen zu finden, welche eine ebene cubische Curve reprodu-
ciren konnen.

Sei
(1) F(w, ,2,,%,,%,)=0

! Comptes rendus de 1’Académie des sciences de Paris, 5 janvier 1885.

* Der Erste, der die Untersuchung der projectiven Systeme auf Flichen u. zw. auf
Flichen 2. Ordnung, auf synthetischem Wege unternommen hat, ist Herr ZruTHEN, Ma-
them. Ann., Bd. 26, p. 247. Es ist keine Frage, dass man auch zur Auffindung der
collinearen Systeme auf Flichen 3. O, synthetisch gelangen kann.
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die Gleichung einer F, und sei

(2) o = A,

eine auf ihre canonische Form zuriickgefuhrte Collineation, welche Form
hier stets vorausgesetzt werden kann, da es sich um periodische Colli-
neationen handelt.” Denn die Umwandlung auf F, muss ebenfalls peri-
odisch sein und da F, als irreductibel vorausgesetzt ist, muss die Colli-
neation nothwendig auch periodisch sein. Ich untersuche also die peri-
odischen Collineationen, indem ich A, gleich Einheitswurzeln setze, die
Substitution von (2) in (1) mache, wo ein Glied zMa:xj*z;* durch die
Collineation den Factor AMA7=A72A7* annehmen wird, sodass (1) nur dann
invariant sein wird, wenn die Grossen

(3) AT AT AT A

denselben Werth fiir alle Glieder haben.

Um hieriiber zu entscheiden, theile ich die linke Seite von (1) nach
der Transformation in mehrere Aggregate gemiss den Factoren (3). Die
folgende Ubersicht ist das Resultat dieser Arbeit. Da alles von den Ex-
ponenten abhingt und nichts von den Coefficienten, so werde ich diese
unterdriicken. Auch schreibe ich (2) einfacher Az, :Ax,: A%, : Az,

1. Z,:%,:%,: — %,
X+ X + X + XIX, + XIX, + XX, + XX, + XX, + XX,
+ XX, 4+ XiX, + XX, + X, X, X, " z; + viw, + w32, + B3@ + 22,2,

+ wlxsxi + xﬁxsxl ”'

2, L&, — Ly — X
X+ X+ XX+ XX + XX+ XX, + XX+ XX, + XXX,
+ XXX, [ XD + Xi + XX, + XX, + XX, + XiX, + X3 X, + X[ X,

+ X1X2X3 + X1X2X4 ”

47

! Was die Reduction einer Collineation auf die canonische Form betrifft, hat man in
neuerer Zeit Arbeiten von NETTO, KRONECKER, LIPscHITZ, PRYM und neuerdings von RosrT,
welche sie ausser allen Zweifel setzen.
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3. X 1T, X, e =1,
Xi+ X0+ X5+ XX, + XX, + X3X, + X5 X, + X1 X, + X0X, + X, X, X

+ Xi ” T2y + X2, + Ty “ L, 2,0, 4 6, 2,0, + 2,0,2, + v12, + 30, + 95;954“-

4. L 1@y, EX,, ef=1,
X+ X+ X4 X+ XX+ XX H riwy 4 32, 4 7, 4 B30, 4 22,7

+ vy, “ T3®) + T30, 4 2ix, + iz, + 2,20,0, + 0,7, “

5. @ 1@, ex ey, e =1,
X+X+ X+ X4+ XX+ XX + XXX+ XXX, XX, + XX,
+ XXX, + XX, + XX, + XiX, | XX, + XX, + X, X, X, + XiX,
+ X:X, 4+ X:X,|.

6. X, —x, 1 — T, = —1,

X!+ XX, + X2X, + X2X, + XIX, 4+ X, X, X,| XX, 4 X!X, + XIX,
F XX, 4 XX+ X+ X g, + 2, 0+ 2,00, 310,
+ w2, + 23,

7. Xy i— X, rim, tix,, V= — 1
X! X2X, + X, X, X, + XX, + X:X,| XX, + X2 + X, X, X, + XX,
+ Xi X, | alzy + vy ay + i vy + wow, | 2,2, 2, + @y 20000, + 28 + 2} 2i0, + wlag ||

3. @ :—uwx,iv,: —iv,, 1= — 1,
X+ XX, 4+ XXX, 4+ XXX, + XX, [ X! + XX, + XIX, + XiX,
+ XXX | X+ XIX 4+ XX, 4+ XX, + XXX X+ XX,

+ XX, + XiX, + X, KX,
9. @ :mw,iexw,: e, g =1,
zy + 4 + 2w, + v, 4 v, ” Ty ~+ BTy %y + T, T5 7, ” % + 27y -+ T34

2 2 2 e
-+ X, 0,25 ” 21Ty + Ty x, + By@, + air; 4 @y, “ *3%, + 2iT + 12, H
Acta mathemation. 19. Imprimé le 19 février 1895, 19
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10, & :ex,:e’x,: 'n,, e =1,

7 + wix, + wiT, -+ 2,2, ” a3 + 21z, + 17 + 2,07, H air, 4 Bx, + 137,

T3, ” xy + viw, + viw, + 1,7,7, {t xi + rixg 4 e, v, H

11. z :er,:e’w,: ‘s, el =1,
x} + 2iry + 2,7, ” zy + iz, + 137, + T2 + 2,27, H x + 137, + 17,
+ 2z, 4 2,752, H r; + 2z, + rix, 4 vi7, + 312173664”.8; + ziz, + xix,

+ 2,2, 74 " T30, + 2375 + Ty%s “

12, @ :%,:— Z,:EL,,

X+ X+ XX + XX, 4 XX, 4 XX, + XD i; xy + 27y + 132,

+ 22,2, “ riw, 4 137, + 3%, + T, 2,7, 'E X Ty 2y + Ly 32y :l rix, + 232, “ xz%n
13. %, :ex,:€'7,: — I,
X4 X5+ X4 XiX 4+ X XX ‘! N S GEE S N H 257,
+ @57, I[ XX, + XXX, + XiX, 4+ XiX, “ XX, + XiX, + XiX,

.

+ X1 X, H T35 + T3, “ T3T,

14. @&, — &L, — €L, 3
o} 4 2} + 2z, + Byw, + ve, + e X 4+ X+ XXX+ XX

+ X5 X, “ T3x, + T2, ” AN " T X3y + Xy A3y H T, 7,2, + 1w, + 237, 4 27,

.

i

C e e 3
15. @, 16l :ex,: x,, €

::'I’

X XD X4 XX, + XX, + XiX, |2} + ol |dio, + aiv, + a2l

+ w7, ” ryx, + 332, 4 22,2, “ T2, + XX, A 12,7, || LT, %y + Ty T Ty ”

. e e Y, 3 __
16. @, :ex,: gx, : €°x,, e® =1,

x; + x; + 7w, + 2,70,2, H xy + @) + 128y + T 07, ” LA S A

’ a 2 " !
+ 2,757, ” xiwy + 2w, 4 Hiw, | 2ie, + Wy + 2, H zie, + 130, + 7T, h



147

Neue Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene.
17. @, 1%, — &, : — &%,, e

3 3 2 2 3 3 2 2 2 2 2 2
ry + 0y + 2ix, x-z%” x; + %y + 2% + 2%, H Ty %y + T3y + T2 + 2,7,

+ 2,207, + 2,27, ” 4, 0,75 + 2,0, + 212, + vla, + w37, + 237, H

T —

18, w :x,:ex,: etx,, e =1,
@} + o) + w30, -+ Ty - 0,250, F 10,7, ” 3 n o “ wiwy + 250, + w37,

+ 4,725, ” w37 + vyx, + Tiws + @,2,7, “ w33, + X3, “ wiw, + 2%, H

19. 2,:%,:ex,:¢e'w,, g =1,
vy + @ + wlw, + v, + 2ia | o} + 2ie, + o, + w00, | 0f 4 2,
+ 23, ” 1T + Ty + 20,7, ” A lez% + ziz, ” 12324 + %,%3%, ”

.- PN . 7
20. &, :zx,:e'x, e, e =1,

7, + aix, + 0,0, “ z; + w2, + 2,757, ” 7 + 3,

132, + 32, + T, 2,7, ”

z; + wa, + vz,

+ zix, ” LTy + BT, “ 2305 + 230, 4 57,7,

21. m :ex,:e'w,: &'y, e’ =1,
Ty 2,0, “ ol -+ @iwy + »,2,3, H w3 4 230, 4 2,02, “ T 4 T30,
+ 2,2, H %y + w3, ”x;xl + 2wy 4 T, “ BTy + X305 + T3, ”
und die ubrigen Collineationen Indexes 7 licfern ebenfalls keine Typen:
22, ®,:10,:— i, iz, i?= —1,

2+ o+ 5l + o, + B2l + 2 + e, + olead + e,

rix, + vz, + v2,, ” T3 7,

+ 2w, | o} | 232 + 237, + 712,
+ mw, |y a, || waywy + 2,705, |-
23, Xyi— @yt — A% \iw, = —1I,
w5 + 2wy - w32y + viw | 2 4 2w, - 2ix |0 + 2ie, + 0,7, | 2l

+ vy, | iy + viw, + wim | i, + dia,| B3, + 20,7, | 5102,
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24. @ cex,:e’w ety e’ =1,

X4+ XX, + XiX, + XiX, | @} + 2 + 2 + mryr, L alay | ale, | ale, | 2l
+ z%,2, N Tyxy + T3x, + 37, H xir, + 12,7, [ rix, + T, 3,7, ” '

25, @ 1— T, X, 0, e =1,

1

verlangt einen Doppelpunkt in der F,; cbenso dic iibrigen Collineationen
des Indexes 10 wie

3 4 5
L. e— £ e I e’ ==
26, EX, X, 1 ETT, 15 I,

7+ By + wia o} + ey ol + ool 4 g 2o B, + al,

B2y 4Tty | 2y

+ T, H xﬁat, + xg“"l + xzﬂ% H T3,
27. Xyr——r,iEx tir,, gt =1, i = —1,

+ @y, I

2 T2 : 1. " ; |
B, || gy | wiws | w2y + X Ty Ty, |y, |||

Hiermit endigen die Collineationen, welche irreductible F, invariant
lassen. Unter den obigen sind die’ zerlegten und jene mit Doppelpunkt
auszuschliessen, wenn dieser invariant ist. Denn diese konnen keinen
Typus liefern, weil die aus dem Doppelpunkte von F, gemachte Pro-
jection dieser I, als Abbildung ecrsichtlich eine Collineation in der Ebene
liefert. Es bleiben nur dic in grossen Lettern geschriebenen Formen,
unter welchen noch n° 6 1. Form einen invarianten Doppelpunkt auf

@, = 0, , = O hat, ebenso wic dic zwei letzten Formen n° 5 und n° 13,

1
und aber die zwei Formen n° 2 gleichwerthig sind, ebensowie die zwel

n° 7 und die vier n°® 8. Die eritbrigenden cubischen quaterniren For-
men sind:

. X4 X X34 XX, o+ XX, + X2X, + XX,
+ XX, + XXX, + XX, + XIX, + X, X, X, 1,1,1,—L
2. Xi4 X2 4+ X2X, + XX, 4 X2X, 4 XIX, + XIX|
+ XX, + X, X, X, + X, X,X,, 1,1,—1,—I.

Die itbrigen Collineationen mit dem Index Q verlungen Doppelpunkt oder De-
composition der I7,.
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30 X+ X+ X34 X+ XX, + XiX, + XX,

+ XX, + XX, + XXX, + X, X,X,, 1, 1, 1, ¢,.

4. X+ X+ X4+ X4 XX, + XX, 1, 1, &, &.

5. Xi 4 XI4 X34 X34 XUX, + XiX,

+ X, XX, + X, X, X,. I, 1, &, &5

6. X0+ X2 X2X, 4+ X2X,+ X2X, + X! X, + X2 X,, 1, & ,—1,— 1L

7. XP 4+ XXX, + X, XX, + XX, + X!X,, 1, —1, & ,—i.

8. X4+ X+ X+ XX, + X2X, + X2X, + X2X,, 1, 1 ,—1, &.

9. XI4+ X4+ X4+ XX 4+ XX, X,, I, &, & ,— 1.
o. X4+ X4+ X4+ X2X, 4+ X0X, + XiX,, I, &, &-,— 1.
1. X{+ X5+ XiX, 4 X2X,, I,—1, & ,—&;.
12, X!+ XX, + XX, + X!X,, L, —1, —i, i
13. X+ X;X, + X!X, + X2X,, I, g, & , €.
4 X4 X4 XIX, 4 XIX,, L—1, &, i

I. Theorem. Wenn eine Collineation eine Gerade a, von Iy in sich
selbst verwandelt, so ist die abbildende ebene Transformation dquivalent ciner
Charakteristik mit 5 Punkten.

Beweis. Nimmt man in das abbildende Sextupel die @ , so erscheint
das Bild von @, als Doppelpunkt der Ebene w. z. b. w. Ebenso wird be-
wiesen:

II. Theorem. Wenn die Collineation zwei oder drei windschiefe Ge-
raden von F, wunter einander transformirt, so ist die Abbildung dquivalent
einem Typus mit weniger als 6 Punkten.

Da es mir hier nur auf die Typen ankommt, so wende ich diese

beiden Theoreme sofort auf die vorhergehenden 14 Formen an. n° 1

hat stets eine invariante Gerade durch X,, n° 2 die Doppelgerade X X,
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n° 7 die Gerade X,X,, n° 6 und n° 10 drei invariante Geraden in der
Ebene #, = o, n° 11 und 12 die Gerade X,X,, n° 4 enthalt mehrere
cyclische Tripel windschiefer Geraden; denn die Directricen sind im All-
gemeinen von keiner Geraden der F, getroffen und die drei Geraden
konnen mniemals in einer Ebene sein. n° 5 und n° 6 gestatten ebenfalls
windschiefe cyclische Tripel.

Es erubrigen die Formen n° 3, 8, 9, 13, 14. Stellen wir zuerst fest:

III. Theorem. Die Transformationen, welche man durch Abbildung der
collinearen Systeme auf F, erhdlt, indem man verschiedene Doppelsechsen
verwendet, sind birational dquivalent.

Es ist immer moglich, derart abzubilden, dass man den Typus erhalt.
Die Transposition mittelst der 6 DPunkte liefert niamlich in der Ebene
eine Transformation, welche wieder das Bild einer Collineation in I, ist.
Diese Collineation muss aber wesentlich dieselbe sein wie die erste, es
kann sich also nur die Art der Abbildung geindert haben, also entweder
die Directricen von Cressci oder das Sextupel von REeYE.

IV. Theorem. Unler den Geraden eines Sextupels sind o oder 3 oder
4, welche zwei und 1, 3, 6 welche 5 des transformirten Sextupels schneiden.

Denn die Thatsache, dass o oder 2 oder 5 Geraden eines Sextupels
eine der iibrigen Geraden treffen, tibertriagt sich in die andere, dass die
einzigen Fundamentalcurven, welche die Transformationen mit den 6
Punkten besitzen konnen, Gerade oder Kegelschnitte sind u. zw. in den
bezuglichen Anzahlen.

V. Theorem. Dic Collineationen auf der 17, »° 3 hat als Bild den
Typus vom 4. Grade und Inder 3, welcher I c. als A, bezeichnet ist.

Beweis.  Man kann zwel successive Geraden wahlen aa’, sodass die-
selben in zwei conjugirte Sextupel cintreten, ¢ wird eine Fundamental-
gerade liefern. Zwei successive Geraden konnen sich nicht im selben
Sextupel finden, weil sie sich immer schneiden; daher sind alle 6 Punkte
fundamental und die Transformation ist biquadratisch. Die drei Geraden
a, welche in Doppelsecanten transformirt sind, bilden ein windschiefes
Tripel, ebenso die drei Doppelsecanten und da zwei successive Geraden
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sich schueiden, ist (d,¢,), (d,¢,), (d,¢,) bedingt. Die andere Doppeldrei
hat gleiche Verkettung. Uberdies: Die Schnittcurve mit », = o ist Ort
von Doppelpunkten und gibt als Bild eine C,, Ort von Doppelpunkten.
Die C,, deren Ebenen durch X, gehen, sind C, und liefern in der Ebene
das Netz, welches 1. ¢. fur A, gefunden wurde. Die Geraden der Doppel-
sechs schneiden #, = o in 6 Punkten zweier Inflexionsgeraden, welche
sich als zwel Tangentialcyclen abbilden.

VI. Theorem. Die Collineation auf der F, wn° 8 hat als Bid den
Typus B,.

Beweis. Die Collineation ist die Zusammensetzung der vorhergehen-
den mit ciner involutorischen Collineation, welche die zwei Doppeldreien
der abbildenden Doppelsechs unter einander vertauscht was die Wirkung
hat, dass niemals zwei successive Geraden sich schneiden und dass nie-
mals eine Gerade in eine Gerade des conjugirten Sextupels transformirt
ist. n° 8 beweist die Existenz einer C, mit oo’ involutorischen Paaren
und zweier invarianter Geradentripel, deren Ebenen durch XX, gchen.
So erkennt man die Figur, welche 1. ¢ fur ¢’ in 8, ¥ in ¢, ¢ in @
oder B, gefunden ist.

VIL. Theorem. Die Collineation auf der F, n° 9 hat als Bild den
Typus I.

Beweis. Die Ebene , = o schneidet F, in einer C,, welche eine
Correspondenz #' — u =y vom Index 3 tragt; durch X, gehen drei Ge-
rade der F, in z, = o, welche ein cyclisches Tripel bilden und sich in
die Ebene ebenfalls in drei solche Gerade abbilden. Da man zwei Ge-
raden finden kann, welche successiv und windschief sind, so erhalt man
fur die Ebene eine Verkettung und indem man beweist, dass nicht mehr
als eine Gerade des Sextupels sich in eine Gerade des conjugirten Sextupels
verwandeln kann, beweist man, dass T cubisch wird. Ohne ausfiirlich die
Configuration der 27 Geraden aufzuschreiben, ist es unmoglich, aus ihr die
Characteristik (ad,), (ba,), {a,,), (a,b,), b, in @, zu construiren, wihrend
man aus der Ubereinstimmung der invarianten C, die vollstindige Iden-
titat erschliessen kann.
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VIII. Theorem. Die Collineation auf F, n° 12 hat als Bild die B, 1. c.

3

Beweis. Ohne die Configuration der 27 Geraden zu studiren, will
ich n° 12 in dicse anderc Form bringen =} 4 2% + 2} + 2}, was immer
durch eine lincare Substitution z,, z,, r, allein moglich ist, indem
@305 + 232, + xjr, = o Aquianharmonisch ist. Die Collineation wird die
Form haben ex,:e'2,:e'2,:52,, wo e’ = 1. Die Sextupel dieser F,
schneiden die Ebene x, =0 in zwei alineirten Tripeln von Wendepunkten,
woraus man im selben Sextupel zwei Verkettungen und also die Ordnung
der Transformation ableiten kann. Die 4 invarianten C, stellen die Iden-
titait mit B, fest.

IX. Theorem. Die Collineation auf I, n° 13 hat als Bid die B,,.

Die Ebene z, = o enthalt eine C}, x, = o enthilt drei Geraden
durch X,, welche ein cyclisches Tripel bilden, z, = o eine C, und z, = o
eine C,. Man sucht unter den Geraden 4, welche cine Succession bilden
und hat hiermit Reduction auf die Ordnung 2.

Conclusion: Die existirenden periodischen Transformationen mit 6 Punkten,
welche nicht unter einander dquivalent sind, sind die folgenden:

T,

6

A,, B, B,, B oder XXVI1I,, I,, II,, IIT,,, XIV,,

12

also die in dey citirten Abhandlung aufgeschriebenen Typen.

Der Anwendung halber soll das Resultat der Abbildung der 14
Collineationen auf p. 148 vollstandig angefithrt werden:

1. liefert die cubische Involution (cc’), (a;b,), 2. zwei Doppelpunkte
und zwei involutorische Puaare ciner Collineation, 3. XXVII, 4. drei
Doppelpunkte und ein cyclisches Tripel einer Collincation, 5. zwei cy-
clische Tripel einer Collineation, 6. liefert (cc’), &’ in b, I’ in a nebst
einem Doppclpunkte, 7. ein Quadrupel und ein involutorisches Paar einer
Collineation, 8. I, 9. XIV,, 10.4' in a, ¥ in b, ¢ inc, 11.(al’), (bc'),
(ca’) mit einem Doppelpunkte und einem involutorischen Paare, 12. (ab’),
(bc"), @ in a; in ¢ mit Doppelpunkt, 13. Il 14. II1,.

Anmerkung. Die Flachen 4, 11, 13, 14 gestatten, unter der Form
& -+ & 4 & + & geschrieben zu werden. — Ferner sind die Flachen,

welche durch jede der Collineationen reproducirt werden, co* und wenn
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man die Abbildung aller gleichzeitig macht, was wegen der Vertheilung
der Geraden moglich ist, erhalt man in der Ebene ein oco* System von
birationalen Transformationen.

§ 2. Die typischen Transformationen mit 7 Punkten.

1. Das Netz der C, durch die 7 Punkte ist invariant, also auch die
Jacobische Curve D,, auf welcher eine Correspondenz entsteht. Umgekehrt:

X. Theorem. Durch die Correspondenz auf der Jacobischen Curve D, ist
die ebene Transformation bestimmt.

Beweis. Jede C, des Biischels schneidet D, in einem Quadrupel von
Punkten und diese Reihe g; ist in sich transformirt wegen des Theoremes
XXXV. Die so entstehende 2-deutige Transformation zerlegt sich in
zwei eindeutige Theile, von welchen der eine die Zusammensetzung des
anderen mit der Involution (von Geiser) 8, ist, und der eine die Wieder-
holung des anderen ist, wenn der Index des einen ungerade ist.

Man kann jeder D, mit 7 Doppelpunkten cindeutig eine Curve L, 4. O.
p = 3 entsprechen machen. Die eindeutigen Correspondenzen auf C,
haben als Bilder in I, eindeutige Correspondenzen. Diese aber sind stets
in einer Collineation der Ebene enthalten. Ich wende nun die Umkehrung
der Frage an, wie ich es im § 1 fur die cubischen Flichen machte.

XI. Theorem. Fir eine gegebene Curve L, erhdlt man sofort eine Curve
C, mit 7 Doppelpunkten, welche zu jener in 1-1-deutiger DBezichung ist,
mittelst eines Septupels unabhingiger Doppeltangenten.

Beweis. Ls ist die Umkehrung des Theoremes von AroxuoLD, welcher
vom Netze der C, ausging. Die 7 Doppeltangenten bestimmen das Netz,
welchem eine Jacobische Curve C° (dual) angehort und der Ort der Be-
rithrungspunkte fur die Baschel mit Berthrung ist dic gegebene Curve
L,. Die eindeutige Relation hat also hier tiberdies die Eigenschaft der
Incidenz, d. h. dass jeder Punkt von L, mit der entsprechenden Geraden
von C° incident ist.’

! Solches eindeutiges Euntsprechen einer Curve C, und ciner Koveloppe I'™ it
Bedingung der Incidenz erhilt man sehr einfach durch Verbindupg entsprechender Punkte
Acta mathematica. 19, Imprimé le 20 février 1895, 20
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XIL. Theorem. Jede birationale Transformation oder Gruppe von bi-
rationalen Transformationen, welche 7 Punlte in der Charakieristik hat, bringt
gleichzeitig eine Collineation oder Gruppe von Collineationen unter den Geraden
der Ebene hervor.

Denn die Transformation bringt eine Correspondenz auf D; hervor,
welche wegen des Theoremes XI zum Bilde eine Correspondenz in der
Curve 4. Classe von AroxHOLD hat und diese ist in einer Collineation der
Ebene enthalten, deren Index also die Halfte des Indexes der Trans-
formation sein kann.

XIII. Theorem. Wenn man jeder C, den Schniitpunkt der Tangenten
in den 4 Schnittpunkten mit D, zuordnet, erhdlt man eine lineare Beziehung
mit Incidenz.

Der einzuschlagende Weg ist also der folgende. Ich stelle die bi-
quadratischen Curven L, auf, welche eine Collineation gestatten, nehme
unter den 28 Doppeltangenten ein Septupel von AronNmoLp und verfolge
die Verwandlung dieses Septupels durch die Collineation. Die verschiede-
nen Doppeltangenten entsprechen nach Theorem XI. (dual gesprochen) Ge-
raden oder Kegelschnitten oder C} oder den 7 Punkten des Septupels sclbst.

So leiten sich die Characteristiken der zwei annexen birationalen
Transformationen mittelst der Verwandlung unter den 28 Doppeltangenten

der Curve L, her, und finden in dieser Verwandlung ihren vollstindigen
Ausdruck.

3. Zur Auffindung der Collineationen mit invarianter L, wende ich
das drittc Mal die Methode der canonischen Formen an.

L 2 1@, — Ty,
X4+ X+ X+ XX+ XX+ XX + XX+ XXX+ XX a0

+ 2,25 + xiwy + 2w, + 2,2,77 + ,2,73 ”

zweier eindeutig bezogener Curven. Umgekehrt kaon jedes Incidenzpaar Cn, I'™ auf un-
endlich viele Arten so entstanden gedacht werden. KEs giebt stets unendlich viele einfach
rationale Transformationen, fur welche C,, I'™ die beiden Incidenzeurven sind. Ks giebt
aber nicht immer ecinfach rationale Nullsysteme, in denen sie sich entsprechen.

Dicselben Ausspriiche gelten auch fur cine M;_; und einc Enveloppe M;_; von
R,-~1 im R,-.
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Cpo 3
2. 1, ex,, e’l=1,

Xi+ X+ XIX) + X X§ + XX + X1 X, + X, X} | 2lw, + oo, + 75

+ 2,205 4 xiwy7, " wia3 + Tya5 - 0,2,75

3. X iex,:e’m,, el =1,

X+ XXX 4+ X X3+ X X3+ X3X; H w5 + 2375 + 2% + w37, 7,
+ ziz; H T, %y + wiay + 2w, 4 zix, + o ”
4. X 1,10y, it =1,
X+ X+ X+ XX + XX, + X R[4l + 220 + nnad| s,
+ 22,75 + xixs + X304 " wyw, + 237, “
5. @ :— 1,4, = —1,
X+ X+ X+ XX+ X XX, | #ias + x5 + 2iw, + 23a] | 2w,y
+ wwy + 223 ” 2,0y 75 + 2,25 + X3 x, “
6. w :ex,:e’r,, ¥ =1,
2y -+ 23wy + €, 2,75 “ x, %5 + vyas 4 aiw, ” x10y 4 X125 + 2,93 ” % + wim
7. X, iew,:etn,, =1,
ot + g, + a0l ddn + oy, + 020 + w0 + 5ol + nal
+ w275 + ;25 ” x5 + 2l ”
8. =z,:—uw, ez, el =1,

Xt X+ XiX} + XX alos + ot + w0003 | alal + 2l | ol

+ @}, ” 012, + wyw, + 2,23 ” x1x2x§|

9. x,:ex,:— e’z el=1,
7+ 230+ 00| X 4+ X 4+ XK 4 XIX, |0l + 2,01 | ol

+ 2,05 | wy @y a; + 1,35 | Hiws + wi, |



156 S. Kantor.

. . P G
10. T, iex, ey, g =1,

af + ay,a | 2y + B,z || xf + 2yx,a | we, + 2303 Xi X, + X, X3
+ X, X3 | 2,73 + zi23 | whes + aiad
11, %, 140, \i %, 1P =1,
a4 w3 || w5 + Bia) + v,y || @i, + 27| wiw | @2 + 2w + 2w

+ z, 2,05 || o, 23 || 212,05 )

12. X 1ex,:EX g’ =1,

7} + 0,03 | lm, + 6,08 | etad | ob + alma | X + X, X + X X,| 2,03

+ 2} | 2323 | 2w w5 || w3, 7, |

13. ®,:i%,: x,, PP=—1, =1

X4 X, XD+ XY 2,08 atat | o + ol | 23l el | e
+ oty | 2,3 | 2,210 | 223 | 2l

XIV. Theorem. Wenn die Collineation eine Doppeltangente der L, in-
variant ldsst, ist eine der birationalen Transformationen, welche ihr entsprechen,
dquivalent einer Tramsformation mit 6 Punkien in der Characteristik.

Beweis. Man kann ecin Septupel nehmen, in welchem die invariante
Tangente vorkommt. Dann entspricht der Basispunkt der C,, welcher
diese Tangente abbildet, sich selbst oder ist ein Doppelpunkt der Ebene.

XV. Theorem. Alle Transformationen, welche man aus einer Collineation
von L, durch die Variation des Septupels der Doppeliangenien erhdlt, sind
birational dquivalent und umgekehrt.

XVI. Theorem. Unter diesen Transformationen kann man stets auch
den Typus erhalten.

XVIL. Theorem. Jede Collineation auf L, gibt zwei birationale Trans-
formationen der Ebene. Man erhdlt die eine aus der anderen, indem man
mit der involutorischen Tramsformation Jg zusammensetzt.

Wenn das unabhingige Septupel einmal angenommen ist, so hat
man die folgende Regel, um die Curve zu finden, in welche ein Doppel-
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punkt @, von L, durch die birationale Transformation verwandelt ist.
Man sucht den Doppelpunkt £, in welchen sich a, durch die Collineation
verwandelt, Derselbe sei in einem gewissen Kegelschnitte durch 5 Punkte
a. Dann kann man a, entweder diesem Kegelschnitte oder der comple-
mentiren Geraden a,a, entsprechen machen. Aber hierdurch ist die Trans-
formation bestimmt und man muss einem anderen Punkte a, entsprechen
machen, was bedingt ist.

XVII. Theorem. Wenn sich das Septupel a, ...a, durch die Collinea-
tion in ein anderes verwandelt, das mit a,...a, A Punkte gemeinsam hat, so
hat die entsprechende birationale Transformation 7 — A Fundamentalpunkte.

Beweis. Jedes Paar von entsprechenden Punkten unter «,...a,
liefert eine Verkettung in der Characteristik und einer dieser beiden Punkte
kann nicht fundamental sein fir das eine System.

Um die Doppeltangenten von L, nicht berechnen zu miissen, begniige
ich mich hier, tiber die birationale Transformation durch Vergleichung
mit meiner Preisschrift zu entscheiden, indem ich einige Bemerkungen
itber dic Doppeltangenten einflechte. Die aus obiger Ubersicht resulti-
renden L, sind:

L X4 X4 X4 XX XIXT 4 XOX, + XX,

+ X, X, X; 4+ X1 X3, I, I ,—1I.
2. XX+ XX 4 XX, + XX, + XX, + XX, 1,1, e
3 X4+ XX 4+ XX + XXX, + XX, 1, ¢, &
b+ XX+ X4 XX+ XX+ XX, ook
5. X4 X4 X4 XX 4 X X, X ,—1, i
6. X4+ XXX 4 X, X2, ef=1, 1,—1, &.
7. XX, 4+ X2X, + X3 X, e’ =1, 1, ¢ , €’
8. X4 XX, + XX, 1, i ,— 1.
9 X;j+ XX + XiX,, e’ =1, 1, ¢, &’

Io. X§+X§XI+XZ’ =1, I, @

(0]
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Lemma. Der Identitat der Ebene entspricht der involutorische Typus

8, (oder Jy).

2

XIX. Theorem. Die Curve L, n° 1 liefert durch ihre Collineation eine
involutorische Transformation von Jonquiéres.

Beweis. Unter den Tangenten von X, existiren i. A. 4 Doppel-
tangenten, welche fest bleiben, also ist eine der Transformationen re-
ductibel in der Zahl der Characteristikpunkte. Sie besitzt eine C, mit
Doppelpunkten, ist also von der Ordnung 3. Dann ist die andere noth-
wendig eine involutorische Collineation, was anzeigt, dass man auf L,
cin unabhangiges Septupel finden kann, welches durch die Collineation in
sich transformirt ist.

XX. Theorem. Die Curve L, n° 2 liefert durch ilre Collineation den
Typus A, und dberdies 1"y (cit. Abh.).

3

Beweis. Die zwei Transformationen haben ein Bischel invarianter
C,; die Tangente im Punkte X, an L, ist undulatorisch und invariant.
Also ist eine der Transformationen auf 6 Punkte reductibel. Da jene
des Indexes 3 eine Curve C, mit Doppelpunkten besitzt, welche durch
den Punkt geht, welcher der Inflexionstangente entspricht, folgt, dass diese
Transformation jene ist, welche man auf 6 Punkte reduciren kann. Der
Vergleich mit Tafel I meiner cit. Abh. lehrt, dass die andere ITg ist.

XXI. Theorem. Die Curve L, n° 3 liefert durch ihre Collineation eine
ebene Collineation und den Typus I%.

Beweis. Die Gerade z, = o ist Doppeltangente und eine Trans-
formation kann also dquivalent gemacht werden einer Transformation mit
weniger als 7 Punkten. Es ist leicht zu sehen, dass man mit zwei cy-
clischen Tripeln von Doppeltangenten ein unabhingiges Septupel erginzen
kann. Die Vertheilung der invarianten C,, namlich C, 4+ C, und zwei
C, beweisen dann die Identitit der zweiten Transformation mit Z%.

XXII. Theorem. Die Curve L, n° 4 liefert durch ilhre Collineation den
Typus E, und die quadratische Transformation (cc’), ' in b, V' in a.

Beweis. Das Biischel invarianter C, enthalt vier C, mit tacnode. Man
kann zwei der Undulationstangenten in das Septupel nehmen, was die
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Zahl der Characteristikpunkte einer Transformation um 2 reducirt. Man
beweist aber auch, dass man nicht um mehr reduciren kann und also
diese Transformation mit oo’ involutorischen Paarén in einer C, die im
Theoreme genannte ist. Die andere Transformation ist ebenso vom Index
4, besitzt co® Doppelpunkte in einer C, und ausserhalb ein involutorisches
Paar, entsprechend dem Punkte X,, das in die Basis cines Biischels von
C, eintritt. Ein Septupel ohne Undulationstangente enthalt zwei succes-
sive Doppeltangenten und, da die Verkettung der ersten Transformation
angehort, besitzt sie einen dreifachen Punkt und ist also sicherlich von der
5. Ordnung etc. So schliesst man auf die Identitat mit E,.

XXIIL. Theorem. Die Curve L, #° 5 liefert durch ilre Collineation
eine cubische Transformation (ab), (a,b,), (a,b,), b, in a,, b, in a, und eine
mit (cc'), (ab), @' in b dquivalente Transformation.

4

Beweis. Wegen X X, besitzen beide Transformationen eine C,, Ort
der involutorischen Paare. In der einen entspricht X ein involutorisches
Paar, X| und X, Paare von Doppelpunkten, in der anderen entspricht
X, ein Paar von Doppelpunkten und X, und X, involutorische Paare.
Also ist in der ersten die Correspondenz in C, von der Art o’ 4 u=y
und in der letzteren von der Art w=y. Diese letztere Transformation
kann von der auf p. 223 1. c. beschriebenen nicht verschieden sein und

hieraus ergibt sich die andere Transformation.

XXIV. Theorem. Die Curve L, n° 6 liefert durch ihre Collineation
zwei Transformationen, welche mit B, und A, dquivalent sind.

Beweis. #, = o ist eine Undulationstangente, also kann ecine Trans-
formation auf 6 Punkte reducirt werden und die Existenz der Ortscurve
mit u' 4 u=y beweist die Aquivalenz mit B,. Die andcre Transforma-
tion hat eine C;, mit #'—u=y und da man I', nicht erwarten kann,
weil der einzige Doppelpunkt von [, mit zwei Punkten der Charakteristik
alineirt ist,' muss ein anderer Typus supponirt werden. Ich besitze die
Rechnungen, wonach die Zusammensetzung B, .6, auf A, fihrt, welche

Characteristik also constructibel ist und eine C, mit ' —u=y besitzt.

' Man kaon auch (¢c¢’), @ in a; in b, b’ ia b, in @ nicht erhalten, weil die 6
letzten Punkte immer in einem Kegelschnitte sind und also die D, zerfills.
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XXV. Theorem. Die Curve L, w° 7' liefert durch ihve Collineation
mittelst eines anallagmatischen Septupels eine ebene Collineation und die D, ,.

Beweis. Dass man ein solches Septupel finden kann, ist leicht zu
beweisen und B,, ist die Zusammensetzung dieser Collineation mit 6,.

XXVI. Theorem. Dic Curve L, n° 8 liefert durch ihre Collineation die
zwei Transformationen (ab’), (b'), @' in ay in ¢ und (cc’), (al’), a’ in a;in
a, i C.

XXVII. Theorem. Die Curve L, »° 9 liefert durch ihre Collineation
die zwei Transformationen B, und B, .

XXVIII. Theorem. Die Curve L, n° 10 liefert durch ihre Collineation
die zwei Transformationen B,, und B,,.

Beweis. Die cine ist sicherlich auf 6 Punkte reductibel und die drei
Curven C,, C,, Ci beweisen, dass sie B,, mit einem Doppelpunkte ist.
Dic andere hat dieselben invarianten C, und durch passende Wahl des
Septupels kann man Bj, crhalten.

Conclusion: Die existirenden lypischen Transformationen mit 7 Punkten,
welche nicht Jonquiéres'sche mit (ab) sind, sind die folgenden:

;Q’Bls’ré7r:il’ AG’ E4) 02
oder Vy,, VI, XV, ,XVI, , XXIX,, XXXIV,, XLI1I,.
Anmerkung. Die Formen 1.—10. enthalten unbestimmte Coefficienten
und jede gestattet uberdies 273 Septupel (abgeschen von particuliren
Doubluren). Man erhilt also durch Bildung der birationalen Transforma-

tionen fir alle diese Septupel co* Systeme von periodischen birationalen
Transformationen, welche sich in mehrere Systeme niederen Grades zerlegen.

§ 3. Die Typen mit 8 Punkten.

Eine Transformation mit den 8 Punkten a,...q, bringt unter den
C, eine Projectivitat hervor, lisst den 9. Scheitel @, vollstindig invariant

' Diese Curve wurde von Herrn KLEIN in seiner Darstellung der Transformation
7. Ordoung der elliptischen Functionen angetroffen und dann von Herrn GORDAN untersucht.
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vertauscht je 12C, mit gleicher absoluter Invariante S°: T? unter einander,
transformirt auch die oco® Cy(a}...a}) unter einander und also ihre Ja-
cobische Curve D,(a}...a;) in sich selbst. Die D, hat i. A. keine Singu-

larititen ausserhalb ¢, und also p=4. Daher mit Bezug auf I. Theil
XXXVII:

XXIX. Theorem. Die Curve D, eines Biischels von C,, welches die Cha-
racteristik einer birationalen Transformation (ausser Z,) zuldsst, ist derart

special, dass sie eine eindeutige analytische Correspondenz unter ihren Punkten
gestattet.

Lemma. Eine Correspondenz unter zwei elliptischen Curven, welche
selbe absolute Invariante @ haben, ist auf zwei Arten bestimmt fir will-
kirliche @, auf 4 oder 6 Arten fir @*= 1 oder &®= 1, sobald man
zwel entsprechende Punkte kennt.

XXX. Theorem. Durch die eindeutige Correspondenz in D, sind im A.
zwet Transformationen bestimmt, welche ihre Characteristik auf a,...a; haben.

Beweis. Jede C, schneidet anf D, ein Tripel aus und da D, keine
andere g; besitzt, so sind diese Tripel unter einander transformirt. Dies
gibt eine lineare Transformation unter den C, und man hat fur jedes
Paar entsprechender C, gemiss dem Lemma zweierlei Correspondenzen,
bestimmt durch die Schnittpunkte mit D,. Die Gesammtheit dieser Cor-
respondenzen bildet die 2 Transformationen der Ebene.

Wenn jedoch in Folge besonderer Beschaffenheit von D, das Cy-Biischel
panharmonisch oder paniquianharmonisch wird, so sind 4 oder 6 Trans-
formationen durch D, bestimmt.

2. Das Problem ist also darauf reducirt, die Curven D, zu finden,
welche eindeutige interne Correspondenzen zulassen. Es ist also passend,
D, durch eine Normalcurve zu ersetzen, nach Riemannscher Terminologie.
Hierzu kann die Transformation unter den Punkten einer Doppelebene
und den Paaren der Involution X,(a;...a,) dienen, vermittelt durch die
Ci(ay ... ag), welche durch ein festes Punktepaar von 2, gehen. Die C,
schneiden D, in 6 Punkten, weshalb die Ubergangscurve von der 6. Ord-
nung sein wird, Z;. Die C; durch das feste Punktepaar bildet mit den

c'C, o0'C,, welche D, nur in drei variabeln Punkten schneiden, weshalb
Acta mathematica. 19. Imprimé le 20 février 1895, 21
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Z; einen dreifachen Punkt hat. Aber die C} schneidet D, nur in 3 Punkten,
welche die unendlich nahen Punkte des dreifachen Punktes darstellen,
weshalb sich €} in die Gerade verwandelt, in welcher die drei Tangenten
des dreifachen Punktes R coincidiren. Die drei Zweige missen also unter
einander eine Osculation haben, oder in R sind zwei dreifache Punkte
unendlich nahe geriickt. Also (cf. auch NotHER, Erlanger Berichte 1878)."

XXXI. Theorem. Die Curve D, ist derart particuldr unter den Curven
p =4, dass die Normalcurve Z, zwei unendlich nahe dreifache Punkte besitzt.

3. Man wirde die Ordnung bis auf 5 vermindern konnen, indemn
man eine quadratische Transposition anwendet, welche zwei unendlich nahe
Hauptpunkte in R lings der Tangente in R und den 3. Hauptpunkt
willkiirlich auf Z; hat,.

XXXII. Theorem, Die Curven p=o0, 4 =0 mit a,...ay sind durch
die zweideutige Transposition in die Kegelschnilte verwandelt, welche in R
die Z, tangiren und diberdies eine dreifache Berihrung mit Z; haben.’

Denn jede dieser Curven schneidet Dy in 3 Punkten, ete.

XXXIIL. Theorem. FEine birationale Transformation mit a, . ..ag wber-
tragt sich durch die zweideutige Transposition in eine quadratische Trans-
formation, welche zwei Paare (ada’), (bV) in R lings der Tangente hat und
Z; in sich transformirt.

Beweis. Die Geraden der Doppelebene sind verwandelt in Curven
C, und diese in andere Curven O, ausserhalb des transponirenden Netzes
und diese gegen die Doppelebene in die beschriebenen Kegelschnitte.

! Die wahre Particularitit dieser Curve ist neuerdings durch Herrn SCHOTTKY im
Journal von Crelle, Bd. 103, p. 185: Uber specielle Abel'sche Functionen 4. Ianges
klargestellt worden.

* Die Curven p==0, n = O sind jene, welche Herr Scmortky l. c. als Goug
(Ordnung 2), H,; (Ordoung 3), Joz (Ordnung 4), K,3 (Ordvung 5), Tz (Ordnung 6),
bezeichnet und fir welche dic Relationen bestehen Lggy = FazKas, Lagy = Gogrd agrs
Tiusr = HogHg, unter Beriicksichtigung von @ = 0, d. h. im Schnitte mit D,.

Herr SCHOTTKY erwihnt auch am Ende seiner Abhandlung die Darstellung von
&@(= D,) als Function von 4, B, U, von welcher ich am Eode des I. Theiles gesprochen
habe. Ich habe seine Arbeit am 8. Februar d. J. kenuen gelernt, wihrend jencr Paragraph
bereits im Winter 1892 geschrieben war.
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4. Das Problem, alle Typen zu finden, ist so reducirt auf das Pro-
blem, quadratische Transformationen zu finden, welche eine Curve Z; der
beschriebenen Art in sich transformiren.

5. Wenn es sich nur um die einzelnen Typen handelt (nicht um
die Gruppen) kann man sich auf die Untersuchung von Collineationen
beschriitnken. Denn wegen der Periodicitdt ist es unmoglich, dass beide
Doppelgeraden der Projectivitit in R sich in der Tangente vereinigen
und ebenso dass beide Doppelpunkte auf einer solchen Doppelgeraden
nach R ricken. Ist d ein Doppelpunkt in endlicher Entfernung von R,
so wird die quadratische Transposition RR'd, wo RR =¢t,, die perio-
dische quadratische Transformation in eine Collineation ubertragen. Die
Curve Z; wird in eine Curve derselben Art verwandelt. Man kann sich
nicht auf den Fall einer Curve Z; mit tacnode beschrinken, denn in dem
Falle, wo der Index der Transformation auf Z; durch 3 theilbar ist,
wire es moglich, dass Z; gar keinen Doppelpunkt der quadratischen
Transformation triige und also die Transposition neunerdings Z; giebt.
Man muss sogar andererseits nicht nur die Z;, sondern gleichzeitig die
Z; betrachten, denn fur einen Index >3 whre es moglich, dass alle Dop-
pelpunkte der Transformation auf Z, gelegen waren, sodass die Reduction
der quadratischen Transformation auf die lineare und der Z; auf dic Z;
stets gleichzeitig eintraten.

XXXIV. Theorem. Um die Typen periodischer Transformationen zu
finden, muss man die ebenen Collineationen suchen, welche eine Curve Z; mit
zwer unendlich nahen dreifachen Punkten RR' und jene, welche eine Curve
Zs mit zwei unendlich nahen Doppelpunkten reproduciren.

6. Ich wende also das 4. Mal die Methode der canonischen Formen
der Collineationen an, u. zw. auf die algebraische Form
Z, = 60} + 2 (5w, 4 2302 + 2,23 + o) + 2, (28, + 2343 + 20 + 2,08 + 29)
+ @ + 252, + 2305 + wyw; + w395 + 2,95+ 25 = o.
XXXV. Theorem. Wenn in Folge der linearen Substitution Z, oder
Z, ewmen ferneren Doppelpunkt oder in R einen vierfachen Punkt annehmen

oder sich zerlegen wiirde, dient die Form nicht mehr zur Bestimmung einer
typischen Transformation mit 8 Punkten.
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Beweis. In diesem Falle kniipft sich die birationale Transformation
an ecin Buschel a,...a,, dessen D, zerlegt ist. Dies hat nur statt far
particulire Lagen dieser Punkte, welche immer erlauben, di¢ Transforma-
tion in eine andere zu ubertragen, welche einen oder mehrere der Punkte
a; als gewdhnliche Doppelpunkte hat.

Es muss jedoch bemerkt werden, dass man mittelst der D, alle Typen,
auch jene mit 6 und 7 Punkten herleiten kann. Aber hiezu muss man
der Zerlegungen und der Verminderungen des Geschlechtes Rechnung
tragen. Denn es existiren Typen, wo man nicht 1, 2 oder 3 unter ein-
ander transformirte Punkte hinzufiigen kann und von solcher Lage, dass
die zu den 8 Punkten gehdrige Curve sich nicht zerlege. Diesen Typen
entsprechen dann die degencrirten Falle, welche also in der folgenden
Ubersicht Platz finden mussten.

. z2,¢ — X,

MY 7 S ” e+ ¢ ”
2. ¢ T, — &, ... BT + 2 (Bhry + 2,25 + o (v, 4 2357 4 @)

+ iz, + alad + @l

3w —ay ... XIXD4 XUKN 4 XY 4 X(XiX, + XIX+X)
+ X+ XX+ XIX¢ 4 X2
4. @ ery:  em,....XiXS 4 X4 XX, + XiXD 4 XX 4 XX
+ XX+ Xt...
5. @ oz er.... XX XX X4 X, XX X4 X3 X0 4 X

6. x,: ex,: . XX+ XXX+ XXX+ XX+ X
+ XX+ X
7. @ ez ez L XX+ XXX 4+ X (XX + X, X)) + X5
+ XX+ X
8 =z ir,: T, ... .50 + 2ol + 2,05 4 o + 2257, 4 2305 |-
ir, .... 0%} 4 2iw,x} + T i) + o + v ..

10. Z,: o0 i ... 2 4 2lade, 4 2,2 + 2w + T I



I1I.

12,

13.

15,
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

3L
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. 1. z 3 3 3 2 3 .2 4 5
z,: Wyt — %y oo 53 + TYX3T; + T, X305 4 22,05 + 2,7

g dwyr —ay .. XX 4 X XD 4 XEXIXE 4 X2XE 4 XS
wor—iwy: iwy ... diwg oo (whag +ozyal) | ..

v: emy: e'r,.... XX 4 XXXIX? 4 X, X!X, + X, X+ XS,

E" =
z, sﬁvgz e'w, ... 2l + xiat. .. g’ =
w: ewy: etwy....aixd + 2lnie, + v .. e =
T2 ex,: Ty ... wixy + Bias + o2y + vias + 2.
%y Ty Ty ... 225 + 12,2l + wyEyw, + wiag . ..
@, : Tyt — Xy oo .. B3+ X Ty s+ 1, 2y 03+ 2525 || g =

w—ex,: e, ... X(X3 4 X5 4 X0X3 4+ XX 4 X5, e =

o i —er,: ez . XXX+ X XX XXX+ XG5 ... f =
T, —ex,: r . XX X XS4 XS e’=
Ty: EXy i — %y ... . B 4 Bywy + Xya} + 27t .. e =
T e, —e Wy, ... x?xg + 2257, + 2. .. e =
B —w,: emy.... X4 X4+ X, X2X0 4 X2 el =
@,z  ery: €% .... gibt keine irreductible Form. e’ =

I.

I,

w,: ixy: iz, .... sowie alle mit dem Index 8 liefern reduc-

tible Formen.

w2 &w,: &z, .... gibt keine irreductible Form. g’ =
w2 —ex,: &%, ... . ainy + dirie; + vy + 25 .. gl =
w,: odexy: —o .. X3XE 4 X5 4 X X3 P=—1, =
w2 oepr,: ep’z, ...  XIX5 4 XS4 X, X3... =1, p’=

I.

Invariante Z, welche in Betracht zu ziehen sind, finden sich 5, welche
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ich gleich an die hier folgende Ubersicht als 14—18 anschliesse. So
entstehen also die folgenden Formen Z , Z, mit Correspondenzen:

Lo XIXD4 XXX 4 XY 4 X(XX, + XIX) 4 X)) + X3+ X3 X;

+ X2 X5 4 XE. Z,: —xy Ty
2. XX+ X+ XX+ XX+ XX+ XX

+ X, X3 4 X5, X, EX,: &,
3 XX+ XXX+ XX+ X+ X+ X @ oz oen,

4 XX XXX A XXX+ XD+ X4 XXX 00 o', ex,
5. XIX34 XIXIXD+ X, (XiX, + X, X) + X3

+ XIX: + XS 7,
6. XIXI+ X,X:+ XIXIX! 4 XIX! 4 XS, 7,
7. XX+ XXX+ X XX+ XX+XE i =1, @ 70, 7',

8. XIXI+ X+ XiX:+ XIX!+ X0, B —cm,: e,
90 XX+ X4 XXX, 4+ XiXiX] + X5, T i —ex,: &'%,.
0. XiX;+ X84 X, X5, x,t—ew,: T x,.
1. XXX 4+ X4 X X3XE 4 XE. Ty —T,:  EX,.
12. XxXx34 X84+ X, X3. x,:  lew,:—1x,.
13. XX+ XS+ X, X3. =1, x: eyx,: 7w,
7. XX+ X X;X2 4 X5+ X, X;. 2 — Xy X,
15. X3X2 4+ XiX2 4+ X X; + X3 X, + X3 X,. ® o iw: .
16, XX+ X+ X3X,. X, —ew,: 1T,
17. XX 4+ X 4+ XIX3 4 X, XS, PP=1. @: 31,
18, X3X3 4 X34 X, X;. x2S, — .

Um aus diesen Formen die Transformationen zu erschliessen, welche
einem Biischel angehdren, dessen D, die hier definirte Correspondenz trigt,
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kann man so vorgehen, dass man die dreifach bertthrenden Kegelschnitte
rechnet, unter ihnen ein unabhangiges Octtupel wihlt und die Vertauschung
dieser Kegelschnitte durch die oben erwihnte lineare Transformation ver-
folgt. Statt der Rechnung bediene ich mich einiger Merkmale, welche
tiber die Identitit mit den 1. c. gefundenéh Typen entscheiden; nament-
lich: wenn eine der unverinderlichen Geraden durch R z§ liefert, be-
zeichnet dies eine Cf, wenn 2% 4 22, bezeichnet dies eine C,.

Hier bietet sich jedoch eine wesentliche Schwierigkeit, welche bei 7
Punkten nicht vorhanden war. Es existirt immer eine Transformation
mit den 8 Punkten a,, welche als Index das Doppelte des Indexes der
Correspondenz ¥V in D, hat. Diese Transformation ist nicht immer die
Zusammensetzung von X, mit einer Transformation, welche denselben
Index wie ¥V hat. Dies hat nur dann statt, wenn der letztere Index
ungerade ist. Ich erhalte also die folgende Vertheilung der Formen 1°
bis 18° aunf die Typen.

XXXVI. Theorem. Die Curven D,, welche in eindeutiger Beziehung auf
die Curven Z:1—6,8 — 13, 16 — 17 eindeutige Correspondenzen tragen,
liefern mit ihren 8 dreifachen Punkten auf die in Theorem XXX beschriebene
Art  periodische birationale Transformationen, welche respective dquivalent
sind den folgenden Typen: I;; N, und Ey; A, und E,; Collineation und
EY; Ag; Hy und Hg; B, mit zwei Doppelpunkten und H); B,,; B,; und
Byy; E, und Transformation von Jonquiéres; Z . und Iy,; By,

Es ist hieraus ersichtlich, dass man die Formen 3. und 4., 7. und
17, 12. und 16. als Aquivalent betrachten muss, u. zw. auf Grund des
oben zum Theorem XXXIV hervorgehobenen Umstandes. Es ist niamlich
in diesen Fallen ein in sich transformirtes Biischel von Kegelschnitten
vorhanden, welches durch die Transposition in ein in sich transformirtes
Geradenbiischel verwandelt wird, wodurch eine Collineation mit anderen
Doppelverhiltnissen erscheinen kann.

Conclusion. Die isolirten {typischen Transformationen, welche in der
Ebene construirt werden kinnen, sind die folgenden:

B67B9’BI2’A3)FB’B;2’BI4)BI&’F('}’F('%,,AG9E4’927B157B207B247
B307n0’ ]_'12’AS’E67Eé?E;’)Z5?HG7Hé’L’M’S2'
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§ 4. Eine Abdnderung der vorhergehenden Methode.

In den in § 3 discutirten Collineationen war stets eine Doppelgerade
vorhanden, welche das Bild einer Cy(a}...a}) ist. Die Collineation, welche
co' Doppelpunkte in dieser Geraden hat, kann keinen Index > 3 haben
und die birationalen Transformationen werden ein Biischel anallagmatischer
C, besitzen, sind also N, und E,. Abgesehen von dieser E; wird es hin-
reichen, eine Curve Dy(a]... a;) mit eindeutiger Correspondenz zu unter-
suchen. Durch diese Correspondenz ist die birationale Transformation
der Ebene bestimmt, indem durch sie die Projectivitiit unter den C, und

die Correspondenz unter den Punkten zweier successiven C, geleitet wird.
Demnach:

XXXVII. Theorem. Alle periodischen Transformationen mit 8 Punkten
sind durch eine invariante Curve C, mit 8 Doppelpunkten bestimmd.

Indem man C, mittelst> der C, durch 7 der Punkte a ubertrigt,
erhalt man eine C, mit Doppelpunkt, wobei die birationale Transforma-
tion nicht mehr in eine birationale Transformation wibertragen wird.
Jedoch kann man sagen: Jede Correspondenz in einer C, mit Doppelpunkt
ist in einer ebenen birationalen Transformation enthalten.

§ 5. Andere Methode fiir die Ableitung typischer Transformationen
mit 7 oder 8 Punkten.

Wenn man einen Typus mit 6 Punkten kennt, welcher einen Dop-
pelpunkt d, besitzt oder einen Typus mit 5 Punkten, welcher zwei Dop-
pelpunkte oder ein involutorisches Paar besitzt und man eine Trans-
formation §, mit «,...a;,d, oder q,...a,,1 i, anwendet, erhilt man einc
typische Transformation mit 7 Punkten. Ein Bcispiel war im § 2: B;
und d, gibt mit 6, die A,.

Wenn man einen Typus mit 7 Punkten kennt, welcher einen Dop-
pelpunkt d, besitzt oder einen Typus mit 6 Punkten, welcher zwei Dop-
pelpunkte oder ein involutorisches Paar besitzt oder mit 5, welcher drei
Doppelpunkte oder ein involutorisches Paar und einen Doppelpunkt oder
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ein cyclisches Tripel besitzt, und man eine Involution ¥, mit diesen 8
Fundamentalpunkten anwenden kann, wird die Zusammensetzung eine
Transformation eines neuen Typus sein.

In der Anwendung muss man darauf achten, dass die neuen Punkte
keine particuliren Lagen haben, damit die Transformation 8, oder I,
sich nicht zerlege. Wenn z. B. d, der Doppelpunkt einer Cy(a,...a,)
ist, wird X, (a,...a;,d,) sich zerlegen, weshalb man also X, nicht an B,,
anwenden kann.’ Da die Typen mit 7 Punkten mit aller Sicherheit ge-
funden sind, bleibt nur X, anzuwenden. Es ist hiezu nothig:

XXXVIII. Theorem. X, ist mit jeder Transformation vertauschbar,
welche alle Charakteristikpunkte unter den 8 Punkien von X, hat.

Beweis. Diese letztere transponirt das C, Biischel in sich selbst, also
a,, aber auch die Involutionen # 4 u=y in Involutionen w + u=y und
ihre Doppelpunkte in Doppelpunkte, also alle Involutionen des Biischels
in sich, daher X, in sich.

1. B, mit einem involutorischen Paare liefert mit X, eine zu B,
mit einem Doppelpunkte dquivalente Transformation.

2. . LI mit Doppelpunkt liefert mit ¥, eine zu (a?), (¢'b), ¢’ in ¢
nebst cyclischem Tripel &quivalente Transformation, was sich widerspricht.

3. Iy und involutorisches Paar liefert mit ¥, Aquivalenz zur Col-
lineation und die 8 Punkte missten in dieser Collineation ein Cyclus
und 2 Doppelpunkte sein. In der That findet sich 1. c. p. 225, dass
das involutorische Paar conconisch mit 4 Punkten von I ist.

4. A, mit Doppelpunkt liefert mit ¥, Aquivalenz za B, mit in-
volutorischem Paare, was sehr interessant ist, da auch B; und d, mit
6, die A, liefert.

5. E, und Doppelpunkt liefert mit ¥, Aquivalenz zu (cc’), @’ in b,
b in ¢ nebst Doppelpunkte und involutorischem Paare.

! Diese Thatsache erweist sich 6fters als identisch damit, dass man in einer perio-
dischen Transformation des Indexes ¢ einen Cyclus voraussetst, dessen Index kein Divisor
von 7 ist. So z. B. wenn man zu I} cinen Doppelpunkt hinzunimmt, kann die Zu-
sammensetzung mit 2, in A, nebst einem involutorischen Paare itbertragen werden, was sich
widerspricht. Das rithrt davon her, dass die Doppelpunkte von [,” theils Spitzen von Cf,
theils mit 2 Characteristikpuokten alineirt sind.

Acta mathematica, 19, Imprimé€ le 16 mars 1895, 292
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6. (ab), (be'), @ in @ in ¢ mit d,, d, liefert durch Zusammensetzung
mit 6, eine Transformation, welche dquivalent ist zu (ab’), (b¢') , @’ in a; In
c mit ¢ 4,.

7. H, mit X, liefert wieder einc zu H, iquivalente Transformation,
wie man rasch mit Hilfe der Invarianz von m — v (Cf. Crelles J., Bd.
114, p. 68) entscheidet.

8. B, und zwei Doppelpunkte liefert mit X, eine zu H; aquivalente
Transformation, welche also existirt.?

Anmerkung. Man kann die Anzahl der Typen vermindern, indem
man nicht als Typen betrachtet: 1. Die Zusammensetzungen zweier ver-
tauschbarer Typen, sodass nur ubrig bleiben B,, A,,Z ,E ,I,, N, A,
2., 8,, die Collineationen und dic Jonquiéreschen Transformationen des
Indexes 2*. 2. Die durch Coordination der Cyklen eines anderen Typus
entstehenden ‘Typen, sodass nur abrig bleiben Z , N,, A, 2,, 6,, die
Collineationen und die involutorischen Typen von Jonquiéres. Man kann
diese die Architypen nennen.

§ 6. Die rweideutige Abbildung des quadratischen Kegels.

Der Methode des § 3 kann ein anderer Ausdruck gegeben werden.
Die in R die Z, berthrenden Kegelschnitte bilden ein co® System und
man kann sie durch die Ebenen eines linearen R, darstellen. Dann
liefern die Geraden durch R die Geraden eines Kegels, dessen Scheitel
das Bild der Tangente RR’ ist. Die dreifach berithrenden Kegelschnitte
haben als Bilder dreifach berithrende Ebenen einer Curve p, auf dem
Kegel und die quadratischen Transformationen des Theorems XXXIII sind
durch die Collineationen in R, dargestellt, welche den Kegel und die p,
reproduciren und man kann sie durch stereographische Projection des
Kegels erhalten. Umgekehrt:

XXXIX. Theorem, Die Collineationen des R,, welche den quadratischen
Kegel und gleichzeitiy eine cubische Fliche reproduciven, liefern durch die

' Die Begri'm&ung, welche ich in der Preisschrift gegeben, und Crelles J., Bd. 114,
p. 105 n. 5 reproducirt habe, ist bis zum Schlusse richtig, wo aber oben die Vertriig-
lichkeit der gefundenen Bedingungep, also dic Existenz von XL, gefolgert werden muss.
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aweideutige Abbildung des Kegels die typischen Transformationen mit 8 Punkten
oder auch alle isolirten typischen Transformationen.

Wir haben also bereits drei algebraische Gebilde, welche durch ihre
Correspondenzen zu den ebenen periodischen Transformationen fuhren:
Die Curve C;, die C, mit Doppelpunkt, der quadratische Kegel zusammen
mit einer cubischen Flache,

§ 7. Die unicursalen Flichen, welche in einer Collineation
des Rawmes invariant sind.

1. Die Methode des § 1 gestattet die folgende Verallgemeinerung.
Wenn eine Collineation des Raumes eine Flache reproducirt, welche ein-
deutig auf eine Ebene abbildbar ist und man die in der Fliche ent-
haltene Vertauschung auf die Ebene abbildet, erhalt man eine birationale
Transformation u. zw. eine periodische, wenn die Collineation periodisch
ist. Umgekehrt:

XL. Theorem. Jede periodische birationale Transformation kann als Bild
einer collinearen Umwandlung auf einer Fliche betrachtet werden, welche in
cinem Raume R, enthalten ist.* '

Beweis. Man kann arithmetisch und geometrisch beweisen, dass jede
periodische T ransformation ein lineares System von Curven mit demselben
Periodicitatsindex reproducirt, dessen Dimension willkiirlich gross gemacht
werden kann. Dieses System dient zur Abbildung der Fliche des Theoremes,
Ebenso:

XLI. Theorem. Jede periodische birationale Transformation des R, kann
als Bild einer collinearen Umwandlung unter den Punkien einer Mannig-
faltigkeit M7 (¢ Dimensionen, Ordnung k) in einem Raume R, erhalten werden.

XLII. Theorem. Wenn verschiedene Abbildungsarten ciner Mannigfaltig-
keit MY verschiedene Transformationen liefern, sind letztere unter einander

! Es gibt zwei Corollare dieses Theeremes: I. Ein Cyclus einer periodischen Traus-
formation des R, ist stets die Projection eines collincaren Cyclus in cinem noch hoheren
Raume. JI. Die Cyclen in u —— %=y ciner elliptischen Carve sind stets die Projectionen
collinearer Cyclen eines htheren Raumes.
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birational dquivalent und die Transposition wird nach der Methode von Sturm
erhalten.’

Beweis. Jedes Punktepaar von T entspricht algebraisch einem Punkte-
paarc in M} und dieses cinem Paare der zweiten Transformation T,. Unter
T, und T, bestcht also eindeutige Beziehung und sie ist auch eindeutige
Transformation unter den zwei Tragern R;, indem diese als Zusammen-
setzung der 1. Abbildung von M! mit der 2. Abbildung des R; auf den

M} erscheint.

2, Wenn man far R, eine Form in z,...x,,, kennt, welche ein-
deutig auf einen R, , unabhingig von der Natur der Coefficienten ab-
bildbar ist, wie imn R, die cubischen quaterniren Formen, so kann man
schr leicht die Methode der canonischen Formen der Collineationen an-
wenden, um dic M,_, auszulesen, welche durch eine Collineation repro-
ducirt werden, und hiemit birationale Transformationen im R,_, zu finden.?
Als Beispiel diene:

XLIIL Theorem. Die Schnitimannigfaltigheit von zwei M:_, im R, ist
eindeutig abbildbar auf einen linearen R,_,, wenn r > 3.

Beweis. Ich bediene mich der eindeutigen Abbildung einer der zwei
M2, und construire die Bilder der Schnitte mit den anderen M? , des
R,. Dicse M??, mit Doppel M?_; sind abbildbar, was man beweist, in-
dem man ein Fundamentalthecorem von Noraer tber die Flichen, welche
Schaaren rationaler Curven enthalten, auf M, verallgemeinert. Ebenso
kann man die folgenden Theoreme beweisen:

Der Schnitt von drei M?_, im R, ist eindeutig abbildbar auf eine
Ebene (und gestattet also die Anwendung der Methode der canonischen Col-
lineationen), wenn r > 5.

Von einem gewissen Minimalwerthe von r angefangen ist der Schnitt
von k M?_, im R, eindeutiq auf einen R,_, abbildbar. Bis zu einem ge-
wissen Mazimum von r ist der Schnitt von r—Fk M:_, des R, abbildbar.

r—1

XLIV. Theorem. Diec Typen mit 7 Pumkien sind die Bilder von col-
linearen Umwandlungen auf Fldchen 8. O. des linearen Raumes Ry.

! Dies gilt auch fiir mehrdcutige Transformationen in M.
* Dies gilt auch wvoch fir M; im Riy,.
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Beweis. Die Curven Cg(a}...a?) schneiden sich gegenseitig in 8 Punkten

und haben die Dimension 6; sie dienen zur Abbildung der genannten
Flache.

XLV. Theorem. JDie Typen mit 8 Punkien sind die Bilder von col-
linearen Umwandlungen auf Fldichen 9. O. des R,.

Beweis. Die Curven C,(a}...a}) schneiden sich gegenseitig in 9 Punkten
und haben die Dimension 6, etc.

XLVI. Theorem. Jede Collineation des R,, welche eine abbildbare. M}
reproducirt, reproducirt auch eine cubische Fliche oder eine Fliche 6. O.
oder eine M3 mit (n — 2)-fucher Geraden, fulls das Abbildungssystem nicht
ein vollstindiges aus xix;x; linear zusammengesetztes ist.

Beweis. Dies ist ein anderer Ausdruck des Aquivalenzthepremes.
Denn die Collineation des R, ist durch die Punktsysteme in der M, in-
dividualisirt, woraus folgt, dass wenn eine ebene Transformation gleich-
zeitig zwel verschiedene Curvensysteme reproducirt und man beide Systeme
zur Construction von zwei Collineationen im R, verwendet, diese zwei
Collineationen dieselben sein miissen.

3. LEin wichtiger Fall sind die Formen 2. Grades. Hat man im
R, eine M;_, mit einer Hermiteschen Substitution, so kann man eine ste-
reographische Projection auf den R, ;, machen, um eine quadratische
Transformation zu erhalten, deren M?_, coincidiren, wihrend die Scheitel
§’, § verkettet sind.” Fur ungerades » hat man gemiss der Determinante
4+ 1 oder — 1 zwei Arten von quadratishen Transformationen, indem
jedesmal die Kegel SC, §'C' in Collineation sind, aber in der einen Art
dic B, , jedes Systemes von C den R,,, durch S entsprechen, welche C

2 2

im selben Systeme schneiden, in der anderen Art den R,,, durch &', welche
"o
C im anderen Systeme schneiden. Die stereographische Projection liefert

eine particulire Transformation, wenn M? , singular ist. Hat sie einen
Doppel-R;, so hat auch die fundamentale M?_; einen Doppel-R, und jede
Gerade, welche diesen R, schneidet, ist in eine Gerade verwandelt, welche

! Cf. meine Note in den Rendiconti des R. Ist. Lomb. 8. November 1894 Sopra
le trasformationi quadratiche periodiche nello spazié a r dimensions.
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den Doppel-R, des anderen R, schneidet. Wenn M}_; einen Doppel-
R, , hat, so zerlegt sich M;_,. Wenn M:_ einen Doppel-E, , hat, so
ist M;_; ein doppelgezihlter R, ;. Das homaloidale System besteht dann
in oo™ Hyper-(r — 2) Kegeln, welche den R,_; als gemecinsamen Be-
rithrungsraum haben.  Wenn der Transformirte des stereographischen
Centrums mit dem Doppelraume des Kegels M;_, in cinem erzeugenden
Raume ist, so ist das Centrum § der quadratischen Transformation un-
endlich nahe an M?_,.

5. Die bekannte Clebschische Abbildungsart der F, durch wind-
schiefe Projection ist zu verallgemeinern auf c¢in co® lineares System
windschiefer Curven, welche die Fliche und die Ebene in einem variabeln
Puunkte treffen, was bereits Herr SturM angebahnt hat.

XLVII. Theorem. Jede homaloidale Fliche gestattet die Abbildung auf
eine Ebene mittelst einer windschiefen Projection durch Raumcurven eines
oo? Systemes. (Cf. § 13. n. 3.)

Der Beweis wird wie folgt gefiuhrt werden konnen. Die Flache ist
die Projection einer gewissen Normalfliche, welche ich mir nebst der Ebene
im selben R, denke. Dann gibt es zwar i. A. keinen R, welcher beide
enthalt, wohl aber eine Af,, welche monoidal ist und beide enthalt. Diese
Mannigfaltigkeit wird durch die projicirenden Cliffordschen Raume in
Raumcurven eines Systcmes getroffen wie jenes, von welchem das Theorem
spricht. Ich verhehle nicht, dass dicser Beweis den Unterschied zwischen
homaloidaler und abbildbarer Fliche nicht ins rechte Licht stellt.

6. Das Theorem XLI. tritt an die Seite einer Methode von Sturm
und gibt Anlass zu einigen Betrachtungen, welche ich nicht unterdriicken
will.  Sturm bedient sich zweier windschiefer Projectionen derselben F,
auf zwei Ebenen, um unter diesen einc birationale Transformation zu
erzielen. Fur die periodischen Transformationen kann man an cine An-
wendung dieser Methode nicht denken. Ich will aber beiden Methoden
einen gemcinsamen Ausspruch geben, indem ich sie verallgemeinere: Man
transformirt eine abbildbare J™ in cine andere MY durch eine wenn
auch nur einfach rationale Transformation der umgebenden Raume und
bildet beide M, auf zwei R, ab. Diese zwei R; werden so durch eine
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birationale Transformation verkniipft sein. Lasst man die M, und die
R; je zusammenfallen, so erhiilt man die zwei Methoden, je nachdem man
die Systeme auf M, identisch macht, die beiden Abbildungsarten aber
verschieden lasst, oder die beiden Abbildungsarten identisch macht, aber
die beiden Systeme auf M, verschieden lisst. Ein Ubergang wire also,
beides verschieden anzunehmen.

7. Ein wesentlicher Fortschritt erscheint dann, wenn man beide
Abbildungen als Theile einer Transformation denkt, welche den ganzen
umgebenden linearen Raum beherrscht, insofern dies moglich ist. Eine
Transformation @, fuhrt R, in eine M7, eine @, M? in M” und @, die
MY in R;. Das Resultat @ Q,@, ist die birationale Transformation R,R;,
welche aber nun in einer Transformation zwischen zwei R, enthalten ist.
Um das Verfahren von VERONESE, welches eine nicht ganz vollendete Ver-
allgemeinerung der Methode von SturM auf R, ist, als speciellen Fall
hievon zu erhalten, hat man die Projection durch eine birationale Trans-
formation der zwei Rdume zu definiren, welche M/} und den R, umgeben,
in welchen projicirt wird.

XLVIII. Theorem. Man kann jede centrale Projection einer M? in
R, auf einen R, als Bestandtheil einer birationalen Transformation des ganzen
Raumes definiren.’

Beweis. Man kann in jedem projicirenden Raume die beiden Punkte
als einander - entsprechend in einer sogar nicht ganz bestimmten Colli-
neation betrachten.

IL. Theorem. Man kann jede windschiefe Projection einer M7} auf
einen R, welche durch ein lineares System wvonm M, _;, welche M} und R, in
Jje einem Punkte schneiden, geleitet wird, als in einer birationalen Trans-
formation des ganzen Raumes R, enthalten betrachien, gewiss in dem Falle,
wo die M,_, jede oo’ eindeutige Correspondenzen gestatten.

! Es ist vicht moglich, in der Ebene jede rationale Curve durch birationale Trans-
formation der Ebene in jede andere zu verwandeln. Ebenso ist im E, nicht jede abbild-
bare Fliche und im R, picht jede abbildbare M,_, homaloidal. Aber mit Hilfe des
obigen Satzes beweist man:

Irgend zwei eindentig bezogene BM; haben die Correspondenz enthalten in einer ein-
deutigen Transformation zweier Riume I,, wo  ein gewisses Minimum haben wird.
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Hieraus folgt auch, dass wenn eine Transformationen ein invariantes
Buschel von M?_, hat, sie birational ibertragbar in eine andere ist, welche
ein invariantes Biischel von R _, hat. Und das Theorem: Wenn eine
Transformation ein lineares co® System von M}_, mit einem gemeinsamen
Punkte invariant lésst, ist sie birational tibertragbar in eine andere, welche
ein lineares oo’ System von R,_; invariant léasst.

r—i

§ 8. Vereinfachung der vorigen Methode.

Die vollstandigen invarianten Curvensysteme werden i. A. nicht die
Dimension 3 haben. Aber fur eine effective und periodische Transforma-
tion gilt, dass die Collineation unter den co’ Curven eines Systcmes immer
auch ein invariantes co® System hervorruft. Also:

L. Theorem. Jede periodische birationale Transformation kann als Bild
einer collinearen Umwandlung unter den Punkten einer abbildbaren M des
R, betrachtet werden.

In den meisten Fallen reducirt sich gleichzeitig die Ordnung der M,
was ich in zwei wichtigen Fillen nachweisen will.

1. Fuar 7 Punkte bilden die C,(a}.. @) durch 3 invariante Punkte
d,d,d, ein co® System und bilden eine M; mit 7 + 21 4 21 4 7 = 56
Kegelschnitten ab. Die C, durch g, ...a;, d,d, bilden drei gegen einen
Punkt convergirende Doppelgeraden ab. Die Anwendung der Methoden
von CreBscH und NOTHER ist ohme Schwierigkeit. Es sind dann die
Collineationen zu suchen, welche eine solche M} reproduciren. Man kann
so das 5. Mal die Methode der canonischen Collineationen anwenden,
indem man die M3 unter der Form mit willkiirlichen Coefficienten schreiben
kann:

T2, Ty s x4(w3x§ + z30} + 2175 + 2la,x, + riw w4 V32 7,) + 2l

+ zxie, + Baie, + 2l + aix} + wjal + ajas + S 2} 4 25wy = 0.

2. Fur 8 Punkte bilden die C,(ai...a}), welche doppelt durch einen
invarianten Punkt der Transformation gehen, eine M; des R, ab. Die C,
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durch a,...a,, d ist das Bild einer Doppelgeraden, welche vielmehr cus-
pidal ist, @, das Bild eines dreifachen biplanaren Punktes der Fliche,
welche 8 4 28 4 56 4+ 56 + 56 + 28 4 8 = 240 windschiefe C, enthilt,
die eine Configuration bilden, welche ein treues Abbild der von den Fun-
damentalcurven mit den 8 Punkten a gebildeten Configuration ist.

3. Die G(at...a,d d,d,) bilden eine M: in R, ab und wenn man
d d,d, auf einer 4, des Buschel nimmt, kann man noch einen Punkt d,
hinzufiigen, so dass die Flache M; wird. 4, ist Bild eines dreifachen
uniplanaren Punktes, die C, durch d, Bild einer Doppelgeraden 4,. - Die
osculirende Ebene in A4 schneidet M} in ¢, und drei einfachen Geraden
9,:9,,9, durch 4. Wenn durch d; nicht ein Biischel von C; geht, so
sind alle C; in Ebenen durch ¢, inflectiv in 4 an &, und der unendlich
nahe Punkt ist das Bild von @,. Die Gleichung der Fliche ist in diesem

Falle

11 1t 1
xial + x4x§x3§91(x2 ’ ws) + %xff%(xl s Lgy xs) =0,

sodass man ein 6. Mal die canonischen Collineationen anwenden kann.

§ 9. Die Flichen M; mit (n — 2)-facher Geraden, welche durch
eine Collineation reproducirt werden.

Die Abbildung geschieht durch eine co® System von Curven C, o>
durch 3m-—4 einfache Punkte, eine C,_, a*® bildet die (»— 2)-fache
Gerade ab. Die Gleichung ist

(1) 23¢" 2 (m1, @) + 2172 (@, @) + 22657 (0 20) + 2,2,057 (%1, @)
-+ x.;fp:‘?(xl ’ %) + ?2(531 , xz) = 0.

Die Discriminante der Form in 2, nachdem 2, = Az, gesetzt wurde,
liefert die Ebenen der zerlegten Kegelschnitte. Eine birationale Trans-
formation, welche das co® System reproducirt, ist das Bild einer Colli-
neation, welche M} reproducirt und umgekehrt.

LI Theorem. Die typischen Transformationen mit (ab) sind Bilder von
collinearen Umwandlungen eines Punktesystemes in M} mit (n — 2)-facher
Geraden.

Acta mathematien, 12, Imprimé le 18 mars 1895, 23



178 S. Kantor.

Denn jede solche Transformation besitzt ein invariantes co® System
von C, a"?. Man kann also ein 7. Mal die Methode der canonischen
Collineationen anwenden, welche die (1) reproduciren sollen.

2. Dass die Collineation periodisch sein muss, folgt daraus, dass die
3n — 4 Tangentenebenen unter einander transformirt sein miissen und ihre
Bertthrungspunkte ersichtlich nicht in einer Geraden, aber auch wegen
der Anzahl der Tangenten an die Schnittcurve von M3 mit dieser Jibene
nicht in einer Ebene sein kdnnen.

Die Curve C,_, a"~® kann sich in m Geraden und eine Curve C,_,_,
a"~*~™ zerlegen, bis zu m =n—4. In diesem Falle hat die Fliche M; eine
(n— 2)-fache Gerade mit m stationiren Tangentencbenen und #—m— 2
variabeln Tangentenebenen. In (1) werden ¢, und ¢, einen gemeinsamen
Factor m Grades haben.

Ziehen wir endlich die Schlussfolgerung aus den §§ 1 und 4—09:

LII. Theorem. Jede periodische birationale Transformation ist das Bild
einer collinearen Umwandlung unier den Punkten einer Fliche 3. oder 5. O.
oder n. O. mit (n— 2)-facher Geraden im E,.

§ 10. Die durch eine rationale Transformation des umgebenden
Raumes invarianten abbildbaren Flichen.

1. Unter den Punkten zweier abbildbarer Flachen oder unter den
Punkten einer einzigen besteht eine Unendlichkeit eindeutiger Correspon-
denzen.

Sei L das Abbildungssystem von 3 und sei durch die ebenc bi-
rationale Transformation, welche das Bild der Correspondenz auf M} ist,
L in ein System L, verwandelt, dem auf M; ein System A entsprechen
moge. Nach dem Restsatze sind die Curven von A corresidual und es
existirt ein co® System von Flichen, welche die A als Restcurven ausschnei-
den und welche, geleitet durch die Correspondenz auf M3, eine einfach
rationale Transformation bestimmen, welche in M7 diese Correspondenz her-
vorruft. Wenn das Flachensystem in speciellen Fallen homaloidal ist, so
ist diese Transformation birational fur den ganzen Raum.!
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Diese Methode, Transformationen zu construiren, welche eine gegebene
abbildbare Fliche reproduciren, ist ganz verschieden von jener, eine ge-
gebene abbildbare Flache in ein oco® homaloidales System einzureihen.
Sie erstreckt sich auf alle Flichen, withrend diese nur die homaloidalen
trifft. Sie kann einerseits dienen, um die periodischen Transformationen
des Raumes zu construiren und andererseits, um ebene periodische Trans-
formationen zu entdecken. Das erste Verfahren existirte bereits in der
Ebene, aber das zweite war ohne Werth, da das Resultat im bindren
Gebiete p = o kein anderes als die bindren Projectivititen sein konnte.
Sogar die nicht abbildbaren M, der R, gestatten die Anwendung dieser
Methode, sofern man nur die Geometrie ihrer Curven kennt. Ein Beispiel
hat man in den C,, cit. Abh. I. Theil.

2. Eine Anwendung der Methode im zweiten Sinne ist die folgende.
Man kann Reciprokaltransformationen * finden, welche eine gegebene Fliche
2. Ordnung reproduciren, z B. indem man mit F, eine C, (p = 0) 2. Art
und dann mittelst der Methode des § 4 der Preisschrift eine Transforma-
tion construirt, welche C, reproducirt, und in Folge dessen auch F,.
Man kann auch eine Transformation construiren, welche C, (p = 1) repro-
ducirt, und hiemit das Buschel von F, und also zwei dieser F,, welche
Kegel sein konnen.

Ebenso ist es moglich, Flachen F, mit Doppelgeraden zu construiren,
welche invariant in einer Reciprocaltransformation sind. Sie miissen min-
destens zwei Doppelpunkte besitzen. Eine Plackersche Complexfliche kann
invariant sein in einer Reciprocaltransformation, welche in jedem Raume

! Dieselbe Methode lisst sich auch noch fir M,._; im R, anwenden; indem ja der
Restsatz auch fiir M,._; gilt. Man kann sogar genau so vorgehen, um Transformationen
zu finden, welche eine gegebene abbildbare M; des R, reproduciren. Fiir. jede abbildbare
M,_; oder M; wird man sich die Frage stellen mitssen, welcher der niedrigste Rang einer
Transformation sei, in welcher eine Correspondenz in M, ; oder M; als Bestandtheil eut-
halten sein kann,

Der Grundgedanke dieser Methode ist schon in meiner Note in den Comptes Rendus
vom 5. Januar 1885 gegeben. Im November 1893 bemerkte ich, dass dieselbe Methode
auf einige Specialfille von Dom. Mowrtesaxo, Atti dell’ Istituto Veneto, 1888, p. 1425,
angewendet ist, ohune irgend einer Erwihoung meiner Note zu begegnen.

2 3 . 7 » .
Ich nenne so die Transformation a; = wo L; homogene lineare Function der #.

I
Ly
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zwei Gegenkanten hat, die die Doppelgerade schneiden und die 8 Funda-
mentalpunkte in den 8 Doppelpunkten der Flache.®

3. Um diesen Gedankengang weiter zu fithren, sei bemerkt, dass
wie in der Ebene auch im R, der Satz besteht, dass eine abbildbare
M, im R, nur dann durch eine birationale Transformation in sich uber-
gefilhrt werden kann, wenn M?"_, cinen Bestandtheil eines co* Systemes
bildet, wo % ein Minimum und dass allgemein das Minimum des Ranges
einer solchen Transformation von den Zahlen p, u der Systeme abhingt,
in welche M7_, als solche eintreten kann.

LIII. Theorem. Jede birationale Correspondenz unter den Punkten einer
homaloidalen M, des R, ist in unendlich vielen birationalen Transformationen
des R, enthalten.

Beweis. Es existirt wenigstens eine birationale Transformation T,
welche die M, in ecine Ebene wberfihrt und die Correspondenz in eine
birationale Transformation der Ebene. Th. LV beweist, dass diese in
einer Unendlichkeit von birationalen Raumtransformationen enthalten ist,
welche durch 7' die Transformationen des Theoremes geben.

LIV. Theorem. Jede quadratische Transformation @* der Ebene ist in
einer Unendlichkeit cubischer Transformationen mit 4 Fundamentalpunkien
und in einer Unendlichkeit cubischer Transformationen mit 4 Fundamental-
geraden und von quadratischen Raumtransformationen enthalten.

Beweis. Man iberzeugt sich zuerst, dass diese Transformationen
Ebenenpaare mit @* gestatten und construirt sie dann gemniss der Angabe.

LV. Theorem. Jede birationale Transformation der Ebene ist in einer
Unendlichkeit birationaler Transformationen des Raumes enthalten.?

! Denn die 8 Fundamentalpunkte bilden cinc Configuration von MOBIUS, fiir welche
die Doppelgerade von F, eine der Schrsterschen Geraden ist. Cf. SCHROTER, Journal
fir Mathematik, Bd. 91.

* Wenn cs nicht auf den Satz LIV aokommt, kann man LV sofort fiie K, beweisen.
Die R,_, eines 3ischels mégen birationale Transformationen enthalten, welche simmtlich
Projectionen eine' unter ibnen sind; daon ist die Gesammtheit eine birationale Trans-
formation des K,
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Beweis. Man zerlegt die ebene Transformation in ¢* und construirt
fir jede eine der Transformationen aus LIV. Deren Zusamwmensetzung
gibt die gewiinschte Transformation. Hieraus:

LVI. Theorem. Jede birationale Transformation des Rawmes, welche
cine Ebene in eine Kbene nvit wicht degenerirter Correspondenz wverwandell,
st zusammensetzbar durch eine Reihe elementarer Transformationen, welche
1) Transformationen mit zwei collinear und 2) Transformationen mit zwei
quadratisch bezogenen Ebenen sind.

Die Transformationen 1) und 2) sind in endlicher Zahl von Arten
vorhanden, welche man elementare Arten nennen kann, und wir erhalten
das wichtige Resultat:

Die Transformationen unseres Theoremes sind alle zusammensetzbar
durch Transformationen einer beschrinkten Anzahl von elementaren Arten.
Ich beweise ferner:

LVII. Theorem. Jede Transformation des R,, welche ich oben elementar
genannt habe, ist in einer Unendlichkeit von birationalen Transformationen
des R, enthalten und jede dieser in einer Unendlichkeit von Transformationen
des R, w. s. w. und schliesse hieraus:

LVIII. Theorem. Jede Transformation des R,., welche einen R, | in
einen R,_, eigentlich verwandeln Lkann, und in diesem einen R, _, in einen
R _, u s w., endlich einen R, in einen R,, ist susammensetzbar durch
Transformationen eimer beschrinkten Anzahl von Arten, welche man elemeniar
nennen kann.

4. Es moge noch die Methode der n° 1 im ersten Sinne u. zw. auf
die Transformationen mit 7 und 8 Punkten angewendet werden. Ein oo’
System von C, durch 6 der 7 Punkte, wird in ein System von Curven
der Ordnung 3m — Xy, verwandelt werden. Fir die Fundamentalsysteme
mit 6 Punkten kann man die 6 Scheitel auf die 6 Fundamentalpunkte
bringen und die C; werden in C; durch 5 der Scheitel und durch den 7.
Punkt verwandelt werden, welche auf F, biquadratische Curven durch
einen festen Punkt P von F, liefern. Indem man die C; durch eine C;
erganzt, welche «f enthalt, erkennt man, dass die C, mit einem festen
Kegelschnitte den Schnitt von I, mit F, durch P und diesen Kegelschnitt
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bilden, also eine birationale Transformation liefern. Ahnlich fur die
Fundamentalsysteme mit 5 Punkten und firr dic Transformationen mit 8
Punkten in der Characteristik.

Jede Transformation mit 7, 8 Punkten ist das Bild zweier biratio-
naler Systeme auf einer cubischen Fliche des R,, welche durch eine Un-
endlichkeit monoidaler Transformationen des R, reproducirt wird, deren
zweil Centren coincidiren oder verkettet sind und deren Fundamentalcurve
sich zertheilen kann, oder durch Transformationen mit (n — 2)-facher Fun-
damentalgeraden.

§ 11. Das Bild der typischen Transformationen auf
den cubischen Fldchen.

Fiir die Transformationen mit 7 Punkten kann ein anderer Weg als der
in § 10 verfolgt werden, indem man die ¥, von einem Punkte P in ihr auf
die Ebene /I projicirt denkt. Man construirt eine F;, welche die gegebene
Curve 4. Ordnung licfert und verlangt die Correspondenz auf F;, welche von
P aus in die Collineation auf /7 projicirt ist. Sei 4ft,—#;=0...1) cine der
unendlich vielen Darstellungen von L, in dieser Form; it 4 ,¢,+i=o0...2)
wird eine cubische Fliche der genannten Lage sein. Um F; zu construiren,
schneidet man den Kegel P(L,) mit einer Fliche @,, welche die Geraden
von P nach den Berithrungspunkten von {, mit I, enthilt. Der Kegel
P(L,) und dic Flache (@,)* bestimmen ein Bischel, welches auch Pr
und die gewiinschte Fliche vereinigt enthalt. Indemn man nun die Col-
lineation in /1 vom Centrum P aus auf F, projicirt, erhalt man zwei bi-
rationale Transformationen auf F,, von welchen dic eine die Zusammen-
setzung der anderen mit der centralen Involution P ist. Hicbel ist es
wegen § 10 nothwendig, sich gegenwartig zu halten, dass diese Involution
in keiner monoidalen cubischen Transformation enthalten ist, welche die
Projection A, der L, auf die F; als Fundamentalcurve hatte.

Man findet durch die Discussion der Typen, dass unter den zwei
Correspondenzen auf F, stets eine ist, welche in einer Collineation des R,
enthalten ist. Ich bemerke noch, dass man mit dieser Discussion eigent-
lich eine 2-deutige Abbildung der I, auf dic Ebene // durchfithrt.
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§ 12. Die Methode der Biischel von Curven 3. O. fiir die typischen
Transformationen.

1. Die isolirten Typen sind dadurch ausgezeichnet, dass jede von
ihnen wenigstens ein invariantes Buschel von C; besitzt. Ich will daher
auf das Problem eingehen, a posteriori die Transformationen zu bestim-
men, welche ein Biischel von C, reproduciren. Dies fithrt zu zwei Discus-
sionen:

I. Wenn ein Biischel von C, bekannt ist, auf eindeutige Art in jeder
Curve eine Correspondenz so zu bestimmen, dass das Resultat eine Trans-
formation gibt, wo alle C, invariant sind.

II. Jene Bischel von C; zu finden, welche unter den C, eine bi-
nire Projectivitit gestatten, und unter je zwei successiven C, eine Cor-
respondenz auf eindeutige Art festzusetzen, sodass die Wiederholung der
erhaltenen Transformation auf eine der Art I. fuhrt.

A. Die Biischel von Curven 3. Ordnung.

2. Eine genaue, hier erforderliche Kenntnis der Biischel verlangt,
die Probleme zu losen:

III. Alle Bischel zu bestimmen, welche unter einander durch die
Alineationen und Beruhrungen differiren, d. h. welche durch Collineationen
nicht dquivalent sind.

1V. Alle Buischel zu bestimmen, welche durch birationale Trans-
formation nicht &quivalent sind.

Die absolute Invariante der Curve L + AM = o ist von Wichtigkeit
und indem man setzt
(I —a+ a%)?

k= 24(1 + a)*(2 — &)*(1 — 2a)®

liefert die Gleichung §°—kT® =0 12 Werte von 4. Die C, mit gleicher
absoluter Invariante bilden Gruppen einer Involution 12. O., der funda-
mentalen Involution, welche 6 Doppelelemente fur die C, und 4 drei-
fache Elemente fur die C, und 8 Doppelelemente fiir willkiirliche a hat.
Fur das syzygetische Buschel entsprechen diese 8 Elemente den 4 Wende-
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dreiecken. Die Discriminante D*(k) bestimmt die Natur des Buschels.
Wenn S, =0 oder 7, = o Doppelelemente absorbiren, muss man mehrere
der Coefficienten von

Si= 8,00+ 00 + 0,2 + 0+ 8.,
T, =T, 2+ U2+ U1+ 1+ 8+ A+ Ty

gleich Null setzen. Eine Reduction im Grade der Involution ist nur
mdglich, wenn eine Curve existirt, welche der absoluten Invariante einen
von k unabhingigen Factor gibt, d. h. eine Curve mit unbestimmter ab-
soluter Invariante.

LIX. Theorem. Jede C; des Buiischels absorbirt 2 Curven der Invariante
k, 1 Curve C, und 1 Curve C,, jede Z , (Kegelschnitt nebst einer seiner
Tangenten), absorbirt 3 Curven C,, 2 Curven C,, 1 C,, jede Z  , (dret
convergente Geraden) absorbirt 4 C,, 2 C, und 2 C,.

Die Curven Z, (Doppelgerade nebst einfacher Geraden) und Z, (drei-
fache Gerade) vermindern den Grad der Involution um 6 und 8.

Es missten nun alle Falle, wo die vielfachen Punkte von Z, = (3,
Z,.yZ,,Z mit den Basispunkten coincidiren und die Reductionen der
fundamentalen Involution aufgezahlt werden. Man miusste ferner die
Classification der Basisconfiguration mit der Classification der fundamen-
talen Involution combiniren. Von besonderer Wichtigkeit sind die Biischel
mit constanter absoluter Invariante u. zw. nach Weglassung jener lediglich
mit Z, und Z, sind es diese:

6Z3 3lel 2le 4Zl2 Zl + lel Zl + 2Z3 le + 2Zl?
C, 6 6 6 8 6 6 7
C, 6 6 4 4 8 5 4
le + 3Z:z an + 4Z3 2Zln + 2Zz 3Z12 + 2Z3 2Zl2 + 3Zs
¢, 6 6 6 8 7
C. s 6 5 5 5
Zl?+ZlH +Z3 lel+2Zl2+Z3
Ch 6 7

C., 5 5
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Diejenigen Combinationen, wo beide Zahlen die Normalzahlen 6, 4
iberschreiten, konnen nicht geometrisch existiren. Indem man diese Com-
binationen ausschliesst, bleiben: !

Panharmonisch 4Z,,, Z, + 2Z,,, 2Z,, + 3Z,

Panaquianharmonisch 67, , 32,,,, Z, + Z,,,, Z, + 24,, Z, + 3Z,,
lel + 4Z,.

Das grosste Interesse kniipft sich an das Biischel 6Z,. Ich gebe einige
Eigenschaften desselben:

LX. Theorem. Die Seiten der co' Hesseschen Dreiecke umhillen eine
Curve I° und die Scheitel erfillen cine Ourve D,. Die zwei Curven be-
riéhren sich in den 6 Spitzen des Biischels, schneiden sich iberdies in 6
Punkten auf den 6 Cuspidaltangenten und haben ein- und umgeschriebene
Dreieckslage. Die Curve I ist mit einer anderen C, die Jacobische Curve
des Biischels von C,, welche sich in den 6 Spitzen beriihren. Die Geraden,
welche die Punkte von D, mit den Beriihrungspunkten der gegeniiberliegenden
Tangenten verbinden, sind Tangenten von I,

B. Die Correspondenzen.

Nachdem man die 5 Correspondenzen entdeckt hat, ist” das Problem
I zu losen. Um o 4-w=y in den Curven des Biischels zu construiren,
hat man verschiedene Wege: 1) Man bestimmt sie durch das Centrum,
welches in einem Basispunkte oder in den Schnittpunkten der C, mit
einer rationalen Curve genommen werden kann. 2) Durch ein Paar ent-
sprechender Punkte. Diese konnen zwei Basispunkte sein (was 6, gibt)
oder einer ein Basispunkt und der andere in den Schnittpunkten der C,
mit einer rationalen Curve oder alle zwei in zwei Schnittpunkten der C,
mit zwei rationalen Curven. 3) Durch einen Doppelpunkt. Dieser kann
ein Scheitel sein (2,) oder gelegen in den Schnittpunkten der C, mit
einer rationalen Curve. Es ist interessant, diejenigen Falle zu untersuchen,

! Das einiige Biischel mit constanter absoluter Invariante % ist, wenn % willkitrlich,
wie mir resultirt, das Biischel, wo eine Inflexionstangente und die drei Berithrungspunkte

der vom Inflexionspunkte ausgehenden Tangenten gemeinsam sind, Diese 4 Tangenten be-
stimmen das Doppelverhiltnis.
Acta mathematiea. 19, Imprimé le 21 mars 1895 24
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wo die Doppelpunkte zwei Curven erfallen, von welchen jede die C; in
zwei Punkten schneidet.

Um o +u=y, v + cu=y, v + cu=y zu construiren, bedient man
sich derselben Arten, indem man darauf achtet, dass &' + u=y, ' +eu=yr
nur fir panharmonische und panaquiharmonische Biischel anwendbar sind.
Ich hebe besonders die Transformation 10. O. hervor, welche entsteht,
wenn man mittelst zwei Basispunkten als Paar « —w=y construirt.
Das Aquivalensthcorem von § 2 I. Theil fihrt nun zum

LXI. Theorem. Alle Transformationen, welche in Correspondenzen auf
den oo' C, des Bischels bestehen, sind birational dquivalent Transformationen
derselben Art, welche Scheitel des Biischels als Doppelpunkte oder als ent-
sprechende Paare von Punkten haben.

Gemiss dem letzten Tafelchen verlangen die panharmonischen Biischel
eine Alineation unter den Basispunkten und daher konnen die Transforma-
tionen keine Typen mit 8 Punkten sein. Unter den paniquiharmonischen
Biischeln ist das einzige, welches Typen mit 8 Punkten liefert, jenes 6Z,.
Far dieses gilt nun:

LXII. Theorem. Die Transformation, welche durch die Correspondenzen
w -+ eu=y mit Doppelpunkt auf einem Scheitel des Biischels 6Z, zusammen-
gesetzt wird, ist 5. O. mit der Characteristik y in ¢, @iy, @041, also E.

Beweis. Die Transformation wird die 6 Spitzen der Cj als invariante
Punkte haben, also insgesammt 7 eigentliche Doppelpunkte. Irgend einer
der anderen Scheitel wird in keiner Correspondenz sich selbst entsprechen
konnen, woraus sofort zu schliessen ist, dass die Transformation 5. O. ist.
Es ist unmoglich, dass zwei Scheitel ein involutorisches Paar bilden, denn
dieses wiirde wegen den C; oo’ involutorische Paare liefern und die Wieder-
holung der Transformation wiirde also co' Doppelpunkte haben, welche
eine Curve der 18. O. erfullen wirden. Da aber 6 Fundamentalpunkte
in Coincidenz treten missen, kann die Ordnung der zweiten Transforma-
tion nicht grosser als 7 sein. Die Characteristik muss also in 8 Punkten
bestehen und da sie keine uncigentlichen Doppelpunkte haben darf, ist
sie unmoglich von anderer Art als y in ¢, a.fiy,, a0iy-

Mittelst des § 2. II. Theil der cit. Abh. beweist man:
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LXIII. Theorem. Wenn ein Scheitel des Biischels 3Z,,, als Doppel-
punkt einer Correspondenz w' -+ su=y genommen wird, werden zwei andere
Scheitel ein involutorisches Paar dieser Correspondenzen bilden und die Trans-
formation wird quadratisch: o' in a, b n b, ¢ in c.

C. Methode zur Auffindung der Biischel von €, mit particulirer
fundamentaler Involution.

1. Fur das Problem II muss man die Biischel kennen, welche eine
binire Projectivitit unter ihren C, gestatten. Es wird sich herausstellen,
dass hiezu die Losung des Problemes IV hinreicht. Da die Gruppen der
Involution unter einander transformirt werden miissen, folgt:

LXIV. Theorem. Die fundamentale Involution wmuss wmit der bindren
Projectvitdt unter den C, identisch sein oder sie als Bestandtheil enthalten.

Hiebei sind natirrlich die C, und C, je unter einander transformirt.

2. Da man eine Correspondenz unter zwei C, mittelst eines Paares
entsprechender Punkte bestimmen kann, so verificirt sich:

LXV. Theorem. Wenn wman zwei Biischel hat, welche unter einander
mittelst einer bindren Projectivitit der C, als Individuen so beziehbar sind,
dass die absoluten Invarianten erhalten bleiben, hat man immer eine bira-
tionale Transformation der FEbene, welche das eine Biischel in das andere
verwandelt.

Die fundamentale Involution begreift also alle Invarianten der Biischel
gegen birationale Transformation in sich. Ich erginze dieses Theorem
durch das andere:

LXVI. Theorem. Wenn man ein Biischel von C, mit einer gewissen
fundamentalen Involution hat, kann man jeden der o Basispunkte als bestim-
menden Doppelpunkt von Correspondenzen auf oder unter den C, nehmen und
diese 9 Transformationen werden dquivalent sein.

Beweis.  Es existirt immer eine involutorische Transformation, welche
das Buschel in sich verwandelt und das involutorische Paar aya, enthalt.
Sie tubertragt die D, fur a; in die D, fur e, und daher sind die zwei
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D, birational iquivalent. Aber da dic typische Transformation durch
die zugehorige Curve D, bestimmt ist, sind auch die zwei Transforma-
tionen #quivalent.

Der Beweis bleibt aufrecht, insolange D, die Transformation bestimmt,
was noch fur zerlegte D, bestehen bleibt, da eine Zerlegung in 9 Ge-
raden, welche die 8 Punkte zu dreien enthalten wiirden, nicht Statt hat.’

3. Wenn eine birationale Transformation ein Biischel von C, re-
producirt, ist es nicht nothwendig, dass die Transformation periodisch sei.
Aber auch in diesem Falle existirt ersichtlich unter den Curven des
Bischels eine Projectivitat, welche die fundamentale Involution in sich
selbst verwandeln muss. Also:

LXVII. Theorem. Wenn eine aperiodische oder periodische Characteristik
mit 9 Punkten diese 9 Punkte in den Scheiteln eines Biischels von C; hat,
werden die C, unter einander durch eine cyclische Projectivitdt transformirt
werden, welche den Index < 12 hal.

Ein willkurliches Buischel von C, gestattet also keine andere bira-
tionale Transformation als jene des Problemes I

4. Unter der Voraussetzung, dass eine eigentliche C; fest bleibt,
kann man einc Menge von Characteristiken mit invarianten C,-Bischel
construiren und es wird dann eine blosse Consequenz hievon sein, wenn
die O, eine solche Vertheilung haben, dass die fundamentale Involution
reproducirt ist. Dieses ist also die beste Methode, um alle Buschel mit
projectiver fundamentaler Involution zu finden, u. zw. in Betracht des
Theoremes LXVIL. Man bemerke hiebei noch:

LXVIII. Theorem. Indem man auf ein Biischel von C, mit projectiver
fundamentaler Involution eine der Comstructionen von B. I. 11. dieses Para-
graphen fiir Correspondenzen unter zwei aufeinander folgenden C, anwendet,
wird man i. A. eine aperiodische Transformation erhalten.

LXIX. Theorem. Alle Biischel mit projectiver fundamentaler Involution

! Bin sholicher Beweis fiir dic Transformationen mit 7 unter den 9 Punkten kann
nicht gegeben werden und das Theorem fir die Typen, welche mit den Septupeln zu
bilden sind, besteht nicht.
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sind erhdltlich, indem man Transformationen mit o Punkten auf einer ge-
gebenen eigentlichen oder wuneigentlichen C, so aufstellt, dass die 9 Punkte
Basis eines Biischels sind.

5. Indem man diese aperiodischen Characteristiken mit 9 Punkten
construirt oder rechnet, wird man in den C, des Biischels Correspondenzen
erhalten, welche nicht periodisch sein konnen, da die Projectivitit unter
den C, schon periodisch ist. Also muss die Correspondenz ' —u=ypr
werden und eine Wiederholung wird alle C, invariant mit ' — «=y haben.

6. Man kann eine wichtige Anwendung dieser aperiodischen Trans-
formationen machen, indem man eine beliebige iiber g Punkten construirt,
welche die Basis eines Biischels von C, sind,' die Natur des Bischels
und die binire Projectivitit H studirt. Hernach stellt man eine neue
Transformation 7' auf, so dass man cinem beliebigen Basisp‘unkte, indem
man jetzt die Identitait unter den C, verfolgt, die Schnittpunkte mit
einer durch die vorausgesetzte Characteristik bestimmten rationalen Curve
entsprechen macht.

Indem man die urspriingliche aperiodische Transformation mit 7!
zusammensetzt, erhilt man eine Transformation, welche die C, gemass H
verwandelt und einen Scheitel invariant lasst und welche folglich perio-
disch ist. Was die Hilfstransformation 7' betrifft, kann man sie, sei es
mittelst u’ - u =y, sei es mittelst ' —u=y, sei es sogar mittelst ' +mu=yr
(m =1, &) construiren. Also:

LXX. Theorem. Alle periodischen Matrixztransformationen® werden er-
halten, indem man aperiodische Transformationen mit o Punkten mit einer
Transformation der umter B. 2) gefundenen Classe zusammensetzt, und das
wichtige

LXXI. Theorem. Die besonderen Biischel von C,, welche invariant sind
durch aperiodische Transformationen mit 9 Punkten, sind dieselben als jene,
welche invariant sind durch die periodischen Matrixztransformationen.

LXXII. Theorem. Umgekehrt erhdlt man alle existirenden aperiodischen

' Der Schluss in n® § zeigt, dass alle derartig construectibeln Charaeteristiken mit
den in B. 1) dieses § erhaltenen identisch sein miissen.
* Ich nenne so die Transformationen mit weniger als 9 Punkten,
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Transformationen mit 9 Punkten, indem man die Matriztransformationen mit
der unter B. 2) entdeckten Classe zusammensetzt.

LXXIII. Theorem. FEs gibt kein anderes Biischel mit projectiver funda-
mentaler Involution oder panharmonisches oder pandquianharmonisches Biischel
als die durch die periodischen Typen gelieferten und also in der cit. Abh.
enthaltenen Biischel.

LXXIV. Theorem. KEs gilt Biischel 6 C3 mit bindrer Projectivitit eines
jeden der Indices 2, 3, 4, 5, 6.

Beweis. Nach dem Vorhergehenden misste man eine periodische
Transformation mit diesem Biischel haben. Aber unsere Aufzihlung so-
wohl nach der cit. Abh. als nach der Methode gegenwiirtiger Arbeit
liefert alle diesc Bitschel.

LXXV. Theorem. Es gibt kein anderes panharmonisches Biischel mit
44,, als jenes, wo die 4Z,, ein dquianharmonisches Quadrupel bilden.
LXXVIL. Theorem. FEs gibt kein DBiischel ohne Beriihrung und Alineation,

wo zwei Scheitel auf allen C, eine elliptische Entfernung % hitten.

LXXVII. Theorem. FEs existirt kein Biischel, wo die Gruppen des Bischels
durch Abelsche Gleichungen bestimmt wdren, ausgenommen jene, welche durch
eine Matriztransformation invariant sind.

D. Die Biischel von (,, mit 9 s-fachen Punkten.

Man kann noch die aperiodischen Transformationen verlangen, welche
ein Biischel von (, (9a") reproduciren und man wird sie auf einer vor-
gelegten invarianten (, construiren wie fir s= 1.’ Jedoch kann man
hier nicht mehr in jeder Curve eine Correspondenz wie in B. 1) 2) be-
stimmen, weil man die s Nachbarpunkte eines Scheitels nicht trennen
kann; man gelangt aber zu einer aperiodischen Transformation, welche
das Biischel reproducirt, in folgender Weise. Man rechne far jede (;, eine
Parametervertheilung die Summe der s Parameter fir ¢, und die Summe
der s Paramecter fiur a,, dann die Differenz y dieser zwei Summen und
man wird eindeutig eine Correspondenz #' — u =y auf jeder Curve (;, und

! Ich hebe den speciellen Fall hervor, wo die C, durch die 9 s-fachen Punkte von
Cys in 3 Geraden zerfills.
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in der Gesammtheit dieser Correspondenzen eine birationale Transforma-
tion haben. Es ist aber nicht moglich, die ubrigen Correspondenzen in
diese co' C,, zu verlegen, da jede derselben einen vereinzelten ausgezeich-
neten Punkt besitzt, nimlich ; oder y(1 —i) oder 2yz und es aber wegen
der Relation k= 3sn —s¥a = s(3n— Fa) fur s> 1 keine Curve C, giebt,
welche Cj, in je nur einem Punkte schneiden wiirde. Dieselbe Methode
wie fur s =1 erlaubt ferner, Biischel von C,, (9a°) mit projectiver funda-
mentaler Involution und, falls es deren geben wiirde, panharmonische und
paniquianharmonische Biischel zu finden.

§ 13. Eine Classe mehrdeutiger Transformationen.

Um den § 8 zu ergiinzen, bediene ich mich des Umstandes, dass
jeder Typus ein mit gleichem Index invariantes lineares co® System von
Curven besitzen muss und ubertrage mittelst dieses Netzes in eine andere
Ebene. Ich spreche den Satz gleich fir den R, aus:

LXXVIII. Theorem. Jede periodische Transformation in R, kann durch
einseitig rationale Tramsposition in eine periodische Collineation desselben In-
dexes tibertragen werden.

2. In der cit. Abh. habe ich von der Moglichkeit gehandelt, zwei
Ebenen in Correspondenz zu setzen, sodass den Punkten der cinen Ebene
die Cyclen einer Collineation der anderen entsprechen. Um eine irrige
Meinung zu widerlegen, bemerke ich, dass in einer Abhandlung: Sopra
le involuzioni piane F. Cnizzoni, wo er von meiner Preisschrift spricht,
vorauszusehen glaubt, die periodischen Transformationen werden Involu-
tionen liefern konnen, welche nicht eindeutig auf die Punkte einer Ebene
beziehbar sind. Indessen kann ich erkliren, dass man fir jeden Typus
ein Netz von Curven finden kann, welche sich gegenseitig in nur einem
Cyclus der Transformation schneiden. Also:

LXXIX. Theorem. .Alle periodischen birationalen Transformationen theilen
die Ebene in o0* Cyclen, welche eine rationale Involution bilden.

3. Ich fuge bei dieser Gelegenheit hinzu, dass auch der Zweifel
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Curzzoxr's, welchen er far die ebenen Involutionen i. A.l

begrundet ist, denn:

ausspricht, un-

LXXX. Theorem. Jede Involution in einem linearen Raume R, oder
also in einer abbildbaren M™ ist rational, d. h. durch v lineare Parameter
darstellbar.

LXXXI. Theorem. Jedes algebraische System von Punktgruppen in einem
linearen Raume R,., wo durch jeden Punkt des R, zwei Punktgruppen be-
stimt sind, ist rational, d. h. durch r lineare Parameter rational darstellbar.

Und allgemeiner gilt:

LXXXII. Theorem. Jede lineare oder quadratische oo™ *+* Mannigfaltig-
keit von M? im R, ist durch rationale Functionen a r—i + A linearen Pa-
rametern darstellbar, auch wenn A = o0.?

Neben diese Theoreme stellt sich begrindend und weiterfithrend:

LXXXIII. Theorem. Jedes in einem linearen R, enthaltene lineare o'
System von M,_, kann als vollstindiger Schwitt von i linearen oo' Systemen
von M,_, angesehen werden.

Aus LXXXII. folgt insbesondere fur i= o:

LXXXIV. Theorem. Jede Involution k. Stufe in einem linearen R, oder
sogar auf irgend einer Mannigfaltigkeit M?, d. h. ein co*" System von Punki-
gruppen, von welchem durch k Punklte eine einzige Gruppe geht, ist rational
(durch rk lineare Parameter darstellbar).

! Tch habe von der Abhandlung G. CASTELNUOVO's Sulla raxionalita delle involuzions
piane in Math. Annalen Bd. 44 erst am 10. December 1894 hier Kenntniss genommer,
bemerke aber sofort, dass in den Sitzen der ersten 6 Numwern ein nicht unwesentlicher
Fehler unterlaufen ist. — (Zuirich, 26. December 1894.)

* Bs gilt sogar das allgemeine Theorem: Fiir 4 >> O st jede in einer micht abbild-
baren (also nicht unicursalen) M? enthaliene Reihe co™'t* von M;, aus welcher eine oder
xwet M; durch 2 Punkte der M} gehen, rational dwrch r — i + A lineare Parameter
darstellbar.

Dieses Theorem enthilt als speciellen Fall das Theorem von F. ENRIQUEZ, das sich
in C. SEGRE’s Infroduzione alla geometria sopra un ente algebrico semplicemente infinito
(Annali di matematica, ser. II, t. 22) § 6 aufgenommen findet.
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4. Die 1-i-deutige Transformation wird in der i-fachen Ebene eine
Ubergangscurve haben. Es kann nun geschehen, dass diese eine ebene
birationale Transformation gestattet, welche sie reproducirt, etwa vom
Index 4. Indem diese mittelst der 1-i-deutigen Transformation iibertragen
wird, erhilt man in der einfachen Ebene eine periodische Transformation,
welche mit der erst gegebenen: vertauschbar ist.

Anmerkung. Es bietet sich hier der folgende algebraische Satz dar:
Wenn die in einem Curvennetze erscheinende m-deutige Transformation
sich in eine birationale und eine andere zerlegt, so zerlegt sie sich sofort
in m birationale Transformationen, welche saimmtlich periodisch sind.

Anhang. Es ist nunmehr alles vorbereitet fiir die Berechnung der
algebraischen Formeln der 29 existirenden Typen. Fir einige kennt man
die Formeln interner Transformationen, welche man also nur zusammen-
zusetzen hat, wie B,, aus Collineation und 6,. Fur einige bediene man
gich der Methode des § 5, um die Formeln aus einfacheren zusammen-
zusetzen. Ahnlich wird man fur gewisse Typen vorgehen, deren Cha-
racteristik eine durch Formeln einfach auszudriickende Configuration bildet.
So sind bereits die Formeln fur o’ in a, & in b, ¢’ in ¢ in der cit. Abh.
gegeben und durch Zusammensetzung mit Collineationen erhilt man die
Formeln fur B, und andere Typen. Wenn endlich die Transformation
eine invariante C, hat, was immer der Fall ist, und man kennt griind-
lich die Lage der Punkte auf der C,, was ich nach den eingehenden Un-
tersuchungen der cit. Abh. behaupten darf, so kann man sie durch Formeln
ausdriccken. Auch wenn man nur die Parameter, namentlich auf C2,
kennt, kann man hieraus ohne jede Schwierigkeit die Formeln in homo-
genen Trilateralcoordinaten herleiten.

(Die vorstehende Arbeit war bis auf § 3 des I. und § 10, sowie § 12
C. D. des IL. Theiles im Jahre 1885 abgefasst.)

Paris, den 10. Juni 1894.
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