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SUR LES EXPRESSIONS ALGEBRIOUES 

PAN 

D. S~LIVANOFF 
S:t P~ TBI~SBOI/I~G, 

Dans le m6moire posthume sur la rdsolution algdbrique des dquations 
ABEL a d6montr6 quelques th6or~mes sur les expressions alg6briques 
satisfaisant ~ l'6quation propos6e. Les d6monstrations d'ABEL ont 6t6 
compl6t6es et simplifi6es par MALMSTn~, KRO~CKEU et M. SYLow. Je 
veux ici reprendre cette question en employant les notations de KRONECKER 
( M o n a t s b e r i c h t e  der  B e r l i n e r  A k a d e m i e ,  I 8 7 9 ) e t  en introduisant 
quelques modifications et simplifications. 

Avant d'aborder la question il est n6cessaire de d6montrer quelques 
th6or~mes sur les fonctions irr6ductibles. 

w I. Pour rendre la r6daction un peu plus simple, supposons que 
le domaine de rationalit6 contienne tous les  nombres rationnels. Nous 
indiquerons dans la suite chaque lois quand ce domaine sera 61argi apr~s 
l'adjonction des diff6rentes quantit6s. 

Soit 
= o  

une 6quation irr6ductible, dont les racines sont 

tl, t~, . . . ,  t~. 

Nous supposons connu le th6or~me: 

Si une fonction enti~re .F(t) avec des coefficients rationnels s'annule 
~our t -~- t l ,  on a 

F ( t )  = 
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et par consequent 

S ( f 2 )  = o ,  F ( t 3 )  = o ,  . . . , e ( t = )  = o .  

Ce th6or~me ~ aussi lieu, si lea coefficients de ]a fonction F ( t ) e o n -  
t iennent des quantit~s dont l 'adjonetion n'alt+re pas l'irr(Muetibilit~ de 
l '6quation ,z(t) ~-- o. 

Nous allona d6montrer les einq th~or~mes suivants. 

I. Si une fonetion enti~re r  t~) est irrd&wtible apr~s l'adjonetion 
de t~, la fonetion r  tk) est aussi irrOductible aprbs l'adjonetion de t,, k 
ayant une des valeurs 2 , 3 ,  . . . ,  m. 

Supposons qu'on air 

o ( x ,  t,) -- r  t~). q',(~, t,). 

En remplagant t~ par la racine t: de l '6quation irr~duetible , r  o 
on obtient la relation impossible 

~,(~, t,) = (b,(x, t ,) .  § t,), 

~P(x, t~) ~tant une fonetion irr~duetible. 

II. Le produit 
~ ( ~ ,  t , ) ~ o ( ~  , t2) . . .  o ( ~  , t,~) 

est irr~ductible, s'il ~e contient pas de racines multiples et si la fonction 
r  ta) est irr~ductible apr~s l'adjonction de ta. 

Le produit 

(,) ~(~,  t , ) r  q ) . . .  r  t,,) = ~(x)  

eat une i'onetion enti~re en x avee des coefficients rationnels. En d~- 
eomposant cette t'onetion en i'acteurs irr~duetibles on trouve 

Lu fonetion ~ ( x )  a des racinea communes avec une fonction irr~- 
ductible r  k "tyant une des valeurs I , 2 , 3 , . . . , m .  
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3,(x) = #(x ,  t~). IF(x, t~) 
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et h cause de l'irr6duetibilit6 de l'6quation F ( t ) =  o on a l e s  relations 
suivantes 

~,(x) = r t,). ~ 0 ,  t,), 

~,(x) = ~(x ,  tD. IF(x, O ,  
(3) 

�9 �9 �9 o �9 o �9 �9 �9 �9 �9 . �9 �9 . �9 

~,(x) = r t,D. IFO, t,D. 

Les relations (I) et (3) indiquent que chaque racine de ~;(~)annule 
~ (x ) .  I1 suit de la relation (2) que chaque racine de ~](x) annule ~(x). 

Les m~mes conclusions sont applicables aux fonctions ~ ( x ) ,  ~ ( x ) ,  
. . . ,  ~:z(x). Done 

�9 t et par consequen 

(4) �9 0 ,  t , ) , (x ,  t , ) . . .  ~ 0 ,  t.) = [3,(x)],. 

Si le produit 
r t , )r  O . . .  r tD 

n'a pas de racines multiples, le hombre # est n6cessairement 6gal k un 
et le th6or~me 6nonc6 est donc d6montr6. 

M. FROBE~IlSS m'a communiqu6 que la relation (4) se trouve dans 
un nl6moire de SCH01~MANN ( J o u r n a l  de Cre l le ,  t. 3I, p. 273). M. KN~- 
SEa a donn6 une autre d6monstration de cette relation ( M a t h e m a t i s c h e  
Anna l en ,  t. 3% P. I8I). 

Supposons qu'une fonction irr6ductible f(x) devienne r6duetible apr~s 
l'adjonction de tl, c'est k dire que 

f (x)  = @(x, t ,) .  IF(x, t,), 

q~(x, tl) 6taut une fonc~ion irr6duetible. 
Dans ce cas l'6quation (4) prend la forme 

�9 0 ,  t,) @(x, 0 . . .  ~ 0 ,  t,~) = [fO)]". 
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Lea degr6s des fonctions f (x)  et r  t,) 6tant n e t  v on a la re- 
lation 

m p  ~ n / 2 .  

Si n est un nombre premier, il est ndcessaire que m soit multiple 
de n ,  ~ 6tant plus petit que n. 

On peut donc affirmer que 

III. La fonction irrdduetible du degrd premier n ne peut devenir rg- 
ductible qu'aprds l'adjonction d'une racine d'une dquation irrdductible dont le 
degrd est multiple de n. 

La racine du degr6 n de l'unit6 satisfait K une 6quation irr6ductible 
dont le degr6 est infdrieur h n. On a donc ce corollaire du th6or6me III: 

La fonction irrdductible du degrd premier n reste encore irrdductible 
apr~s l'adjonction d'une raci~e du degrd n de l'unitd. 

Le th6or6me II laeut prendre une autre forint, si la fonction irr6- 
ductible ~(t) a la forme 

q ~ ( t ) = t " - - a ,  

m 6tant un nombre premier. 
L'irrdductibilit6 de cette fonction ne sera pas alter6e apr6s l'adjonc- 

tion de a~, racine de r6quation 

2~ r a m  I 
- -  O .  

Z - -  I 

Supposons que la fonction r  tl) reste irr6ductible apr6s l'adjonc- 
tion de to. 

Nous allons d6montrer que les fonctions r  tl) ct r  tk), k ayant 
une des valeurs 2 , 3 ,  . . . ,  m, ne peuvent pas avoir des racines communes, 
si clles ne sont pas identiques. 

Supposons que le plus grand commun diviseur des fonctions r  tl) 
et 4~(x, t~) soit ~/J'(z, t~, t~). 

Une des quantit6s tl et t, s'exprime par l 'autre au moyen de to. 
On peut donc 6crire 
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Les fonctions qrl(x , tl) et ~ ( x ,  tk) divisent les fonctions irr~ductibles 
�9 (x, tl) et r  tk). Done 

~(x ,  t l ,  t~) = ~(~ ,  t,) = r  t,). 

(On suppose que le coefficient de la plus haute puissance de x dana 
r  t,) soit ~gal k un.) 

Par consequent le produit 

0(~ ,  t,)r t~)... r to) 

ne peut pas contenir des racines multiples, si les fonetions 

r  tl), ~(x,  t~ ) , . . . ,  ,P(~, tin) 

sont diffSrentes entre eux. 
On a done le th~orSme: 

IV. Le produit 

~(x  , t , )~ (x  , t~) . . . r  , t m ) =  ~ ( x )  

est irrgductible, si les fonctions 

~(~  , t ,)  , r  , t~) , . . . ,  r  , t ~ )  

sont diff~rentes entre eux. 

Les hombres t l ,  t ~ , . . . ,  t,. sont iei les racines de l'Squation irr6- 
ductible du degr~ premier 

tm ~ a .~_ o .  

Lu fonction r tx) est suppos~e irr~ductible aprSs l'adjonction de 
Z m -  I 

t, et oJ, racine de l'6quation - - ~ - - o .  
Z ~ I  

Nous appliquerons encore le th~orSme suivant d'A~EL: 

V. Si dans le domaine de rationaZitJ donnd l'dquation du degrd 2remier 

t ~ - - a =  o 

est rdductible, cette g~uation a ngcessairement au moins une racine contenue 
darts le mdme domaine de rationalitd. 
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Supposons que la fonetion t ~ -  a soit divisible par 

~,'(t) = t - - b , t  , -1  + b~t p - ~ -  . . .  + ( - -  ~),'b,. 

Le nombre bp appartenant au domaine de rationalit6 donn6 est le 
produit des r~eines de l'6quation ~'(t)= o. Done 

p 2 h ~  i 

bp - .~  a m  e m , 

h 6rant un nombre entier. 
D6terminons deux hombres entiers r et s de mani6re qu'on air 

On aura la relation 

et par eons6quent le th6or6me est d6montr6. 
Si le domaine de rationalit6 eontient w, toutes les raeines de l'6qua- 

tion r6duetible 
t m ~ a _ ~ _ O  

sont rationnelles. 

w 2. On salt que ehaque expression form6e avec des radieaux peut 
6tre raise sous la forme 

F ( v , ,  v , ,  . . . ,  r ,) ,  

F 6rant une fonction enti~re de V~, V ~ , . . . ,  V~ avec des coefficients 
rationnels. Les quantit6s sont r6unies par les relations 

V~, = i v ~ ( V ~ ,  V~, . . . .  , V,), 

r ; ,  = F , (V~ ,  V~, . . . .  , V~) 

�9 �9 �9 �9 , �9 , ~ . . . . , . . . . (I) 

v : : ; ,  = ~ ;_ ,  (v,~), 

V~ v = A ,  

o~ les exposants nl, n2, ..., n~ sont des nombres premiers; F1, F~, ..., F~_I 
sort des fone~ions enti6res avec des eoefl~eients rationnels des arguments 
indiqu6s et A est un hombre rationnel. 
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a n~ racines. Une de ees racines eat ehoisie arbitrairement et d6sign6e 
par V~. 

Une des racines de l'6quation 

= F _,(v3 

est d6signde par Vv_~ et ainsi de suite. 
De eette maniSre t ous l e s  radieaux V~, V~, . . . ,  V~ obtiennent des 

valeurs d6termin6es: nous d6signons par x~ la valeur de l'expression alg6- 
brique qui en r6sulte. 

Donc 

(2) 

Soient 

= F(vx ,  L , . . . ,  v.). 

(39 1 ~ r  2 ~ �9 . , ~ O-Iv 

les racines primitives de l'unit6 des degr6s 

Si l'6quation 
V~V ~ A 

est r6ductible, la quantit6 Vv est rationnelle, ou bien Vv est exprimable 
rationnellement par w., D~ns les deux cas V~ peut ~tre exclue de la 
cha~ne des ~quations (i) et au lieu de Vv ces ~quations peuvent contenir w~. 

Si cette 6quation est irr6ductible on pourra encore adjoindre eov sans 
alt6rer l'irrSductibilit6 de cette 6quation. 

Si l'~quation 

est rMuctible apr~s l'adjonction de V~ et eo~, on pourra exelure le radical 
V~_l des 6quations de la ehalne (i). 

Apr~s avolr exclu de cette mani~re tous les  radicaux superflus, nous 
obtenons un nouveau systfme d'6quations bin6mes contenant quelques- 
unes des racines de l'unit6 wl, w 2 , . . .  , w,. Exprbaons ces racines par 



80 D. S~llvanoff. 

des radieaux et ~loignons de nouveau les radieaux superflus. Dans la 
chaine des ~quations (I) pourront entrer les racines de l'unit~, dont les 
degrds sont inf4rieurs k n~, n ~ , . . . ,  n,. Ces racines de l'unit~, nous les 
exprimerons de nouveau par des radicaux. 

Cette operation sera enfin termin~e, car la chalne finale des ~quations 
binbmes ne peut contenir clue quelques-uns des radicaux V 1 , V2,.. .  , V, et 
des radicaux servant h exprimer les racines de l'unit~ des degr~s n~,n~, 
. . . ,  n, et des degr~s infdrieurs. 

On peut done supposer que les ~q,uations binSmes de la chalne 

v v  = E ~ ( v . , ,  v ~ + ~ , . . . ,  v,) ,  <~=,,. ..... ., 

sont irrSductibles aprSs l'adjonetion de 

w . , . + l  , w r + ~  , �9 �9 �9 , eo~  , V' . , .+1  , V ; . + o .  , . . � 9  V ~ .  

D'apr~s ]e th6or6me d6montr6 l'irr6ductibilit6 de cette 6quation sera 
encore conserv6e apr6s l'adjonction de w;. 

La fonetion F r a la forme 

2 l ,  rnr+ ~--1 
(s) F~ = u0 + u1 v~+~ + u~ v)+~ + . . .  + u,~+,_,. ~+, , 

les coefficients Uo, U~, U 2 , . . .  , U,.,._~,_~ dtant des fonctions enti~res de 

Vr+~, Vr+~, . . . ,  V~ avec des coefficients rationnels. 
L%quation (3) peut 8tre simplifiSe en remplaqant V~.+~ par une autre 

quantitY. 
Si Uh est different de z~ro; nous poserons 

(4) V.' Or, ~+, = W++~. 

En ~levant les deux membres de eette ~quation k la puissance nr+~ , 
on obtient clue W~+~ est une racine d'une ~quation de la forme suiwnte 

(5) w"~+~ F;+,(v~+~, ~+~, . . . ,  v~), 

F~+~ ~tant une fonction enti~re de V~+~, V~.+~,..., V, avec de8 coefficients 
rationnels. 

DSterminons deux nombres entiers r et s de mani~re qu'on ait 

h~nr+18~-- - -  I~ r ~ r +  1. 
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On ddduit de l'dquation (4) que 

I1 en rdsulte que 

V~+, = U'. W;+,, 
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(6) 

U' ~tant une fonction enti~re de Vr+2, Vr+3, . . .  , V~ avec des coefficients 
rationnels. 

En introduisant cette valeur de Vr+ 1 duns l'expression (3)on obtient 

, 2 . . .  U '  w ' r + 1 - 1  FT ~= Uo + W~,§ + U~W~+I + + n~ ,+ l -1  , ,  y + l  " 

L'dquation (5) reste irr~ductible apr~s l'adjonction de 

~ , , ,  ~ + ~ , . . . ,  ~ , VT+~, v~+~, . . . ,  v~. 

Duns le cas contraire Wr+ 1 serait rutionnel en 

~+1,  ~ + ~ , . . . ,  o~ ,  V~+~, V~+~, . . . ,  V~; 

d'aprSs l'dquation (6) Vr+ 1 serait aussi exprimable par ces mdmes quan- 
titds, ce qui est impossible. 

Supposons maintenant que dans la sdrie 

PT, F~+,, F~+~,...,  F, ,  F 

la premiere fonction qui contienne Vr+ 1 soit 

Po(Vo.I, va+~ , . . . ,  v~). 

Cette fonction a la forme 

~.c~B.. .~v; U - , .  . . vo+,. ===================== 

Les coefficients C sont des fonctions entiSres de Vr+~, Vr+2, . . ,  , V~ 
avec des coefficients rationnels. Au moyen de la transformation indiqu~e 
plus haut pour F r u n  de ces coefficients peut 8tre mis sous la forme 

1 7 " r +  i - I  U0 + V~+, + V~V~+~ + . , .  + Uo~§ . 

Nous dirons qu'une expression alg~brique a la forme normale, si l'on 
a ex~cut~ toutes les transformations indiqu~es. 

Les expressions algdbriclues de la forme normale ont des propri~t~s 
remarquables que nous allons dtudier. 

Acta mathcmatica. 19. Imprtm6 le 81 janvier 1895. 11 
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w 

(1) 

D. Sdlivano~. 

Supposons qu'on ait identiquement 

�9 (x, v~, v~+~,..., v~)= ~(x, ~v~, v~+,,..., v~), 

~tant une fonction enti~re des arguments indiquds avec des coefficients 
rationnels. 

En ~galant les coefficients des mdmes puissances de x on trouve au 
moins une relation de la forme 

~(v~, v~+,,..., v~)= ~,(,,,?~, v , , , . . . ,  v~), 

dtant une fonction enti~re dittdrente de z~ro. 
L'~quation 

(2) ~(v ,  v,+,, . . - ,  v~)= ~(,~,v, v , + , , . . . ,  v~), 

dont le degrd peut dtre supposd infdrieur & nr, est vdrifide pour V ~  V r. 
Mais V r e s t  racine d'une dquation irrdductible du degrd n r. Donc 
l'Squation (2) est une identitd. Par consdquent les coefficients des termes 
semblables dans les deux membres de cette relation sont dgaux. En 
egalant deux coefficients diffdrents de zdro on trouve 

r V,+,, ..., V,)= ~. r V,+,, ..., V,). 

Il en rdsulte 
0)~ ~ I. 

C'est impossible, p dtant infdrieur & n r. 
On peut donc affirmer que 

les fonctions 

~(x , V~ , V,+, , . . . , V~) , ~(x , ,,,, V~ , V~+, , . . . , V~), 

",-'~- V,+, . V~) ~ ( x ,  ,~;v , ,  v , + , , . . . ,  v , ) , . . . ,  ~ ( ~ ,  ,~, v , ,  , . .  , 

sont diffdrentes entre ellss. 

En appliquant le thdor~me IV (w I) on conclut que le produit 

I I  i x - - F ( ~ . v , ,  v , , . . . ,  v~)] = ~(~,  L ,  vo+,, . . . ,  L) 
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est irr~ductible apr~s l'adjonction de 
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O ) a  ~ O ) a §  ~ . . . ~ O. )v  ~ V a  ~ "~ra.4 .1  ~ . ~ �9 ~ V u .  

Ce produit ne contient pas de radical ]71, et en mdme temps peuvent 
disparaltre les radicaux 

V~, Vs, . . . ,  V,_I. 

Pour la mdme raison sont irr~ductibles les fonctions suivantes 

k a  = h a - - 1  

I I  ~ ( x ,  , ,o L ,  , . . ,  , , . . ,  

" vb§ . v~) = v , ( x  v ~ ,  vo§ . v~), I I  ~ (~ , ,,~ v~ , , . .  , , , . .  , 
ka  

�9 . . �9 �9 . . �9 . ~ 

I I ~ , ( x ,  ,,~ v ~ ,  v ~ §  . . . ,  v~) = ~ ( x ) .  
I'm 

b > a ;  

c > b ;  

La fonction ~e(x) est une fonction enti~re en x avec des coefficients 
rationnels. Le coefficient de la plus haute puissance de x est dgal ~ un. 
Cette fonction n'a pas d'autres racines que les diffdrentes valeurs de rex- 
pression algdbrique 

E (  V, , V~, . . . , V~). 

De la mdme mani~re on pourra former l'dquation irrdductible avec 
des coefficients rationnels qui est satisfaite par l'expression 

Z ( L ,  V.§ . . . ,  Vv), 

dtant une fonction enti~re de V,,, V a + ~ , . . . ,  V, avec des coefficients 
rationnels. 

Supposons qu'une fonction enti~re de ~ variables inddpendantes avec 
des coefficients rationnels 

(3) ~(v~, v , , . . . ,  v~) 

s'annule pour 

v l = L ,  v ~ = L ,  - . . ,  ~ , = v ~ .  
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R6duisons les puissances de v~, v 2 , . . . ,  v, au moyen des 6quations 

~ '  = F , ( ~ ,  v ~ , . . . ,  v~), 

v~, = F , ( ~ ,  v , ,  . . . ,  v3, 

(4) . . . . . . . . . . . . . . .  
n V - -  1 

v? = A.  

La fonction r aura  la forme 

h i - - 1  (5) r - -  a o + a~v~ + a~v~ + . . .  + a,,_~v~ , 

les coefficients ao, a l ,  a 2 , . . . ,  a,,_~ 6tant  des fonctions enti4res de v~, v~, 

. . . ,  v. avec des coefficients rationnels. 

En posant  

v , = V ~ ,  v . ~ = L ,  . . . ,  ~ = v ~  

on t rouve  

ao + a, Vl + a'V~ + . + a' v . , -~ t t �9 �9 n t - - I  - - 1  = O .  

Mais V 1 est la racine d 'une 6quation irr~duetible du  degr6 nl. Done 

g g t t 
a 0 ~ O ~  a I ~ o ,  a ~  ~ o . . . . ~ a n t _  1 ~ o .  

Pa r  cons6quent  la fonction (5) devient  nul le ,  quand on pose 

v ~ - - L ,  v ~ = v ~ ,  . . . ,  v ~ = V ~ ,  

en laissant v 1 tout  ~ fair arbitraire.  

Apr~s avoir mis les fonctions ao, a l ,  a 2 , . . . , a . , _ l  sous la forme 

bo + b~% + b~v] + . . .  + b,._,v; ~-~ 

au moyen de l '6quat ion 

v~' = ~',(v~, v , ,  . . . ,  ~), 

on d6montreru  de la m~me mani~rc que toutes ces fonctions s ' annulent  

pour  une va leur  arbitraire de v~ et pour  

v.=V,, ~ , = v , ,  . . . ,  v , = v ~ .  
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I1 r~sulte de ce raisonnement flue la fonction (3) 

r  1 , V 2 ,  * * ~  ~)y), 

~tant r~duite au moyen du syst~me (4), devient nulle pour des valeurs 
arbitraires de v 1, v 2 , v a, . . . ,  v~. 

Donc en changeant les valeurs des radicaux dans la relation 

�9 (v l ,  v ~ , . . . ,  v~)=  o 

on obtient une autre relation 

�9 ( v i ,  v ; , . . . ,  v ' ) =  o. 

Voici une consequence de ce thdor~me. 
La fonction ~(x) que nous avons formde s'annule pour 

x = F ( L ,  L , . . . ,  v3. 

Cette fonction devient aussi nulle pour toute autre valeur de l'expression 
algSbrique F ( L  , V 2 , . . .  , V~). 

On peut donc affirmer que 

toutes les valeurs de l'expression algdbrique de forme normale sont racines 
de la seule dquation ~ F ( x ) ~  o. 

Une autre consequence du th~or~me d~montr~ est la suivante: 

Les dquations bindmes 

v".~ = F~(v~+,, v.~,..., v3 

restent irr~ductibles quand on change les valeurs des radicaux Vr+I, Vr+~, ..., V~. 

Supposons que l 'dquation 

(6) V"~-,-~ F~_~(V'~) 

soit rdductible. On aura 1~ ddcomposition en facteurs 

V n'z-I --~r (P(V, V'u). ~J'(V, V:). 

En remplagant V'~, racine de l'dquation irr~ductible 

(7) V"~ = A, 
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par V~ on obtient la relation impossible 

v.~- , - -F~_,(v~)  = ~ ( r ,  v~). ~'(v, v~). 

I1 rdsulte de l'irrdductibilitd des ~quations (6) et (7) que si l'dquation 

(8) ~@,_,, ~) = o, 

~tant une fonction enti~re de v~_l et v~ avec des coefficients rationnels, 
est satisfaite pour 

V~_l ---- V'_l, v~ ---- V'~, 

]a fonction ~(v._~, v~) devient identiquement nulle quand on r~duit les 
puissances de v~_l et v~ au moyen des ~quations 

f l  t " ' - ' =  P~_,(~), ~ = A. Vy--i 

L'~quation (8) sera done aussi v~rifi~e pour 

v ~ _ , =  V~_,, v ~ =  V~. 

Supposons maintenant qu'on ait 

~rnu_,-~y-2(V;- l ,  ~2-:)= ~)(~/~ V:_I, V:). ~r V:_l, V'v). 

En rempla?ant ici V~_I et W~ par V~_ 1 et V~ on obtient une dd- 
composition en facteurs de la fonction irrdductible 

v " , - ,  - -  F ~ _ , ( v ~ _ ,  , v.), 
ce qui est impossible. 

L'irrdductibilitd de l'~quatlon 

V r*v-~l - -  F , _ _ 2 ( ] 7 ~ _ . 1  , ]Wv) ----- 0 

est done d~montr@. 

La m~me d~monstration est applicable aux autres ~quations bin6mes. 
De l'irr~ductibilit~ de l'~quation 

v', = g(~+1, ~+,, ..., ~) 
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r~sulte que les fonctions enti~res ~ coefficients rationnels 
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( ~ ( X ,  Vvy, ~ y 4 _ 1 ) o  o . )]7"t)~) , ~ ) ( X ,  ( . O y ' ~ ,  V~_}_I , �9 �9 �9 :) ]7":), 

" '  " " - ' w  ~ + ,  . v:) ~(~,<o,C, U + , , . - - ,  v ; ) , . . . ,  ~(x, ~7  ~ ,  , - .  , 

sont diff~rentes entre elles. 

w 4. Soit 

f (x )  ---- x~ q- p~x "-~ q- p~x "-~ -b . . .  q- p._~x -{- p .  = o 

l'dquation irr6ductible proposde, dont les coefficients sont des nombres 
rationnels. 

Ddsignons les racines de cette dquation par 

~ 1  ) X ,~  ) X 3 ) . . . ) X n .  

Supposons qu'on ait 

xl = F ( V , ,  L , . . . ,  v~), 

F dtant une expression algdbrique de forme normale. 
Par le procddd indiqud dans le paragraphc prdcddent on forme la 

fonction irrdductible qr(x) qui s'annule pour x ~ x~. 
Les dquations irrdductibles 

~ ( x )  ~- x ",'"~''."" + q , x " , ' " ' ' - '  + . . . .  o ,  

f ( x )  = x" 4- .~OlX 'n=l *'~ . . . .  0 

ayant une  racine commune sont identiques. Done 

f (x )  = ~(x) ,  

n l n a ~  b . . . n m ----- n .  

Les nombres nl ,  n , ,  nb, . . . ,  n~ sont les exposants des radicaux 
vI, L, v~,..., v,,. 

En rdsumant les rdsultats obtenus, on peut dnoncer les thdor~mes 

suivants d'ABEL : 

I) Dans l'expression alg~brique d'une racine d'une ~quation irr~ductible 

du degrd n sont n~cessairement contenus les radicaux, dont les ex~vosants sont 

les diviseurs premiers de n. 
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2) L'expression alg~brique satisfa~sant (i l'6quation irr~ductible du degrd 
n a n valeurs diff~rentes, qui sont les racines de l'dquation proposde. 

3) Si une racine de l'dquation irrdductible est exprimable par radicauz, 
routes les autres racines sont aussi exprimables par radicaux. 

Nous  allons encore  d d m o n t r e r  le th6or~me su ivan t :  

4) Les radicaux contenus dans l'expression des racines de l'dquation 
proposde sont des fonctions enti~res des racines de cette dquation et des racines 
de ' "" 1 umte. 

Soit  

(i) 

2 n l - - 1  I x~ = U0 + v~ + u. v,  + . . .  + u~,_,v~ , 
- -  --1 - - 2  - - ( ) t l - - ' )  h i - -1  x, - U0 + ~, v, + ~,  U~ ~ + . . .  + ~o, U~,_, v,  , 

- -  rT _L -.,-~V • ..,-4U. V 2 _L -1-..,-~(~,-1)U. V", -~ 
"~3 - -  " I 0  ~ t ' J 1  1 T t " ] l  2 1 I " " " T w ,  nl__ 1 , :," 

�9 �9 . . . ~ ~ ~ . �9 �9 . �9 . . . �9 �9 . �9 �9 

~ n ,  = U 0  - [ "  ( D l - ( n ' - - l > V l  + o)12(nl-l>U2V~ "4-... "4- c~ '-1 

En a jou tan t  ces dqua t ions  apr6s les avoi r  mul t ip l i6es  respect ive-  

m e n t  par  
2 n t - - ,  

I ) ~01 ) {J)l  ) " " " 9 0 ) 1  

on t rouve  

(2) n l v  , = x, + ~ x ~  + o,~x~ + . . .  + o~'-'zn,. 

En  p r e n a n t  les aut res  va leu r s  des r a d i c a u x  on au ra  

(3) nlV'l = xh, + ,oxxh., + ~xh ,  + . . .  + ,oi '- 'xh. ,  

les h o m b r e s  hl,  h 2 , . . . ,  h., 6tant  diff6rents  en t re  eux.  

Du  sys t6me (1) r6su l ten t  encore  les f o rmu le s  

n, Uo = z~ + z~ + z 3 + . . .  + z.,, 

�9 �9 , . �9 . . , . ~ . . , . , �9 , �9 ~ 

~$1 ~ J ~ l - - '  ] T n l - - I  - -  " " ~ - ,  - x, + ,o~'-~z, + o~("'-~)z~ + + o~"'-')'x.. 
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L'expression algdbrique 
z =  V 1 

satisfait g une dquation # ( z ) =  o dont les coefficients sont des nombres 
rationnels (w 3). Les fonctions rationnelles 

I I I 

v~'  v~'  " " '  vT'- '  

de ]a racine de cette ~quation peuvent 6tre transformSes en. fonctions 
entiSres de V 1. Par  consSquent 

(4) V , ,  U o ,  U ; , . . . ,  ~Y\,--, 

son'~ des fonctions enti~res de x l ,  x 2 , . . .  , 0c. et % .  
Toutes les valeurs des expressions alg6briques (4) jou isscn t  de la 

m&ne propri~t& 
Passons au radical V s. 
8i le second membre de l '6quation 

(5) V", = F I ( L  , V~ , . . . ,  t;) 

eontient V~, on peut poser 

v~, = ,to + v~ + us v~ + . . .  + %_~ v;:- ' ,  

u 0 , % , . . . , u , ~ _ ~  ~tant des fonctions enti6res de V~, V 4 , . . . ,  V~ avecdes  
coefficients rationnels. 

Supposons que la valeur 
V~' = Yl 

se change en 
Y~ , Y~ , �9 . . , Y.~, 

quand on remplace V 2 par 

(D21V2 , 0)72V,2 , . . . ,  (/)2(n'-'-l)V2. 

On trouve 

n~ E2 ---- Yl + to~ys + 

n2 U0 = Yl + Y2 -~- 

n=usV~ = y l  + co~y, + 

�9 �9 �9 0 ) 2  ~ Y n ~  

Ya + " . .  + Y~:, 

. . ,  ~(n=-- l )  l l  to~y a -~ - . . .  + ~,~ j.=, 

�9 ~ ~ ~ , �9 �9 . ~ �9 ~ o �9 �9 �9 �9 �9 �9 

- 2 ( % - - 1 )  a n  CZ=U.=-IV~ ~'-1 = Yl -[- r "Jr- ~ ,  us + " ' "  "Jr" r �9 
A e t a  m a t h e m a t i e a .  1 9 .  I m p r i m 6  l e  2 f ~ v r i e r  1 8 9 5 .  12 
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I1 en rSsulte que les quantitds 

V 2 , u o ~ u 2 ~ �9 �9 �9 , u . ~ . _ l  

sont des fonctions entiSres de 

X l  ~ X2 ~ �9 " " ~ X n  ~ O)1 ~ 0 ) 2 "  

Supposons maintenant que l'4quation (5) ne contienne pas V 2. 
Une des quantit~s [_7o, U2, U 3 , . . .  , U,,_~ qui cntrent dans lcs rela- 

tions (I) contient n6cessairement V 2. SuI)posons que ee soit U~. On 
peut poser 

U h = A 0 + V2 + A 2 V ~  + �9 �9 �9 - ~  A n . : _ l V ~  '~- l ,  

A o , A ~ , . . . , A , . _ ~  5tant des fonctions enti6ros de V 3, V , , . . . ,  V, avec 
des coefficients rationnels. 

Designons par 

les valeurs que prend 

quand on y remplace V 2 par 

0)7'V~ , 0)~V2 , . . . ,  0)~(.,-1> V2. 

On trouve que 

et par consSquent V 2 est une fonction enti~re de 

X l  ~ X2  ~ " * " ~ ;J% ~ (1)1 ~ 0 ) 2  

avec des coefficients rationnels. 
On fera voir de la mdme mani~re que lea radicaux ~:~, ~ , . . . ,  V~ 

sont des fonctions enti6rcs de 

X l  ~ X2 ~ ~ " " ~ Xn ~ 0)1 ~ 0)2 ~ " " " ~ 0)~,. 

Le th~or~me 4) est donc ddmontr~. 

Les propriO6s des expressions alg~briques que nous avons Oudi~es 
ont une grande importance. Elles donnent ]a m6thode g5n~rale pour 
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r6soudre les 6quations litt6rales du deuxi~me, troisi~me et quatri~me 
degr6. Elles servent pour base ~ la d6monstration de l'impossibilit6 de 
la r6solution alg6brique des 6quations litt6rales des degr6s sup~rieurs. 

GALOIS a obtenu les conditions de la r6solubilit6 alg6brique des 
6quations num6riques en supposan~ que toutes les racines d'une 6quation 
soient exprimables par des radicaux. D'ap%s le th6o%me 3) il aurait suffi 
de supposer qu'une seule racine de l'6quation soit exprimable alg6brique- 
ment. 


