SUR QUELQUES PROCEDES D’EXTRAPOLATION

PAR

PAUL MALLIAVIN

Introduction

Le but de ce travail est I’étude de divers problémes d’unicité, relevant de la
théorie des moments, de la quasi-analyticité, du prolongement analytique des séries
de Dirichlet.

Ces probléemes d’aspects divers, ont été réunis par M. Mandelbrojt, dans une
méme étude grice au «principe des séries adhérentes» [14].

On se propose de reprendre I'étude de ces problémes en se plagant & un point
de vue dual. Le principe des séries adhérentes, qui affirme unicité du développement
en -série asymptotique d’une fonction dans une bande, sera remplacé par un résultat
sur les ensembles de détermination d’une fonction méromorphe dans le demi-plan.

Ce résultat sera appliqué aux divers problémes d’unicité étudiés & l'aide d’un
procédé unique : on construira & priori une fonetion méromorphe dans le demi-plan extra-
polant la suite de nombres dont on étudie les propriétés asymptotiques. Les majora-
tions & priori- que Pon pourra obtenir sur la fonction extrapolante conduiront aux
propriétés asymptotiques des suites étudiées.

Le domaine naturel de ce procédé d’extrapolation est l'algébre des opérateurs
sur un espace de Banach. Ceci permettra d’énoncer la théorie de quasi-analyticité
pour ces opérateurs, en englobant dans un méme énoncé le theoréme d’unicité du
type de Denjoy-Carleman, et les inégalités de convexité du type de celles de Hada-
mard, Gorny, H. Cartan, Kolmogoroff.

Dans le premier chapitre, nous étudions le probléme de la caractérisation des
ensembles de détermination d'une classe de fonctions méromorphes définies dans le
demi-plan.

Ce probleme sera une extension du probléme d’unicité correspondant pour les
fonctions holomorphes posé par Mandelbrojt-Wiener dans [15]. 11 sera abordé par une
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méthode. de dualité inaugurée par Fuchs [6). Cette méthode de dualité remplacera
les probléemes d’unicité par des probléemes d’existence pour ’espace dual. Ces pro-
blémes d’existence ne présenteront pas de difficulté et seront traités en utilisant des
méthodes de S. Mandelbrojt [14].

Il conviendra aprés de traduire les conditions obtenues dans 1’espace dual par
une condition unique dans Pespace étudié. Ce passage sera réalisé par les méthodes
d’analyse fonctionnelle, classiques depuis Banach, utilisant la propriété de Baire. Le
résultat d’unicité que l'on obtiendra & la fin du Chapitre I donnera une solution
compléte du probléeme de Mandelbrojt-Wiener et une solution partielle du probléme
plus général qui était posé.

Le résultat obtenu, s’il contiendra dans le cas du probléme de Mandelbrojt-
Wiener les résultats contenus dans la 3*™¢ partie de la theése de J. P. Kahane [9],
sera difficilement comparable avec ceux-ci dans le cas général.

Dans le Chapitre II on précisera le lien existant entre les différents problemes
d’unicité réunis par S. Mandelbrojt dans [14]. On montrera que ces problémes de
moments, de quasi-analyticité généralisée sur la droite entiére et sur la demi-droite,
d’approximation uniforme par des polynémes avec une fonction de poids sur la droite
entiére, d’existence de fonctions holomorphes bornées dans une bande et de développe-
ment asymptotique donné sont tous équivalents & un méme probléme de Watson posé
pour le demi-plan,

Cette équivalence entrainera les théorémes de composition de S. Mandelbrojt.
D’autre part, le probléeme de Watson envisagé sera équivalent au probléme d’unicité
étudié dans le Chapitre I, et Papplication du résultat obtenu dans le Chapitre I don-
nera des conditions nécessaires et suffisantes résolvant complétement le probléeme de
la quasi-analyticité généralisée sur la droite entiére, le probléme d’unicité des moments
de Stieljes et un énoncé sur l'approximation polynomiale uniforme par rapport & une
fonction de poids contenant la condition nécessaire et suffisante de Fuchs [5] sur la ferme-
ture de {e"*¢}. Appliqué au probléme de la quasi-analyticité sur la demi-droite on
obtiendra seulement une condition nécessaire.et suffisante sous les hypothéses dans
lesquelles . s’énongaient les conditions nécessaires obtenues précédemment avec la mé-
thode des séries adhérentes [14].

Dans le Chapitre III, on se pose le probléme suivant : détermination du com-
portement asymptotique d’une fonction méromorphe a partir de la connaissance de
celui-ci sur un ensemble d’unicité. Ce probléme qui est une extension de questions
traitées par Levinson ([12] chapitre 7) ne sera abordé que dans un cas particulier,
dont la solution, aprés une dualité, conduira & un résultat donnant une majoration
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des coefficients d’une série de Dirichlet asymptotique et du méme type, quoique beau-
coup moins précise que l'inégalité fondamentale de S. Mandelbrojt.

Cette majoration appliquée a 1’étude des séries de Dirichlet convergentes per-
mettra d’obtenir le théoréme d’Ostrowski [17] sur la détection des singularités au
voisinage de l'axe de convergence absolue, et le théoréme de S. Mandelbrojt [14] sur
le rapport entre l'ordre au sens de Ritt dans une bande et l’ordre dans tout le plan.
Ces résultats seront énoncés en substituant & la densité classique de la suite des
exposants une densité logarithmique.

Dans le Chapitre IV, on se propose de montrer que les propriétés de quasi-ana-
lyticité d’un opérateur opérant sur un espace de Banach dépendent essentiellement de
la localisation de son spectre dans le plan complexe.

Le caloul symbolique de Jean Leray [11] permettra d’obtenir facilement des ré-
sultats de quasi-analyticité pour les opérateurs elliptiques et hyperboliques & plusieurs
variables, & coefficients constants.

Les inégalités de convexité seront énoncées de fagon générale pour les normes
hilbertiennes. Dans le cas particulier de la demi-droite une étude sera entreprise dans
L (0, + o) qui permettra d’améliorer dans certains cas les inégalités de Gorny et
H. Cartan [3], [9].

En terminant, je suis heureux de pouvoir exprimer ici ma profonde gratitude a
M. Mandelbrojt pour les conseils qu’il m’a prodigués pendant la rédaction de cette
these, & M. Jean Leray sans les encouragéments de qui ce fravail n’eut pas été
entrepris, & M. Arnaud Denjoy pour le bienveillant intérét qu’il m’a toujours
manifesté.

Ma reconnaissance va également & M. Jean Favard qui m’a fait I'honneur d’ac-

cepter de faire pé,rtie du jury.

CuariTrE I
- Ensemble d’unicité pour une fonction méromorphe dans le demi-plan

1. Etant donné une fonction f(z) holomorphe dans le demi-plan >0 (z=z+iy),
bornée sur les paralleles & I'axe imaginaire, le probleme de Mandelbrojt-Wiener, posé

a

dans {15], consiste & majorer la répartition des zéros de f(z) sur I'axe réel connaissant
la croissance du maximum du module de f(z) sur les paralléles & oy. Le probléme
correspondant dans la théorie de fonctions entiéres peut étre traité par la formule de

Poisson-Jensen-Nevanlinna [16] qui, donnant des résultats trés précis, ne conduit pas
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4 des conditions nécessaires et suffisantes dés que des directions privilégiées de crois-
sance se trouvent fixées. Le probléme de Mandelbroijt-Wiener comporte une indétermina.-
tion qui ‘n’existe pas dans le cas des fonctions entiéres : en multipliant f(z) par une
fonction ¢ (z), méromorphe dans le demi-plan, bornée sur I'axe imaginaire, et de type
exponentiel, on obtient un énoncé du probléeme de Mandelbrojt-Wiener équivalent. Si
bien qu’il conviendra de déterminer le comportement asymptotique de log |f(z)| mo-
dulo une expression de la forme log |g(z)| alors que la résolution du probléme cor-
respondant dans la théorie des fonctions enti¢res nécessiterait la détermination exacte
du développement asymptotique de log |f(z)]-

2, Notations et énoncé du théoréme principal
Nous considérons des suites de nombres réels positifs A vérifiant la condition
2.01. borne [A—-A'|=h>0 4,4 €A, A%A.

a

Nous associons & une telle suite sa fonction caractéristigue 2 (r) définie par
2.02. AN=235+ A={deA; A<r).
)

Nous noterons par Q, le domaine complémentaire de la réunion des cercles de

centre 4 et de rayon }i (A€A). 2.01. entraine que
2 r ,
}.(r)—}.(r’)<zlog7+o(l) (r>r').

2.03. Etant donné une fonction f(z) méromorphe dans le demi-plan z> 0, nous noterons
par f"'(a)={z; f(z)=a}. En particulier, f!(oo) désignera l'ensemble des péles de
f(z). D’autre part, f(A) désignera I'ensemble des valeurs de f(z) sur A.

2.04. Etant donné une fonction k(r) définie sur (0, + oo), & valeur réelle, nous lui
associons les deux fonctions croissantes

2.04.1. k’ (r)=Dborne k (')
r'<r

2.04.2. k. (r) =borne k(r').

On a

+oo>k-(r)=k(r)=k.(r)= — oo.
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k.(r) est la plus grande de toutes les fonctions croissantes qui sont inférieures & k (r).

La fonction k(r) sera dite asymptotiquement croissante si

2.04.3. borne (k(r)—k.(r)=D < + oo,

2.05. Etant donné une suite {M,} de nombres positifs, nous lui associerons sa fonc-
tion de trace définie par

2.05.1. M(a)=bo?;{na—logMn} (+ 00 >0> — o).

M (o) est une fonction croissante de ¢, si M,>1 alors M (¢)<0 lorsque ¢<0.
Si on a

2.05.2. log M,=log M, +0(n) |O(n)|<An,

alors

2.05.3. Mc~-A)SM (6)SM(c+ A).

Nous définirons la base convexe de la suite {log M,} comme la plus grande
fonction convexe q(x) vérifiant

g(n)<log M,.
Nous noterons

q(x) =base convexe {log M,}.

Nous noterons M5 =¢%" la régularisée logarithmique convexe de la suite M,.
Alors 2.05.2. entraine que

2.05.4. ¢ @)=q@)+0(@x) |0(@)|<A=.
En effet ¢(x)— Az est une fonction convexe vérifiant

gn)—An<log M,— An<log M,
ce qui entraine 2.05.4,
Enfin la relation 2.05.1. de définition de M (o) est réciproque dans le sens qu’elle
entraine ([14] page 7)

2.05.5. ¢ (x) =borne [cx— M (0)].
Ces notations étant fixées, énoncons le théoréme principal de ce chapitre:

2.1. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le demi-plan x>0 et A,, A, deux suites

de nombres réels positifs satisfaisant & 2.01. {M,} une suite de nombres positifs;
supposons gue

2.1.1. f(Ay) = {0}
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2.1.2. fl(o)c A,

2.1.3. |fz)| <M, avec z€Q,, n=[z]
Posons

2.1.4. k(r)=24,(r)—A,(r).

2.1.5.  Alors la divergence quelle que soit la constante a de Uintégrale

f M(k(r)—a) (%= + oo
entraine que f(2)=0.

Awu contraire, la convergence pour une valeur de b de Uintegrale

+00
2.1.6. f Mk (r)~b]‘—’r§< + oo

entraine que Uon peut comstruire une fonction f(z) non identiquement nulle vérifiant
2.1.1, 2.1.2, 213.

2.1.7. Corollaire. Si k(r) est asympltotiquement croissante, la condition 2.1.5. constitue
une condition nécessaire et suffisante d'existence d’une fonction non identiquement nulle

satisfatsant a 2.1.1., 2.1.2., et 2.1.3. En particulier tel est le cas lorsque A, est vide.

Preuve. La preuve de 2.1.5. se composera de deux parties d’inspiration différente.
On commencera d’abord par établir le résultat dans un cas trés particulier, puis en
s’inspirant d’un travail de Fuchs [6] on caractérisera les multiplicateurs qui permettent
de ramener le cas général au cas particulier envisagé précédemment. Cette méthode
de dualité conduira & une condition dépendant d’une fonction arbitraire.

On éliminera ensuite cette fonction arbitraire & l'aide d’un lemme taubérien qui
sera. démontré en utilisant le principe de Baire appliqué & une fonctionnelle définie
sur un espace de Banach convenablement choisi.

La preuve de 2.1.6. et du corollaire 2.1.7. ensuite abordée sera trés facilement

traitée.

Démontrons d’abord le cas trés particulier suivant du théoréme 2.1.
3. Soit f(z) une fonction satisfaisant aux hypothéses du théoréme 2. Supposons de plus
qu'avec les notations de ce théoreme on ait
3.1.1. A, ={2nh}, n parcourant la suite des entiers positifs.
3.1.2. A, est vide.
Alors, st 2.1.5. a lieu, f(z)=0.
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Preuve. 3.1.1. et 3.1.2. impliquent que la fonction

f(z)
sin (2% z)

est holomorphe dans le demi-plan. De plus, 2.1.3. entrajne que

g(z) =

3.1.3. (9| <Mpe " n=fa].
Posons
+ic0
2z
h(u)= (zg: 1))2 e dz.

Alors 3.1.3. implique que %(u) est une fonction holomorphe dans la bande

JT

lwl<g

(w=v+iw).
On a d’autre part

(n+iy)

+00
Ih(v+iw)|=)fme“"+iy)<”+‘w’dyl<Mn e™  (n=1,2..).

h(u) satisfait ainsi dans une bande de largeur %1, aux inégalités du probleme de

Watson. La divergence de
+00

3.1.4. fM(%) e ®do= + oo

entralnerait ([14] page 28) que A(u) et par suite g(z), transformée de Laplace de k(u),
soient identiquement nulles, ainsi que f(2).

1
h

+00
1 dr
fM(i log r—a)72—= + oo

le changement de variable r=e**"® nous fait obtenir 3.1.4. La proposition 3.1. est
ainsi établie.

Comparons 3.1.4. et 2.1.5. On a k(r)=< log r+0(1). 2.1.5. g’écrit alors

Nous allons examiner maintenant le cas ol A, est toujours donné par 3.1.1.
mais ot A, est non vide. On se rameénera au cas envisagé dans la proposition 3.1.
en multipliant f(z) par des fonctions nulles sur A,. Il sera utile de commencer par
énoncer certains lemmes d’existence de tels multiplicateurs.

13— 543809. Acta Mathematica. 93. Imprimé le 15 aotit 1955.
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3.2. Soit A wune suite de mombres positifs vérifiant 2.01. alors il existe une fonction
L(z), holomorphe dans le demi-plan x>0, telle que

3.2.1. L(A)={0}

322 log |L(z)|=2A(r)+0() z€eQ,.

Preuve. Posons

o =24 5.,
3.2.3. L(z)= ;.E\ e TR

3.2.1. est immédiatement vérifié. 3.2.2. se trouve démontré dans [14] page 126.
Pour passer d’une majoration donnée sur les demi-cercles de centre O et de

rayon r & une majoration sur les paralléles & l’axe imaginaire, on utilisera le lemme

suivant :

3.3. Soit {B,} une suite de nombres positifs, B(c) la fonction de trace de ceite suite,

A une suite de nombres positifs vérifiant 2.01., alors si

+ o0

3.3.1. fB[/’L(r)]%< + oo

il existe une fonction G(z) non identiquement nulle, holomorphe dans le demi-plan x>0,

telle que

3.3.2. G (A)={0}

3.3.3. |G (n+iy)|<B,

3.3.4. %loglG(rei@)|=cos QAN +0Q) z2eQ,

dans tout angle |®|S®o<g-

Preuve. [14] page 129.
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la méthode des multiplicateurs.

On a la proposition suivante:

3.4. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le demi-plan x>0 non identiquement nulle,
satisfaisant aux hypothéses du théoreme 2. Supposons de plus que A, soit donné par
3.1.1., alors, quelle que soit la suite de nombres positifs {B,} vérifiant 3.3.1. avec
Ar)=12,(r), on a

34.1. fborne [% log r —log Man]%ZI< + oo.
n
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Preuve. Soit G (z) la fonction associée par le lemme 3.3. & la suite {B,}. f(2) G(z)
est une fonction holomorphe satisfaisant aux conditions de la proposition 3.1. et non
identiquement nulle. Alors en vertu de 3.1.4. la suite {M, B,} vérifie 3.4.1.

La proposition 3.4. raméne par une sorte de dualité 1'étude des propriétés asym-
ptotiques de f(z) & I'étude des propriétés asymptotiques de certaines suites {B,} de
nombres positifs. Il sera plus commode dans la suite de remplacer la suite arbitraire
{B,} par une «fonction d’indice» arbitraire, ce sera l'objet du lemme d’existence

suivant :

3.5. Soit n(r) une fonction définie sur (1, + o0), & valeurs positives, enticres, croissantes,

telle que

+ 0o

3.5.1. Jn(r)i—:<+oo.

Soit A(r) la fonction croissante définie par 2.02. Alors il existe une suite {B,} de

nombres positifs telle que Uon ait, sauf sur un ensemble dénombrable,

3.5.2. borne [p A(r) —log B,]=n(r) A(r) — log Bne = B(A(r)).

et telle que 3.3.1. soit vérifié.

Preuve. L’existence d’'une suite {B,} vérifiant 3.5.2. résulterait par le change-
ment de variable o=A(r) de [14] page 18. 3.3.1. serait ensuite obtenu en appliquant
[14] page 29.

Pour faciliter la lecture de ce travail, nous allons toutefois donner une démons-
tration directe de ce lemme, nous inspirant des résultats ci-dessus rappelés.

Soit = (r), la fonction continue & droite égale & n(r) sauf peut-étre sur un en-

semble dénombrable. Posons

3.5.3. log By.oy= [ A(&) dn’ (8).
0

Deux valeurs r et 7' telles que n (r)=n"(r') conduiront & la méme valeur de By,
en vertu de la continuité & droite de = (r). S’il n’existe aucune valeur de r telle
n=mn"(r), nous poserons log B, = + co.

Evaluons la différence
D=n (r)A(r)—log By — [ (') A(r) —log By ]

et montrons qu’elle est positive ou nulle quel que soit ». On a, en effet, en vertu
de 3.5.3.,
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D=i(mw () —w ()] = [AE) dw ()

ou, par lapplication de la formule de la moyenne en tenant compte que A(r) est
croissante,
D={A(r)=-0O]l[n (r)—n ()] ©O€(a(r),A(r))
ce qui entraine que D=0 quel que soit r'.
On a donc

borne [p A(r) —log By]l=n"(r) A(r) —log By uy
r

Or n(r)=n"(r) sauf sur un ensemble dénombrable, 3.5.2. est ainsi établi. Enfin on a

BIA()]=n (1) A(r) —log By.cy=n () A(r) — [A(E)dn (&) = [n' (&) dA(8).
] 1]

Calculons
+ o0 T

+.oo dr dr .
I= J B[A(r)]7= Ofrzofn (&) dA(8).

En intégrant par parties on obtient

+ oo

I< fn'(t) d“t)< Zn'(p; ])fd}.(t).
0 r

¢ »

Or d’aprées 2.01 la seconde intégrale est inférieure 3 1})([}1;] + 1). On obtient

+ oo

I< ([%]+1) Zn——h(l;):l) < ([}J +1) ‘.n———.(tt:mdt

v

intégrale convergente d’aprés 3.5.1. et 3.3.1. est ainsi établi.
Ce lemme d’existence étant établi on peut transformer la proposition 3.4. en:

3.6. Soit f(z) une fonction méromorphe, non identiquement nulle satisfaisant aux hypo-
théses du théoréme 2 et supposons de plus que A, soit donné par 3.1.1. Alors quelle
que soit la fonction n(r), définie sur (1, + 00), @& valeurs positives entiéres, croissantes,
vérifiant 3.5.1., k(r) étant domné par 2.1.4.

R
3.6.1. lim f(n(r)k(r)—log M,,(,))%;- existe el est inférieure & + oo.
R—>o0
1
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Preuve. Soit {B,} la suite de nombres positifs associée aux fonctions n(r) et
A5 (r) par le lemme 3.5. {B,} vérifiera les hypothéses de la proposition 3.4. et I’on
aura, d’aprés 3.4.1., si

P(r)=borne [g log r —log M, —log B"]’
" !
3.6.2.

+00
' f P(r)i—:< + oo,
D’autre part, étant donné le choix de A; par 3.1.1. on a
1
k(r)=;b logr—2,(r)+0(1)

1% log r—log M) —log Bugyzn(r) k(r) —log Mauu,+[n(r) A (r) —log Bngy— An(r)]

ou, en tenant compte de 3.6.2. et de 3.5.2.,
n{r)k(r)—log My <P (r)—B[A(r)]+ An(r).
Les trois fonctions intervenant dans le second membre sont sommables sur (1, + o)

d s
par rapport & la mesure —: Il en résulte que 3.6.1. converge vers une limite infé-
7

rieure & + co qui peut étre éventuellement — oo.
Il conviendra, avant d’aborder la partie taubérienne, de démontrer les inégalités

de convexité suivantes pour la suite {M,}:
371, Si k(r) est asymptotiquemnt croissante, il existe une suite A'< A, telle que
3.7.2, E@)=2"(r)—A(r)=0(1).

Preuve. Si k(r) restait' bornée supérieurement sur (1, + oo) il serait alors borné

inférieurement et en prenant ‘
A=A,
on satisfait a 3.7.2. ’

Nous construirons, dans le cas ou k(r)—>oc, la suite A’<A; de la maniére
suivante.

Rangeons la suite A; en ordre croissant A, 4,,..., soit 4, le plus petit élément
de A; qui soit supérieur & 1. Nous prendrons A,., comme premier élément de la

suite A’. Celle-ci sera ensuite construite par le procédé récurrent que voici:
Posons An={A€A’; A<A.}.

Supposons A, construite.
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Alors si

1 2
213\;1_}'2(1")<2_1_n+‘0’

ol D est la constante que définit 2.04.3.,
nous prendrons A=A, UA;L;
sinon nous poserons Anii=AL.

La suite A’ étant ainsi construite sans ambiguités et k'(r) étant défini par
3.7.2., on a
K (r)y<2+D.
Désignons par A, le plus grand des éléments de la suite A,, au plus égal &
et n’appartenant pas a A’.
On a alors

2 > D.

a(r)

E(Aer)>D+2—

Dans lintervalle (4¢(, r) tous les éléments de la suite A, appartiennent 3 A’.

On a par suite
E(r)—k(Aery +0) =K' (r) — k' (Agry + 0).

Si
E(r)<o0
on aurait
k(r)—k(Ager, +0)< —D,
or
k.[Aqy] =Dborne k(r') <k(r)
r'>r
d’o -

k(Aqmn) — k- (Agn)>D
ce qui contredirait 2.04.3. k’(r) vérifie 3.7.2. et le lemme est démontré.

3.73. 8i k(r) est asymptotiquement croissante et si Q,, contient toutes les droites z=n
(n=1,2,...) alors, en désignant par M la régularisée logarithmique convexe de la suite
{M,}, sl existe ume constante B, me dépendant que des suites A, et A, telles que les
inégalités 2.1.3. entrainent

lf@)|<B"M5,, 2€Q, n=[z]

Preuve. Soit A’ la suite construite par le lemme 3.7.1., L'(z) et L,(z) les fonc-
Ly (2)
L'(2)
dans le demi-plan. D’autre part, d’aprés 3.2.2. et 3.7.2.,

-lons associées & ces deux suites par 3.2., g(z)= f (z) est une fonction holomorphe
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Lz (2) <
3.7.3.1. I (z)<BI 2€Q,, k=<1
L, (2) z -
3.7.3.2. 7’ @ >B Z€Q,,.

3.7.3.1. et 2.1.3. entrainent. que g(z) est borné dans.toute bande verticale. Posons

Bn=Dborne log [g(2)| [z]=n
Br.=borne log |g(z)| [z]=n et z€Q,,

B =borne log |g(z)] [x]=n, 2€Q,, et 2€Q,,.

Du théoréme des trois cercles d’Hadamard il résulte que S, est une fonction
convexe de n. De P'hypothése contenue sur Q,, dans 3.7.3. résulte que B, =f,.

D’autre part on a
Br < Pn<sup [Br ; max |g(z)|, 2zEQ4,, [z]=mn, |z—n|<}, ou [z—n—1|<}]
ﬁ:u' = ﬂ:n = sup [ﬂ;zl—x ; /3;, 5 »6:»’+1]
ou, en prenant les régularisées convexes,
3.7.3.3. 7S Bn<puis
Posons maintenant
yn="borne log |f(z)| 2€Qa, [z]=n.
3.7.3.1. et 3.7.3.2. impliquent que
3.7.3.4. Brn+nlog B=y,>8, —nlog B.

La seconde inégalité donne
¥% = Bn ¢ —nlog B.

En tenant compte de 3.7.3.3.
95> Bn-1—n log B.
Puis, en appliquant la premiére inégalité de 3.7.3.4.,
¥Y2>¥Yn1—2n log B.

D’autre part 2.1.3. entraine que log M,>y, d'ou log My +2nlog B2y, 1 ce
qui établit 3.7.3.
Nous allons utiliser le lemme de convexité pour démontrer la proposition suivante :



192 PAUL MALLIAVIN

3.8. Les hypothéses étant celles de la proposition 3.6., étant supposé de plus que k(r)
est asymptotiquement croissante et que Q, contienne toutes les droites x=n, 3.6.1. vaut

encore lorsque Von remplace M, par sa régularisée convexe logarithmique Ms.

Preuve. D’aprés 3.7.4. les inégalités 2.1.3. valent, la suite M, étant remplacée

par M5 B". Considérons la fonction méromorphe
h@=B*f(z+1).
Elle satisfait aux hypothéses du théoréme 2.
IhG)|<M: 2€Qp. n=[zl

En appliquant & f,(z) la proposition 3.6. on obtient que 3.6.1. vaut lorsque M,
est remplacé par M5,
Nous sommes maintenant en mesure d’aborder la deuxiéme partie de la démons-

tration du théoreme 2 fondée sur le lemme taubérien suivant:

4. Soit log M, une suite convexe croissante, k(r) une fonction asymplotiquement crois-
sante, telle que
4.01. k(r)=0 (log ).

Supposons que quelle que soit la fonction n(r) & valeurs entiéres croissante, vérifiant

+ oo

4.02. fn(r)‘i—:<+00,

1
R
. dr
4.03. im | [n(r)k(r)—log Mn»]—
R—>o00 r
1
existe et soit inférieure & + oo, alors il existe une constante a >0 telle que

4.04, fM{k(f)—a](%<+w

o M (o) est donnée par 2.05.

Preuve. On commencera par montrer que la convergence de lintégrale 4.03. a
licu, en quelque sorte, de fagon uniforme, lorsque la fonction = (r) varie, en vérifiant
4.02. Pour préciser cette notion, il conviendra d’introduire un espace de Banach pour
les fonctions d’indice et de donner & cette fonction d’indice toute valeur réelle. On

aura le lemme suivant:
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4.1. Les hypothéses étant celles du lemme 4, désignons par q(x) la base convexe définie
en 2.05. de la suite log M,. Soit x(r) une fonction positive, croissante, telle que

+ 00
4.1.1. fw(r)%<+°°-
1

Alors

R

. dr
4.1.2. lim f[w(r)k(r)*ﬂx(f)]]r—2=1
R—>o0
1

existe et est inférieure 4 + co.

Preuve. Posons n(r) =[xz (r)], on a, en vertu de la convexité de ¢(x),

+oo +00

d d
I<f[n(r>k(r)—q[n(rm-r§+ fk(r)r—z'-

1 1

La premiére intégrale du dernier membre converge, d’aprés 4.03., la seconde en
vertu de 4.01.—4.1.2. est ainsi établi.

I’espace de Banach des indices sera introduit par le lemme suivant:

4.2. E désignera Uespace de Banach réel constitué par les mesures de Radon u dont le
support est contenu sur la demi-droite ouverte (1, + oo) et qui vérifient

+00
du(t)
421, e fl—/‘—t—l< + oo

1

E. désignera la partie de E constituée par les mesures positives. Au toul point
W€E, on associe la fonction croissante

et le nombre réel

e d
422. = [ ko) -geen %
On a alors '
4.2.3. z(r)=o(r)
+o0 d ti}
4.24. fx(r);§= J J‘]Tt~)=||ﬂ||
1 1

4.2.5. I(u) < + oo pour tout u€kE,.
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4.2.6. Il existe une suite de fonctionnelles définies sur E. et continues pour la topologie
induste sur E, par la norme 4.2.1. telle que

lim b, () =1(s) ~ p€E..
Preuve. Evaluons

T T r +00
x(r) 1 [ r [dul(t) fdy(t) r J'd,u(t)
T —rfd”(t)<rf t + t <r”’u”+ ¢
1 1 r T
r étant choisi assez grand on peut choisir +' de telle sorte que r;<e et que
+00
[l

r

ce qui établit 4.2.3.

Intégrons par parties le premier membre de 4.2.4.

fentz s, fun
1 1 1
z (r)

Comme T—»O, en vertu de 4.2.3., on obtient 4.2.4. 4.2.5. résulte de 4.1.2. et
de 4.2.4.

Pour démontrer 4.2.6. posons
L= [EEO ROy

Lorsque ||u»—u||—>0 on a uniformément sur tout intervalle borné |z, (r) —z(r)|—>0 et
g(r) étant une fonction continue de =z, I,(u.)—>I,(u), I,(u) est ainsi une fonction
continue sur E.. D’autre part, 3.6.1. implique que I(u)=1lim I, (u).

»

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que la convergence de I'inté-
grale 4.03. est uniforme lorsque la fonction d’indice varie. De maniére précise, on a
le lemme suivant:

4.3. 11 existe deux constantes A et B>0 et un nombre £> 0 tels qgue pour toute fonction

positive croissante x(r), vérifiant
4.3.1. J-x(r)%<s,
1
on ait
+o00 d
132. f[x(r)k(r)—q(x(r)+A)]-r§<B< + oo,

1



SUR QUELQUES PROCEDES D’EXTRAPOLATION 195

Preuve. La preuve utilise un théoréme général de DENJOY ([4] page 199). Nous
allons toutefois indiquer une démonstration se suffisant & elle-méme.
Soit I(u) la fonctionnelle définie sur E, par 4.2.2.

Désignons par
Os={u€E,; l(u)>B}.

Op est une intersection dénombrable de parties ouvertes de E.. En effet

Op= Q {pl)Jn{,UEE+; l,,(,u)>B}}

ou I,(u) désigne la suite de fonctionnelles continues convergeant vers I(u) introduite
en 4.2.6.

Si Op était dense dans E, quel que soit B, Op étant une intersection dénom-
brable d’ouverts serait un résiduel de I'espace métrique complet E,. Par suite, I'in-
tersection de tous les Op serait non vide, ce qui contredirait 4.2.5. Il existe donc un
nombre B et une partie ouverte I' de E. telle que

4.3.3. 1 €I entraine que I(u)<B.
Désignons maintenant par E? la partie de E, constituée par les mesures dont
le support est contenu dans l’intervalle (1, p). La réunion des E? est dense dans £,

il existe donc une valeur de p assez grande telle qu’on puisse trouver y, vérifiant
4.34. o €EX, u €T

Soit xy(r) la fonction associée & -u,. On a
5
4.3.5. x5 (1) = fdyo(t)=A si r>p.
1

D’autre part, il existe un nombre ¢ tel que
lpo—pll<e, w€E, entraine y€T.

En particulier, quel que soit »€E, vérifiant ||»||<e on aura p,+» €T ou, en
passant aux fonctions associées,

[ta@+serbe-a@e+=emE<a
1

quel que soit x(r) vérifiant 4.3.1.
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D’autre part, en vertu de la croissance de g(x) et de 4.3.5., on aura

g(z(r)+ A)Z g(zo (r) + 2 (r))-
d’olr 4.3.2.

4.4. Lemme. Il existe deux constanies C, D telles que, quelle que soit la fonction n(r)
vérifiant les hypothéses de la proposition 4, on ait

4.4.1. J.[n(r)(k(r)——(])—log M,,(,,“]%;<D< + co.
1

Preuve. Considérons la mesure dn(r) comme un élément de E, et soit

+ 00

dr
Inll= [ nn%-
1
Soit y=”nT” ou ¢ est déterminé par le lemme 4.3.

Si p<1l 4.4.1. résulte de 4.3.2. Si y>1 on aura en vertu de la convexité de

log M, en posant x(r)=n~(r—)
14

log Mugyra=log M,z a>p log Myniat(1—y) log M,.

On aura en conséquence

+o00 +00 + o0

dr d dr
f[n(f)k(r)—bg M"(')“]F <yf[x(r)k(r)—log M:(r)+A];:.‘+(1_7)f1°gMA",§'
1 1 ;

1

Or x(r) satisfait aux conditions du lemma 4.3. En tenant compte de 4.3.2. et

en remplagant y par son expression en fonction de »(r) on obtient
+00 i +00 d
r r
f[n(r)k(r)—log M,.<f>+A]7<D,+0fn(r)y
1 1

ce qui entraine 4.4.1.

4.5. Lemme. Soit k(r) une fonction croissante, alors il ewiste une fonciion croissante
p(r) telle que
4.5.1. borne [s (k(r) -~ C)—log M,]=p(r){(k(r)—C)—log My,

L

45.2. p(r)=+oco si et seulement si log M, est & croissance linéaire

4.53. p(<B'< + oo quel que soit r si et seulement si, soit M,= + co pour n>B,
soit k(r)<B" quel que soit r. :
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Preuve. Choisissons pour p(r) le plus petit entier vérifiant 4.5.1. Soit r>r' on a
p () [k (r') —c]—log Mpey2p(r) (k(r') —c) —log My,
p(r) [k(r) —c]—log Mpe = p(r') (k(r) —c) —log My,

Additionnons ces deux inégalités, on obtient

[p(r)—p ()] k() -k ()]=0

ce qui entraine que p(r) est croissante.

Démontrons 4.5.2. Si p(r)= + co pour r>r, ceci implique que la base convexe
g(x) de la suite log M, ne posséde pas de tangente de pente k(r), ¢’est-d-dire que
g(x) est a croissance linéaire pour z > .

De méme 4.5.3. implique que le point d’abcisse p(r,), situé sur la base convexe
g(x), est le point de contact de toutes les tangentes de pente k(r) avec r>r, Ceci
n’est possible que si, soit k(r)=DB quel que soit r>r,, soit que la base ¢(x) admette
le point d’abscisse p(r,) pour point d’arrét, ce qui donne log M,= + co n>p(r,).

4.6. Preuve de la proposition 4

Soit ¢ la constante introduite dans 4.4.1., p(r) la fonction croissante telle que

4.5.2. soit vérifié. Posons
4.6.1. JM Ic(r)——c) f[p(r) (k(r)—c)—log M,,(r)] ol

Supposons en premier lieu que p(r)—oc tout en restant fini; soit 7, choisi de
telle sorte que p({ry) > 4.

Définissons p, (r) par
4.6.2. pr)=A+p(r) r=r,
P (r)=0 r<r,.
Notons enfin par =,(r) la fonction définie par
4.6.3. ns(r)=p(r) O<r<s
ns (r) = p, (8) r=s.

ns(r) est une fonetion croissante d’aprés 4.5.; elle satisfait de plus & 4.02.

On a alors si s>r>r,

(ns(r)+ A) (k(r)—c)—log M,,++4a=0 en vertu de 4.5.1.
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De méme, si r>s on a
(ns(r)+ A) (k(r) —¢) —log M,y a=(ns(s) + 4) (k(r) —c) —log Mp 5+ 4=0,

done, en posant
@s (1) =ns(r) (k(r) —c) ~log Mu s a= — A(k(r)—c),

k(r)—c est sommable pour la mesure fd—: sur (1, + o) d’aprés 4.0.1. D’autre part
r

n, (r) satisfait aux hypothéses du lemme 4.4. donc, d’aprés 4.4.1,

400

4.6.4. J¢,(r)%<D<+oo.

1

La suite {p,(r)} étant minorée par une fonction sommable et satisfaisant & 4.6.4. on aura

+00 +0o0

. d d
4.6.5. fhm s (r)T;= f[pl (r) k(r)—log Mpl(,)+A]72C<D< + oo.
8
1 e

Remarquons enfin que

To +00 +00
dr dr dr
1= [0 k0 -0 -1og My G+ [ 4k T+ (5100 k0) 10 Wi, 155
1 Te Te
d’ou 4.6.5. et 4.0.1. impliquent que I < 4-co ce qui établit 4.0.4.
Il reste & examiner les cas exceptionnels ou p(r) peut étre borné ou infini. Si

p(r) est constant pour r>r, alors 4.04. s’écrit

+00
[ e @)~ - 10g 0%
intégrale convergente.
Si p(r)=+ oo log M, croit linéairement d’aprés 4.5.2. et I'on a pour n assez
grand log M, =an.
Si k(r) reste borné 4.04. sera satisfait dés que l'on aura choisi a>sup k(r). Si
k(r) n’était pas borné on pourrait trouver une fonction n(r) telle que 4.02. ait lieu

tandis que
+ 00

fn(r)k(r)%= + oo,

4.03. s8’écrirait alors
+00
f[n(r) k(r) -an(r)]%;= + oo

ce qui contredirait ’hypotheése 4.03.
La proposition 4 se trouve ainsi complétement établie.
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5 Démonstration du théoréme 2

La démonstration du théoreme 2.1. sera d’abord complétement achevée dans le cas
particulier ot A, est une suite «d’entiers pairs», ot k£(r) est asymptotiquement croissante
et ou Q,, contient toutes les droites x=n (n=1,2....). Ceci étant, on montrera que
la solution du probleme posé dans le théoreme 2 est équivalente a celle d’un certain
probleme de Watson. Le résultat particulier antérieur permettra de résoudre com-
plétement ce probléeme de Watson, dont la solution établira & son tour les deux con-

clusions du théoréme 2.

b.1. Soit f(z) une fonction méromorphe satisfaisant aux hypothéses du théoréme 2. Sup-
posons de plus que A; soit donnée par 3.1.1., que Q4, conlienne toutes les droites x =,

et que k(r) soit asymptotiqguement croissante, alors la conclusion 2.1.5. vaut.

Preuve. Proposition 3.8. combinée avec le lemme taubérien 4.

5.2. Probléme de Watson. Etant donné une suite {M,} de nombres positifs et une fonc-
tion k'(r) positive, on considére les fonctions holomorphes dans le demi-plan non iden-

tiquement nulles satisfaisant aux inégalités
5.2.1. lg@) | <M,e ¥ |z|=r, n=[x]

Le probléeme de Watson est de déterminer une relation liant la suite M, et la
fonction k’(r). Ce probléeme différe du probléme -classique de Watson tel qu’il est
traité, par example, dans [14], en ce que lindice » figurant dans 5.2.1. dépend de
Pabscisse de z. On a la proposition suivante liant ce probléeme de Watson au pro-
bleme de Mandelbrojt-Wiener :

5.3. Soit g(z) une fonction holomorphe non identiquement nulle satisfaisant a 5.2.1. Sup-

posons de plus que
5.3.1. ¥ () —k'(r')<% log 7§+0(1) (r>1r')
et que k'(r) soit asymplotiquement croissante.

Alors il existe une fonction méromorphe f(z) mon identiquement nulle satisfaisant

aux hypothéses de la proposition 5.1. et telle que Ton ait

5.3.2. k(r)=k () +0(l), od k(r) est donné par 2.14.
5.3.3. log M, =1log M+ O(n).
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Preuve. A, désignant la suite des «entiers pairs» {2n A} définie par 3.1.1. Nous

noterons par A’ la suite des entiers impairs
A ={2n+1)h}.

Nous extrayons de la suite A’ une suite A, par le procédé suivant:

Le plus petit élément de A, sera le plus petit élément de A’. Posons
Ao n={A€EA,; A<(2n+1)R}.
Supposons A, , construite, alors si

5.3.3.1. 2 > —<110g(2n+1)h—k'[(2n+1)h]—12-
J,eAz'nl h h

Nous prendrons
A2,n+l = (2h+ l) hU A2,n~
Sinon, nous poserons

AZ.n+1 = A2,n-

Q,, définie en 2.02. contient toutes les droites z=mn. Vérifions que

k(r)=ll(r)——12(r)=% log r—4,(r)+O(1)

est égal & k' (r)+0(1).
Montrons d’abord

5.3.3.2. As (r)>% log r—k (r)—0().

Sinon on pourrait construire une suite r,~>co telle que
1 .
5.3.3.3. Ay (rp) — 7 log rp + k' (rp) | = — oo.

Désignons par n(r,) le plus grand élément de la suite A’ inférieur & r,, tel que
5.3.3.1. ne soit pas vérifié. Alors
1

5.3.3.4. Ja[n (7)) > 1 Tog 2 (ry) = &' [n(r3)] = 35

Entre n(r,) et r, les suites A, et A’ coincident, on a

Tp

n(rp)

1
Ao (rp) =2, [n(rp)]'*‘i log +0(1)

ou, en tenant compte de 5.3.3.4.,
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1 1
Ay (rp) > 7 log n (rp) — k' [n(rp)] + A log

rp _i
n{ry) r?

k() > log r,~ ¥ [n ()] + O()

en portant dans 5.3.3.3. on obtiendrait
[log rp — k' [n (rp)] —log r, + & (r,)]—> — oo

ce qui contredirait I’hypothése que k'(r) est asymptotiquement croissante 5.3.1.

Montrons maintenant que

5.3.3.5. As (r)<}1b log r— k' (r)4+-0(1).

Si cette inégalité n’était pas satisfaite il existerait une suite 7, telle que
5.3.3.6. [Ag (rp) —log ry + &' (rp)]— + oo.

Désignons par m(ry) le plus petit élément de la suite A’ supérieur & r, tel que

5.3.3.1. soit vérifié. On aura alors
! 1 ’ ’ ’
5.3.3.7. Ay [m ()] < A log m (rp) — &' [m (rp)] + O (1).

Dans lintervalle (m(ry),r,) ne se trouve aucun élément de la suite A,. On a donc
5.3.3.8. Ay (1) = Ay [m (73)).

5.3.3.6., 5.3.3.7., 5.3.3.8. entraineraient que
’ ’ ’ ’ 1 7 ’
|1 9= ) g 7~ log mr301| > + =

contrairement & 5.3.1. On a ainsi établi 5.3.2.
Les suites A;, A, étant construites comme il est expliqué ci-dessus, construisons

les fonctions L, (z), L,(z) associées & ces suites par 3.2. et posons

L),

&= 75

On a alors, en vertu de 3.2.2. et de 5.2.1. si 2€Q,,,
1
log (2 |<log |g2)| -+ | log r ~ 4y )] +0 2

log |f(2)|<log M~z k (r)+2k(r)+O (x)
14 — 543809. Acta Mathematica. 93. Imprimé le 15 aoit 1955.
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d’oti en vertu de 5.3.4.
log |f(2)| <log M, +O(n)

ce qui achéve d’établir 5.3.

Nous allons démontrer la proposition inverse suivante:

65.4. Soit f(z) une fonction méromorphe mon identiquement nulle satisfaisant aux hypo-
théses du théoréme 2. Alors il existe une fonction holomorphe g(z) satisfaisant aux in-
égalités 5.2.1., les relations 5.3.2. et 5.3.3. étant vérifiées.

Preuve. Soit A, et A, la suite de zéros et de poéles attachés a f(z) par 2.1.1.

et 2.1.2,, L,(z) et Ly(z) les fonctions associées 3 ces suites par 3.2.

Soit
i@
96=1@ 0

Alors on aura
|9@)| < My e k0@ n=fa]
ce qui établit 5.4.

En résumé, il y a «équivalence» entre le probleme de Mandelbrojt-Wiener posé
par 2 et le probleme de Watson posé par 5.2.

Cette «équivalence» va étre précisée par le lemme suivant d’équiconvergence.

5.4.1. Considérons les intégrales

5.4.2. IM’ ki) — a]i—::
5.4.3. fM' k" (r)——b]%::-

Alors les relations 5.3.2. et 5.3.3. impliquent les propositions suivantes :

5.4.4. La divergence quel que soit a de Uintégrale 5.4.2. entraine la divergence quel que

soit a de Uintégrale 2.1.5. et réciproquement.

5.4.5. La convergence pour une valewr b de lintégrale 5.4.3. entraine la convergence

pour une valeur b’ de Uintégrale 2.1.6. et réciproquement.

Preuve. Les relations 5.3.2. et 5.3.3. étant symétriques, il nous suffira de dé-
montrer les conclusions ci-dessus dans un seul sens.

5.3.3. implique qu’il existe une constante a,, telle que
M(c—a)SM(0)EM (o+ay).

5.3.2. implique, d’autre part, qu’il existe une constante b, telle que
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b (r)—by<k" (r)<Fk (r)+b,
k.(r)— b <K.(r)<k.(r) +b,.

Enfin M (¢), M’ (o) sont des fonctions croissantes de o bornées inférieurement ce
qui établit avec les inégalités ci-dessus 5.4.4. et 5.4.5.

5.5. Proposition: Soit g(2) une fonction holomorphe dans le demi-plan x>0 satisfaisant
auz inégalités 5.2. on k' (r) vérifie 5.3.1.

Conclusions

5.5.1. La divergence quelle que soit la constante a>0 de Uintégrale 5.4.2. entraine que
g (z)=0.
5.5.2. 8%l existe une constante b telle que Uintégrale 5.4.3. converge, alors on peut con-

struire ume fonction ¢(z) holomorphe dans le demi-plan, non identiquement nulle satis-

faisant aux inégalités 5.2.1.

Preuve. Démontrons la conclusion 5.5.1.
Soit ¢g(z) non identiquement nulle, satisfaisant aux inégalités 5.2.1. Or k' (r)=

>k (), g(2) satisfait & fortiori aux inégalités
lg@)| <My e ¥ n=[z]

et vérifie alors les hypothéses du lemme 5.3., on peut trouver une fonction f(z)
méromorphe satisfaisant aux hypotheéses de la proposition 5.1. En vertu de cette pro-
position, il existerait une intégrale de la famille 2.1.5. qui convergerait, ce qui d’aprés
5.4.4. entralnerait la convergence d’une intégrale de la famille 5.4.2. contrairement 3
Ihypothese 5.5.1.

Pour démontrer 5.5.2. posons M’ [k (r) —b] = ¢ (r). On considérera la fonction holo-

morphe g(z) déterminée par 1'égalité

4:1:
5.5.3. log |g(2)|= —— = +(p(?(/) t)zdt—bx

-~ 0

ot 'on a posé ¢(—1t)=g(t) lorsque t<0.

@(t) est une fonction croissante puisque k' () est croissante. L’intégrale du second
membre converge d’aprés 5.5.2. et représente une fonction harmonique dans le demi-
plan z>0.

De plus, ¢(t) étant positif d’aprés 2.05., on aura, si y=>0,

log Ig(z)l< —’—J‘ 2+(p(?(lt)_?)’§dt—bx< —@(r)—
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d’ou
log |g(z)| < —borne [n (k" (r) —b) —log M,]—bax

en particulier, prenons n=[x] on obtient
log |g(z)|<log My —z k" (r) [z]=n.

g(z) vérifie ainsi les inégalités 5.2.1. La proposition 5.5. se trouve ainsi établie.

5.6. Démonstration du théoréme 2 dans le cas général

Soit f(z) une fonction méromorphe satisfaisant aux hypothéses du théoréme 2.
Alors si les intégrales 2.1.5. divergent quel que soit a>0, f(z)=0; sinon on pourrait
trouver, d’aprés le lemme 5.4., une fonction g (z) holomorphe, non identiquement nulle,
vérifiant 5.2.1., les intégrales de la famille 5.4.2. divergeant toutes d’aprés 5.4.4. ce
qui est impossible d’aprés 5.5.1.

De méme, si une intégrale de la famille 2.1.6. converge, ceci entraine la conver-
gence d’une intégrale de la famille 5.4.3. et, en vertu de 5.5.2., l'existence d’une
fonetion holomorphe ¢(z) non identiquement nulle satisfaisant & 5.2.1., fonction qui
permettra de construire, d’aprés 5.3., f(z) non identiquement nulle satisfaisant aux

hypothéses du théoréme 2.

Remarques sur les conditions d’unicité

Si k(r) est asymptotiquement croissante on a k' (r) — k(r) = O(1), c’est-a-dire qu’en
tenant compte du fait que M (o) est une fonction croissante de o, les deux familles
d’intégrales 2.1.5. et 2.1.6. sont équidivergentes. La condition nécessaire et la condi-
tion suffisante données par le théoréme 2 se réunissent dans ce cas particulier en une
seule condition nécessaire et suffisante.

Lorsque A, est vide, c’est-a-dire lorsque f(z) est supposée holomorphe, k(r) est
alors une fonction croissante et le théordme 2 résoud complétement le probléme de
Mandelbrojt-Wiener tel qu’il a été posé dans [15].

Le probleme de Mandelbrojt-Wiener n’est pas modifié lorsqu'on remplace M,
par «"M,, o étant une constante, et lorsque on ajoute & l'une des deux suites
A;, A, une suite A’ telle que

1
< 4 oo.

|
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Ceci ne fait que traduire le fait bien connu qu’il existe des fonctions g (z) holomorphes
de type exponentiel dans le demi-plan, bornées sur Paxe réel, telles que g(A’)={0}.
La multiplication par une telle fonction ne modifie pas la solution du probléme de
Mandelbrojt-Wiener, qui est posé, comme nous l’avons dit au début de ce chapitre,
modulo une indétermination par la multiplication par une telle fonction g (z).

De méme si on considere la translation z->242, le probleme de Mandelbrojt-
Wiener n’est pas modifié.

L’effet de ces différentes transformations est de remplacer M (o) par M (o c)
et k(r) par k(r)+O(1), opérations qui laissaient invariantes la divergence des familles
d’intégrales 2.1.5. et 2.1.6. mais qui ne conserveraient pas la convergence d’une inté-
grale unique de ces familles.

La situation se simplifie si k.(r) est tel qu’a tout ¢>0 on peut faire corres-
pondre p>1 tel que k.(o7)>k.(r) +a pour r assez grand. Les intégrales 2.1.5. s’écri-

vent alors
dr
[airem%

ou en effectuant le changement de variable pr=r"la divergence de la famille d’inté-

grales 2.1.5. est équivalente & la divergence de l'intégrale unique

5.7.2. fM [&. ()] %;-

Notons d’autre part par E,={t; k.(f)<z} et soit K (o) la fonction croissante
définie par 1’égalité

di

JK (O’) do= F .

0

Ey

Alors la condition 5.7.2. s’écrit sous la forme

5.7.3. [ M(0)K (6)do=+ co.

En particulier si k.(r)=log r 5.7.3. n’est autre que la condition de Denjoy-Carle-

man-QOstrowski
+ w0

fM(a)e“’da= + oo,

-

Démontrons pour terminer ce chapitre la proposition suivante:

5.8. Soit f(z) une fonction méromorphe satisfaisant & toutes les hypothéses du théoréme 2;
sauf la majoration 2.1.3. qui est remplacée par
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5.8.1. lf2)| <Mn 2™ n=[z], z€Qy,

d élant une constante.
Alors si on pose

5.8.2. ka(r)=24,(r)—A3(r)—d log r:
les conclusions du théoréme 2 restent valables & condition de remplacer dans celles-ci
k(r) par ka(r).
Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme 2 a la fonction méromorphe
fo)

sin (7—25 dz)

La proposition 5.8. nous sera utilisée, au chapitre II, dans I’étude de la quasi-

f1 (2)=

analyticité sur la demi-droite et plus généralement dans les problémes d’unicité liés
4 un opérateur dont le spectre est contenu dans un angle, alors que le théoréme 2
ne s’appliquera directement qu’aux opérateurs positifs. Donnons pour terminer une

application élémentaire de 5.8.1., extension suivante du theoréme de Carlson:

5.8.3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction holomorphe
f(2) satisfaisant aux inégalités 5.8.1. avec d=1 et nulle sur les entiers positifs est que
la suite {M,} salisfasse & la condition de quasi-analyticité de Denjoy-Carleman.

CuaPITRE Il
Equivalence de divers problémes d’unicité dans le domaine réel et complexe

6. Nous allons considérer, dans ce chapitre, un certain nombre de problémes d’uni-
cité qui se posent dans le domaine de la variable réelle: probléme des moments de
Stieljes et d’Hamburger, fermeture de la suite {¢”*#»}, probléme de quasi-analyticité
généralisée sur la demi-droite et la droite entidre. Mandelbrojt a traité dans [14] ces
questions en les rattachant au principe unique des séries adhérentes. Nous allons
préciser ce rapport en montrant que ces problémes sont équivalents & un méme pro-
bléme de Watson posé dans le demi-plan. Cette démonstration d’équivalence acquise,
on obtiendra, d’une part, les théorémes de composition de Mandelbrojt, d’autre part,
Yapplication du théordme 2 donnera des conditions nécessaires d’unicité qui moyennant
une hypothése supplémentaire seront des conditions nécessaires et suffisantes contenant

les résultats actuellement connus sur ces problémes.
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6.1. Nous noterons W (M,, k(r)) le probleme de Watson posé dans 5.2. c’est-a-dire

la recherche d’une fonction g(z) holomorphe dans le demi-plan, vérifiant
6.1.1. lg@)| <M, e ™*"  n=[z].

Nous noterons par U (M,, k(r)) la condition suivante:

La famille d’intégrales

+00
6.1.2. I,= fM(lc.(r)—a)‘i—:

diverge quelle que soit la constante a.

La proposition 5.2. s’énonce alors:

Si U(M,, k(r)) a leu le probleme W (M, k(r)) admet pour seule solution la fonec-

tion identiquement nulle.

6.1.3. Si de plus k(r) est asymptotiquement croissante, la condition U (M, k(7)) est
une condition nécessaire et suffisante pour que W (M,, k(r)) admette comme seule

solution la solution identiquement nulle.

6.2. Problémes d’unicité pour les moments de Stieljes.

Pour qu’il existe une mesure u non nulle portée par la demi-droite (0, + o) vérifiant

+ 00
6.2.1. [t |du @) <M,
0
+00
6.2.2. [tdu@®=0 (A€A)
[

o A est une suite de nombres réels vérifiant 2.01., il faut et il suffit que le probléme
de Watson W (M,, A(r)) ot A(r) est donné par 2.02. admelte une solution non nulle.

Preuve. Si u est une mesure non identiquement nulle satisfaisant & 6.2.1. et
6.2.2. alors la fonction holomorphe

f)= [ du)
0

vérifie
6.2.3. f(A)=0 A-1€A
6.24. [f(n+'iy)|<M,,

et par suite est une solution du probiéme de Mandelbrojt-Wiener équivalent d’aprés

5.4. au probléme de Watson envisagé.
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Inversement, soit f(z) une fonction holomorphe et dans le demi-plan satisfaisant
4 6.23. et 4 6.24.

Posons
fGy+1) iv-t
g()—f(“ +1)2 dy.
On a alors
_iz) : [g(t)tz"dt
(z+3)° J

la mesure g¢(t)dt vérifiera ainsi 6.2.2.
La formule de Cauchy donne, d’autre part, avec 6.2.4.

(zy+n) —iy—n -n
|g(t)l_‘f(zy+n+%)2 dy‘<Mnt

+ 00
[tlgW|dt<1+M,..
o

et 6.2.1. est ainsi satisfait.

6.3. Probléme dual. L’approximation polynomiale sur la demi-droite au sens de Serge
Bernstein.

Etant donné une fonction F (t) définie sur la demi-droite nous considérons Uespace
de Banach Cp(0, + co) des fonctions g(t) définies et continues sur (0, + co) et telles que

6.3.1. im 99 _ o,
t>o00 ( )
t
6.3.2, Cr(0, + o) étant muni de la norme Hgllp—max Ig’((t))

Alors étant domné une suite A de nombres réels verifiant 2.01. la variélé linéarre
engendrée par t* (A€ A) est dense dans Cr (0, + oo) si le probléme de Watson W (M., A(r)),
ot Mpo=||t"||r et A(r) est domné par 2.02., admet comme seule solution la fonction
tdentiquement nulle. Celte condition devient nécessaire si on suppose de plus que

log | F (¢°)] est une fonction convexe de o.

Preuve. I’espace dual de Cz (0, + o) est I'espace des mesures y portées par la

droite (0, + o) et vérifiant

633. lulle= [IF@O11du@] <+ e

{t}} (A€ A) engendrera une variété dense dans Cy si et seulement si, en posant
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+00
6.3.4. ftld,u(t)=0 (AEA),
0

6.3.4. et 6.3.3. entrainent que u=0.

Evaluons

+ 00

) tn +o0
oft ]d[u(t)[Sm::,x WﬂofF(t)dﬂ(t)gM"llﬂllF'

11 suffit d’appliquer & u 6.2. pour obtenir la premiére partie de 6.3.1.
Inversement il existe une solution non nulle du probléme de Watson W (M,, A(r))

on peut trouver d’aprés 6.2. une mesure y telle que

[tduw)=0 21€A
0

+o0 .
[t |du®)|< Mupe=1t"*2]|s.
0
Posons
p+1
A,= [|dp®].
D

On aura alors

borne 4, p" <max
A A0

relation qui entraine, d’aprés 2.05.5.,

1
A, <
P " p*F (p)

ce qui assure la convergence de 6.3.3.

6.4. Quasi-analyticité généralisée sur la demi-droite.
Etant donnée une suite de nombres positifs {M,} et une swite A de nombres entiers,
pour quw'il existe ume fonction f(t) indéfiniment dérivable, définie sur la demi-droite

(0, + o), non constante et vérifiant
6.4.1. |,‘(")(t)|<M,l 0<iti< + o0
6.4.2. fP0)=0 A€A,

il faut et il suffit que le probléme de Watson W (M, A(r) —log r) admelte une solution

non identiquement nulle.
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Preuve. Enongons d’abord le lemme d’extrapolation suivant:

6.4.3. Etant donné une fonction f(t) indéfiniment dérivable sur (0, + oco), vérifiant 6.4.1.,
1l existe une fonction g(z) holomorphe dans le demi-plan x>0, vérifiant

6.4.4. gr)=f"(0) (n=1)
6.4.5 |g(n+oc+iy)|<2"°‘(}+ 1 ) ! M MS 1>a>0
T a l—af|T(-a+iy)|” " nrl ’

Preuve. Posons

n ,(D)(o) v
hO=fO- 3=t

+o0
__1 21
gn(z)—F(_z)ff,,(t)t dt, n+l>z>n.
]

gn(2) est une fonction holomorphe dans la bande verticale out elle est définie. Mon-
trons que g, (z) et g,_;(z) tendent vers une méme limite lorsque z tend respectivement
3 droite et & gauche vers un point zy=n+¢y,.

On a en effet, , {’ désignant deux nombres complexes de partie réelle positive,

D =T (~2) lim |g. (2 +0) —gn_l(zo—c')|=clciga0' f [fa @)t~ fuos (B8] t‘z-“dtl
o

DSCI?nO [Uf,, 0) t—"~—‘(r€—t¢’)dt| + U[,._l @ye= "t —1t") dt‘ +
o 0 1]

1

+00
ft"—“"ldwr fr‘“”“dt”-
0

1

)
n!

Les deux premieres intégrales convergent uniformément vers zéro lorsque £, {'—0.

+1
Les deux derniéres intégrales se calculent explicitement et tendent vers ﬁ Cette
0
limite était atteinte uniformément en ¢, ¢’ lorsque

lyo|=d>0
ce qui entraine que
.D = 0 yo =i= O.
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Etudions ce qui se passe en n. Posons

+°:—c—1
-n-{- n — f(n
g" (n) =lin oI‘(—n Of/n(tt ldt—h_ggr(_n_c)lf 70 di=["(0).

De méme
- g D 1 g —-n+{'—1 — fti_l (n) — M
g () kﬂlw_n+¢qjﬁ—ﬂ”t dt=lim s | ST P @ = [0 ).

Ainsi g, (2) et g,_.(z) sont deux fonctions holomorphes dans deux bandes con-
tigues qui sont égales et continues sur la frontidre commune 3 ces deux bandes, elles
constituent deux éléments d’une méme fonction holomorphe dans la réunion des deux
bandes. En opérant de proche en proche on construit ainsi une fonction g(y) holo-
morphe dans le demi-plan et vérifiant 6.4.4. D’autre part, on a

+ o0

1 -n—a-1-iy _ 1 s n _ f(n —a-1-iy 7.
fnmt ‘*dwftzgaimwnf«mt di

gn+at+iy)= I‘A( )

oo

+
. 1 a—-1
|g(n+a+?y)|<m[M“1J‘ dt+2M"}_!t dt]
0

M,
Le minimum de la parenthése est atteint pour R=2 u et donne 6.4.5 ce
n+1

- qui achéve d’établir le lemme.

Preuve de 6.4.

Montrons maintenant que s’il existe une fonction indéfiniment dérivable, non
identiquement nulle, satisfaisant & 6.4.1. et 6.4.2. alors le probléme de Watson
W (M, A(r)—log r) admet une solution non identiquement nulle. En effet, soit g(z)
la fonction holomorphe construite par le lemme 6.4.3. g(z) vérifie alors, d’aprés 6.4.4.
et 6.4.5.,

g(A)={0}

6.4.6. lgm+3+iy)|<(yl+ e (M, + M, ...

g(2) ne serait identiquement nulle qu’avec f(t)—f(0).

g(2)

Done Pexistence de ot satisfaisant & 6.4.5. et & 6.4.6. entrainerait d’aprés 5.8.

Yexistence d’une solution non nulle au probléme de Watson W (M, + M, ., A(r) —log 7).
La translation z—z+1 transforme ce probléme de Watson dans le probléme équivalent
W (M., A(r)—log 7).
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Inversement, supposons que le probleme de Watson W (M., A(r) —log r) admette

une solution non nulle. Alors il existe d’aprés 5.8. une fonction holomorphe g, (2)

telle que
6.4.7. 9, (A) = {0}
lgy(n+3+iy)|<Maer .
Posons
g, (2) T (—2)
6.4.8. _N@1(—2)
h&) ="y

Alors on a en vertu de 6.4.7.
649. log|h(z)|<log M,—3log|z+1]|-nlog|z|+O0(R); 2€Q,, n=[x].
Posons

= [hGytrdy  (¢=0),

on a alors o
6.4.10. f)= 3 azth+ fh(iy+n+%)t"“’“*dy-
Aniy

En dérivant n+ 1 fois, on obtient
+00
[f @< [t ¥ m+3+iy| . |3 +iyl|h(n+}+iy)|dy
d’oti, en appliquant 6.4.9.,
log |[f"*V(¢)| <log M, + O (n).
f(t) satisfait ainsi & la majoration 6.4.2. D’autre part, 6.4.10. entraine que

f20)=0 A€A.

6.5. Quari-analyticité généralisée sur la droite.

Etant donné wne suite de nombres positifs {M,} et une suite d’entiers itmpairs A,
pour qu'il existe une fonction indéfiniment dérivable g(t) impaire, non identiquement
nulle et vérifiant
6.5.1. g™ @) | <M, (+o0>t>—o0)

6.5.2. gP)=0 1A€A,

il faut et il suffit que le probléme de Watson W (M., A(r)) admette une solution non

identiquement nulle.

Preuve. Appliquons & la fonction g¢(¢) le résultat 6.4. relatif & la quasi-analyticité

sur la demi-droite. A Torigine g(t) a toutes ses dérivées paires nulles, la suite des
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[N

dérivées de f(f) nulles & lorigine est la réunion des deux suites {2n} et A. Ap-
pliquons 6.4.3. Il n’existe une fonction g (¢) indéfiniment dérivable, non identiquement

nulle et satisfaisant & ces conditions que si le probléeme de Watson
WMy, (A(r)+log r) —log r]=W (Mn, A(r))

admet une solution non nulle. Inversement, si ce probléeme admet une solution non

nulle, on peut, d’aprés 6.4., trouver une fonction g, (t) définie sur la demi-droite, telle que
9P (0)=0, g?(0)=0 A€EA

et que 6.4.1. soit satisfait.

En posant
g(t)=9:() t>0

git)=—g.(=1) t<0

on obtient une fonction impaire définie sur toute la droite et satisfaisant 6.5.1. et 6.5.2.

6.6. Prolongement analytique d’une fonction holomorphe dans une bande.

Etant donné une suite A de nombres positifs, rangés en ordre croissant, satisfaisant

2.01., une suite de nombres complexes {d.} et une suite de nombres positifs {M,} il
7

existe une fonction F(u) holomorphe et bornée dans la bande |w|< 5

(u=v+iw)

et satisfaisant aux inégalités
6.6.1. [Fu)— 3 dpe ™| <Mpe®" (+o0>v>—0c0, p=1,2...)
Ap<p

si et seulement si le probléme de Watson W (M, log r—A(r)) admet une solution non
identiquement nulle.

Preuve. F (u) satisfaisant aux hypothéses de 6.6. posons

n-1

6.6.2. Fow)=F(u)— 5 dy e h®.
0

On a

6.6.3. |Fr(u)|=0( 1) »<O.

D’autre part, en appliquant I'inégalité de 6.6.1. et en prenant un entier p> 4,
on obtiendra
6.6.4. |Frn(w)|=0(e*") v>0.

Ainsi, si nous posons

[Fo(v) & dv=ga(2).
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Cette intégrale converge dans la bande verticale A,>x>A,_, et représentera,
dans cette bande, une fonction holomorphe. Nous allons montrer que les g, (z) sont
les éléments d’une méme fonction méromorphe dans le demi-plan. Fixons-nous y et,
£, ¢’ étant deux nombres complexes de partie réelle positive, étudions la différence

D=g,(A+iy—0)~gpr1(Ap +iy+{’) lorsque ¢, {'—0.

+o0 +00
D= fF,, (v)erPpttv-D gy fF,H(v) &l ttvr gy,
o —o0

Posons

0
A= I f F,(v) etV [e78" —et"1dy

+00
0

[ + 00
1 1
— (A y+{) r(iy-0 = = = ).
C _;[d,,e dv+ofd,,e dy dp(iy+c, iy—C)
D vérifie alors
|D|<A+B+|C|.

Or les inégalités 6.6.3. et 6.6.4. impliquent que les intégrales A et B convergent
uniformément en {, {' et par suite tendent vers zéro lorsque {, {'—0.

Si y>0, C converge de méme uniformément vers zéro et les deux fonctions
gp(z) et gp,,(2) sont égales & une méme fonction continue sur la frontiére commune
de leurs deux bandes d’holomorphie, sauf peut-&tre au point 4,. g, (2) et g,,1(2) sont
ainsi deux éléments d’une méme fonction g (z) holomorphe dans la bande A,,1>2>1,_,
sauf en A, ou elle admet un poéle avec le résidu d,. De proche en proche, on définit
ainsi une fonction g¢(2) méromorphe dans le demi-plan et ayant ses pdles sur la
suite A.

Il nous faut maintenant évaluer g(z) sur les paralléles a4 I'axe imaginaire. Nous
ferons cette évaluation en faisant «disparaitre» localement les poles de g(z). De
maniére préeise, soit E,={A€A; [A-n|<1}.

Posons

P,(z) =RI;! (z+4).

Alors P, (z) est un polyndme de degré au plus égal & d= E] +1.
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Soit maintenant @(») une fonction (d-+1) fois continiment différentiable ayant

son support sur le segment (—1,0) et vérifiant

lg® )<l  p=0,1,..., (@d+]1).
Posons

+00 0
F,(u)= J'F(u—v)tp(v)dv= fF(u—v)q)(v) dv.
oo 1
Alors F,(u) satisfait aux inégalités 6.6.1. avec la méme suite A,
0
M =2M,, di =d [ p()dy.
-1

De plus, ces inégalités sont valables sur la bande fermée pour F,(u) et ses
(d+1) premiéres dérivées.
Si g, (2) désigne la transformée de Laplace de F,(u) on a

91(2)=k(2)g(2)

ol k(z) est une fonction entiétre de type exponentiel bornée par 1 dans le demi-
plan z>0.

Posons
h(2) = Py (2) 9, ().

Cette relation donne par inversion de la transformée de Laplace

H(u)=P, (dd—u) * F, (w).

H(u) est une fonction holomorphe et bornée dans la bande satisfaisant & 6.6.1. De
plus H{u) a été construit de telle maniére que les coefficients d;, intervenant pour
les valeurs de A; comprises entre (n—1,n-+1), sont nuls.
Hoy(u)=H (u)— 2 di Po(—2)e
g <n-1

vérifiera donc
|Hn—1 (u) | <M, e "V?

—oc << + 00,
IHn—l (u)l<Mn+1 g by

inégalités entrainant que

+00
|h(n+iy)|= lan_l ('v-l—’ig) e(v+i§)(n+u)dv‘ <e—§|yl(Mn-1+Mn+1)~
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Posons
(zg :L(i))d =0 (e)-
Alors
. lga@)|<e 2" (Mo s 4 Mnr) n=I2]
€

92" (00) < A,
L’existence de g, (z) non identiquement nulle satisfaisant & ces conditions équivaut
d’aprés 5.8. 4 l'existence d’une solution non nulle au probleme de Watson
W (M., log r—A(r)).
Inversement, si le probleme de Watson W (M,, log r—1(r)) admet une solution

non nulle, il existe d’aprés 5.7. une fonction g¢,(z) méromorphe telle que

6.6.6. |ga(z)|<M,,e—§lyI 2€Q,

et dont les poles sont contenus dans la suite A. Nous poserons
+00

Fy(u) = (:’%(i%e*”dt.

Alors 6.6.6. implique que F,(u) est une fonction holomorphe et bornée dans la
bande |w|<g et une application de la formule de Cauchy conduit, avec 6.6.6., &

6.6.1. Ce qui achéve la demonstration de 6.6.

7. Théoréme de composition

Nous allons démontrer un théoréme de composition pour le probléeme de Watson,
théoréme qui, avec les propriétés d’équivalence démontrées dans le paragraphe pré-
cédent, conduira & une extension des théorémes de composition sur les fonctions in-
définiment différentiables de Mandelbrojt [14] (pages 142 & 154).

7.1. Etant donné deux suites de mombres positifs {M,} et {M,} et deux fonctions k(r)
et k' (r) positives; supposons que la condition d’unicité (définie en 6.1.2.)

7.1.1. UM, M, k(r)+E ()

soit salisfaite.
Alors Uun des deux problémes de Watson W (M, k(r)) e¢ W (M, K (r)) n’admet

comme solution que la fonction holomorphe identiquement nulle.
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Preuve. Soient f(2) et f,(2) deux fonctions holomorphes dans le demi-plan non
identiquement nulles, solutions des problémes de Watson W (M,, k(r)) et W (M, k' (7))
c’est-a-dire que l'on a
7.1.2. [f@2) | <Mue ¥

. n=[x].

7.1.3. \f )| <M v O

Posons g{z)=f(z)f, (2) alors 7.1.2. et 7.1.3. entrainent que
|9(2)|<Mn M., g~ kMR @)

g(z) est ainsi solution du probléme de Watson W (M, M,, k(r)+k (r)). La condition
U(M, My, k(r)+E (r)) étant satisfaite, d’aprés 6.1.2., ce probleme de Watson n’admet

pas d’autre solution que la solution identiquement nulle, done

g9(x)=0

f1(2) f(2)=0.

ou

f(z) et f,(z) étant holomorphes, ceci n’est possible que si f(z) ou f,(z) est elle-méme

identiquement nulle. On a le corollaire suivant:

7.2. Soient W(M,, k(r)) et W(M,, k' (r) deuxr problémes de Watson supposons que
7.2.1. lim {k(r)+k (r) —log r]> — o

7.2.2. et que la suite {M, M;} satisfait & la condition de quasi-analyticité de Denjoy-
Carleman.

Alors Uun des deux problémes de Watson admet comme seule solution la solution nulle.

Preuve. La condition U (M, M, log r) n’est autre que la condition de Denjoy-
Carleman d’aprés 5.7.

Nous n’énoncerons pas tous les théorémes de composition que I'on peut obtenir
4 partir du paragraphe 6 et de 7.1. Nous nous contenterons de reprendre un énoncé
de [14] (page 142).

7.3. Soient A une suite d'entiers impairs et A’ une suite de nombres positifs réels,
{M,} et {M;,} deux suites de nombres positifs.

Soit g(t) ume fonction indéfiniment dérivable définie sur (— oo, + o), impaire et

telle que
7.3.1. g™ (t)| < My
7.3.2. g?(0)=0 A€A

15 — 543809. Acta Mathematica. 93. Imprimé le 16 aotit 1955.
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et F(u) une fonction holomorphe et bornée dans la bande |w|<7—2z satisfaisant auz
inégalités
7.3.3. IF(u)—A'and,,e“'k"|<M;,e"" (n=1,2...).
Supposons
7.34. que la suite {M, M,} satisfait ¢ la condition de Denjoy-Carleman

7.3.5. que lim [A(r)— 4 (1]> — oo.

Conclusion. Alors I'une des deux fonctions F (u), g(t) est identiquement nulle.

Preuve. L’existence de ¢(¢) non nulle satisfaisant & 7.3.1. et 7.3.2. est équivalente,
d’aprés 6.5., & Pexistence d’une solution non nulle du probléme de Watson W (M, A (r)).
De méme l'existence de F(u) non nulle, satisfaisant a3 7.3.3. est équivalente, d’aprés
6.6., & Iexistence d’une solution non nulle du probléme de Watson W (M, log r—A(r)).

7.3.4. et 7.3.5. permettent d’appliquer alors le corollaire 7.2. qui conclut la démonstration.

8. Discussion des résultats d’unicité obtenus
Nous allons expliciter certains des résultats d’unicité obtenus en appliquant aux
propositions du paragraphe 6 la proposition 5.2. et nous comparerons les résultats

obtenus & ceux de [14]. Il sera utile d’introduire les notions de densités logarithmiques
d’une suite.

8.1. Etant donné une suite de nombres réels A satisfaisant a 2.01., nous introduirons
la densité quasi-logarithmique notée D*(A) et définie par

8.1.1. D*(A)=borne {x; 2« log r—A(r) soit asymptotiquement croissante}.

On vérifie aisément que
A(r)—Ar) ’

D* (A)=1lim ; :
(A)=lim 2 (log r —log 1) r>1

Lo
La densité logarithmique supérieure notée D°(A), sera définie par

T A(r)
8.1.2. D° (A)—'lilg 3 log 7

On dira que la suite A est logarithmiquement mesurable si on peut remplacer
dans 8.1.2. lim par lLim.
On appellera densité logarithmique maximum et I'on notera Dj%(A) la borne in-

férieure des densités des suites logarithmiquement mesurables contenant la suite A.
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Comparons ces définitions avec les définitions habituelles de la densité [14] (page
n (x)

51) dans lesquelles on pose D(x)=——x- en désignant par »(z) le nombre d’éléments

de la suite A inférieure & x et ou Von définit
_ 1
D(x)=; fD(t)dt
o

et la densité supérieure et la densité moyenne supérieure par
D =lim D(z), D =lim D ().
On a alors, si D (A)< + oo,
8.1.3. D*(A) S DY (A)Y<D*(A)Y<D (A<D (A).
Ces inégalités résulteront de la démonstration de
D*(A)< D (A).

En effet, si D*(A)>a, ceci signifie quela fonction k(r)=2a log r —4(r) n’est pas

asymptotiquement croissante; il existe alors deux suites {r,} et {r,} telles que
lim [k (r,)—k(rp)]= + o  avec r,>1,

ou, en désignant toujours par n(r) le nombre d’éléments de x la suite A inférieure & r,
)

”p
8.1.4. limf (dn—(t)—agl—t)=+oo.
p
En intégrant par parties
”p "p
dn(t , Dt
f—’it(—)=p(r,,)—p(r,,)+ J‘%dt
p p "p_
’ =, = 4
=D -Dr) + D -Di+ [ Zar,
. .

d’ol, en portant dans 8.1.4. et en tenant compte que D" < + co,

r'p_
lim f D=2y oo
P t

p

ce qui n'est possible que si D" =1lim D(t)>a.
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Donnons deux exemples montrant I'indépendance des trois densités D°, D* et D-.

Considérons la suite A, constituée par les entiers consécutifs compris entre
(ee”’ ee“+1).

Alors on a D (A,)=ﬁ; ce qui entraine [14] (page 53) D (AI)ZILH alors que
D*(A))=0.

Considérons la suite A, constituée par les entiers consécutifs se trouvant dans
les intervalles (e°", e *").

Alors on a D°(A;)=0 alors que D*(A,)=1.

8.2, Problémes des moments et d’approximation

Etant donné une suste A de nombres réels, tels que An—An_1=h>0, une condition
nécessaire et suffisante pour qu’sl existe une mesure u non nulle portée par (0, + o) telle que

+ 00 +00
[Prdu®y=0, [t"|du()|<M,
[1] ]

est que

+00
fM(zZl—a)q—:<+oo
Ap<t An Tz
lorsque o est assez grand.

Preuve. On applique 6.2. et on remarque que le probléme de Watson W (M, A (r))
est complétement résolu par U (M,, A(r)) puisque A(r) est croissant. Si on prend en
particulier A={2%} on obtient le théoréme de Carleman. Enongons maintenant le
résultat dual de 8.2.

8.3. Une condition suffisante pour que la suite t'n (An— An_1=h>0) soit compléte dans
Vespace de Banach Cr (0, + oo) est qu’en posant

8.3.1. @ (c)=Dhase convexe log | F (¢°)|

8.32. on ail

+00 i
1 r
9 —_a) =
f (I)( lnz;' An a) r* oo
quelle que soit la constante a.
Si, en particulier, @ (c)=1log |F(e°)| la condition 8.3.2. est nécessaire et suffisante.

Preuve. On applique 6.3. et on remarque une nouvelle fois que le probléeme de
Watson W (M,, A(r)) est complétement résolu par la condition U (M,, A(r)).

En appliquant 8.3. au cas particulier ol F(x)=e¢" on a alors ®(¢)=Dbase con-
vexe {e’}=¢® on obtient le résultat suivant dé & Fuchs [5].
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8.3.3. Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite {t'ne™*} (An—An_1 =h>0)
soit compléte dans C,(0, + o) esi que Uintégrale

Preuve. 1l suffit d’appliquer 8.3.2. et 5.7.

8.4. Probléme de quasi-analyticité sur la demi-droite
Soit f(t) une fonction indéfiniment dérivable sur (0, + o).
Supposons que

8.4.1. |F™ @) | < M.,

8.4.2. f®0)=0, A€A.

Désignons par A' la suite d’entiers complémentaires de A et poso'ns

M (o) = borne [no—log M,], k(r)=log r—2 Z

¥k /1,,

8i, quelle que soit la constante a,

8.4.3. fM(k (r)— a) rz = + oo,
alors f(t) est identiquement nulle.

Si de plus
8.4.4. D*(A) <4,

une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction f(t) non identiqguement
nulle satisfoisant & 8.4.1. et a 8.4.2. est que lintégrale

8.4.5. f Mk (r))—< + oo.

Preave. La preuve de 8.4.3. résulte de 6.4. et de 6.1.2. et du fait que
A()+2A'(r)=21log r. Si, de plus, D*(A’)<}, k(r) est asymptotiquement croissante et,
d’aprés 6.1.3., pour que le probléeme de Watson W (M,, k(r)) n’admette pas d’autre
solution que la solution nulle, il faut et il suffit que

8.4.1. JM(k(r)_a)i_:=

quelle que soit la constante a.



222 PAUL MALLIAVIN

De plus on a

k(r)—k(r')=1og§—2 s L

r<'<r’ l'

La définition de D*(A’) entraine que

S ;‘,<2(D‘(A’)+s) log T ra4,

r<id’<

d’on
k(r)—lc(r')>ylog;?,-A, (y>0).
On a vu en 5.7. que lorsque cette condition est satisfaite on peut substituer & la

divergence de la famille d’intégrales 8.4.6. la divergence de I'intégrale unique 8.4.5.
ce qui achéve la démonstration.

Remarque. Les théorémes de quasi-analyticité généralisée sur la demi-droite ont
été établis dans [14] sous I'hypothése que D' (A’) <3}, hypothése entrainant, d’apres
8.1.3., D*(A')<}. Sous cette hypothése la condition 8.4.5. est une condition néces-
saire et suffisante et contient les conditions données dans [14].

8.5. Quasi-analyticité sur la droite entiére
Le probléme est complétement résolu par I’énoncé suivant:

Une condition nécessaire el suffisante pour qu’il existe ume fonction impaire g (t)
indéfiniment dérivable, non identiquement nulle, salisfaisant a

g™ @) | <Mn (+o0>t>— o0)
g?0)=0 A€A,

oi A désigne une suite d’entiers impairs, est qu’il existe une valeur de a telle que

fM(2l<§;—— )?< + oo.

Preuve. On applique 6.5. et 6.1.3.

8.6. Prolongement analytique
Etant donné une suite {M,} de nombres positifs et une suite A vérifiant
ln-ln-12h>0,

une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction holomorphe et bornée
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dans la bande horizontale |w| <l ot 1>m D*(A), non identiquement nulle et satisfaisant
aux inégalités

8.6.1. [F(u)—lz dy et |<Mu,e ™ (—oco<p<+too,mn=1,2-)
k<n
est que
8.6.2. Y \dr
f M(;logr—2l§ i)?< + oo,

Preuve. Résulte de 6.6. et de 5.7.

CuariTre 111

Détermination d’une fonction méromorphe dans le demi-plan par ses
valeurs sur un ensemble d’unicité

9. Nous considérerons la classe C' des fonctions méromorphes satisfaisant aux con-
ditions 2.1.2. et 2.1.3.

Etant donné une suite A; telle que 2.1.5. soit satisfait, deux fonctions méro-
morphes f,(z), f,(z)€C, coincidant sur A, sont identiques. Les fonctions de la
classe C se trouvent déterminées par les valeurs qu’elles prennent sur un ensemble
d’unicité.

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d’obtenir des renseignements sur le com-
portement de f(z) dans le demi-plan, a4 partir de la connaissance de son comportement
asymptotique sur un ensemble d’unicité.

Le résultat sera établi dans le cas particulier ol l'ensemble d’unicité est con-
stitué par la suite des entiers pairs. Une application de ce résultat particulier nous
permettra de démontrer une forme affaiblie de I'inégalité fondamentale de M. Mandel-
brojt sur les séries de Dirichlet asymptotiques, en remplacant essentiellement les den-
sités de Pdlya par une densité logarithmique, et d’obtenir & laide de cette inégalité
des résultats sur l'ordre, la distribution des singularités d’une fonction holomorphe

représentable asymptotiquement dans une bande par une série de Dirichlet.
9.1. Soit f(z) une fonclion méromorphe dans le demi-plan x>0, A, une suite de nombres
réels vérifiant 2.01. telle que ' (c0)< A,.

Supposons que

9.1.1. [f@) | <a®M, 2zeQ,,, n=[z].



224 PAUL MALLIAVIN
Soit {f,} une suite telle que

9.1.2. 1f@ny)|<Bn, 2ny€A, A, désignant une suite d’entiers pairs

9.1.3. borne | f (i) | < B,
y

Hypothése d’adhérence

Posons k(r)=A,(r)— Ay (r) et supposons qu'on ait, quelle que soit la constante a >0

9.14. f M (k. (r) - a)%,f= + oo,

Hypothése abélienne
Soit
p (z)= base convexe {2n, k(2n,)—log Bx)} 2m; €A,
Supposons que

9.1.5. tim -2&) _g>o.
zlog x

T>00
Conclusion. On «a
Tt

9.16. log|f(z)|<zk(r)—p(x)+Bz+C; 2>2,2€Qy,, |a.rgz|_<_®o<2'

La constante B me dépendant que des suites A, et A, et de ©,, la constante C
dépendant en plus de la suite {M,}.

Preuve. On établira d’abord ce résultat dans le cas particulier suivant:

9.2. Soit f(z) une fonction holomorphe dans le demi-plan x>0 satisfaisant ¢ 9.1.1.
dans lequel la suite {M,} vérifie la condition de quasi-analyticité de Denjoy-Carleman.
Supposons que

9.2.1. |](iy)|<%' (quel que soit y réel)
1(2n) <.

Désignons par

9.2.2. q () = base convexe {log'(2n+3)—log B} (n=0,1---), 2>0,
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Supposons que

9.2.3. lim -i(ﬂ=d>0.

m—_—);xlogx

1 . ,
Alors a tout nombre V>J on peut associer une constante A, ne dépendani que de

la fonction q(x), telle que Von ait

Zlyi-a@-»

9.24. [F@)|<4,|T (z2+2)| z>2.

Preuve. Posons

+ o0

h(t):gf fiy+1) t“’::yi;dy t20).
A I‘(iy+3)sin—g(iy+l) y

Alors h(f) est une fonction définie sur la demi-droite vérifiant

9.25. B @1< 21169 o < Bo-

En appliquant la formule de Cauchy, on obtient

Lo fep)  (-172p

h(t)= 221 4
- 2 3) 2 1
9.2.6. - I@p+3) 2p+
+00
2 fGy+2n+1)gv+en iy+2n+1
+= = y
ty+2n+2

? e T(iy+2n+3) sin Z(iy+2n+1)

et, en dérivant 2x fois par rapport & ¢, on obtient
+00
2 f fGy+2n+1)¢? iy+2n+1

2E™ () = 2
©) 7 ty+2n+2

S iy +2n+2) Gy+2n+1)T Gy +1) sin%(iy+2n+l)

d’olt, en tenant compte de 9.1.1.,
lh(zn) (t) | <u2n+1 M2n+1'

f(z) étant holomorphe les inégalités 9.1.1. seront encore satisfaites si on remplace {M,}
par sa régularisée convexe logarithmique. En supposant cette opération faite log M,
est. une suite convexe. '

De plus les inégalités d’'Hadamard donnent

[R®™ D (1) | <2V My p Moo,
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I en résulte que la majoration des dérivées d’ordre pair permet d’obtenir une
majoration des dérivées d’ordre impair assez précise pour que h(f) appartienne 3 une
classe quasi-analytique sur (0, + oo).

De plus 9.2.6. donne

A ™ (0)=0
'2n+2)2n+2

9.27. RO =f @+ e et s

9.2.2. et 9.2.3. entrainent

2 1
10gI‘(2p+3)—loglf(2p)|>7plog2p (y>&)-

Alors

1
log | K™ (0) | < (1— )—,)p log p

et ainsi la suite des dérivées & D'origine de % () a le méme comportement asympto-

tique que la suite des dérivées d’une fonction k, (¢) analytique entiére d’ordre fini
1 . .
égal a 7 h(t) appartenant & une classe quasi-analytique sur (0, + oo) il en résulte

que h(t) est égal & h (f) ceci au moins dans le cas ou cette classe quasi-analytique
contient les fonctions analytiques.

Dans le cas contraire, si C(M,) ne contient pas les fonctions analytiques sur
(O, R), il existe alors une suite {n;} d’indices tels que M, <n;! R™". Ecrivons le
reste de la formule de Taylor & l'origine appliquée a la différence A (t) — &, (t) =g (t).

On a |g(t)|<t™ m~—>oco. Ceci entraine que ¢(t)=0 sur 0<t{<R. En recom-
meng¢ant le méme raisonnement aux points }, 3 on obtient g (£)=0 sur (0, + co) ce
qui établit que dans tous les cas h (£)=4h, (£).

Posons

my (r) = max |h(re'®)|< Ewr““< rirz"e’“(2"+2’=m1 (r).
0<8<2n o 'Cn+2) 0

Ceci étant on peut calculer f(z) & partir de & (f) en appliquant la formule d’in-

version de l'intégrale de Mellin on a

9.2.9. 2f ) =fh(t)z-=dz (1<z<2),

(z+1)I‘(z+2)sin’§‘z F

intégrale convergente d’aprés 9.2.7.
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9.2.9. sera évalué en intégrant la fonction % (¢)¢~* holomorphe dans le demi-plan
t<0 ((=0+17), sur le contour Cg, constitué de la demi-droite o< — R, v=0, du
demi-cercle de diamétre — R, + R et de la demi-droite =0 o> R.

On a, en tenant compte du fait que h(f) est impaire,

+o0 + o0
9.2.10. I=[h@ye=di= [ h@)t*dt—e** [ h(t)t°dt (1<a<2)
Cr 0 0

D’autre part, en majorant I sur le contour C'; par 9.2.5. et 9.2.7. et en sup-
posant y >0,

I<borne [my(r) r 1+ Byr "t x>2.
r
Posons
o0
my (r)= D" e 9™,
0
On aura alors

I <Dborne m, (r)r~~.
r>1

mgy (r) peut étre évalué & partir de ¢(2n) en utilisant la théorie de la croissance des
fonctions entieéres d’ordre fini [18] (page 38). Posons

9.2.11. log m (r) = borne [2n log — ¢ (2 n)].

On pourra pour tout V>ul_i trouver une constante A, ne dépendant que de ¢ (z) et y

telle que l'on ait

log m, (r) < log A, + log m (1) +y log r.
Dot
— log | I|> borne [z log r— log m, (7)]

— log | I|> log 4,+ borne [(x—y) log r— log m (r)]
z
ou, en tenant compte de la convexité de ¢ (x) et de 9.2.11.,
log [I|<log 4,—gq(z—p) =z>2.
11 suffit de substituer dans 9.2.10. et 9.2.9. pour obtenir

|f(2)|<|P(2+2)l|17in—z|*4ye_m_” (y>0, 2>2)

ce qui établit 9.2.4.
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Recherche d’un multiplicateur

On multipliera la fonction f(z) satisfaisant aux hypothéses de 9.1. par une fone-
tion G (2) qui sera choisie de maniére que le produit f(z) G (z) satisfasse aux hypo-
théses de 9.2.4.

L’hypothése d’adhérence jouera un role indispensable pour pouvoir assurer I'exis-

tence de tel multiplicateur qui sera établi par le lemme suivant:

93.1. f(2) satisfaisant aux hypothéses de 9.1. il existe alors une fonction G (z) ne dé-
pendant que de A,, A, et {M,}, holomorphe dans le demi-plan, telle que désignant par
A; 1o suite complémentaire de la suite A, par rapport & la suite des entiers pairs,

on ait:
9.3.1.1. G(A)=0, G(A)=0
9.3.1.2. %log |G (re'®)|=cos @A, (r) + A3 (N]+O0 (1) 2€EQL NQ4Y,

dans tout angle |©|< 0, < g
93.13. |G(n+iy)<B, on la suite {M, B,} satisfait & la condition de quasi-analyticité
de Denjoy-Carleman, et
gc (x) = base convexe {log I' (2n+3)— log 8, — log |G (2n) [}
vérifie
9.3.14. ge@)>p(x)—Ax z>2.

Preuve. La divergence de lintégrale 9.1.4., quelle que soit la constante a >0,
entraine, d’aprés le lemme 4, qu’il existe une fonction n (r) & valeurs entiéres crois-

sante telle que

+o0

f dr <+
n(r) 2 ©0
y ,
alors que
+00
. dr
[ 1) 10g Moy~ 4 co.

Le lemme 3.5. permet de construire une suite {B,} telle que.

box;lne [n (A3 (r) + A5 (n)) — log B,]=n(r) (A, (r) + A3 (1)) — log Bpry=T (r)
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avec

+00

f T(r)dr—:< + oo,

La convergence de cette intégrale nous permet de construire, en vertu du lemme
3.3., une fonction G (z), holomorphe dans le demi-plan satisfaisant & 9.3.1.1., 9.3.1.2.
et 9.3.1.3. D’autre part, la suite {M, B,} vérifie, puisque k.(r)<log r—2,(r)— 44 (r),

+o0 +00

dr dr
f [n(r) log r— log By — log My )] = Zf [n(r) k. (r)— log Bnm]ﬁ +
1 1

+00

+J T;(zl)dr= + oo.
i

{M, B,} satisfait ainsi & la condition de Denjoy-Carleman. De plus, d’aprés 3.3.4.

on a
gc (x) > base convexe {27 log (2n+1)—2n (4, (n) + A4 (n)) — log B, — An}
gc (x) > base convexe {2nk(2n)— log B.— An}.

D’ou

gc (x) > base convexe {2nk(2n)— log fa}—Ax=p(x)— A=

94. Démonstration de 9.2.

Multiplions f(z) par une fonction G (z) construite par 9.3. Le produit f(z) G (2)
satisfait les conditions de 9.2.4. On a, suivant 9.2.4.,

n

@ ]]6@)] <4,|T@+2)|e' 7 z>2
D’ol, en tenant comte de 9.3.2,,
log | ()| <w log r = (A (1) + &y (1)) ~p (a) + &'+ 4"z,
les constantes A’, A" dépendant de la suite {M,}, de A, et de A,, d’ou

log |f(z)|<zk(r)—p(x)+A"+A"x ce qui établit 9.1.6.
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10. Application aux séries de Dirichlet

Le but de ce paragraphe est d’obtenir une inégalité analogue & l'inégalité fonda-
mentale de [14] permettant de majorer les coefficients d’une série de Dirichlet

asymptotique & une fonction holomorphe dans une bande.

10.1. Soit F (u) une fonction holomorphe dans la demi-bande
¥ >, |w|<7—; (u=»+iw).

Supposons qu’il existe des constantes ¢, et deux suites {M,}, A, de nombres positifs, A,
vérifiant 2.01, telles que

10.1.1. |F(u)—z See Mt |<a Mae ™ (v>wy, AEA,).
k(ﬂ

Posons k(r)=log r— A, (r) et supposons que

+00
10.1.2. f M [k. (r)]%’: + oo,

10.1.3. D°(A2)<%,

D® (A,) désignant la densité logarithmique supérieure introduite en 8.1.
Alors il existe deux constantes B, ne dépendant que de la suite A,, et A dépendant
de la suite A, et de la suite {M,} telles quon ait

10.1.4. log |ex | < 4 + log m (vg) + Ax (vo+ B) + Ak (K (Ak) — k. (Ak))
ot m (vy) désigne le maximum de F (u) dans la demi-bande v>v,, |w]< ’5’

Preuve. Posons

flz)= r [F (v+i7—2t) —F(v—i:'—;)] e dy.

¥

Alors f(z) est une fonction méromorphe de pédles A, avec pour résidus c¢,. On a

(-1 f(@2n)= f [F(v+i:'—2z)e2_”;_n—F(v—ij—;)e_H;—“] et dy

(]

de plus

ou, en appliquant la formule de Cauchy & la frontiére de la bande,
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n
+3

(—1)"f(2n)= f g(it_l_vo) 24t g

-z
2

[£(2n) | <m (v) ™.

De plus on a
|f(—2+iy)|<m(v5) e *™

En prenant pour ensemble d’unicité A,, la suite des entiers pairs, les conditions
de 9.1. sont satisfaites de fagon évidente sauf 9.1.5. qui reste & vérifier.
Nous prendrons

Bo=m (v) €72, Bp=m (vy) ™"

P (%) = —m (vy) — xvy+ base convexe {2nk (2n)}.
Or
D®(A) <} implique k(2n)=0 (log 2n)

ou

p (x)=0 (z log x).
Appliquons la conclusion 9.1.6. On a

log |f(z)|<Bzx+4" +xk(|z|)—p(x)
ce qui donnera

1
- log | f ()| < B+v,+ log m (vg) + k (x) — i base convexe {2nk(2n)} + 4".

k. (r) étant une fonction croissante, d’ordre logarithmique tendant vers Pinfini, x k. (x)

sera une fonction convexe de x base convexe zk (x) > base convexe z k. (x)=zk. (x) d’'ou
1
- log | f(x)| <B+ve+ log m (vy) + k (x) — k. (x) + 0 (1).

Le résidu de f(z) en A, se calcule en intégrant sur le cercle de centre 1, et de
rayon 1 d’ou 10.1.4.

10.2. Soit F (u) une fonction représentable par la série de Dirichlet

10.2.1. F(u)=ch e‘k" )*IH»I -lk2h>0

absolument convergente si v>v,.
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Supposons que dans la demi-bande v>v, |w|<ml F(u) soit holomorphe et soit
m(vy) le maximum de F (u) dans cette bande.

Posons
10.2.2. k(r)=21llog r—2(r)

el supposons que

10.2.3. 1>D°(A).

Alors 1l existe deux constantes A et § ne dépendant que de la suite A et du nombre I,
telles que
10.2.4. log | cx | < A + (B+ ) A + (k (Ak) — k. (A)) Ak + log m (v,).

Premve. On applique ’énoncé 10.1. avec M,=1.

La condition 10.1.2. est ainsi satisfaite et il suffit de transcrire 10.1.4.

10.3. Détection des singularités

Soit F (u) une fonction répresentable par la série de Dirichlet 10.2.1. dont Uabscisse
de convergence absolue o, vérifie — co <o.< + oo. A tout nombre 1 tel que 1>D*(A)
on peul associer une quantité B, finie, ne dépendant que de | et de A, telle que dans
tout rectangle de largeur B, construit sur un segment de longueur I porté par Uaxe de

convergence, il existe au moins une singularité de F (u).

Preuve. Puisque
D* (A<l

on a, en posant A=1lim (k(r)—Ek.(r)),
A< + oo,
Appliquons la formule 10.2.4. On a
log |ex | < A+ A (B+ A+ e+p) + log m (vy)
formule qui implique que la série 10.1.1. est absolument convergente si
v>y+8+A

ce qui achéve la démonstration.
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104. Ordre dans une bande
Etant donné une bande horizontale S, l'ordre de F (u) dans S sera défini par

05— fim log, m (v).
r—>00 et 4
en posant

u(v)=borne | F (v-+iw) |

Pordre dans le plan sera défini par

On a, dans le cas ot A, —4,-1=h>0 qui nous intéresse, le résultat suivant d
a Ritt:
10.4.1. L il
0 An log A,
On a l’énoncé suivant:
Dans toute bande de largeur ml avec 1> D} (A) la fonction F (u), donné par 10.1.1.,
a le méme ordre que dans tout le plan. Si on suppose seulement que 1>D°(A) alors

on a

4

10.4.2. 05 1120 (D°(A) Dy (A)]

o Dy (A) désigne la densité logarithmique inférieure de la suite A.

Preuve. Nous allons suivre pas & pas la démonstration de S. Mandelbrojt fi-
gurant dans [14] (page 260).
D’aprés 10.4.1. il existe une suite A, telle que

1
log | o, |> — (§+s) An, log An,.
Appliquons 10.2.4. On obtiendra

log m (vg) > — (Zl)+2e) An; 10g An, = vy A, — An, [k (Ar,)) — K. (2n))].

Posons

k(x)—k. (x).

10.4.3. b= lim
log x

16 — 543809. Acta Mathematica. 93. Tmprimé le 16 aott 1955.
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On aura
log m (vy) > — (; +b+3s) An, 10g An, — v An,.
Prenons
Vo= — (é +b+4s) log 4,
On aura
log m (v,) = log m(— (% +b+ 48) log l,,,.) =g An, log A,
et
1
_logzm[—(—+b+46)loglni] 1
e (—+b+4£) S +btde
e 0

d’ot, & étant arbitrairement petit,
1
-+b
e

Pour obtenir 10.4.2. il suffira d’évaluer 10.4.3.

On a pour z assez grand
2(D°(A)+e) log 2>A(x)>2(Dy(A)—¢) log =

ce qui entraine que

2(I—Dy+¢e)logz>k(x)>2(1—D"—¢) logx

k(x)>2(1—D"—¢) log =
d’otr
b= fim L@ =% @) _ 5 po(A)— D, (A))
T log x
d’out 10.4.2.
Si 1> D% (A) on peut, en ajoutant des termes nuls & la série 10.1.1., se ramener
au cas o D°(A)=D,(A), cas dans lequel b=0; la premiére partie de 10.4.1. est

ainsi établie.
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CmariTre IV
Quasi-analyticité des opérateurs linéaires

11. Les divers problémes d’unicité examinés dans les chapitres précédents (probleme
de quasi-analyticité généralisée, probléme des moments, séries de Dirichlet asympto-
tiques) ont été traités par le méme procédé. Dans chaque cas, on a construit a
priori une fonction holomorphe dans le demi-plan qui extrapolait la suitz des dérivés
de la fonction étudiée, les moments, les coefficients de la série de Dirichlet asympto-
tiques.

Ce procédé se transcrit naturellement en analyse fonctionnelle. Pour étudier la
suite des itérés d’un opérateur A4, on prolongera I’exposant des valeurs entiéres aux
valeurs complexes comprises dans un demi-plan. Lorsque A est selfadjoint ce pro-
longement est rapidement construit par la décomposition spectrale. Dans un espace
de Banach on pourra obtenir une extrapolation de A dans le cas ou celui-ci admet
un inverse borné, en construisant sur I'inverse de A, A,, un semi-groupe au sens de
de Hille [8].

Le résultat d’extrapolation obtenu entrainera un théoréme de quasi-analyticité se
composant de deux parties, en premier lieu un résultat d’unicité analogue aux pro-
blémes de quasi-analyticité généralisée étudiés dans le chapitre II, puis un résultat
valable sans condition aux limites ou majorations & priori, analogue aux résultats de
Hadamard, Gorny, H. Cartan sur les inégalités liant les maximums des dérivées.

Ces conclusions seront appliquées & titre d’exemple aux opérateurs elliptiques et
hyperboliques 3 coefficients constants. Les proeédés d’extrapolation utilisés plus haut
n'auraient pas eu a é&tre introduits si I'on s’était limité & ces opérateurs. En effet,
le calcul symbolique de Jean Leray [11] ol les intégrales de Marcel Riesz [9] per-
mettent d’obtenir dans ce cas beaucoup plus explicitement le résultat. On aura pour
ces opérateurs différentiels des énoncés d’unicité en faisant intervenir des conditions
aux limites & distance finie en un seul point différent en cela de [10] et [2].

Enfin appliqué & la demi-droite le résultat de convexité obtenu permettra d’amé-
liorer légérement les inégalités de Gorny et H. Cartan.

Extrapolation des opérateurs positifs

Une fonction ¢ (z) définie dans un ouvert Q du plan complexe, & valeurs dans
un espace de Banach B, sera dite holomorphe si, quelle que soit la forme linéaire con-

tinue b’ définie sur B, la fonction numérique (¢ (2), b'> est holomorphe dans Q.
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Ceci étant rappelé, on a I’énoncé suivant :

Soit H un espace de Hilbert, A un opérateur selfadjoint positif défini sur une
variété dense D(A) de H, h€ D (A™) alors il existe une fonction @ (z) holomorphe dans
la bande n>x>0, & valeurs dans H, telle que Uon ait

11.1.1. p(p)=4"h p=0,1, - n
11.1.2. le@+inl=|l4”]
11.1.3. A @p@R)=@(z+p) O<z<n-—p.

Preuve. Soit dE (1) la décomposition spectrale de l'opérateur 4. Quel que soit
hEH, on a

11.1.4. (Ah, B)= TM(E ) h, ¥).
0

Posons

11.1.5. @y (2) = T A7 4 (B (A) 47 b).

0

L’intégrale converge uniformément dans la bande 0 <z <p.
En effet, on a si a<p, E€EH

+o0 +o0 +o00
[[ #7dE@ 220 1)< [ |aE@R) A7k B)[<|| a7k [ | E@ W[ <]l a? 1] | #],
1 1 1

inégalité assurant la convergence uniforme au voisinage de l'infini de 11.1.5.

De méme au voisinage de ’origine on a
1 1 +00
|[[222d B @ a”h, ) |=|[ A dEXD] £AEE M )|
0 0 0
1 a 1
~|[#7a([ e dB &) h, B)|=|[ 2227 dE DA, B)]
0 0 (1]
1
<[la@E@a w)|<al# ],
]
inégalité assurant la convergence de 11.1.5. au voisinage de I'origine. Ceci étant, ¢, (2)
est une fonction holomorphe, & valeurs dans H, définie dans la bande p>z>0.

Montrons que si 0<g<p, @, (2) et @, (2) coincident dans la partie commune de
leur domaine d’existence. En effet, si 0<z<gq
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+e0 +o0

@@= [ FPAEN) AR~ [ A PA(ER) 47 AR
o

0

= J'w A PAd[E(A) fo 14 (B () A h)]= fo_)lz“’ APUd(E () A% h) =g, (2).
0 0 1]

Les @, (z) définissent une méme fonction ¢ (z) holomorphe dans la bande 0 <z <n
On a de plus si p<z<n, s=[x—p]+1
400

A ge—p)=4, [ ¥ d(B(A)A"R)
o)

“rrraEma =9
0

ce qui établit 11.1.2,

De plus on a

pP)=go @)= [ (EQ) A" h)=A"h
0
ce qui établit 11.1.1. Enfin,

+o0
pptiy)= f AVA(E(A)A®h)=U, A" h,
0

en désignant par U, lopérateur unitaire défini par
+00

U,= J' 2YAE(A).

0
En particulier on a

“New+in)|=|147 ||

ce qui établit 11.1.3. et achéve la démonstration de 11.1.

La quasi-analyticité des opérateurs selfadjoints
Commencons par énoncer les lemmes de convexité suivant:

11.2. Soit @ (2) une fonction holomorphe définie dans un ouvert Q du plan complexe,
& valeurs dans Uespace de Banach B. Alors la fonction réelle

11.2.1. p@R)=1log |lp ()|l

est sous-harmonique dans Q.
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Preuve. On a
lle@ll= sup [<p ), b1,
>’ désignant la boule unité de 'espace de Banach B’ dual de B, d’olt
log [lg(2) || = gup log [ <p (@), > .
Chacune des fonctions du second membre est sous-harmonique sur 0, en vertu de
I'holomorphie de @ (z); leur borne supérieure sera également sous-harmonique.

11.3. Soit p(z) une fonction sous-harmonique dans la bande 0 <x <n. Supposons que

11.3.1.

|y |00

b3
lim e_;'“flp(iy+t)|dt=0.
0

Soit G (z,y) une fonction harmonique dans la méme bande satisfaisant & 11.3.1.
et telle que

GO, y)=p(iy), G(n, y)=pr+iy).
Alors on a

Gz, y)=p(z) n>x>0.

Supposons de plus qu’il existe une constante O telle que

. T
I’(i?l)<5§|y|+mo
11.3.2.

p(n+iy)<6g|y_|+m,,.
Désignons poar H (x, y) la solution du probléme de Dirichlet pour la bande
0<z<l, HO,ip)=H({,9)=5y|

satisfaisant ¢ 10.3.1." Posons

¢g(x)=H(z, 00 0=z<l.
Alors on a

1133. -z z ”—‘)
3 p(x).<_(l n)m,,+nm,,+n6q(n

z
1134, g(z)= — f log (tggt) a1
0
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1
<log2 R O<x<1—§-

g (@) < —2 log 2—(1-2) log (1 —2); qu(m+ l—;)—q(x)

Preuve. Considérons le rectangle B, ={0<z<n, |y|< A4} et soit Q4 (z, y) la solu-

tion du probléme de Dirichlet pour ce rectangle les valeurs limites étant
Ga(0,9)=G(0,9), Galn, y)=C(n, y), Gz, A)=p(x+id), Gz, id)=p(x—id);
alors G4 (x, y) est une majorante harmonique de p(z} sur R, et l'on a
Galz,y)>p(2) z€R,.

G4 (x4, yp) se calcule en utilisant la mesure harmonique d 4, s, ,, portée par R4. On a

+4 +4 n
Galxg yo) = J.G'(O, YV Apa v+ J' G (n, y)d,uA,_,,,,,,-Fjp(t+iA)dMA,,.,y.
—4 —-A o

+[pt—id)dps sy,
0

Lorsque 4->co les deux dernitres intégrales tendent vers zéro en vertu de 11.3.1.
les sommes des deux premiéres tendent vers G (zy, y,) d'ott G(z, y)> p (2).

Si p(2) satisfait en particulier & 11.3.2. nous appliquerons le début du lemme
en prenant

(1% z z Y
G(x,y)—(l n)mo+nmn+n6H(n n)

ce qui établit 11.3.3. Remarquons que lorsque 6=0, 11.3.3. exprime la convexité de

la fonction I;l;’;e_ [p(z+iy)]l. La premitre égalité de 1.1.3.4. s’obtient en notant par
h (z) la fonction holomorphe définie par I'égalité h(z)=H (z, y) +: K (z, y). On vérifie
que &' (z)= log (tg %z) Les deux derniéres inégalités de 1.1.3.4. s’obtiennent & partir
de la premidre égalité.

114. Soit A un opérateur selfadjoint alors la suite {log || A" k||} est une suite con-

vexe de m.

Preuve. Si A est positif, la démonstration résulte de 11.1.2., 11.2.1. et 11.3.3.
Si 4 n'est pas positif, en appliquant le résultat précédent & l'opérateur positif A2,
opérant sur kb et Ak, on obtient que log | 42" 4| et log || 4*"* k|| sont deux suites
convexes de n. D’autre part,

+00
Ah= j AdE(A) R
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ou en appliquant l'inégalité de Schwarz aux deux fonctions A et 1 de carré sommable

sur (— oo, + oo) par rapport & la mesure spectrale dE (i), on obtient

4+ 00 +o0
lAr|P<|| [ 2dEWN A [ dE@D R[] 4R][]2]
d’ou
11.4.1. lA|E<|a]]|42 4],

ce qui avec la convexité de suites log || 42" 2|| et log || 4%"*" 2|| entraine la conclusion.
11.5. Le théoréme de quast-analyticité

Variété A-invariante. Etant donné une variété linéaire fermée ¥V de V'espace de
Hilbert H, nous dirons qu'elle est invariante par 'opérateur selfadjoint A4, si quel

que soit 'opérateur borné B, associé & une fonction m () bornée & support compact

par Pintégrale
115.1. B, =[m(2)dE ()

on a B, V< V. Nous noterons par A4 (k') la plus petite variété A-invariante con-
tenant A'. Nous dirons que les {A} forment une A base de H si H =Z‘)4(h1). Le
théoréme de quasi-analyticité s’énonce alors:

Soit A un opérateur selfadjoint défini dans Uespace de Hilbert H. Soit h€ D (A™)
quel que soit n et soit ' € H.

Supposons que Uon ait

11:5.2. 4™k < M,
11.5.3. (A™2h, B')=0
+o00 d

11.5.4. fM(2 » l“a)_1=+oo
np<rnp 1'2

quelle que soit la constante a>0.
Conclusion, % est orthogonal & la variété lindaire invariante A (h').

Corollaire. Si les hypothéses précédentes valent pour {h} formant une A base de H,
alors h=0., V

Preuve. Soit ¢ (2) la fonction. holomorphe & valeurs dans H, extrapolant la suite
A"k définie en 12.1. Posons

f)=(p(2), b).
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Alors f(z) est une fonction holomorphe 3 valeurs complexes, elle satisfait d’aprés
11.1.2. a

|fp+iy)| <M, ||A|
et, d’apres 11.5.3., &

f (ny)=0.

La condition 11.5.4. entraine alors f(z)=0.

On a, en particulier,

T’ NPdE MR K)=0

0

quel que soit z, ol, en appliquant la formule d’inversion de Yintégrale de Mellin,
(E(A) R, B')=0 ce qui entraine

(hs E(A)R')=0
et, en vertu de 11.5.1.,
(h, B, K')=0. C.Q.F.D.

11.6. Remarque

Si 4 n’est pas positif; on considérera Vopérateur positif 4% en le faisant opérer
successivement sur h et Ah. Le théoréme de quasi-analyticité se décomposera en deux

énoncés, 'un valable pour les exposants pairs, 'autre pour les exposants impairs.
Applications

L’opérateur de dérivation défini sur L,(— oo, + co) est selfadjoint; en lui appli-
quant 11.4. on obtient :

Soit f(t) une fonction indéfiniment dérivable dans L,(— oo, + co) posons
+00
ML= [ [f@)adt,
°

alors log M, est une suite convexe de n.

Dans l'espace euclidien X;, & ! dimensions on a P’énoncé suivant:
Soit A le laplacien dans Uespace euclidien X, & | dimensions. Soit f(x) une fonc-
tion indéfiniment dérivable, telle que Pon ait

My = j|A”/|’dz<Mﬁ.
X

Alors log m, est une suite convexe de n.
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D’autre part, soit 1 suites d’entiers Ay, Ag, Ay, on notera D le symbole de dérivation
Pt pE pit (A € Ay). .
Supposons qu'a tout AEJ] A, on ait associé une suite n} telle que Von ait
1

11.7.1. (A™ D, f)o=0.

Désignons par A; la suite des entiers pairs contenus dans A, par A{’ la suite des
entiers impairs contenus dans A;. Supposons que

11.7.2. 1="—-f-<>o, 1=+o<;~.
leA;A AEA;'A
Supposons enfin que
+ 00 d
11.7.3. fM(2 S —l;——a)—:= + oo
n£<r np r

1
quelle que soit la constante a et quel que soit A€[[A,. Alors f(x)=O0.
1

Preuve. La convexité de log m, résulte du fait que A est selfadjoint dans L, (2;)

et de 11.4. Par contre, pour démontrer I’énoncé de quasi-analyticité la proposition
11.5.1. ne s’appliquera pas immédiatement, la mesure de Dirac ne pouvant pas étre
directement considérée comme une fonctionnelle continue sur L, (X;). Démontrons le
lemme d’extrapolation suivant qui précise 11.1.
11.7.4. Soit f(x) une fonction définie sur X; et satisfaisant & 11.7.1. Désignons par
Cy(Xi) Vespace de Banach des fonctions continues bornées, nulles & Vinfini, définies sur
X;. Alors il existe une fonction @ (z) holomorphe dans le demi-plan x>0 @ valeurs dans
Co (X1) telle que Uon ait pour n assez grand

. . l .
11.7.4.1. lpm+iy)<24:M,,, »p> 3 M,,,=sup (1, M,,,),

11.7.4.2. @ (p)=A"f.

Preuve. Soit ¢ (z) la fonction holomorphe & valeurs dans L, (X;) extrapolant la
suite A”f construite en 11.1. D’aprés 11.1.3. APq(z) existe dans L, (X)) et vaut

@ (z+p). Si on prend p>§l ceci entraine que @ (2) €C,(X;). De plus on a

lo @ lle.< A [l @]l + 11 A% @[]

ol A; est une constante ne dépendant que de la dimension de Pespace.
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e @ le,< 4i (Mnyp+ms) n=[z]+1

d’oli, en tenant compte de la convexité de la suite log m, dans le cas ol m, est
croissant,

” @ (2) ”c. <2 A1 My yp < 2 Al M,H.p.
Dans le cas ot m, serait décroissant quel que soit » on aurait
|I¢ (Z) “c,< 2 Al‘

11.7.4.1. est ainsi établi. Remarquons enfin qu’'une mesure u, définissant une fonc-
tionelle linéaire continue sur C,(X;), peut étre considérée comme la limite faible
d’une suite de fonctions f, (z) € L, (X).

On aura

(), uy= lizn (@ (2), f»).

Les fonctions figurant dans le second membre sont holomorphes sur z>0 et con-
vergent uniformément dans toute bande verticale en vertu de 11.7.4.1., d’ott {@(2), u)
est une fonction holomorphe sur z>0.

Le lemme 11.7.4. est ainsi établi.

Preuve de 11.7. On construit, d’aprés 11.7.4. la fonction g, (z) extrapolant la
suite A" D, f.
La fonction {g;(2), d;> =y, (2) est holomorphe dans le demi-plan, satisfait a
v (n3) =0, |1P1(n+i2/)|,<2441_(1 +Maniger) (A=A + A+ 2).
11.7.4. entraine que y,(2)=0.

En prenant la transformée de Fourier de f(z), soit @ (§) on obtient que

[@@eelepeas=o.

Cette intégrale s’écrit
+00

[ me (@ (&) g2 )22 dr=0

0

ot m, (®(£)) désigne la moyenne de @ (£) sur la sphére de centre 0 et de rayon r.
La formule de Mellin entraine que m, (® (£) &% £1)=0 quel que soit r.

1
Ceci sera vérifié quel que soit A€]]A..
1

Sur la sphére >,={&; ||&||=7}, &, &, & constitue un systéme de ! fonctions
continues séparant les points de J,. D’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass 1’algébre
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engendrée par les {£;} est dense dans l'algébre normée des fonctions continues & va-
leurs réelles définies sur >,. D’aprés le théoréme de Miintz, lorsque A, vérifient 11.7.3.,

EhEl avee A EI:IA, est dense dans l’algébre engendrée par {£}. On peut donc trouver
deux polynémes P, (§) et P, (&), oh ne figurent que les mondmes ayant pour exposant
des systémes }.EI_iIAg, tels que si

Q) =h(E)+ik(§)

on ait

|2 (&) ~P,(&)|<e E€3,
[k(&)—Py(&)|<e &€Z.
Du plus, on aura
my (| D (&) ') = m, (@ (&) (B (§) — ik (£))
<my (B (&) (P, (§)—i Py (£)) +2¢ max |®(&)]-

La premitre quantité est nulle, ¢ étant arbitraire on a m, (|® (£)|)=0 quel que
soit r ce qui entraine que @ (£)=0.

11.7.6. Corollaire. Soit f(x) une fonction indéfiniment dérivable, définte sur Uespace
euclidien a 1 dimensions. Posons
[1A" {Rdz< M3,

X

Supposons qu’'a Uorigine f(x) et toutes ses dérivées s’annulent. Alors si

f M (2 log r)%-;= + o0, on a f(z)=0.

Remarque. Cet énoncé differe des résultats donnés dans [2] et [10] sur la quasi-
analyticité des opérateurs différentiels en ce que les conditions & distance finie sont
supposées vérifiées en un seul point au lieu d’étre vérifiées sur des surfaces ou des
ensembles de détermination d’'une fonction analytique. On peut en appliquant le ré-
sultat précédent obtenir des énoncés de ce type.

11.7.7. Soit f(x) une fonction indéfiniment dérivable a support compact.
Supposons que
|A™ f (z)| < M.
Alors si

+o00

f M (2 log r)‘—l';r——f,f,oo, ona f(z)=0.
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Preuve. Il suffit d’appliquer le résultat précédent en prenant pour origine un point
de la frontiere du support de f(z).

11.7.7. appliqué & la droite redonne le théoréme de quasi-analyticité de Denjoy-
Carleman pour les fonctions périodiques.

12. Quasi-analyticité d’opérateurs définis sur un espace de Banach

L’extrapolation des opérateurs bornés dans un espace de Banach a des liens
étroits avec la théorie des semi-groupes de Hille [7). L’énoncé suivant ne fait que
reprendre cette théorie. Il sera utilisé pour I'étude de la quasi-analyticité des opéra-

teurs différentiels admettant un inverse borné.
12.1. Soit A une algébre de Banach, a € A, supposons que
12.1.1. le spectre de a soit contenu dans Uangle
|arg u| <@y <z (u=v+iw).
121.2. On ait
0|00 l[a—0e® !|<D< +oo >0,0,<O<m, ou —a<O< —0O,.

Alors il existe une fonction holomorphe a. définie dans le demi-plan x>0 et & valeurs
dans Ualgébre A telle que

12.1.3. a;=a
12.1.4. Ayiz =y Ay,
Si on pose B=log (1+|al)), alors
12.1.5. log [|a.||< (B+8)z+ O, |y|+ log (y|+1)+0(1) (x>1).

Preuve. Soit Cg un contour borné entourant le spectre de a, et tracé & I'intérieur
de langle |arg u|<®.
Posons

1 -1,.2
az—mf(a—u) udu.
Co

12.1.2. assure la convergence de cette intégrale lorsque z>0. Evaluons

1 .
@z Az = (2in)2f f(a—u)_l(a—é)"luzéz dudéf.

Ce C'e

ot Cg étant intérieur & Cg sauf 3 Dorigine.
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On a l'identité -

_@=8 (-

u—§

(@-§ " @-u)

_ 1 gege [ ¥dw Y [ e b [
azaz:——’2_{7_t [(a_‘f) lé décfzin(u_é) 21:7! ((a u) lu du21:ﬂCl (u—E)df.
° 2]

v
’

e Co

La seconde intégrale est nulle, la premiere s’écrit, d’aprés la formule de Cauchy
1 —1 gz+2*
A Az = 23 (a—&) ' EF¥déE=a,,..
i
C'e

12.1.4. est ainsi établi.

En déformant le contour Cg de maniére 3 le rendre extérieur au cercle de centre
0 et de rayon [|a|, on calcule & I'aide du développement de (a—u)™' au voisinage
de linfini explicitement a, et on obtient 12.1.3.

En majorant (a—u)~! par 12.1.2. on obtient, en remarquant que I'on peut tracer
Ce & Tintérieur du cercle |u|<||a| +s¢,

”%H<DB&&”'6&&W[1+ma"+ﬂ1
(@""@0) x

d’otr 12.1.5. en prenant @ —@,= L

y
12.2. La quasi-analyticité d’opérateurs bornés, le théoréme de Miintz.

Etant donné un élément a d’une algébre de Banach vérifiant les hypothéses de 12.1.
pour que la variété linéaire engendrée par a™in; parcourant une suite A d’entiers, soit
dense dans Ualgébre engendrée par a, il suffit que

12.2.2. lim (A (r)— g% log r) = + oo.

En particulier si a a son spectre sur Uaxe réel positif alors la condition 12.2.2.
s’écrit (Miintz)
1

12.2.3. = = + oo.
2=t

Preuve. Soit b’ une forme linéaire continue sur A4 nulle sur la variété linéaire
engendrée par les a¢™ et non identiquement nulle sur I'algébre engendrée par a. Con-
sidérons la fonction holomorphe
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f@)=<a:;'b")

satisfaisant &
f(n)=0

log |f(z)| < log ||a.|| + 0 () <z (B+ &)+ Oply| + log |z+1|+0(1) =2>1.

Appliquons & la fonction f(z) la proposition 5.8.
On a alors avec les notations de cette proposition
ka(ry=A4(r)— 2—-7(?9 log

M(c)= + oo a>p.

Les intégrales 2.1.5. divergent puisque k4 {r)— + co. Par suite f(2)=0 et b’ sera

orthogonal 4 a” quel que soit n et identiquement nulle sur P'algébre engendrée par a.
12.3. La quasi-analyticité d’opérateurs différentiels.
Soit A un opérateur linéaire défini sur une variélé linéaire dense D (A) d’un espace

de Banach. Supposons que A admetle un inverse borné A, vérifiant 12.1.1. et 12.1.2.
Posons

2
M,=||4°b|| beDA™) n+1=s=0, =—
ou ©, est donné par 12.1.1.

B=1log (|| 4, +1).
Alors

§ 8

8
12.3.1. M, <Gy ytn

n+1 1

o q{x) est défini par 11.3.2. Soit d'autre part b' € B’ dual de B. Supposons que

12.3.2. AMb, b>=0 (LEA),
A désignant une suite d’entiers positifs. Posons

E(ry=A(r)—6 log r.
Si
+00

d
f M (k. (r)—a)T:= + oo

quel que soit a>0,
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alors b est orthogonal & la variété linéaire fermée engendrée par A|™b', A; désignant
Vopérateur transposé A,.
Preuve. Nous extrapolons la suite {4" b} en posant
Pn(2)=A724"b x<n
ou Popérateur Aj est defini par le lemme 12.1. On a, d’aprés 12.1.4,,

Pn(R)=AT P A"b=AT A7 TA"d zx<n-—r
=AV AV b=@u(2) n'=n-r.

{®n (2)} constitue ainsi une famille de fonctions holomorphes coincidant sur l'inter-
section de leur domaine d’existence. Elles définissent une fonction ¢ (z) holomorphe

dans tout le plan. On aura

e @ =4t A™ bl <ef "D M, e8] z<a.

En particulier on a
g ntipll<Muiie e,
De méme
g Gyl <y ef el

La fonction sous-harmonique log || ¢ (z)|| satisfait aux hypothéses du lemme 11.3.
dont l’application établit 12.3.1.
D’autre part b’ € B' dual de B, considérons la fonction f (z) holomorphe & valeurs
numériques, définie dans la bande 0 <z <n par
1
t(z)= T2 (p(2),b).

Alors f(z) vérifie
']‘(Z)I<-Znn+1eﬁee.lyl 71'=[.’II], f(A)=O
Le théoréme d’unicité 5.8. donne

f(z)=0
done, en particulier,
(ATb, b >=0
ou
{b, A1"b' >=0
ce qui établit 12.3.3.
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Remarque. L’inégalité de convexité donnée en 12.3.1. présente l'inconvénient de
se présenter avec un décalage d’une unité des indices intervenant au second membre.
On peut dans le cas particulier ot A est un opérateur normal de l'espace de Hilbert

faire disparaitre ce défaut. On a:

12.4. Les hypothéses étant celles de 12.3., étant supposé de plus que B est un espace

de Hilbert et que A, est un opérateur normal 12.3.1. s’écrit alors

S s S

12.4.1. Mo<e™ @)y v

n

Preuve. Soit d £ (1) la mesure spectrale associée & 1’opérateur normal 4,.

Majorons

lo@+inl=[2*dEB@N) A=V, 4"k
en notant par V, Popérateur normal défini par

Vy=[XYdE (3).
On a
17, ll= ot
et par suite
g p+iy) <e>'*1]|4” 2]

d’oi, en appliquant le méme raisonnement qu’a 11.4., on obtient 12.4.

13.  Quasi-analyticité des opérateurs hyperboliques.

Le probleme différe du cas elliptique pour les deux raisons suivantes:
Le spectre de l'opérateur hyperbolique sera un demi.-plan au lieu d’étre une demi-

droite comme dans le cas elliptique. Ceci entraine que la fonction d’extrapolation ¢ (z)

™
se comportera comme e2'’! sur les paralléles & l'axe imaginaire au lieu d’étre bornée
sur ces paralldles.

D’autre part les hypotheses et conclusions des théorémes de quasi-analyticité
pourront étre énoncés en se limitant 4 un cone de lumiére.

Nous considérerons I'opérateur des ondes a (p)=p}—p;— pi et utilisant la théorie
du calcul symbolique développé par Jean Leray [11] nous allons déterminer 'inverse

a™' de a(p) dans l'espace de Hilbert L, (X;) défini par la norme
fllse= [|f@)Pef*dz  E€E dual de X,.
X

17— 543809. Acta Mathematica. 93. Imprimé le 13 aotit 1955.
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Désignons par I'* le demi-céne dans E, défini par
H-&-&>0, §>0.
Avec ces notations rappelons le résultat suivant:

13.1. Si Z€T™*, Popérateur a (p) admet un inverse borné dans L, ¢ (X)).
Cet inverse est un opérateur normal.

Son spectre est contenw dans le demi-plan positif.

Preuve. Appliquons 3 L, la transformation de Fourier définie par

F(=[f@e """ da.

F définit une correspondance isométrique entre L. : et L, (H) en désignant par E+1H
le dual complexe de X,.
On a
Fa(p) f)=as () F ()

ag(n)=a(é+in).

Les propriétés de a(p) dans L. ((x;) dépendent des propriétés algébriques du
polynome a; (5). On a |ag(n)|>¢&—&— & ([11] page 35, proposition 17.1.).

1

Ce qui montre que linverse a™' existe, vérifie |Ja ||, ¢ < ; et est la
1

L
g-&-¢
transformée de Fourier d’un opérateur de multiplication par une fonction bornée, donc

est un opérateur normal.

1
Le spectre de a™' sera 'ensemble des valeurs que prend la fonction 2 lorsque
4

()
7 parcourt H.

Cet ensemble de valeurs est contenu dans le demi-plan 2>0 ([11] page 37,

proposition 18).

13.2. Soit a(p) Uopérateur des ondes, C, le céne de lumiére issu de Uorigine, f(x) une

fonction indéfiniment différentiable définie sur C,. Posons
M= [|f@)]da

On a alors

M,<e"°(5) M(%MTH.
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Preave. 13.1. et 12 impliquent l'inégalité 13.2.1. pour des || |lo,¢, £ €T, il suffit
de faire tendre £—0 & l'intérieur de I'" pour obtenir 13.2.1.

13.3. Soit a(p) Vopérateur des ondes sur X, f(x) une fonction indéfiniment dérivable
défine dans le céne de lumiére Cy issu de Uorigine. Supposons que

[la" (@ f @ [Fdz< 3.

Ce

13.3.1. Sosent [ suites A;, A,, Ai de nombres entiers tels qu’a tout 1€l A; on puisse
associer une swite n} pour laquelle

(@™ (p) Da f)o=0.

Les suites A; et n} vérifiant

+o0
13.3.2. f M(l,(r)——a)%af=+oo, a>0,:=1,2,...,1
+00
13.3.3. f M (k® (r)—b)%-:—'= +oo  quel que soit b>0

1
et quel que soit A€ A on
1

=23 —17—— log r.
Z n
'nt<r

Alors f(x)=0 dans C,.

Preuve. La preuve se déroule comme dans 12.7.

14. Les inégalités de Cartan-Gorny

Dans L, (0, + o) 'opérateur de dérivation posséde les propriétés énumérés dans
13.1. On a alors la transcription suivante de 13.1.
Soit f(t) une fonction indéfiniment dérivable, définie sur (0, + oo), posons

+00
Mi=[|f™ @) dt.
1]
Alors on a

14.1. M,sMﬁs M(',‘V:e” ®
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L'inégalité 14.1. ne peut pas étre comparée aux inégalités de H. Cartan et A.
Gorny qui sont énoncées dans L, (0, + oo). Nous obtiendrons ces inégalités en utilisant
les propriétés qui ont été établies en 6.4. sur une expression explicite d’extrapolation
de l'opérateur de dérivation dans L, (0, + o).

Commengons par démontrer le lemme élémentaire suivant:
14.2. Désignons par
Zn={{€Lx (0, + o) |[fllo <1, [|/™ [l <1}.
Posons L
Bo.n= borme ||/V].
Alors, g (t) désignant une fonction n fois dérivable définie sur (0, + o), on aura

1__

14.2.1. 16 @lle <Beells @11 g™ @1

Preuve. Pour établir 14.2.1., posons

1 N —
L) = m g(yt) ou y= [” g(n)”w

Alors f,(t) € 2n, |f1(t)] <PBs,n, ce qui donne 14.2.2.
Nous commencerons par évaleur ;. et f..;n. Ceci fera l'objet du lemme

suivant:

143. On a
log B1,n< log n + loge—:; log fn_1.» < log n + log 6;;1

Preuve. Considérons la fonction d’extrapolation introduite en 6.4. On a, d’aprés
6.4.5. et compte tenu que f€,

1431 log [ Ly flle < 7élyl+ log (|y[+1)+} log ﬂx,n+%10g—3;2

32
1432, log [[Ln_jaisflle < 7%IyI+ log (|y|+1)+} log Ba_s. +}log —-

Considérons la fonction sous-harmonique log ||1.f|| dans la bande i<z <n—}.
Les majorations 14.3.1. et 14.3.2. entrainent que

14.33. log || I flle <§(l - = ) log B, » +

r—1} -1 1 g
2(” l)logﬁ,, Lat(r— l)q( 1)+ log
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Prenons en vparticulier x=1, x=n—1, on obtient

1 1
log f1,» < (%— 4(n~1)) log B, » + Tm=1) log ﬁn_l,,,-}-(n—l)q(

-
—
o

1)+_
2m—1)) T2 %,

1 1 (1 32
P 1. - — 1 .
logﬂn~1-n<4(n_l) log ﬂl-,n_l- (2 4:(,”__1)) logﬂn_l,n+(n l)q(2(n_l))+2log

La seconde inégalité donne

1 1 32
< — _ _ )41 2.
log fn_1.n T log B1,n+2(n l)q(z(n_l))—i-zlog -

En portant dans la premiére inégalité

1 32
log ﬂl’"<2(n—l)q(2(n—l))+ lf?g-—;

utilisons la majoration 11.3.4. de ¢ (z)

log frn<log2(n—1)+ log%zg

d’ou 14.3.

144. On a

10

log ;. n<mgq (%) + log 2_n_e +log, n.

Preuve. Ecrivons 14.3.3. en tenant compte des évaluations 14.3.

1
Appli 4.5. i w— =1l- '
ppliquons 6.4.5. 3 Vintervalle (n—1,n) a=1 log n’ on a
@ 128 ¢
log "In_l_‘%#”f”<§|y|+log2n+2log (ly]+ 1)+ log —
De méme
7 128 ¢
og |1+, fll< §|y|+10g2n+210g(|y]+1)+10g———-
log n T
14.3. donne alors
Moo L
2 log n 512e
log ||I,f“<log2n+(n—logn) 2 + log -
log n

d’oll, en appliquant 11.3.4., on obtient 14.4.
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Le lemme suivant établit une minoration de fs.n. On a

14.5. log fi, » +log 8>nq(7—':) .

Preave. Soit H (z, y) la fonction harmonique introduite en 11.3. et désignons par
g (z) la fonction holomorphe dans la bande U<z <n définie par I'égalité

_mf® 9
log ly(z)l—"H(n’_ n)

et soit

+00

D, t0- [ beneray

-

h(z)=

6.4.10. entraine que f(t)€>,. De plus on a

n

3
O) - .
log |/ (0)| g(s)(nﬂ)
d’ol 14.5.
Résumons ces différents lemmes dans 1’énoncé:
14.6. Soit f(t) une fonction définie sur (0, + co) et n fois dérivable. Posons
Ma:" f(‘)(t)"w-
Alors on a
nq(_.‘) 1_3. .‘.'_
M, <y, ae WM, "M}
le signe d’égalité pouvant élre effectivement atteint et ou

1oe

}<ysn< log n.

7
Preuve. 14.4. et 14.2.1.

Comparaison avet les inégalités de Cartan-Gorny
L’inégalité de H. Cartan-Gorny, telle qu’elle est donnée dans [3], s’gcrit

to\k .k E
14.7. M,,<2(e—kl”) M, 5 M3,

En particulier, 14.7. entraine

1
n

M. =0 (‘”M:._ )
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alors que 14.3. conduit au résultat asymptotique plus préeis

M, =0 (an,‘5).

14.6. fait jouer d’autre part un réle symétrique aux deux extrémités de l'intervalle

d’intégration fractionnaire.
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