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Introduction 

Le but  de ce travail est l 'dtude de divers probl~mes d'unicit~, relevant de la 

th~orie des moments, de la quasi-analyticit~, du prolongement analytique des sdries 

de Dirichlet. 

Ces problbmes d'aspects divers, ont 6t~ r6unis par M. Mandelbrojt, dans une 

m~me ~tude grace au ((principe des sdries adhgrentes~ [14]. 

On se propose de reprendre l'~tude de ces probl~mes en se pla~ant s un point 

de vue dual. Le principe des s~ries adh~rentes, qui affirme l'unieit~ du d~veloppement 

en s~rie asymptotique d 'une fonction dans une bande, sera remplac~ par un r~sultat 

sur les ensembles de d~termination d'une fonction m~romorphe dans le demi-plan. 

Ce r4sultat sera appliqu~ aux divers probl~mes d'unicit~ ~tudi~s s l'aide d 'un 

proc~dg unique : on eonstruira s priori une fonction m~romorphe dans le demi-plan extra- 

polant la suite de nombres dont on ~tudie les propri~t~s asymptotiques. Les majora- 

tions s pr ior i  que l 'on pourra obtenir sur ]a fonction extrapolante conduiront aux 

propri~t~s asymptotiques des suites ~tudi~es. 

Le domaine naturel de ce procAd$ d'extrapolation est l'a]g~bre des op~rateurs 

sur un espace de Banach. Ceci permettra  d'~noneer la th~orie de quasi-analyticit~ 

pour ces op6rateurs, en englobant dans un m~me ~nonc~ le theor~me d'unicit~ du 

type  de Denjoy-Carleman, et les in~galit~s de convexit~ du type de celles de Hada- 

mard, Gorny, H. Cartan, Kolmogoroff. 

Dans le premier chapitre, nous ~tudions le probl~me de la caract~risation des 

ensembles de d~termination d'une classe de fonctions m~romorphes d~finies dans le 

demi-plan. 

C e  probl~me sera une extension du probl~me d'unicit~ correspondant pour les 

fonetions holomorphes pos~ par Mandelbrojt-Wiener dans [15]. Il sera abord~ par une 
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m~thode, de dualit~ inaugur~e par Fuchs [6]. Cette m~thode de dualit~ remplacera 

les probl~mes d'unicit~ par des probl~mes d'existence pour l'espace dual. Ces pro- 

blames d'existence ne pr6senteront pas de difficult~ et seront trait~s en utilisant des 

m~thodes de S. Mandelbrojt [14]. 

I1 conviendra apr~s de traduire les conditions obtenues dans l'espace dual par 

une condition unique dans l'espace 6tudi6. Ce passage sera r~alis~ par les m~thodes 

d'analyse fonctionnelle, classiques depnis Banach, utilisant la propri~t~ de Baire. Le 

r~sultat d'unicit~ que l 'on obtiendra ~ la fin du Chapitre I donnera une solution 

complete du probl~me de Mandelbrojt-Wiener et  une solution partielle du probl~me 

plus g~n~ral qui ~tait pos~. 

Le r~sultat obtenu, s'il eontiendra dans le cas du probl~me de Mandelbrojt- 

Wiener les r6sultats contenus dans la 3 6me partie de la th0~e de J. P. Kahane [9], 

sera difficilement comparable avec ceux-ci dans le cas g~n~ral. 

Dans le Chapitre I I  on pr~eisera le lien existant entre les diff~rents probl~mes 

d'unicit~ r~unis par S. Mandelbrojt dans [14]. On montrera que ces probl~mes de 

moments, de quasi-analyticit~ g~n6ralis~e sur la droite enti~re et sur la demi-droite, 

d'approximation uniforme par des polynSmes avec une fonction de poids sur la droite 

enti~re, d'existence de fonctions holomorphes born6es dans une bande et de d6veloppo- 

ment asymptotique donn~ sont imus ~quivalents k un m~me probl~me de Watson pos~ 

pour le demi-plan. 

Cette ~qnivalence entrainera lea thO)r~mes de composition de S. Mandelbrojt. 

D'autre part, le probl~me de Watson envisag~ sera ~qnivalent au probl~me d'unicitd 

~tudi~ dans le Chapitre I,  et l 'application du r~sultat obtenu dans le Chapitre I don- 

nera des conditions n6cessaires et snffiaantes r~solvant compl~tement le probl~me de 

la quasi-analytici~ g~n~ralis~e sur la droite enti~re, le probl~me d'unicit~ des moments 

de Stieljes et un ~nonc5 sur l 'approximation polynomiale uniforme par rapport  k une 

fonction de poids contenant la condition n~cessaire et suffisante de Fuchs [5] sur la ferme- 

ture de {e -~ t~-}. Appliqu~ au probl~me de la quasi-analyticit~ sur la demi-droite on 

obtiendra seulement une condition n~cessaire et suffisante sous les hypotheses dans 

lesquelles s'~non~aient les conditions n$cessaires obtenues pr~c~demment avec la m~- 

rhode des s~ries adh~rentes [14]. 

Dans le Chapitre I I I ,  on se pose le probl~me suivant : d~termination du com- 

portement asymptotique d 'une fonction mSromorphe k partir  de la connaissance de  

celui-ci sur un ensemble d'unicit~. Ce probl~me qui est une extension de questions 

trait~es par Levinson ([12] ehapitre 7) ne sera abord~ que dans un cas particulier, 

dont la solution, aprks une dualitY, conduira k un r~sultat donnant une majoration 
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des coefficients d'une s6rie de I)irichlet asymptotique et du m~me type, quoique beau- 

coup moins  pr6cise que l'in6galit6 fondamentale de S. Mandelbrojt. 

Cette majoration appliqu6e h l'6tude des s6ries de Dirichlet convergentes per- 

met t ra  d'obtenir le th6orbme d'Ostrowski [17] sur la d6tection des singularit6s au 

voisinage de l 'axe de convergence absolue, et le th6orbme de S. Mandelbrojt [14] sur 

le rappor t  entre l 'ordre au sens de Ri t t  dans une bande et l 'ordre dans tout  le plan. 

Ces r~sultats seront 6nonc6s en substituant & la densit6 classique de ]a suite des 

exposants une densit6 logarithmique. 

Dans le Chapitre IV, on se propose de montrer que les propri6t6s de quasi-ana- 

lyticit6 d 'un op6rateur op6rant sur un espace de Banach d6pendent essentiellement de 

la localisation de son spectre dans le plan complexe. 

Le calcul symbolique de Jean Leray [1I] permettra  d'obtenir faeilement des r6- 

sultats de quasi-analyticit6 pour les op6rateurs elliptiques et hyperboliques ~ plusieurs 

variables, s coefficients constants. 

Les in6galit6s de convexit~ seront 6nonc6es de fa~on g6n6rale pour les normes 

hilbertiennes. I)ans le cas particulier de la demi-droite une 6rude sera entreprise dans 

L~(0,  + co) qui permettra d'am61iorer dans certains cas les in6galit6s de Gorny et 

I-I. Cartan [3], [9]. 

En terminant, je suis heureux de pouvoir exprimer ici ma profonde gratitude 

M. Mandelbrojt pour les conseils qu'il m'a prodigu6s pendant la r6daction de cette 

thbse, s M. Jean Leray sans les encouragements de q u i c e  travail n 'eut  pas 6t6 

entrepris, ~ M. Arnaud Denjoy pour le bienveillant int6r& qu'il m'a toujours 

manifest& 

Ma reconnaissance va 6galement ~ M. Jean Favard qui m'a fait l 'honneur d'ac- 

cepter de faire partie du jury. 

C H A P I T R E  I 

Ensemble d'unicit6 pour une fonction m6romorphe dans le demi-plan 

1. E tan t  donn6 une fonction f (z) holomorphe dans le demi-plan x > 0 (z = x + iy),  

born6e sur les parallbles ~ l 'axe imaginaire, le probl~me de Mandelbrojt-Wiener, pos6 

dans [15], consiste s majorer la r6partition des z6ros de /(z) sur l 'axe r6el connaissant 

la croissance du maximum du module d e  /(z) sur les parallbles ~ oy. Le problbme 

correspondant dans la th6orie de fonctions entibres peut  &re trait6 par la formule de 

Poisson-Jensen-Nevanlinna [16] qui, dormant des r6sultats trbs pr6eis, ne conduit pas 
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des conditions nficessaires et suffisantes d~s clue des directions privil~gi~es de crois- 

sance se trouvent fix6es. Le probl~me de Mandelbroijt-Wiener comporte une ind~termina- 

tion qui-n'existe pas dans le eas des fonctions enti~res : en multipliant /(z) par une 

fonction 9(z), m~romorphe dans le demi-plan, born6e sur l'axe imaginaire, et de type 

exponentiel, on obtient un 6nonc6 du probl~me de Mandelbrojt-Wiener 6quivalent. Si 

bien qu'il conviendra de d6terminer le comportement asymptotique de log ]/(z) l mo- 

dulo une expression de la forme log ]g(z)] alors clue la r~solution du problbme cor- 

respondant dans la th6orie des fonctions enti~res n~.eessiterait la d6termination exacte 

du d6veloppement asymptotique de log ]1 (z)]. 

2. Notat ions  et ~nonc~ d u  th~or~me principal 

Nous consid6rons des suites de nombres r6els positifs A v6rifiant la condition 

2.01. borne 1 2 - 2 ' 1 = h > 0  2 , 2 ' E A ,  2=1=2 '. 

Nous associons k une telle suite sa ]onction carac~ris t ique  2 (r) dfifinie par 

2.02. 2 ( r ) = 2  ~ 1 A , = { 2 e A "  2<r} .  
A t ~ 

Nous noterons par f~a le domaine complfmentaire de la rfiuuion des cercles de 

h 
centre 2 et de rayon ~ (4 fiA). 2.01. entraine que  

, 2 r 
2 ( r ) - 2 ( r ) < ~ l o g ~ + o ( 1 )  ( r>r ' ) ,  

2.03. Etan t  donnd une fonction / (z) mdromorphe dans le demi-plan x > 0, nous noterons 

par / - l ( a )={z ;  ](z)=a}. En particulier, ] - l ( ~ )  ddsignera rensemble des pSles de 

] (z). D'autre part, /(A) d6signera l'ensemble des valeurs de ] (z) sur A. 

2.04. Etant  donn6 une ionetion k ( r )  ddfinie sur (0, + oo), ~ valeur r~elle, nous lui 

associons les deux fonctions croissantes 

2.04.1. k" (r) = borne k (r') 
T'<r  

2.04.2. k. (r) = borne k (r'). 
T'~T 

On a 

+ oo > k .  (r )>_k(r)>_k.(r)>_ - oo. 
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k. (r) est  la plus grande de tou tes  les fonctions croissantes qui sont inf6rieures ~ k (r). 

La  fonetion k(r)  sera dite a s y m p t o t i q u e m e n t  eroissante si 

2.04.3. borne (k (r) - k. (r) = D < + ~ .  
r 

2.05. E t a n t  donn6 une suite {Mn} de  nombres  positifs, nous lui associerons s a /one -  

tion de trace d~finie par  

2.05.1. M ( a )  = b o r n e  { h a - l o g  Mn} ( +  cr > a >  - ~ ) .  
n 

M(a)  est  une fonction croissante de a, si M ,  > 1 alors M(a)<_ 0 lorsque a <  0. 

Si on a 

2.05.2. log Mn = log M "  + 0 (n) I 0 (n) ] _< A n, 

alors 

2.05.3. M (a - A) _< M '  (a) _<_ M (a + A).  

Nous d~finirons la base eonvexe de la suite {log M~} comme la plus grande 

fonction convexe q(x) v6rif iant  

q (n) _< log Mn. 
Nous noterons  

q (x) = base convexe {log Mn}. 

Nous noterons  Me= = e q(n) la r6gularis6e logar i thmique convexe de la suite Mn. 

Alors 2.05.2. entraine que 

2.05.4. q' (x) = q (x) + 0 (x) ] 0 (x)] _< A x. 

E n  effet  q ( x ) - A x  est  une fonct ion eonvexe v6rif iant  

q ( n ) - A  n_<log M n -  A n_<log M~ 

ce qui entra ine  2.05.4. 

Enf in  la relat ion 2.05.1. de d6finition de M (a) est  rSeiproque dans  le sens qu'elle 

entra ine  ([14] page 7) 

2.05.5. q (x) = borne  [ ax  - M (a)]. 

Ces nota t ions  fitant fix6es, 6nongons le th6or~me principal  de ee ehapi t re :  

2.1. Soit ] (z) une /onction m~romorphe darts le deml-plan x > 0 et A1, A2 deux suites 

de hombres rdels pasiti/s satis/aisant & 2.01. {Mn} une suite de nombres positi/s; 

sulrposons que 

2.1.1. l (ha) = {0} 
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2.1.2. t-'(oo)cA~ 

2.1.3. [I (z) I < Mn avee  z E ~A,, 

Posons 

2.1.4. k (r) = 21 (r) - ~ (r). 

n=[x]. 

2.1.5. Alors la divergence quelle que soit la constante a de l'intdgrale 

+ o o  

f M ( k . ( r ) - a )  = 
dr + 

entra~ne que / (z)=--O. 

Au  contraire, la convergence pour une valeur de b de l'integrale 

2.1.6. 

entraine que l'on peut construire une /onction /(z) non identiquement nulle vdri/iant 

2.1.1., 2.1.2., 2.1.3. 

2.1.7. Corollaire.  Si k(r) est asymptotiquement croissante, la condition 2.I .5.  constitue 

une condition ndcessaire et su/[isante d'existence d'une [onction non identiquement nulle 

satis/aisant ~ 2.1.1., 2.1.2., e t  2.1.3. En particulier tel est le cas lorsque As est vide. 

Preuve.  L a  preuve  de 2.1.5. se composera  de deux  par t ies  d ' i n sp i r a t i on  diff~rente.  

On commencera  d ' a b o r d  pa r  ~tabl i r  le rdsu l ta t  dans  un  cas tr~s par t icul ier ,  puis  en 

s ' i n sp i ran t  d ' u n  t r ava i l  de Fuchs  [6] on caract~r isera  les mul t ip l i ca t eu r s  qui  p e r m e t t e n t  

de r amene r  le cas gdndral au cas par t i cu l ie r  envisag~ prdc6demment .  Cet te  mSthode  

de dual i t~  condui ra  s une condi t ion  ddpendan t  d'une /onction arbitraire. 

On ~liminera ensui te  ce t te  fonct ion a rb i t r a i r e  s l ' a ide  d ' u n  l emme taub~r ien  qui  

sera d6montr6  en u t i | i s an t  le p r inc ipe  de Bai re  appl iqu~ s une fonct ionnel le  ddfinie 

sur  un  espace de Banach  convenab lemen t  choisi. 

L a  preuve  de 2.1.6. e t  du  corollaire 2.1.7. ensui te  abord~e sera  tr~s fac i lement  

t rai t~e.  

D6mont rons  d ' a b o r d  le cas tr~s pa r t i cu l i e r  su ivan t  du  thdor~me 2.1. 

3. Soit /(z) une /onction satis[aisant aux hypotheses du thdor~me 2. Supposons de plus 

qu'avec les notations de ce thdor~me on ait 

3.1.1. A 1 = ( 2 n h } ,  n parcourant la suite des entiers positi[s. 

3.1.2. A S est vide. 

Alors, si 2.1.5. a lieu, f(z)=-O. 
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Preuve. 3.1.1. et 3.1.2. impliquent que la fonction 

l(z) g(z) 
sin z 

est holomorphe dans le demi-plan. 

3.1.3. 

Posons 

De plus, 2.1.3. entra~ne que 

[ g ( ~ ) J < / , ~  ~'~' ~=[~]. 

+tr 

h(u) = f g(z) _~,,,  
--iOo 

Alors 3.1.3. implique que h(u) est une fonction holomorphe dans la bande 

Y~ 
Iw[<~ (u=v+iw). 

On a d 'autre  par t  

+ o o  

} /  g(n+iy) e_(n+iu)(v+,W)dy]<Mn 
]h (v+iw)[=  ( n + i y +  l)~ 

-oo 
e -"v ( n = l ,  2 . . . ) .  

Y~ 
h(u) satisfait ainsi dans une bande de largeur ~ aux in6galit6s du probl~me de 

Watson. La  divergence de 
+ ~  

entralnerait ([14] page 28) que h (u) et par  suite g (z), transform~e de Laplace de h(u), 

soient identiquement nulles, ainsi que /(z). 
1 

Comparons 3.1.4. et 2.1.5. On a k(r)=]~ log r + O ( 1 ) .  2.1.5. s'~erit alors 

+ 0 o  

f M( 1 -a~ dr ]~ logr  ] r ~ = + o o  

le changement de variable r=e  "+ha nous fait obtenir 3.1.4. La proposition 3.1. est 

ainsi dtablie. 

Nous allons examiner maintenant  le cas off A1 est toujours donn~ par  3.1.1. 

mais oh A 2 est non vide. On se ram~nera au cas envisag6 dans la proposition 3.1. 

en multipliant /(z) par des fonctions nulles sur A 2. I1 sera utile de commencer par  

~noncer certains lemmes &existence de tels multiplicateurs. 

13 - 543809.  Acta Mathematica. 93. I m p r i m ~  le 15 aofit 1955. 
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3.2. Soit A une suite de nombres positi/s vdri[iant 2.01. alors il existe une /onction 

L (z), holomorphe dana le demi-plan x > O, teUe que 

3.2.1. 

3.2.2 

Preuve. Posons 

3.2.3. 

L (A) = {0} 

log I L (z) I = x ~t (r) + 0 (x) z E ~,~. 

L (z) = ]~I (1 - z/A) ee~,~. 
~.~A (1 + z/;O 

3.2.1. est imm~diatement  vdrifi~. 3.2.2. se t rouve  d~montr6 dans [14] page 126. 

Pour  passer d 'une  majorat ion donnde sur les demi-cercles de centre 0 et de 

rayon  r s une majora t ion  sur les parall~les ~ l 'axe imaginaire, on utilisera le lemme 

suivant  : 

3.3. Soit (B,}  une suite de hombres positi[s, B(a) la /onction de trace de cette suite, 

A une suite de nombres positi/s vdri[iant 2.01,  alors si 

331 / 

il existe une /onction G(z) non identiquement nulle, holomorphe dans le demi-plan x>  O, 

telle que 

3.3.2. G (A) = {0} 

3.3.3. [ G ( n + i y ) ] < B ,  
1 

3.3.4. - log [G(rei~ O~t(r) + O ( 1 )  Z E t A  
r 

dana tout angle I O I <- (~o < 2" 

Preuve. [14] page 129. 

Nous sommes main tenan t  en mesure d 'appl iquer  la m~thode des multiplicateurs.  

On a la proposit ion su ivan te :  

3.4. Soit /(z) une /onction mdromorphe dans le demi-plan x> 0 non identiquement nulle, 

satis/aisant aux hypoth~se~Q du thdoreme 2. Supposons de plus que A 1 soit donnd Tar 

3.1.1,  alors, quelle que soit la suite de hombres positi/s (Bn} vdri/iant 3.3.1. avec 

(r) = ~ (r), on a 
4 o o  

3.4.1. b~rnerne log r - log 31.  B .  < ~ .  
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Preuve. Soit G (z) la fonction associ~e par  le lemme 3.3. ~ la suite {Bn}. / (z) G(z) 

est une fonction holomorphe satisfaisant aux conditions de la proposit ion 3.1. et non 

ident iquement  nulle. Alors en ver tu  de 3.1.4. la suite {MnBn} v~rifie 3.4.1. 

La  proposit ion 3.4. ram~ne par  une sorte de dualit6 l '~tude des propri~t~s asym- 

ptot iques de /(z) ~ l '6tude des propri~t~s asymptot iques  de certaines suites (B~} de 

nombres  positifs. I1 sera plus commode dans la suite de remplacer  la suite arbitraire 

{Bn} par  une (~fonction d'indice,) arbitraire, ce sera l 'obje t  du  lemme d 'existence 

suivant  : 

3.5. Soit n (r) une ]onction dd]inie sur (1, + ~ ) ,  h valeurs positives, enti~res, croissantes, 

telle que 

f dr 3.5.1. n ( r ) ~ <  -t- co. 

Soit ,~ (r) la /onction eroissante dd/inie par 2.02. Alors il existe une, suite {Bn} de 

hombres positi/s teUe que l'on air, sau] sur un ensemble ddnombrable, 

3.5.2. borne [p 2 (r) - log By[ = n (r) 2 (r) - log Bn(r) = B (4 (r)). 
P 

et teUe que 3.3.1. soit vdri/id. 

Preuve. L 'exis tence d 'une  suite {Bn} v~rifiant 3.5.2. r~sulterait par  le change- 

ment  de variable a = 2 ( r )  de [14] page 18. 3.3.1. serait ensuite obtenu en appl iquant  

[14] page 29. 

Pour  faciliter la lecture de ce travail ,  nous allons toutefois donner  une ddmons- 

t ra t ion  directe de ce lemme, nous inspirant  des r~sultats ci-dessus rappeld~. 

Soit n" (r), la fonction continue s droite ~gale ~ n(r) sauf peut-~tre sur un en- 

semble d~nombrable. Posons 
r 

3.5.3. log B~.(r)= f ~t(~) dn" (~). 
0 

I )eux valeurs r et r '  telles que n" ( r )=  n" (r') conduiront  s la m~me valeur de B~.(~) 

en ver tu  de la continuit~ s droite de n" (r). S'il n 'existe aucune valeur de r telle 

n = n" (r), nous poserons log Bn = + oo. 

Evaluons  la difference 

D=n"  (r)~(r) - l o g  B~.(~) - [n" (r') ~t(r) - l o g  B~.(~,)] 

et mont rons  qu'elle est positive ou nulle quel que soit r ' .  On a, en effet, en ver tu  

de 3.5.3., 
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f 

D = 2 (r) [n" (r) - n" (r')] - f 2 (~) dn" (~) 
1. r 

ou, par  l 'applieation de la formule de la moyenne  en t enan t  compte que 2 ( r ) e s t  

croissante, 
D = [2 (r) - | [n" (r) - n" (r')] (9 E (2 (r), 2 (r')) 

ce qui entralne que D ~ 0  quel que soit r ' .  

On a donc 

borne [p2  (r) - log By] = n" (r) 2 (r) - log Bn-(r). 
P 

Or n ( r )=  n" (r) saul sur un ensemble d~nombrable,  3.5.2. est ainsi ~tabli. Enf in  on a 

f 

B [2 (r)] = n" (r) 2 (r) - log Bn-(r) = n" (r) 2 (r) - f 2 (~) d n" (~) = f n" (~) d 2 (~). 
0 0 

Calculons 
+ ~  +r ; 

j"  far I = B [2 (r)] = ~ n" (~) d 2 (~). 

0 0 0 

E n  int6gTant par  parties on obt ien t  

+~ p + l  

< d 2 (t). t 2 
0 p 

Or d'apr~s 2.01 la seconde int~grale est inf~rieure s 1 | | :_ |+1 | . / r l l  \ On obt ient  
P \LnJ / 

n . ( p +  1) 1 <  ( [ ~ ] + 1 ) ~  p~ < ( [ ~ ]  + 1 )  ( n ' ( t +  2 ~ 2)at 
1 

int~grale eonvergente d'apr~s 3.5.1. et  3.3.1. est ainsi ~tabli. 

Ce lemme d'exist~nce 6rant  ~tabli on peu t  t ransformer  la proposit ion 3.4. en:  

3.6. Soit [(z) une /onction mdromorphe, non identiquement nulle satis/aisant aux hypo- 

theses du thdor~me 2 et supposons de plus cue A 1 soit donnd par 3.1.1. Alors queUe 

que soit la /onction n(r),  dd/inie sur (1, + r  ~ valeurs positives enti~res, croissantes, 

vdrifiant 3.5.1., k(r) dtant donnd par 2.1.4. 

R 

f dr 3.6.1. lira (n (r) k (r) - log M,(,)) ~ e . ~  et e~t inldrieure ~ + ~ . 
R - . ~  

1 
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Preuve. Soit {Bn} la suite de nombres positifs associfie aux fonctions n(r) et 

4~ (r) par le lemme 3.5. {B=} v6rifiera les hypothbses de la proposition 3.4. et l'on 

aura, d'apr~s 3.4.1., si 

P( r )=borne ,  [h log r - l o g  M ~ -  logB~] ,  

3.6.2. 

:j~ P (r) drr ~ - <  + co. 

D'autre part,  6tant donn~ le choix de A 1 par 3.1.1. on a 

(r) = ~ log r - 43 (r) + 0 (1) k 

n(r) 
h log r - log M~(,) - log B=(,) > n (r) k (r) - log M~(,) + [n (r) 4~ (r) - log Bn(~) - A n (r)] 

ou, en tenant compte de 3.6.2. et de 3.5.2., 

n (r) k(r) - log Mn(r) < P (r) - B [4 (r)] + A n (r). 

Les trois fonctions intervenant dans le second membre sont sommables sur (1, + c~) 
dr 

par rapport s la mesure -~-. I1 en r~sulte que 3.6.1. converge vers une limite inffi- 

rieure ~ + cr qui peut ~tre ~ventuellement - -cr  

I1 conviendra, avant  d'aborder la partie taub6rienne, de d~montrer les in~galit6s 

de convexit~ suivantes pour la suite {Mn): 

3.7.1. Si k (r) est asymptotiquement croissante, il existe une suite A ' c  Ax telle que 

3.7.2. k' (r) = 4 '  (r) - 4s  (r) = 0 (1 ) .  

Preuve. Si k(r) res ta i t  bornfie sup~rieurement sur (1, + cr il serait alors born6 

inffirieurement et en prenant 
A'  = AI 

on satisfait ~ 3.7.2. 

Nous construirons, dans le eas off k(r )~o~ ,  la suite A ' c A  1 de la mani~re 

suivante. 

Rangeons la suite A1 en ordre croissant 21,4~ . . . .  , soit 4v0 le plus petit  Clement 

de A1 qui soit supr ~ 1. Nous prendrons 4v.+1 comme premier r de la 

suite A'.  Oelle-ci sera ensuite construite par le proc~dr r~cui;rent que voici: 

Posons A" = {X fi A'  ; X < 2 . } .  

Supposons A" construite . . . .  : . . . .  
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Alors si 

2 ~ ,  1 - ~ ( 2 ~ ) < 2  - 2  
n ~ 2 n +  D ,  

oh D est la const~nte que d~finit 2.04.3., 

nous prendrons A ' + I  = 2n 0 A~ ; 

sinon nous poserons ' ' An+l = An. 

La  suite A '  ~t~nt a~usi construi te  sans ambiguit~s et  k'(r) 6tant d~flnl par 

3.7.2, on a 
k ' ( r ) < 2 + D .  

D~signons par  2q(r) le plus grand des ~16ments de la suite A 1, au plus 6gal ~ r 

e t  n ' appar tenant  pas k A' .  

On a alors 
2 

k' (2qc,~) > D + 2 - 2qc ,>  D. 

Dans l ' intervalle (2q~r~, r) t o u s ] e s  ~l~ments de la suite A 1 appart iennent  k A ' .  

On a par  suite 
k (r) - k (2qc~) + 0) = k '  (r) - k '  (~c,~ + 0).  

Si 
k' (r) < 0 

on aurai t  
k (r) - k (2~ c,~ + 0) < - D,  

or 
k. [2qr = borne k (r') < k (r) 

d'o/t "--" 
k (2q~,~) - k. (2q~,~) > D 

ce qui eontredirait 2.04.3. k'  (r) v~rifie 3.7.2. et le lemme est d6montr6. 

3.7.3. 8i  k (r) est asymlfwtifuement crois~ante et si ~ contient routes les droites x = n 

(n= 1, 2 . . . .  ) alors, en d&ignant par M~ la rggularis& logarithmifue convexe de la suite 

{Mn}, il e~.ste une contr i te  B,  ne d~pendant que des suites A x et A S telle~ rue les 

inggalit~ 2.1.3. entrafnent 

I/(z)l<BnM~+, zEf2A, n = [ x ]  

Preuve. Soit A '  la suite construite par  le lemme 3.7.1., L '  (z) et Ls(z ) les lone-  

/,1 (z) �9 runs associ~s ~ ces deux suites par  3.2., g ( z ) ~ L - - ~ / ( z )  est une fonetion holomorphe 

dans  le demi-plan. D 'au t re  part,  d'apr~s 3.2.2. e t  3.7.2., 
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L2(z )<B~  z E h A ,  h_<l 3.7.3.1. L '  (z) 

L2(Z) > B-X z E t A , .  3.7.3.2. L '  (z) 

3.7.3.1. e t  2.1.3. en t ra inen t  que g(z) est bornfi d a n a t o u t e  bande vertieale. Posons 

fin = borne log [g (z) l [x] = n 

fl" = borne log I g (z) I [x] = n et  z E hA, 

P" = borne log ] g (z) I Ix] = n, z ~ ~ et z e ~A,- 

Du th~or~me des trois cereles d ' H a d a m a r d  il r~sulte que 8n est une fonction 

convexe de n. De l 'hypoth~se contenue sur ~A, dans 3.7.3. r~sulte que f~ =Bin. 

D 'au t re  pa r t  on a 

f;,' _< p" _< sup If"; max Ig(z)l, ze~,_,, [x]=,~, I z - - I< l ,  on I ~ - n - l l < l ]  
I I .  t I I  Pl I I  P..d I f . - 1 ;  8 -  ; f .  < ft.  <_ sup 

ou, en prenant les r6gularis6es eonvexes,  

3.7.3.3. P " ~  < " - 8  < "?~" 

Posons maintenant  

Y- = borne log I[ (z) I z E ~A,, [x] = n. 

3.7.3.1. e t  3.7.3.2. impliquent  que 

3.7.3.4. 8"  + n log B _> y ,  _> fl~' - n log B. 

La  seconde in6galit6 donne 

y~, > fl~,' e - n log B. 

En  t e n a n t  compte de 8.7.3.3. 

y~ > f l~-I  -- • log B. 

Puis, en appl iquant  la premiere in6galit6 de 3 .7 .3 .4 ,  

yen > y n -  t - 2 n log B. 

D 'au t re  pa r t  2.1.3. entraine que log Mn_>yn d'oi~ log M g + 2 n  log B___yn_~ ee 

qui 6tablit  3.7.3. 

Nous allons utiliser le lemme de eonvexit6 pour  d6montrer  la proposit ion su ivan te :  
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3.8. Le~ hypotheses ~tant celles de la proposition 3 .6 .  dlant suTrposd de phts que k(r) 

est asymptotiquement croissante et que ~A, contienne routes les droites x = n ,  3.6.1. vaut 

encore lorsque l'on remplace M s  par sa rdgularisde convexe loyarithmique Me.  

Preuve. D'apr~s 3.7.4. les in6galit~s 2.1.3. valent, la suite Mn 6rant remplac6e 

par M e B, .  Considfirons la fonction m6romorphe 

l ,  (z) = B -~ - '  l (z + 1). 

Elle satisfait aux hypo th~es  du th~or~me 2. 

Ih(z)l<Me ze~^,_, n=[x]. 

En appliquant s /i(z) la proposition 3.6. on obtient que 3.6.1. vaut  lorsque Ms 

est remplac6 par  Me. 

Nous sommes maintenant  en mesure d 'aborder la deuxi~me partie de la d~mons- 

t rat ion du th6or~me 2 fond6e sur le lemme taub6rien suivant:  

4. Soit log M .  une suite convexe croissante, k (r) une /onction asymptotiquemcnt erois- 

sante, telle que 

4.01. k (r) = 0 (log r). 

Supposons que quelle que soit la [onction n (r) h valeurs enti~res croissante, vdri]iant 

+r 

j r 

R 

4.03. lim [n (r) k (r) - log Mn (,)] ~-s 
P . - ) ~  

1 

existe et soit in]drieure dt + ~ ,  alors il existe une constante a > 0 telle que 

4.04, 

olt M (a) est donnde par 2.05. 

+ o o  

Preuve. On commencera par montrer  clue la convergence de l'int6grale 4.03. a 

lieu, en quelque sorte, de fagon uniforme, lorsque la fonction n (r) varie, en v6rifiant 

4.02. Pour pr6ciser cette notion, il conviendra d'introduire un espaee de Banach pour  

les fonctions d'indice et de donner /~ cette fonction d'indice route valeur r6elle. On 

aura le lemme suivant:  
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4,1. Les hypotheses dtant eeUes du lemme 4, ddsignons par q(x) la base convexe dd/inie 

en 2.05. de la suite log Mn. Soit x(r) une /onction positive, eroissante, telle que 

-k~ 

4.1.1. x(r) ~ <  + oo. 

1 

Alors 
R 

lim (r) 4.1.2. . ~  f [x k ( r ) - q [ x ( r ) ] ] ~ = I  
1 

existe et est in/drieure ~ + co. 

Preuve. Posons n ( r )=  [x (r)], on a, en vertu de la eonvexit~ de q(x), 

f " f  " I < In (r) k (r) - q In (r)]] - ~  + k (r) - ~ .  
1 1 

La premiere int6grale du dernier membre converge, d'apr~s 4.03., la seconde en 

vertu de 4 .01.-4 .1 .2 .  est ainsi ~tabli. 

L'espace de Banaeh des indices sera introduit par  le lemme suivant:  

4.2. E ddsignera l'espace de Banach rdel constitud par les mesures de Radon [~ dont le 

support est contenu sur la demi.droite ouverte (1, + ~ )  et qui vdri/ient 

t o o  

4,2.a. ii ll= [Id (t)l< + o o  
j t 
1 

E+ ddsignera la partie de E constitude par les mesures positives. Au tout point 

/a E E+ on associe la /onction croissante 
f 

= (r) = f d/~ (t) 
1 

f all, It) 
4 . 2 . 4 .  J t =ll ll 

1 1 

4.2.5. l(p) < + r pour tout # E E+. 

et le hombre rdel 
+ ~  

1 

On a alors 

4 .2 .3 .  x (r) = o (r) 



194 PAUL MII.I.IA~'/t" 

4.2.6. 

induite sur E+ par la norme 4.2.1. te//e que 

lim lp ( t )  = 1 ( t )  
P 

Preuve.  Eva luona  
r I ,~ 

f r' (dr(t) (r) = -1  a t  (t) < -  
r r r J  t 

II existe une suite de tonctionneUes ddfinies sur E+ et continues pour la topoloftie 

t E E + .  

+ fat(t) r' (at(t) <-Iltll+ j t r J t 
1 1 r* r "  

r t 

r ~ tan t  choisi assez g rand  on peu t  choisir  r '  de  t~lle sor te  que - <  e et  que 
r 

+ o o  

f d t ( t )  <e 
t 

T* 

ce qui  d tab l i t  4.2.3. 

I n ~ g r o n s  p a r  pa r t i e s  le p remie r  m e m b ~  de  4.2.4. 

R R R 

z (r) r~ ;. t 
1 1 1 

Comme x ( r ) ~ o ,  en v e r t u  de  4 .2 .3 ,  on ob t i en t  4.2.4. 4.2.5. r ~ u l ~  de  4.1.2. e t  
r 

de  4.2.4. 

P o u r  d6mont re r  4.2.6. posons 
P 

l ,  ( t )  = [x (r) k (r) - q [~ (r)l] -~-" 
! 

Lorsque  l i t . -  t II -+0 on a un i fo rm6ment  sur  t ou t  in te rva l le  born6 Ix ,  (r) - x (r)I---~0 e t  

q(x) ~tan t  une fonct ion  cont inue  de x, lp(tn)---~Ip(t), Ip(la ) est  a insi  une  fonet ion 

cont inue  sur  E+. D ' a u t r e  pa r t ,  3.6.1. impl ique  que l ( t ) = l i m / ~ ( t ) .  
P 

Nous  sommes  m a i n t e n a n t  en mesure  de  d6mont re r  que la  convergence de  l ' in t~-  

grale  4.03. es t  un i fo rme lomque la  fonct ion d ' ind iee  var ie .  De mani~re  pracise,  on a 

le l emme s u i v a n t :  

4.3. I1 existe deux constantes A e t  B >  0 et un hombre e > 0 tels que pour route/onction 

positive eroissante x(r), vdri/iant 
4-00 

! 

[x (r) k (r) - q (x (r) + A)]  -~- < B < 
1 

4 .3 .1 .  

on air 

4 .3 .2 .  + ~ .  
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Preuve. La preuve utilise un th6or~me gfin~ral de ])ENJOY ([4] page 199). Nous 

allons toutefois indiquer une dfimonstration se suffisant & elle-m~me. 

Soit 1 (~u)la fonctionnelle d~finie sur E+ par 4.2.2. 

])dsignons par 

0 B =  {/~ e E+ ; /(/~) > B}. 

OB est une intersection d6nombrable de parties ouvertes de E+. En effet 

OB = N {  LI {/~EE+; l,(/~) >B}} 

oh Iv (~t) d~signe la suite de fonctionnelles continues eonvergeant vers l(/~) introduite 

en 4.2.6. 

Si 0 s  ~tait dense dans E+ que] que soit B, OB ~tant une intersection d~nom- 

brable d'ouverts serait un r~siduel de l'espace m~trique complet E+. Par  suite, l'in- 

tersection de tous ]es 0 s  serait non vide, ce qui contredirait 4.2.5. I1 existe donc un 

nombre B e t  une partie ouverte I ~ de E+ telle que 

4.3.3. /~ fi F entra.lne que l (p) < B. 

Ddsignons maintenant par E~+ la partie de E+ constitute par les mesures dont 

le support est contenu clans l'in~ervalle (1, p). La rfiunion des E+ pes t  dense dans E+, 
fl existe donc une valeur de p assez grande teUe qu'on puisse trouver Po v~rifiant 

4.3.4. Po E E~, Po E U. 

Soit x 0 (r) la fonction associ~e ~ lx0. On a 

g ~  

z o (r) = f d p o  (t) = A si  r > p.  4.3.5. 
Q /  

1 

]) 'autre part,  il existe un nombre e tel que 

[[/to --/t [I < e, /t E E+ en t ra~e  p E F. 

En particulier, quel que soit ~, E E+ v~rifiant [[ n II < ~ o n  a u r a  ~o + ,  e r ou ,  e n  

passant aux fonctions associ~es, 

f [(Xo (r) 
1 

+ z (r)) k (r) - q (Zo (r) + x (r))] ~ r  < B 

quel que soit x(r) v6rifiant 4.3.1. 
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D'au t re  part ,  en ver tu  de la croissance de q(x) et de 4.3.5., on aura  

q (x (r) + A) _> q (z o (r) + x (r)). 
d ' oh  4.3.2. 

4.4. Lemme. I1 eziste deux constantes C, D telles que, quelle que soit la /onction n (r) 

vgrifiant les hypoth~es de la ~ a , r ~ i o n  4, oft air 

4.4.1. [n (r) (k (r) - C) - log M,,(,)+ a] -~- < D < + ~ .  

1 

l~'euve. ~xmBid~ro~ la memtre dn(r) eomme tm ~lgment de E+ et soit 

1 

Soit y =  Ilnll  oi~ e est d6termin6 par  le lemme 4.3. 
I I  I I  

Si 7, < 1 4.4.1. r~sulte de 4.3.2. Si 7 '>  1 on aura  en ver tu  de la convexit~ de 

n(r) 
log M ,  en posant  x ( r ) =  

log Mncr)+a = log M:,xcr~+a >7 '  log Mx~r)+a + ( 1 - 7 ' )  log M a .  

On aura  en cons6quence 

dr 
f [n(r)k(r)- log M,~,,+a]~Y~ <T f [z(r)k(r) - log M~,)+a]~-i~ + ( 1 - ~ )  f l o g M a - ~  �9 
1 1 1 ; 

Or x(r) satisfait aux conditions du lemma 4.3. En  tenan t  compte  de 4.3.2. et  

en remplagant  7, par  son expression on fonction de n (r) on obt ient  

[n(r)k(r)- log M.r  n(r) -~  
1 1 

ce qui entraine 4.4.1. 

4.5. Lemme. Soit k(r) une /onction croissante, alors il exisSe une t onction croissante 
p(r) telle que 

4.5.1. borne [s (k (r) - C) - log M~] = p (r) (k (r) - C) - log Mp r 
$ 

4.5.2. p ( r )=  + oo s/ et seulemen$ si log Mn es$ ~ eroissance lingaire 

4.5.3. p (r) <<_ B' < + oo quel que soit r si et seulement si, soit M ,  = + oo pour n > B, 

soit k ( r )<  B" flUel que soit r. 
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Preuve.  Choisissons pour  p(r) le p lus  pe t i t  en t ie r  v~rif iant  4.5.1. Soit  r>r '  on a 

p (r') [k (r') - c] - log Mp (r,) -> p (r) (/c (r') - c) - log Mp (r) 

p (r) [k (r) - c] - log Mp(r) >_ p (r') (k (r) - c) - log Mp(r,). 

Add i t ionnons  ces deux  in~galitds, on ob t ien t  

[p (r) -- p (r ')] [k (r) -- k (r ')] _> 0 

ce qui en t ra ine  que p (r) est  croissante.  

D~mont rons  4.5.2. Si p(r)= + c~ pour  r > r  o ceci impl ique  que la base  convexe 

q(x) de ]a sui te  log Mn ne poss~de pas  de t angen te  de pen te  k(r ) ,  c 'es t -h-di re  que 

q(x) est  s croissance l indaire pour  x >  x 0. 

De m~me 4.5.3. impl ique  que le po in t  d 'abc isse  p (r0), si tud sur  la base  convexe  

q(x),  est  le po in t  de  con tac t  de routes  les t angen tes  de pen te  k(r) avec r > r  o. Ceci 

n ' e s t  poss ible  que si, soit  k ( r ) = B  quel que soit  r>ro, soit  que la base q(x)admette  

le po in t  d 'absc isse  p(ro) pour  po in t  d ' a r r~ t ,  ce qui donne  log Mn = + ~ n>p(ro). 

4.6. Preuve de la  proposi t ion 4 

Soi t  c la  cons tan te  in t rodu i t e  dans  4 .4 .1 ,  p(r) la fonct ion croissante  te l le  que 

4.5.2. soi t  v~rifi~. Posons  

4.6.1. I =  M ( k ( r ) - c )  dr-r2 [p(r)  ( k ( r ) - c ) - l o g  M2,(r)l "~-" 

1 1 

Supposons  en p remier  l ieu que p(r)-->c~ t ou t  en r e s t a n t  f in i ;  soit  r o ehoisi de 

tel le  sor te  que P(ro)>A. 

I)~finissons pj (r) p a r  

4.6.2. p (r) = A + Pl (r) r ___ r 0 

P l  (r) = 0 r < r0. 

Notons  enfin p a r  ns (r) la  fonct ion d~finie p a r  

4.6.3. ns (r) = Pl  (r) 0 < r < s 

n~ (r)  = p l  (8) r > s .  

ns (r) est  une fonet ion  croissante  d ' apr~s  4.5.; eUe sa t i s fa i t  de p lus  g 4.02. 

On a alors si s > r > r  0 

(ns(r)+A) (k (r) - c) - log Mns(r)+A>_O en ve r tu  de  4.5.1. 
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De m6me, si r>s on a 

(n~ (r) + A )  (k (r) - c) - l og  M . . ( . ) +  a = (n~ (s) + A )  (It (r) - c) - l og  M.s(8)+ A >_ 0,  

donc, en posant  
~s (r) = m (r) (k (r) - c) - l og  M. . (~ )+  a >- - A (k (r) - c),  

dr k(r)-c est sommable pour la mesure - ~  sur (1, + oo) d'apr~s 4.0.1. D 'aut re  par t  

n~(r) satisfait aux hypotheses du lemme 4.4. done, d'apr~s 4.4.1., 
+ ~  

4.6.4. ~ ( r )  ~ - < D <  + oo. 

1 

La suite (~8 (r)} Stant minor6e par  une fonction sommable et satisfaisant s 4.6.4. on aura 

(r dr 
4.6.5. f l im~s )-rF=f[p,(r)k(r)-logMv,(,)+a]~<D<+oo. 

1 r ,  

Remarquons enfin que 
T, + o 0  + r  

I = f [p (r) (k (r) - e) 
1 

dr f dr f dr - log M~(,)] -~- + Ak(r)-~-+ [pl(r)k(r)-logM~,(,)§ 
f$ r,  

d'oh 4.6.5. et 4.0.1. impliquent que I < "-oo ce qui ~tablit 4.0.4. 

I1 reste ~ examiner les cas exceptionnels oh p(r)  peut  ~tre born6 ou infini. Si 

p(r)  est constant pour r >  r~ alors 4.04. s'6crit 

+ o O  

M dr, f [p(r O(k(r)-c)-log r(r,)]~- 

int6grale eonvergente. 

Si p(r)= + oo log Mn crolt lin6airement d'apr~s 4.5.2. et l 'on a pour n assez 

grand log Mn = ~n.  

Si k(r) reste born~ 4.04. sera satisfait d~s que l 'on aura  choisi a >  sup k(r). Si 

k(r) n '6tai t  pas born~ on pourrai t  t rouver une fonction n (r) telle que 4.02. air lieu 

tandis que 
% ~  

n(r)k(r)-~-= + oo, 
4.03. s'6crirait alors 

ce qui contredirait l 'hypothkse 4.03. 

La  proposition 4 se t rouve ainsi eompl~tement ~tablie. 
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D~monstration du th~or~me 2 

La d6monstration du th6or~me 2.1. sera d 'abord compl~tement achev6e dans le cas 

particulier off A 1 est une suite (~ d'entiers pairs ~, off/c (r) est asymptot iquement  croissante 

et off ~h .  contient routes les droites x = n  ( n =  1, 2" ... .  ). Ceci 6rant, on montrera  que 

la solution du probl~me pos6 dans le th6or~me 2 est dquivalente s celle d 'un certain 

probl~me de Watson. Le r6sultat particulier antdrieur permet t ra  de r6soudre com- 

pl~tement ce probl~me de Watson, dont la solution 6tablira ~ son tour les deux con- 

clusions du thdor~me 2. 

5.1. Soit /(z) une /onction mdromorphe satis/aisant aux hypotheses du thdor~me 2. Sup- 

posons de plus que A1 soit donnde par 3.1.1, que s contienne routes les droites x = n ,  

et que k(r) soit asymptotiquement croissante, alors la conclusion 2.1.5. vaut. 

Preuve. Proposition 3.8. combin6e avec le lemme taub6rien 4. 

5.2. Probl~me de Watson. Etant donnd une suite {M~} de nombres positi/s et une /onc- 

tion k' (r) positive, on consid~re les /onctions holomorphes dans le demi-plan non iden- 

tiquement nuUes satis/aisant aux indgalitds 

5.2.1. Ig(z) l<M~e -xk'(r, Iz l=r,  n- -  [x]. 

Le probl~me de Watson est de d6terminer une relation liant la suite M'n et la 

fonction k'(r). Ce probl~me diff~re du probl~me classique de Watson tel qu'il est 

trait6, par example, dans [14], en ce que rindice n figurant dans 5.2.1. d6pend de 

l'abscisse de z. On a la proposition suivante liant ce probl~me de Watson au pro- 

blame de Mandelbrojt-Wiener: 

5.3. Soit g(z) une /onction holomorphe non identiquement nulle satis/aisant ~ 5.2.1. Sup- 

posons de plus que 

1 r 
5.3.1. k'(r) - k ' ( r ' )  < ]~ log ~;+ 0(1) ( r>  r') 

et que k' (r) soit asymptotiquement croissante. 

Alora il existe une ]onction mdromorphe /(z) non identiquement nulle satis/aisant 

aux hypotheses de la proposition 5.1. et telle que l'on air 

5.3.2. 

5.3.3. 

k(r )=k ' ( r )+O(1) ,  oh k(r) est donnd par 2.1.4. 

log Mn = log M~ + 0 (n). 
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Preuve.  A 1 d6signant la suite des ~entiers pairs~) {2nh} d6finie par  3.1.1. Nous 

noterons par  A' la suite des entiers impairs 

A'  = {(2n + 1) h}. 

Nous ex t rayons  de la suite A'  une suite A~ par  le proc6d6 su ivant :  

Le plus pet i t  616ment de A 2 sera le plus pet i t  616ment de A'.  Posons 

A 2 , n = { i t e A 2 ;  2 < ( 2 n +  1)h}. 

Supposons A2,~ construite,  alors si 

5.3.3.1. 2 ~ _~<1 k' 1 a~h2.n ] ~ l o g ( 2 n + l ) h -  [ ( 2 n + l ) h ]  h2. 

Nous prendrons 

Sinon, nous poserons 

~A~ 

A2 . .~  = ( 2 h +  1) h U A2,~. 

A2.~+I = A2.~. 

d6finie en 2.02. contient  toutes  les droites x = n. V6rifions que 

1 
k (r) = ~t (r) - ;t 2 (r) = h log r - 22 (r) + 0 (1) 

1 rp  
22 (rp) = ;t~ [n (rp)] + 7 log ~ + 0 (1) 

n(rp) 

ou, en t enan t  compte de 5.3.3.4., 

est ~gal s k ' ( r ) + O ( 1 ) .  

Montrons d ' abord  

22 (r) > ~ log r - / c '  (r) - 0 (1). 5.3.3.2. 

Sinon on pourrai t  construire une suite rp-->~ telle que 

5.3.3.3. , ~ ( r p ) -  ~ log r~ + (rp) - + -  ~ .  

D6signons par  n (rp) le plus grand ~l~ment de la suite A'  inf~rieur ~ rp, tel que 

5.3.3.1. ne soit pas v6rifi6. Alors 

2~ [n (r,)] > ~ log n (r,) - k' [n (r,)] - ~ .  5.3.3.4. 

En t r e  n (r~) et  rp les suites A~ et  A'  coincident, on a 
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1 1 rp 1 
log 

n (r~) h 2 

22 (rp) > ~ log rp - k' [n (rv)] + 0 (1) 

en por tan t  dans 5.3.3.3. on obt iendrai t  

[log r~ - k' In (r~)] - log rp + U (r~)]-~ - oo 

ce qui contredirai t  l 'hypoth~se que U(r) est a sympto t iquement  croissante 5.3.1. 

Montrons main tenan t  que 

5.3.3.5. 22 (r) < ~ log r - U (r) + 0 (1). 

Si cette indgalit~ n'~tait  pas satisfaite il existerait  une suite r~ telle que 

5.3.3.6. [22 (r~) - log r~ + k' (r~)]-+ + oo. 

Ddsignons par  m(r'~) le plus pet i t  61~ment de la suite A'  supdrieur ~ r~ tel  que 

5.3.3.1. soit v6rifi6. On aura alors 

5.3.3.7. 22 [m (r~)] < ~ log m (r~) - / c '  [m (r~)] + O (1). 

t 

Dans l ' intervalle (m(rp), r'~) ne se t rouve aucun 6l~ment de la suite A2. On a donc 

5.3.3.8. 28 (r~) = 22 [m (r~)]. 

5.3.3.6., 5.3.3.7., 5.3.3.8. entra ineraient  clue 

k' (r'~) - k' [m (r'~)) - ~ [log rp - log m (r;)] ~ + ~ 

eont ra i rement  ~, 5.3.1. On a ainsi ~tabli 5.3.2. 

Les suites A1, A 2 ~tant eonstruites eomme il est expliqu6 ei-dessus, eonstruisons 

les fonetions Lt(z), L~(z) assoeiges ~ ees suites par  3.2. et  posons 

, , L1 (z)  ! = g 

On a alors, en ver tu  de 3.2.2. et  de 5.2.1. si z f i~A,  , 

log I/(z)I_<log Ig(z ) l+x  [~ log r - 2 2 ( r ) ]  +O(x) 

log ]/(z) [ _< log M"  - x k' (r) + x k (r) + O (x) 

1 4 -  543809. Acta  Mathematlca.  93. Imprim6 le 15 aofat 1955. 
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d'ofi en vertu de 5.3.4. 
log I] (z) [ < log M" + 0 (n) 

ce qui ach~ve d'6tablir 5.3. 

Nous allons dfimontrer la proposition inverse suivante: 

5.4. Soit /(z) une [onction mdromorphe non identiquement nulle satis/aisant aux hypo, 

theses du th~orhme 2. Alors il existe une /onction holomorphe g(z) satis]aisant aux in. 

dgalitds 5.2.1., Ies relations 5.3.2. et 5.3.3. dant  vdri]ides. 

Preuve. Soit A1 et A~ la suite de z~ros et de pSles attaeh6s s ](z) par 2.1.1. 

et 2.I.2., Ll(z  ) et L~(z) les fonctions associ6es s ces suites par 3.2. 

Soit 
L~ (z) 

g (z) = ! (z) L1 (z). 

Alors on aura 
I 9 ( z ) I < M ,  e -" k(')+ ~ n = [ x ]  

ce qui ~tabht 5.4. 

En rfsum~, il y a *6quivalence, entre le probl~me de Mandelbrojt-Wiener pos6 

par 2 et le probl~me de Watson posfi par 5.2. 

Cette (~fiquivalence, va ~tre prficis~e par le lemme suivant d'fquiconvergence. 

5.4.1. 

5.4.2. 

Considdrons les intdgrales 
+r 

f M'  [k: (r) a] r 2 

+oo 

5.4.3. M'  [k'" (r) - b] ~ - .  

Alors les relations 5.3.2. et 5.3.3. impliquent les propositions suivantes : 

5.4.4. La divergence quel que soit a de l'intdgrale 5.4.2. entra~ne la divergence quel que 

soit a de l'intdgrale 2.1.5. et rdciproquement. 

5.4.5. La convergence pour une valeur b de l'intdgrale 5.4.3. entra~ne la convergence 

pour une valeur b' de l'intdgrale 2.1.6. et rdciproquement. 

Preuve. Les relations 5.3.2. et 5.3.3. ~tant sym~triques, il nous suffira de d~- 

montrer les conclusions ci-dessus dans un seul sens. 

5.3.3. implique qu'il existe une constante al, telle que 

M' ( a - a l ) < _ M  (a)<_M' (a +al). 

5.3.2. implique, d 'autre part, qu'il existe une constante b x telle que 
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k" (r) - b 1 _< k" (r) _< k" (r) + b 1 

k. (r) - b I _</c'. (r) _< k. (r) + b 1. 

Enfin  M(a), M' (a) sont  des fonctions croissantes de a born~es inf6rieurement ce 

qui 6tablit avec les in6galit~s ci-dessus 5.4.4. et  5.4.5. 

5.5. Proposition: Soit g(z) une /onction holomorphe dans le demi-plan x > 0 satis/aisant 

aux indgalitds 5.2. o~ /c'(r) vdrifie 5.3.1. 

Conclusions 

5.5.1. La divergence quelle que soit la constante a > 0 de l'intdgrale 5.4.2. entra~ne que 

g(z)--O. 

5.5.2. S'il existe une constante b telle que l'intdgrale 5.4.3. converge, alors on peut con- 

struire une fonction g(z) holomorphe dares le demi-plan, non identiquement nulle satis- 

/aisant aux indgalitds 5.2.1. 

Preuve. D6montrons  la conclusion 5.5.1. 

Soit g(z) non ident iquement  nulle, satisfaisant aux in6galit6s 5.2.1. Or k'(r)>_ 

_> k'. (r), g(z) satisfait & fortiori aux in~galit~s 

[g (z) ] < M~ e- n ~..(r) n = Ix] 

et v6rifie alors les hypotheses du lemme 5.3., on peut  t rouver  une fonction /(z) 

mgromorphe  satisfaisant aux hypotheses  de la proposit ion 5.1. En  ver tu  de cette pro- 

position, il existerait une intdgrale de la famille 2.1.5. qui convergerait ,  ce qui d 'apr~s 

5.4.4. entrainerai t  la convergence d 'une  int6grale de la famille 5.4.2. contra i rement  

l 'hypoth~se 5.5.1. 

Pour  d6montrer  5.5.2. posons M '  [k'" (r) - b] = ~ (r). On considdrera la fonction holo- 

morphe  g(z) ddtermin6e par  l'6galit6 

5.5.3. l o g l g ( z ) [ = - ? f  x ~ ) t ) 2 d t - b x  

off l 'on a pos6 ~ ( - t) = ~ (t) lorsque t < 0. 

(t) est une fonction croissante puisque ]c'" (t) est croissante. L'int~grale du second 

membre  converge d'apr~s 5.5.2. et repr6sente une fonction harmonique  dans le demi- 

plan x > 0 .  

De plus, q~(t) ~tant  positif d 'apr~s 2 .05,  on aura,  si y_>0, 

+oo 

4x ~ q~(t) d t - b x  < - q ~ ( r ) - b x  log I g (z)] < - ~ -  ~ x~ + ( y _  t) ~ 
T 
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d'oh 

log [g (z) [ < - borne In (k" (r) - b) - log M~,] - b x 
n 

en partieulier, prenons n = [x] on obticnt 

log [9 (z) [ < log M" - x k" (r) [x] = n. 

g(z) v6rifie ainsi les in6galit~s 5.2.1. La proposition 5.5. se trouve ainsi dtabhe. 

5.6. D~monstratlon du th~or~me 2 darts le eas g~n~ral 

Soit /(z) une fonction m6romorphe satisfaisant aux hypotheses du th~or~me 2. 

Alors si les int~grales 2.1.5. divergent quel que soit a > 0 ,  / ( z ) ~ 0 ;  sinon on pourrait  

trouver, d'apr~s le lemme 5.4., une fonction 9(z)holomorphe,  non identiquement nulle, 

v~rifiant 5.2.1., les int~grales de la famille 5.4.2. divergeant routes d'apr~s 5.4.4. ce 

qui est impossible d'apr~s 5.5.1. 

De m~me, si une intAgrale de la famille 2.1.6. converge, ceci entraine la conver- 

gence d 'une int~grale de la famille 5.4.3. et, en vertu de 5.5.2., l 'existence d 'une 

fonetion holomorphe g(z) non identiquement nnlle satisfaisant s 5.2.1., fonction qui 

permet t ra  de construire, d'apr~s 5.3,  / ( z ) n o n  identiquement nulle satisfaisant aux 

hypothbses du thfior~me 2. 

Remarques sur ies conditions d'unicit~ 

Si k (r) est asymptot iquement  croissante on a k" (r) - k (r) = 0 (1), c'est-s qu'ei, 

tenant  compte du fait que M(a) est une fonetion croissante de a, les deux familles 

d'int~grales 2.1.5. et 2.1.6. sont ~quidivergentes. La  condition n~cessaire et la condi- 

tion suffisante donn~es par  le th~or~me 2 se rSunissent dans ce cas particulier en une 

seule condition n~cessaire et suffisante. 

Lorsque A2 est vide, e'est-~-dire lorsque /(z) est suppos~e holomorphe, k(r) est 

alors une fonetion eroissante et le th~or~me 2 r~soud eompl~tement le probl~me de 

Mandelbrojt-Wiener tel qu'fl a ~t~ pos6 dans [15]. 

Le probl~me de Mandelbrojt-Wiener n 'es t  pas modifi~ lorsqu'on remplace Mn 

par  an M~, ~r 6rant une constante, et lorsqne on ajoute ~ l 'une des deux suites 

Ax, As une suite A'  teUe clue 

1 

iteA" 



5.7.2. 

Notons d 'autre  par t  par  

d~finie par  l'6galit@ 
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Ceci ne fair que traduire le fair bien connu qu'il existe des fonctions g(z)holomorphes 

de type exponentiel dans le demi-plan, born@es sur l 'axc r@el, telles que g ( A ' ) =  {0}. 

La multiplication par une te]le fonction ne modifie pas la solution du probl~me de 

Mandelbrojt-Wiener, qui est pos~, comme nous l 'avons dit au d@but de ce chapitre, 

modulo une ind6tcrmination par la multiplication par  une telle fonction g(z). 

De m@me si on consid~re la translation z-->z+z o le probl~me de Mandelbrojt- 

Wiener n 'est  pas modifi@. 

L'effet  de ces diff@rentes transformations est de remplacer M(a) par  M ( a - - c )  

et k(r) par  k ( r )+O(1 ) ,  op@rations qui laissaient invariantes la divergence des familles 

d'int6grales 2.1.5. et 2.1.6. mais qui ne conserveraient pas la convergence d'une int@- 

grale unique de ces families. 

La situation se simplifie si k. (r) est tel qu'& tout  a > 0 on peut  faire corres- 

pondre @ > 1 tel que ]c. (@r)> k. ( r )+ a pour r assez grand. Les int@gra]es 2.1.5. s'dcri- 

vent  alors 

r)] dr 
f M [k. (@ r2 

ou en effectuant le changement de variable @r= r '  la divergence de la famille d'int@- 

grales 2.1.5. est @qu!valente ~ la divergence de l'int~grale unique 

f M [k. (r)] -~-. 

E~ = {t ; k. (t) < x} et soit K (a) la fonction croissante 

x 

0 E x 

Alors la condition 5.7.2. s'~crit sous la forme 

5.7.3. f M (a) K (a) d a = + ~ .  

En  particulier si k. ( r )= log r 5.7.3. n 'est  autre que ]a condition de Denjoy-Carle- 

man-0strowski  

f M(a)e -~da= + o~. 

D@montrons pour terminer ce chapitre la lJroposition suivante:  

5.8. Soit /(z) une ]onction mdromorphe satis/aisant h routes les hypotheses du thdor$me 2; 

sau] la ma~oration 2.1.3. qui e.~t remplacde par 
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5.8.1. 

d dtant une constante. 

~llors si on pose 

5.8.2. 

I/(z)l<M.e~ ~.'. n=[x], z~^ , ,  

t~  (r) = a~ (r) - ~ (r) - d log  r : 

fen conclusions du t h ~ m e  2 restent ~dables & condition de remplacer clans celles-ci 

k (r) par lea (r). 

Preuve. I1 suffit d'appliquer le th~or~me 2 & la ionction m~romorphe 

/ (z) 
/1 ( z ) =  

La proposition 5.8. nous sera utilis6e, au chapitre II ,  dans l'6tude de la quasi- 

analyticit~ sur la demi-droite et plus g~n~ralement dans les probl~mes d'unicit6 ]i6s 

un ol~rateur dont le spectre est contenu dans un angle, alors que le th6or~me 2 

ne s'appliquera directement qu'aux ol~rateurs positifs. Donnons pour terminer une 

application ~l~mentaire de 5.8.1., l 'extension suivante du theor~me de Car]son: 

5.8.3. Une condition ndeessaire et su//isante pour qu'il existe une /onction holomorp~ 

/(z) satis/aisant aux indgalit4s 5.8.1. avec d = l  et nuUe sur les entiers positi/s est que 

/a suite {M.} satis/asse h la condition de qu~i-analyticih! de Denjoy-Carleman. 

CHAPITRE II  

E q u i v a l e n c e  de  d ive r s  probl~mes d'nnicit~ dans le domRine r~el et complexe 

6. Nous allons eonsid~rer, dans ee chapitre, un certain nombre de probl~mes d'uni- 

cit~ qui se posent dans le domaine de la variable r~elle: probl~me des moments de 

Stieljes et d 'Hamburger,  fermeture de la suite {e-tPn}, probl~me de quasi-analyticit~ 

g~n~ralis~e sur la demi-droite et la droite enti~re. Mandelbrojt a trait6 dans [14] ces 

questions en les rat tachant  au principe unique des s~ries adh~rentes. Nous allons 

pr~ciser ce rapport en montrant  que ces probl~mes sont ~quivalents & un m6me pro- 

blame de Watson pos~ clans le demi-plan. Cette d6monstration d'~quivalence acquise, 

on obtiendra, d 'une part,  les th~or~mes de composition de Mandelbrojt, d 'autre part ,  

rapplication du th6or~me 2 donnera des conditions n6cessaires d'unicit~ qui moyennant  

une hypo th~e  suppl6mentaire seront des conditions n6cessaires et  suffisantes contenant 

les r6sultats actuellement connus sur ces probl~mes. 
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6.1. Nous noterons W(Mn, k(r)) le probl6me de Watson pos6 dans 5.2. c'est-~-dire 

la recherche d'une fonction g(z) holomorphe dans le demi-plan, v6rifiant 

6.1.1. Ig(z)[<Mne -xk(r) n =  [x]. 

Nous noterons par U(M~, k(r)) la condition suivante: 

La famille d'int6grales 
+oo 

f m  

Ia = J M(k .  (r) - a )  6.1.2. 
r 2 

diverge quelle que soit la constante a. 

La proposition 5.2. s'dnonce alors: 

Si U(M~, k (r)) a lieu le probl~me W (M~, k (r)) admet pour seule solution la fonc- 

tion identiquement nulle. 

6.1.3. Si de plus k(r) est asymptotiquement croissante, la condition U(M~, k(r) )es t  

une condition n6cessaire et suffisante pour que W(Mn, k(r)) admette comme seule 

solution la solution identiquement nulle. 

6.2. Probl~mes d'unicitd pour les moments de Stieljes. 

Pour qu'il existe une mesure i~ non nuUe portde par la demi-droite (0, + ~ )  vdri/iant 

+ 0 o  

6.2.1. f t ~ [d/~ (t)[ < Mn 
0 

+oo 

6.2.2. f t ~ d #  (t) = 0 (~( E A) 
0 

ole A est une suite de nombres rdels vdri/iant 2.01., il [aut et il su//it que le probl~me 

de Watson W (Ms, ~(r)) o2 ~ (r) est donnd par 2.02. admette une solution non nulle. 

Preuve. Si ~u est une mesure non identiquement nulle satisfaisant ~ 6.2.1. et 

6.2.2. alors la fonction holomorphe 
+oo 

/(z) = f (t) 
0 

vdrifie 

6.2.3. 

6.2.4. 

/(3.) = 0  ; t - l E A  

t/(n+*y)l<M,, 

et par suite est une solution du probl~me de Mandelbrojt-Wiener 6quivalent d'apr~s 

5.4. au probl~me de Watson envisag6. 
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Inversement,  soit /(z) une fonction holomorphe et dans le demi-plan satisfaisant 

6.2.3. et & 6.2.4. 

Posons 
+ o o  

[l(iY+~)t-,,-, 
g( t )=  J ( i y + l ) 2  -dy .  

- o o  

On a alors 

I(~) 
(z + �89 

la mesure g( t )d t  v6rifiera ainsi 6.2.2. 

.I g (t) t ~- ' d t 

0 

La formule de Cauchy donne, d 'autre  part ,  avec 6.2.4. 

Ig(t)l= ( / ( i y + n )  t_ ,~_ .dy  < M . t _  ~ 
,1 ( i y + n + � 8 9  2 

d'off 

f t " l g ( t ) l d t < l + M = + z  
0 

et 6.2.1. est ainsi satisfait. 

6.3. Probl~me dual. L'approximation polynamiale sur la demi-droite au sens de Serge 

Bernstein. 

Etant donnd une ]onction F (t) dd/inie sur la demi-droite nous considdrons l'espace 

de Banach Ce (0, + oo) des [onctionz g(t) d~]inies et continues sur (0, + co)et  teUes que 

6.3.1. lim g(t) t ~  ~ = 0. 

g (t) ] 
6.3.2, c~(o, + oo) aant muni de la norme Ilgll =m x �9 

Alors dtant donnd une suite A de hombres rdels veriliant 2.01. hr varidtd lindasre 

engendrde par t ~ (2 fi A) est dense daus CF (0, + oo) si le probl~me de Watson W (M, ,  2 (r)), 

oa M.=llt=ll~ et 2(r) ~ t  donnd par 2.02., admet comme seule solution la /onction 

identiquement nulle. Cette condition devient n&essaire si on suppose de plus que 

log IF(e~)] est une /onction convexe de a. 

Preuve. L'espace dual de Cp (0, + co) est l 'espace des mesures # port~es par  la 

droite (0, + co) et vfirifiant 

6.3.3. ll~ll~= f l F ( t ) l  Id#(t)l< + oo; 
0 

{t ~} (~ q A) engendrera une vari~t6 dense dans C~ si et seulement si, en posant 
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6.3.4. 
+c,Q 

f tad# (t) = 0 (2 E A), 
0 

6.3.4. et 6.3.3. entralnent que tt--~0. 

Evaluons 
+oo +o0 

t" ld#(t)[<_max F(t)  dtt(t)<<_M, llttl[r. 
0 0 

I1 suffit d'appliquer s # 6.2. pour obtenir la premiere pattie de 6.3.1. 

Inversement s'il existe une solution non nulle du probl~me de Watson W (M~, 2 (r)) 

on peut  trouver d'aprbs 6.2. une mesure # telle que 

f t ~ d # ( t ) = O  2 E A  
0 

Posons 

On aura alors 

f t = Id (t) l<_M=+o.=lltn+211F. 
0 

p + l  

A,= f Id (t)l. 
P 

tn+2 

~)ornev AT p" <-- max IF  (t) l 

relation qui entralne, d'apr~s 2.05.5., 

1 
AT < p2 F (p) 

ce qui assure la convergence de 6.3.3. 

6.4. Quasi.analyticitd gdndralisde sur la demi-droite. 

Etant donnde une suite de hombres positi/s {Mn} et une suite A de nombres entiers, 

pour qu'il existe une /onction ](t) indd/iniment ddrivable, dd/inie sur la demi-droite 

( 0 , +  co), non cowstante et vdrifiant 

6.4.1. I/(n)(t)l<Mn 0 < t <  + ~  

6.4.2. /(a) (0) = 0 2 e A, 

il ]aut et il su//it que le probl~me de Watson W (Mn, 2 ( r ) -  log r) admette une solution 

non identiquement nulle. 
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Preuve. Enon~ons d 'abord le lemme d'extrapolation suivant: 

6.4.3. Etant  donnd une /onction ](t) inddliniment ddrivable sur (0, + ~ ) ,  vdri/iant 6.4.1., 

il existe une [onction g (z) holomorphe clans le demi.plan x > O, vdri/iant 

6.4.4. g(n) = 1 ' ' '  (o) (n >_ 1) 

6.4.5. 

1)reuve. Posons 

I,, (t) = l (t) - Y_ I(~) (o) t~, 
o P! 

af gn(z)= p ( _ z  ) l . ( t ) t - ~ - ~ d t ,  
0 

n + l > x > n .  

gn (z) est une fonction holomorphe dans la bande verticale off elle est d6finie. Mon- 

trons que gn (z) et gn_l (z) tendent vers une m6me limite lorsque z tend respectivement 

droite et s gauche vers un point z o = n + i y o. 

On a en effet, ~, ( '  d6signant deux nombres complexes de partie r6elle positive, 

0 

~  lira [I f "  I"' z' 11' ~ '~ ~ I f "  1 I"' z' 1 I~ ~ '~' ~'1 ~ ~  ~o 
0 0 

t - z , -~d t  I 

+ n[ 
0 1 

Les deux premieres int~grales convergent uniform~ment vers z~ro lorsque ~, r 
+1  

Les deux derni~res int~grales se calculent explicitement et tendent  vers - . Cette 
Y0 

limite 6tait atteinte uniform6ment en ~, ~' lorsque 

ce qui entralne que 
ly.l>_~>o 

D = 0  yo~=0. 
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Etudions ce qui se passe en n. Posons 

g+ (n) = lim~_~0 F ( - t  - r  f/,,(t)t_,,_~_,d t 
0 

De m6me 
+o0 

g- (n) = lim 1 f t_n+r l r r ( - n + U )  1,,-~ (t) 
0 
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Ainsi g= (z) et gn_~(z) sont deux fonetions holomorphes dans deux bandes con- 

tigues qui sont 6gales et continues sur la fronti~re commune ~ ces deux bandes, elles 

constituent deux 616ments d'une m6me fonction holomorphe dans la r6union des deux 

bandes. En op~rant de proche en proche on eonstruit ainsi une fonction 9(Y) holo- 

morphe dans le demi-plan et vfirifiant 6.4.4. 

+ 0 o  

1 f g ( n + ~ + i y )  P ( - n - ~ - i y )  [~(t)t-~-~-~-~dt 
0 

R 

D'autre part, on a 

+ o o  

F(-~-iy) [l(")(t)-l(")(O)]t-~-~-~ 
0 

+ c o  

l [Mn+l f t-~dt+2M= f t-~-Idt]. la(n+~+r I r ( - ~ + i y ) l  
0 R 

Le minimum de la parenth~se est atteint pour R = 2 Mn M,+I et donne 6.4.5 ce 

qui achbve d'6tablir le lemme. 

Preuve de 6.4. 

Montrons maintenant clue s'il existe une fonction ind6finiment d&ivable, non 

identiquement nulle, satisfaisant ~ 6.4.1. et 6.4.2. alors le problbme de Watson 

W(Mn, 2 ( r ) -  log r) admet une solution non identiquement nulle. En effet, soit g(z) 

la fonetion holomorphe eonstruite par le lemme 6.4.3. g(z) v&ifie alors, d 'apr& 6.4.4. 

et 6.4.5, 

g (h) = {O} 

6.4.6. Ig( +�89 (Mn + M,+,) .  

g(z) ne serait identiquement nulle qu'avec [ (t)--[ (0). 
a(z) 

Done l'existenee de ~ satisfaisant ~ 6.4.5. et ~ 6.4.6. entrainerait d 'apr& 5.8. 

l 'existence d 'nne solution non nulle an problbme de Watson W (M~ + M~+I, 2 ( r ) -  log r). 

La  translation z-+z + 1 transforme ee probl~me de Watson clans le problbme ~quivalent 

W (M~, 2 (r) - log r). 

di 

+oo  

=l im 1 (t-r 
r P ( - n - r  nt  

1 

1 

d t = lim 1 f t ~'- ~ r r ( - n + r  n T  l(~!(O)dt=f')(O)' 
0 
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une solution non 

telle que 

6.4.7. 

Inversement ,  supposons que le probl~me de Watson  W(M~, 2 ( r ) - l o g  r ) a d m e t t e  

nulle. Alors il existe d 'apr~s  5.8. une fonction holomorphe  gl (z) 

g, (A) = {0} 

[ g l ( n + � 8 9  ~ yl 
Posons 

6.4.8. h (z) = g-!.(z) F ( - z) 
(z + 1)a 

Alors on a en ve r tu  de 6.4.7. 

6.4.9. log I h (z) l < log M~ - 3 log I z + 11 - n log I z I + O (n) ; 

Posons 
- ~ o o  

/ (t) = f h (i y) t ~ y d y (t _> 0), 
- o o  

z e ~A,, n = [x]. 

on a alors 

6.4.10. / ( t ) =  ~ a t ~ +  I ' h ( i y+n+�89189  
A'n+�89 3 

E n  d~rivant  n +  1 lois, on obt ien t  

ft  l.+�89 ...i�89 Ih(n+�89 
- o o  

d'oh,  en appl iquant  6.4.9., 
log [](~+1)(t)l < log M~ + 0 (n). 

/(t) satisfait  ainsi s la majora t ion  6.4.2. D ' a u t r e  par t ,  6.4.10. ent ra lne  que 

1(~) (0) = 0 2 E A. 

6.5. Qua,oi-analyticitd gdndralisde sur la droite. 

Etant donnd une suite de nombres positi/s {Mn} et une suite d'entiers impairs A, 

pour qu'il existe une /onction inddfiniment ddrivable g(t) impaire, non identiquemen'~ 

nulle et vdri/iant 

6.5.1. Ig(n)(t) I < Mn ( + ~ > t >  - ~ )  

6.5.2. ga) (o) = 0 2 E A, 

il /aut et il su//it que le probl~me de Watson W (M~, ~(r)) admette une solution nou 

identiquement nulle. 

Preuve.  Appl iquons ~, la fonction g(t) le r~sul tat  6.4. relat if  fi, la quasi-analyt ic i t6  

sur la demi-droite.  A l 'origine g (t) a routes  ses d~riv~es paires nulles, la suite des 
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ddriv~es de f(t) nulles ~ l 'origine est la r~union des deux suites {2n} et A. Ap- 

pliquons 6.4.3. I l  n 'existe une fonction g(t) in@finiment  d~rivable, non ident iquement  

nulle et satisfaisant ~ ces conditions que si le probl~me de Wat son  

W [M=, (~ (r) + log r) - log r]--~ W (M, ,  ~ (r)) 

adme t  une solution non nulle. Inversement ,  s i c e  problbme admet  une solution non 

nulle, on peut,  d 'aprbs 6.4., t rouver  une fonction 91 (t) d6finie sur la demi-droite,  telle que 

g(~'~) (0) = 0, g(~) (0) = 0 ~ E A 

et que 6.4.1. soit satisfait. 

En  posant  
g (t) = gl (t) t > 0 

g ( t ) = - g l ( - t  ) t < O  

on obtient  une fonction impaire d6finie sur toute  la droite et satisfaisant 6.5.1. et 6.5.2. 

6.6. Prolongement analytique d'une /onction holomorphe dans une bande. 

Etant donnd une suite A de hombres positi/s, rangds en ordre croissant, satis/aisant 

2.01., une suite de nombres complexes {dk} et une suite de hombres positi/s { / ~ }  il 

existe une /onction F (u) holomorphe et bornde dans la bande ] w] < 2 (u = v + i w) 

et satis/aisant aux indgalitds 

6.6.1. I F ( u ) -  ~ d ~ e - ~ " l < M , e  -~v ( + ~ > v > - ~ ,  p = l , 2 . . . )  
~k<P 

si et seulement si le probl~me de Watson W(M=, log r- ,~(r))  admet une solution non 

identiquement nuUe. 

Preuve. F(u)  satisfaisant aux hypothbses de 6.6. posons 

6.6.2. 

On a 

6.6.3. 

D'au t re  part., 

on obt iendra  

6.6.4. 

Ainsi, si nous posons 

n - !  
F n  (U) = ~'  (U) - -  Y. dk e - ~  " 

0 

[F.(u)l=O(e-~.-~ ~) v < o .  

en appl iquant  l 'in6galit6 de 6.6.1. et  en prenant  un entier p > 2 =  

]F.(u)l=O(e -~.') v > O .  

4-00 

f F .  (~) e =~ d,, = g~ (z). 
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Cette int~grale converge dans la bande verticale 2a>X>2"_~ et repr6sentera, 

dans cette bande, une fonction holomorphe. Nous allons montrer que les g, (z) sont 

les 61fiments d'une m~me fonction m~romorphe dans le demi-plan. Fixons-nous y et, 

~, ~' ~tant deux hombres complexes de partie r ~ l l e  positive, 6tudions la difference 

Posons 

D=gv(Xt,+iy-r ) lorsque ~, r 

-~ + ~ 

D= f .Fv(v)e'av+t~'-C)dv- f F;,,l(v) 

A =  

0 

[f.Fp(v)e'(~p+tY)[e-r162 
- r  

0 

0 + ~  

- -  0 o  0 

D v~rifie alom 
IDI<A+B+ICl. 

1) 
iy--~. " 

Or les infigalit4s 6.6.3. et 6.6.4. impliquent que les int~grales A et B convergent 

uniform6ment en $, r et par suite tendent vers z6ro lorsque ~, ~'-~0. 

Si y > 0 ,  C converge de mfime uniform~ment vers z6ro et les deux fonctions 

gp(z) et gv+l(z) sont figales ~ une mfime fonction continue sur la frontibre commune 

de leurs deux bandes d'holomorphie, sauf pout-fitre au point 2v. gp (z)e t  gp+l(z)sont 
ainsi deux 61~ments d 'une mfime fonetion g (z) holomorphe dans la bande 2v+1 > z > 2v_1 

saul en 2v off elle admet un pSle avec le r~sidu dp. De proche en proche, on d~finit 

ainsi une fonction g(z) m6romorphe dans le demi-plan et ayant  ses pSles sur la 

suite A. 

I1 nous faut maintenant ~valuer 9(z) sur les parall~les k l 'axe imaginaire. Nous 

ferons cette 6valuation en faisant ~disparaitre, localement les pSles de g(z). De 

mani~re precise, soit En = {~[ e A ; I ~ - n I -< 1 }. 

Posons 
P ,  (z) = 1"I (z + ,Tt). 

). E gn 

Pn(z) est un polynSme de degr6 au plu~ S g a l k  d=]21+l. Alors 
LnJ 



SUR QUELQUES PROCI~D]~S D'EXTRAPOLATION 215 

Soit maintenant  ~ (v) une fonction (d + 1) lois continfiment difffirentiable ayant  

son support  sur le segment ( -  1, O) et vfirifiant 

Posons 
]9(v) (v) ] < 1 p = O , ' l  . . . . .  ( d+  1). 

+ o o  0 

F, (u) = f_;' ( u - , , )  ~ (,,) dr = f F ( , , -  ~) ~ (,,) dr. 
- - 0 o  --1 

Alors Fl (u  ) satisfait aux infigalit~s 6.6.1. avec la mgme suite A, 

0 

M~ = 2 M , ,  d'  k = dk fe+ak'q~(v)dv. 
- 1  

De plus, ces in~galit~s sont valables sur la bande ferm~e pour Fl (u  ) et ses 

(d+  1) premieres d~riv~es. 

Si gj (z) dfisigne la transformfie de Laplace de F 1 (u) on a 

g~ (z) = k (z) g (z) 

oll k(z) est une fonction enti~re de type exponentiel bornfie par  1 dans le demi- 

plan x > O. 

Posons 
h (z) = Pn (z) gl (z). 

Cette relation donne par inversion de la transform6e de Laplace 

H(u)  est une fonction holomorphe et bornde dans la bande satisfaisant & 6.6.1. De 

plus H(u)  a 6t6 construit de telle mani~re que les coefficients dk, intervenant pour 

les valeurs de 2~ comprises entre ( n - 1 ,  n +  1), sont nuls. 

H . _ ~ ( u ) = H ( u )  7 d' - ~ p . ( - ) . ~ ) e - a k "  
) 'k < n - 1  

v6rifiera donc 
I H . - ~  (u) l < Mn_l  e -(n-1)" 

I H . - ~  (u) l < M.+~ e - ( '+'" 
- - ~ < y <  ~-c~ 

in~galit~s entrainant que 

+oo 

< e  2 
ul 

(M.-1 + M~ +1). 
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Posons 
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gl (z) 
(Z q- 1) d = g2 (Z). 

Alors 
n l y l  

Ig2(z)l<e-~ (M._,+Mn+O n=[x] 
et 

g;l(~)cA2. 

L'existence de g2 (z) non identiquement nulle satisfaisant & ces conditions ~quivaut 

d'apr~s 5.8. & l'existence d 'une solution non nulle au probl~me de Watson 

W(M~, log r -  2(r)). 

Inversement,  si le probl~me de Watson W ( M , ,  log r - 2 ( r ) )  admet  une solution 

non nulle, il existe d'apr~s 5.7. une fonction ga(z) mdromorphe telle que 

6.6.6. 193 (z)] < Mn e -~1~ I z e ~~A 

et dont les p61es sont contenus dans la suite A. Nous poserons 

f g3(z) ~t F 2 (u) = ( z ~  e dt. 

Alors 6.6.6. implique que F~ (u) est une fonction holomorphe et born~e dans la 

bande ]w l<  ~ et une application de la formule de Cauchy conduit, avec 6.6.6., & 

6.6.1. Ce qui ach~ve la demonstration de 6.6. 

7. Th~or~me de composition 

Nous allons d6montrer un th~orbme de composition pour le probl~me de Watson, 

th~orbme qui, avcc les propridt~s d'6quivalence d~montr~es dans le paragraphe pr6- 

c6dent, conduira s une extension des th6orbmes de composition sur les fonctions in- 

d6finiment diff6rentiables de Mandelbrojt [14] (pages 142 b~ 154). 

7.1. Etant donnd deux suites de nombres positi/s {Mn} et {M~} et deux /onctions k (r) 

et k' (r) positives; supposons que la condition d'unicitd (d~finie en 6.1.2.) 

7.1.1. U (Mn M~, k (r) + k' (r)) 

soit satis/aite. 

Alors l'un des deux probl~mes de Watson W(M~, k(r)) et W ( M ' ,  k'(r)) n'admet 

comme solutio~t que la /onction holomorphe identiquement nulle. 
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Preuve. Soient f(z) et /1 (z) deux fonctions holomorphes dans le demi-plan non 

identiquement nulles, solutions des probl~mes de Watson W ( M ~ , k ( r ) ) e t  W ( M ' , k ' ( r ) )  

c'est.s que l'on a 
7.1.2. I/(~)l<M=e -n~`') 

n = [x]. 
7.1.3. I t~ (z)[< M" e ,~k,(r) 

Posons g(z)=/(z) /1  (z) alors 7.1.2. et 7.1.3. entrainent que 

I g (z)[ < M~ M" e -~ ~k(r)+k'(r)). 

9(Z) est ainsi solution du probl~me de Watson W(Mn M ' ,  k ( r )+  k' (r)). La condition 

U(Mn M ' ,  k (r )+ k' (r)) ~tant satisfaite, d'apr~s 6.1.2., ce probl~me de Watson n 'admet 

pas d 'autre solution que la solution identiquement nulle, done 

o n  

g(z)=~O 

/1 (z) /(z)=-0. 

/(z) et /I (z) ~tant holomorphes, ceci n'est possible que si /(z) ou /l(z) est elle-m~me 

identiquement nulle. On a l e  corollaire suivant:  

7.2. Soient W ( M , ,  k(r)) et W(M'n, k' (r)) deux probl~mes de Watson supposons que 

7.2.1. lira [k (r) + k' (r) - log r] > - oo 

7.2.2. et que la suite {Mn M ' }  satis/ait ~t la condition de quasi-analyticitd de Denjoy- 

Carleman. 

Alors l'un des deux probl~mes de Watson admet eomme seule solution let solution nuUe. 

Preuve. La condition U ( M ,  M'~, log r) n'est autre que la condition de Denjoy- 

Carleman d'apr~s 5.7. 

Nous n'dnoncerons pas tous les th~or~mes de composition que l'on peut obtenir 

& partir  du paragraphe 6 et de 7.1. Nous nous contenterons de reprendre un ~nonc6 

de [14] (page 142). 

7.3. Soient A une suite d'entiers impairs et A'  une suite de nombres positi/s rdels, 

M '  { i n }  et { ~} deux suites de nombres positi/s. 

Soit g (t) une /onction indd/iniment ddrivable dd/inie sur ( - o o ,  § oo), impaire et 

teUe que 

7.3.1. I g (~) (t)[ < M ,  

7.3.2. ga) (0) = 0 ~ e A 

15-- 543809. Acta Mathematica. 93. Imprim~ le 16 aoi~t 1955. 
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satis/aisant aux e~ F(u) une /onction holomorphe et b o r ~  clans la bande Iwl<~ 

indgalitds 

7.3.3. I F ( u )  - Z dke-r~ ']  <M'e-n"  ( n = l , 2 . . . ) .  
~1" k < n  

Supposons 

7.3.4. que la suite {M, M'}  satisfait d la condition de Denjoy-Carleman 

7.3.5. que lim [2 (r) - 2' (r)] > - oo. 

Conclusion. Alors l'une des deux ]onctions F(u) ,  g (t) est identiquement nuUe. 

Preuve. L'existenee de g (t) non nulle satisfaisant ~ 7.3.1. et 7.3.2. est 6quivalente, 

d'apr~s 6.5., s l 'existence d 'une solution non nulle du probl~me de Watson W (M~, 2 (r)). 

De m~me l'existence de F(u) non nulle, satisfaisant ~ 7.3.3. est ~quivalente, d ' a p r ~  

6.6., s l 'existenee d 'une solution non nulle du probl~me de Watson W (M' ,  log r - ~  (r)). 

7.3.4. et 7.3.5. permet tent  d 'appliquer alors le corollaire 7.2. qui conclut la dgmonstration. 

8. Discuss ion des rb~altats d'unicit~ obtenus  

Nous allons expliciter certains des r~sultats d'unicit~ obtenus en appliquant aux 

propositions du paragraphe 6 la proposition 5.2. et n0us comparerons les r6su]tats 

obtenus ~ ceux de [14]. I l  sera utile d' introduire les notions de densitds logarithmiques 

d'une suite. 

8.1. E tan t  donn6 une suite de nombres r~els A satisfaisant ~ 2.01., nous introduirons 

la densitd quasi-logarithmique n o t ~  D* (A) et ddfinie par  

8.1.1. D* (A) = borne {~; 2~ log r-It(r)  soit asymptot iquement  croissante}. 

On v6rifie ais~ment que 

2 (r) -- ~ r') 
r ' ~  l .  D* ( A ) = l i r a  2 (log r - log r')' 

La densit6 logarithmique sut~rieure notre  D o (A), sera d~finie par  

8.1.2. D0 (A) = l i  ~ ~t(r) 
r-.~ 2 log r 

On dira que la suite A est logarithmiquement mesurable si on peut  remplacer 

dans 8.1.2. lim par  lim. 

On appellera densit~ logarithmique maximum et l 'on notera D ~  la borne in- 

f~rieure des densit~s des suites logarithmiquement mesurables contenant la suite A .  
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Comparons  ees d6finitions avec les d~finitions habituelles de la densit~ [14] (page 

51) dans lesquel!es on pose D{x) =n{x) en d~signant par  n(x) le nombre  d'61~ments 

de la suite A inf6rieure ~ x et off l 'on d~finit 

x 

.D(z) =-zl f D(t)dt 
0 

et la densit6 sup~rieure et la densit6 moyenne  sup~rieure par  

D" = lim D (x), /)" = l i m / )  (x). 

On a alors, si D ' ( A ) <  + ~ ,  

8.1.3. n ~ (A) _< D ~ (A) -< D* (A) < / ) "  (A) -< D" (A). 

Ces in6galit~s r~sulteront de la d6monst ra t ion de 

D* (A) _ / ) "  (A). 

En  effet, si D* (A) > ~r ceei signifie que l a  fonction k (r) = 2 a log r - 2 (r) n 'es t  pas 

a sympto t iquement  croissante;  fl existe alors deux suites {r~} et (r~} telles que 

t lira [k (r~) - k (r~)] = + oo avee r~ > rp 

ou, en d~signant toujours  par  n (r) le nombre  d'~l~ments de x la suite A inf~rieure ~ r, 

r'p 

8.1.4. lim d t) ~r = + c ~ .  

rp 

E n  int~grant p a r  parties 

r'~ r'p 

t t 
rp rp r'p 

=D(r;)-D(rp)d-'(r;)-'(r~)+ f D~(tt) dt, 
rp 

d'ofi,  en por t an t  dans 8.1.4. et en t enan t  compte que D ' <  + c~, 

r'p 

lim f D(t)-~ dt= + oo 
p .J t rp 

ee qui n 'es t  possible que si / ) ' =  l i r a / ) ( t )  _> ~. 
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Donnons deux exemples montrant  l 'ind6pendance des trois densit~s D ~ D* e t / ) ' .  

Consid~rons la suite A I constitu6e par  les entiers eons~cutifs compris entre 

(ee n, een§ 1). 
e 

Alors on a D" (A1)=]~ee ee qui entratne [14] (page 53) /)" (A 0 >1  +el alors que 

D* (A1) = 0. 

Consid~rons la suite A2 eonstitu6e par les entiers eons6cutifs se t rouvant  dans 

les intervalles (e en, ee" +n). 

Alors on a D~  alors que D* (A2)= 1. 

8.2. Probl~mes d e s  m o m e n t s  et d 'approximation 

Brant donng une suite A de nombres rgels, tels que ~ , -  ~n-1 >-h > O, une condition 

ngcessaire et su//isante pour fu'i l  exi~te une mesure p non nuUe portge par (0, + co) telle rue 

f ta" d/~ (t) = 0, f t " l d ~ ( 0 1 < M .  
0 0 

est que 

1 - a  < + ~  
M . 

lorsque a est assez grand. 

Preuve. On applique 6.2. et on remarque que le probl~me de Watson W(Mn,/~ (r)) 

est compl~tement r~solu pax U ( M , ,  ~(r)) puisque 2(r) est croissant. Si on prend en 

partieulier A =  {2n} on obtient le th~or~me de Carleman. Enongons maintenant le 

r6sultat duM de 8.2. 

8.3. Une condition su//isante pour que la suite t an (~n-  ~n-t >-h > O) soit comp~te darts 

l'espace de Banavh C~ (0, + oo) es~ qu'en pasant 

8.3.1. (I) (a) = base eonvexe log [F(e~)[ 

8.3.2. on air 
+ o o  

1 _ a)  dr  

quelle que soit la constante a. 

Si, en particulier, ~ (a)=  log [F(e~)[ /a condition 8.3.2. est ngcessaire et su//isante. 

Preuve. On applique 6.3. et on remarque une nouvelle lois que le probl~me de 

Watson W(Mn,  ~(r)) est compl~tement r~o lu  par la condition U ( M , ,  2(r)). 

En appliquant 8.3. au cas par~iculier oh F ( x ) = e  ~ on a alors r (a )=  base con- 

vexe {e ~} = e a on obtient ]e r~sultat suivant dfi k Fuchs [5]. 
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8.3.3. Une condition ndcessaire et su//isante pour que la suite {t~n e -t} ( J ~ n - - 2 n _ l > h > 0 )  

soit complete clans Cx (O, + o~) est que l'intdgrale 

+ ~  f '  2 y.  ~ d r  
e 2 n < r  - - =  + o o .  

r ~ 

Preuve.  I1 suffit  d ' app l iquer  8.3.2. et  5.7. 

8.4. P rob l~me de quas i -analyt ic i t6  sur  la  demi-dro i te  

Soit /(t) une /onction indd/iniment ddrivable sur (0, + oo). 

Supposons que 

8.4.1. I/"'(01 < M .  

8.4.2. ](a) (0) = 0, 2 E A. 

Ddsignons par A'  la suite d'entiers compldmentaires de A et posons 

1 
M (a) = bornen [n a - log M . ] ,  k (r) = log r - 2 r~< ~ ~t~-r" 

Si, quelle que soit la constante a, 

8.4.3. M (k. (r) - a) - ~  = + oo, 

alora ] (t) est identiquement nulle. 

Si de plus 

8.4.4. D* (A') < �89 

uns condition ndcessalre et suf/isante pour qu'il existe une /onction /(t) non identiquemen$ 

nulle satis/aisant & 8.4.1. et & 8.4.2. est que l'intdgrale 

+ ~  

8.4.5. M (k (rl) ~ < + ~ .  

l~euve.  L a  preuve  de 8.4.3. r6sulte de 6.4. et  de 6.1.2. e t  du fai t  que 

;t (r) + 2'  (r) = 2 log r. Si, de plus, D* (A') < �89 k (r) est  ~ y m p t o t i q u e m e n t  eroissante et, 

d 'aprgs  6.1.3., pour  que le probl~me de Wa t son  W(Mn, k(r)) n ' a d m e t t e  pas  d ' au t r e  

solution que la solution nulle, il f au t  e t  il suffit  que 

8.4.1. M ( k ( r l - a ) ~ - =  + ~ 

quelle que soit la cons tante  a .  
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D e  p l u s  o n  a 
1 

k (r)  - k (r ' )  = log ~, - 2 ~ ~.--;. 
T<~.'<T" 

La d~finition de D*(A') entr~me que 

f, 
,<~<..-~, <2(D* (A') + e) log ~; + A, 

d'oh 
t" 

k (r) - k (r') > ~, log ~; - Ay (t' > 0). 

On a vu en 5.7. que lorsque cette condition est satisfaite on peut substituer ~ la 

divergence de la famille d'int~grales 8.4.6. la divergence de l'int~grale unique 8.4.5. 

ce qui ach~ve la d6monstration. 

Remarque. Les th~orbmes de quasi-analyticit~ g~n6ralis~e sur la demi-droite ont 

~t~ ~tablis dans [14] sous l'hypoth~se que /)" (A')< �89 hypoth~se entrainant, d'apr~s 

8.1.3., D*(A' )<  �89 Sous cette hypoth~se la condition 8.4.5. est une condition n~ces- 

saire et suffisante et contient les conditions donn~%s dans [14]. 

8.5. Quasi-analyticit6 sur la droite enti~re 

Le probl~me est compl~tement r~solu par l'~nonc~ snivant: 

Une condition n~ssaire  et 8u//isante pour qu'il e ~ t e  une /onction impaire g (t) 

inde'/iniment ddrivable, non identiquement nuUe, satis/ai~ant d 

Ig(")(t)l<M. ( + ~ > t > - ~ )  

gca) (0) = 0 2 E A ,  

ah A dgsigne une suite d'entiers impairs, est qu'il existe une valeur de a teUe que 

+ o 0  

1 ---~< +cx~. 

lh'euve. On applique 6.5. et 6.1.3. 

8.6. Prolongement analytique 

Etant donn~ une su/te {M.} de nombre~ positi/s et une suite A v~ri/iant 

2. - ~t,,_x > h > O, 

une condition n~,,ssaire et su/li~ante pour qu'il existe une /onction holomorphe et born~e 
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clans la bande horizontale I w] < l o~ l > ~D* (A), non identiquement nulle et satis/aisa~t 

aux indgalitds 

I F ( u ) -  Y. d~e-akUl<M,e-=~ ( - ~ < v < + ~ ,  n = l ,  2 . . . )  
2 k <n 

Preuve. 

8.6.1. 

est que 

8.6.2. 
M ~ - l o g r - 2  ~. - ~  

R~sulte de 6.6. et de 5.7. 

< - ~ .  

C H A P I T R E  I I I  

D~termination d'une fonction m~romorphe dans le demi-plan par ses 
valeurs sur un  ensemble d'unicit~ 

9. Nous consid6rerons la classe C des fonctions m6romorphes satisfaisant aux con- 

ditions 2.1.2. et 2.1.3. 

E tan t  donn6 une suite A1 telle que 2.1.5. soit satisfait, deux fonctions mdro- 

morphes /x(z), /z(Z)EC, coincidant sur A 1, sont identiques. Les fonctions de la 

classe C se t rouvent  d6termin6es par  les valeurs qu'elles prennent sur un ensemble 

d'unicit& 

Nous nous proposons, dans ce chapitre, d 'obtenir  des renseignements sur le com- 

portement  de /(z) dans le demi-plan, ~ part ir  de la connaissance de son comportement 

asymptot ique sur un ensemble d'unicit& 

Le r~sultat sera 6tabli dans le cas particulier oh l 'ensemble d'unicit~ est con- 

stitu~ par  la suite des entiers pairs. Une application de ce r~sultat partieulier nous 

permet t ra  de d~montrer une forme affaiblie de l'in~galit~ fondamentale de M. Mandel- 

brojt  sur les s~ries de Dirichlet asymptotiques, en rempla~ant essentiellement les den- 

sit~s de PSlya par  une densit~ logarithmique, et d 'obtenir  ~ l 'aide de eette in~galit~ 

des r6sultats sur l 'ordre, la distribution des singularit~s d 'une fonetion holomorphe 

representable asymptot iquement  dans une bande par  une s~rie de Diriehlet. 

9.1. Soit / (z) une /onction mdromorphe clans Ir demi-plan x > 0, A s une suite de hombres 

rdels vdri]iant 2.01. telle que ]-1 (oo)c  A~. 

Supposons que 

9.1.1. I I ( z ) l < ~ " M ,  ze~ ' lA, ,n=[z] .  
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Soil {fl.~} une suite telk. qus 

9.1.2. J / (2 n~) I < fl,,~ 2 nr E A 1, Ax dgsignant une suite d'entiers pairs 

9.1.3. borne II (iY) I < ~o. 
Y 

Hypoth~se d'adhSrence  

Posons b (r)= ~1 (r) - )~ (r) et supposons qu'on ait, quelle que soit la constante a> 0 

+ 0 0  

9.1.4. M ( k .  (r) -- a ) ~ - =  + oo. 

8oit 

H y p o t h ~ s e  a l ~ H e n n e  

p (x) = base convexe  {2 np k (2 n~) - log fl .~} 2 n~ E A r  

Supposous qus 

9.1.5. 

Conclusion. On a 

lira p (z) d > 0 .  
~_-% x log x 

Y~ 

9.1.6. logll(z)l<xk(r)-p(x)+Bx+C; ~ > 2 ,  ze~^ . ,  la~gzl -<Oo<~" 

La coustante B ne ddpendant que des suites A 1 et A s et de Co, /a constante C 

ddpendant en plus de la suite {Mn}. 

Preuve. On 6tablira d'abord ce r6sultat dans le cas particulier suivant: 

9.2. ,Soit / (z) une [onction holomorphe daus le demi.plan x > 0  satis[aisant d 9.1.1. 

dans lequel la suite {Mn} vgri[ie la condition de quasi.analyticibi de Denjoy-Carleman. 

8upposous que 

9.2.1. [J(iy)[<~ 
l (2n)<fl. .  

(quel que soit y r~el) 

Dds/gnona par  

9.2.2. q (x )=  base convexe {log F ( 2 n + 3 ) -  logfl ,}  ( n = 0 ,  1 .--), x > 0 ,  



SUR QUELQUES PROCI~D]$S D'EXTRAPOLATION 225 

Supposons que 

9.2.3. lim q(x) 
~_~--~ x log x 

d > 0 .  

1 
Alors dt tout nombre ~, > ~ on peut associer une constante Ar 

la /onction q (x), telle que l'on air 

9.2.4. I/(~)I<A~IF (~+2)I~ '~'-~ '̀-~) ~>2. 

ne ddpendant que de 

Preuve. Posons 
A-r 

2 _ ~r [ ( i y + l )zt t' u i y + l d Y 
h ( t ) =  ~ F ( i y + 3 )  sin -2 ( i y +  1) 

(t >_ 0). 

Alors h (t) est une fonction d6finie sur la demi-droite v~rifiant 

9.2.5. ]h (t) l< ~ II 1 (r < ~-0" 
t 

9.2.6. 

En appliquant la formule de Cauchy, on obtient 

_ ~ ](2p) ( -  1)~2 
h ( t ) - v = l F ( 2 p + 3 )  2 p + 1  p f r - ~ +  

+oo 

2 f / ( i y + 2 n + l ) t  ~+2" i y + 2 n + l  dy 
+ -  -2 . . . .  ~ - - -  " i y + 2 n + 2  ~ r  F ( i y +  n + 3 )  s i n - 2 ( i y + 2 n + l )  

et, en d6rivant 2 n lois par rapport  ~ t, on obtient 

2 f _ ] ( i y + 2 n + l ) t  '~ . . . . . . .  i y + 2 . n + l d y  

h(2~)(t)= ~ ( i y + 2 n + 2 ) ( i y + 2 n + l ) F ( i y + l ) s i n - 2 ( ~ y + 2 n + l )  _ z . ~ y + 2 n + 2  

d'oh, en tenant  compte de 9.1.1., 

]h (2") (t) l < ~t 2=+1M~ ~+,. 

f (z) 6tant holomorphe les in6galit6s 9.1.1. seront encore satisfaites si on remplace {M,} 

par sa r~gularisfie eonvexe logarithmique. En supposant cett~ ol~ration faite log M= 

est  une s u i t e  convexe. 

De plus les in6galit~s d 'Hadamard donnent : 

]h (2"+1) (t)[ < 2 VM~, M~+2. 
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I1 en r~sulte que la majoration des d~riv~es d'ordre pair permet d'obtenir une 

majoration des d~riv~es d'ordre impair assez precise pour que h (t) appar~ienue s une 

classe quasi-analytique sur (0, + oo). 

De plus 9.2.6. donne 

h (2.) (0) = 0 

F ( 2 n + 2 )  2 n + 2  
9.2.7. h (2"§ (0) = / (2 n + 2) F ~ n +  5) 2 n + 3" 

9.2.2. et 9.2.3. entrainent 

log F ( 2 p + 3 ) -  log 1 / ( 2 p ) [ >  ~ -  log 2 p  7 >  �9 

.~ors 

l o g l h  ( " ' ( 0 ) [<  1 - ~  p l o g p  

et ainsi la suite des d~riv~es s l'origine de h (t) a le m~me comportement asympto- 

tique que la suite des d~riv~es d'une fonction hi(t  ) analytique enti~re d'ordre fini 

1 
~gal s d. h (t) appartenant s une elasse quasi-analytique sur (0, + c~) il en r~sulte 

que h (t) est ~gal ~ h 1 (t) ceci au moins dans le cas off cette classe quasi-analytique 

contient les fonctions analytiques. 

Dans le cas contraire, si C (M,) ne contient pas les fonctions analytiques sur 

(0, R), il existe alors une suite (hi} d'indices tels que M ,  l < n~! R-n~. Ecrivons le 

reste de la formule de Taylor ~ l'origine appliqu~e ~ la diffdrence h ( t ) -  h~ ( t )=g  (t). 

On a [ g ( t ) [ < t  n~ n i - > ~ .  Ceci entralne que g( t ) - -0  sur 0 < t < R .  En recom- 

men,ant  le m~me raisonnement aux points -~, ~ on obtient g (t)------ 0 sur (0, + ~ )  ce 

qui dtablit que dans tous les c a s h  (t)= h i (t). 

Posons 

too(r)= maxlh(r~ '~) l_< Ih'~"+~'(~ ~r~"~ -o`~"+~, m~(r). 
o<o<-~ o U ( 2 n + 2 )  r Z " + l < r o  = 

Ceci ~tant on peut calculer /(z) s partir  de h (t) en appliquant la formule d'in- 

version de l ' in~grale de Mellin on a 

9.2.9. z/(z) = ( h(t)UZ dt ( l < x < 2 ) ,  
( z + l )  F ( z + 2 ) "  ~ 

J 
sm~z 0 

int~grale convergente d'apr~s 9.2.7. 
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9.2.9. sera ~valu~ en int~grant  la fonct ion h ( t ) t  -z holomorphe  dans  le demi-plan  

~ < 0  ( t = a + i T ) ,  sur le contour  Ca, consti tu~ de la demi-droi te  a < - R ,  T = 0 ,  du 

demi-eercle de d iam~tre  - R ,  + R  et  de la demi-droir ~ =  0 a > R .  

On a, en tenan~ compte  du fair clue h (t) est  impaire,  

9.2a0. i=fh(0t- dt= f h(Ot- at-, f h(t)t- dt 
c 2 0 o 

en m a j o r a n t  I sur le contour  Ca  par  9.2.5. e t  9.2.7. e t  en sup- D ' a u t r e  par t ,  

posan t  y > 0, 

Posons 

On aura  alors 

/ < b o r n e  [mo(r ) r -Z+l§  ] x > 2 .  

m 2 (r )= ~ r  2" e -q(~"). 
0 

I <  borne m e (r) r -x. 
~e>l  

m 2 (r) pefft ~tre 6valu~ ~ pa r t i r  de q (2 n) en ut i l isant  la th~orie de la croissance des 

fonctions enti~res d 'o rdre  fini [18] (page 38). Posons 

9.2.11. log m (r) = borne [2 n log r - q (2 n)]. 
n 

1 
On pour ra  pour  t ou t  7 > ~  t rouver  une constante  A v ne d6pendant  que de q (x) et  

telle que l 'on air  

D'ofi  

log m e (r) _< log A r + log m (r) + ~, log r. 

- log [ II > borne [x log r -  log m 2 (r)] 
x 

- log [ I [ > log Ar + borne  [(x - ~) log r -  log m (r)] 

ou, en t enan t  compte  de la convexit~ de q(x)  et  de 9.2.11,  

log ] I ] <  log A r - q ( x - r )  x > 2 .  

I1 suffit  de subst i tuer  dans  9.2.10. et  9.2.9. pour  obteni r  

(v>0, 

ce qui ~tabli t  9.2.4. 
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Recherche d'un multiplicateur 

On multipliera la fonction ](z) satisfaisant aux hypothbses de 9.1~ par une fonc- 

tion G (z) qui sera choisie de manibre que le produit ] (z) G (z) satisfasse aux hypo- 

thbses de 9.2.4. 

L'hypothbse d'adhdrence jouera un rSle indispensable pour pouvoir assurer l'exis- 

tence de tel multiplicateur qui sera dtabli par le lemme suivant: 

9.3.1. / (z) satis/aisant aux hypoth~es de 9.1. il existe alors une /onction G(z) ne rid- 

pendant que de A1, A2 et {Mn}, holomorphe dans le demi-plan, telle que ddsignant par 

A 3 la 

on air : 

suite compldmentaire de la suite A 1 par rapport ~ la suite des entiers pairs, 

9.3.1.1. G (A3) = 0, G (As) = 0 

1 
9.3.1.2. - log I O ( r e ' ~  = cos ~ ) [ ~ ( r ) + 2 a ( r ) ] + O ( 1 )  z e ~ n  ~A, 

r 

Y~ 

dans tout any/e [O1_<~)0< ~ .  

9.3.1.3. [ G (n + i y) < Bn 04 la suite { Mn Bn} satisfait d la condition de quasi.analyticitd 

de Denjoy-Carleman, et 

qa (x) = base  eonvexe {log F (2 n + 3) - log fin - log I G (2n)[} 

vgrifie 

9.3.1.4. 

Preuve.  

q a ( x ) > p ( x ) - A x  x > 2 .  

La  divergence de l ' intdgrale 9 .1 .4 ,  quelle que soit la cons tante  a > 0 ,  

entraine,  d 'aprbs  le l emme 4, qu ' i l  existe une fonct ion n (r) ~t valeurs  entibres crois- 

sante  telle que 
q-oo 

1 

alors que 
%00 

f M _dr [n (r) k. ( r ) -  log ,(,)1 r~ = + oo. 

Le l emme 3.5. pe rme t  de construire une suite {Bn} telle q u e  

borne [n (22 (r) + 23 (r)) - log Bn] = n (r) (A s (r) + 2a (r)) - log Bn(r) = T (r) 
n 
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avec  

L a  convergence de cet te  intfigrale nous pe rme t  de construire,  en ve r tu  du l emme 

3.3., une fonct ion G(z),  ho lomorphe  dans  le demi-p lan  sat isfaisant  ~ 9.3.1.1., 9.3.1.2. 

e t  9.3.1.3. D ' a u t r e  par t ,  la  suite {Mn Bn} v~rifie, puisque k. ( r ) <  log r - 2 ~  ( r ) - h a  (r), 

[n (r) log r -  log B.(r) - log Mn(r)] ~ -> [n (r) k. (r) - log ~(~)] ~ + 

1 1 

1 

(M. Bn} sat isfai t  ainsi /~ la condit ion de Denjoy-Car leman.  De plus, d 'apr~s  3.3.4. 

o n  a 

qo (x) > base  convexe {2 n log (2 n + 1) - 2 n (4 2 (n) + it 3 (n)) - log fin - A n} 

qa (x) > base convexe (2 n k (2 n) - log fin - A n}. 

D ' o h  

qo (x) > base convexe {2 n k (2 n) - log fin} - A x = p (x) - A x. 

9.4. D6monstratlon de 9.2. 

Multiplions ! (z) pa r  une fonct ion G (z) construi te  pa r  9.3. Le produi t  ~ ( z ) G  (z) 

sat isfai t  les condit ions de 9.2.4. On a, su ivan t  9.2.4., 

ii(z)llG(z)l x > 2 .  

D'ofi, en t enan t  comte  de 9.3.2., 

log I l (z) I < x log r - x (~1 (r) + ;t~ (r)) - V (x) + A '  + A "  x, 

les eonstantes  A', A" d6pendant  de la suite {M,},  de A 1 et  de A2, d'ofa 

c e  qui  tabr t 
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10. Application aux ~ries de Dirichlet 

Le but  de ce paragraphe est d 'obtenir une in~galit~ analogue ~ l'in~galit~ fonda- 

mentale de [14] permettant  de majorer les coefficients d'une s6rie de Dirichlet 

asymptotique ~ une fonction holomorphe dans une bande. 

10.1. Soit F (u) une lonction holomorphe daws la demi-bande 

Y~ 

, ,> , ,o ,  I w l <  2 

Supposows qu'il existe des constantes ca et deux suites {M.}, A 2 de hombres positi/s, A2 

vdri/iant 2.01, telles que 

10.1.1. I F ( u ) -  ~ cke -~ku [<ot"M,,e-"" (v>vx, ~tkEA~). 
~k<n 

Posows k (r)= log r -  ~ (r) et supposows que 

+oO 

f dr 10.1.2. M [k. (r)] = + 

10.1.3. D o (A,.) < ~, 

D o (A~) ddsignant la dewsi~ loyarithmique supdrieure introduite en 8.1. 

Alors il existe deux cowstantes fl, ne ddpendant que de la suite A2, et A ddpendant 

de la suite A2 et de la suite {M.} telles qu'on air 

10.1.4. log I ck I < A + log m (Vo) + 24 (% + fl) + 24 (k (25) - k. (~k)) 

o~t m (%) ddsigne le maximum de F (u) daws let demi-bande v > %, I w l <  ~t -2. 

Preuve. Posons 

Alors /(z) est une fonction mfiromorphe de pSles 25 avec pour rfisidus ca. On a 

de plus 

ou, en appliquant la formule de Cauchy ~ la fronti~re de la bande, 
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~t +~ 

( - 1 ) n J ( 2 n ) =  f g ( i t + %  )e2n(tt§ 

2 

I/(2 ~) ] <,~ (%) e ~n'. 

] ](- 2 +iy) i <m(%)e -2". 

E n  prenant  pour  ensemble d 'unici t6 A1, la suite des entiers pairs, les conditions 

de 9.1. sont  satisfaites de fagon ~vidente saul 9.1.5. qui reste ~ v~rifier. 

Nous  prendrons 

& = m ("o) e -'~'',/~,, = m (%) e" " '"  

p (x) = - m (%) - x % + base convexe {2 n k (2 n)}. 

Or 

D O (A) < 1 implique k (2 n) = 0 (log 2 n) 

OU 

p (x) = 0 (x log x). 

Appliquons la conclusion 9.1.6. On a 

log I t (~) I  < ~ + A " + ~ k  (I ~ I ) -  v (~) 
ce qui donnera  

1 log I / (x) I <  fl + v o + log m (%) + k (x) - 1 base convexe (2 n k (2 n)} + A" .  
X X 

k. (r) 6rant une fonct ion croissante, d 'o rdre  logaxithmique t endan t  vers l'infini, x k. (x) 

sera une fonction convexe de x base convexe x k (x) > base convexe x k. (x) = x b. (x) d ' oh  

1 
- log  I f (x) [ < t3 + % + log  m (%) + k (x) - k. (x) + 0 (1). 
X 

Le r6sidu de /(z) en ~ se calcule en int~grant  sur le eerele de centre Xk et de 

r ayon  1 d ' oh  10.1.4. 

10.2. Soit F (u) une /onc, tion reprdzentable par la sdrie de Dirichlet 

10.2.1. F( u )= ~ . c~e  ak~ 2~+1 - 2 k _ > h > 0  

absolument convergente s i v  > v 1. 



232 PAw_~ MaI.t.IAVlI~ 

Supposona que dana la demi-bande v > vo, ] w [ < ~t l F (u) soit holomorphe et soit 

m (Vo) le max i mum de F (u) dana ce, Ue bande. 

Posona 

10.2.2. 

et supposona que 

10.2.3. 

k (r) = 21 log r - ;t (r) 

/>D~ 

Alors il existe deux constantes A e t  f l n e  ddpendant que de la suite A et du nombre l, 

telles que 

10.2.4. log I ck I < A + (fl + vo) ;tk + (k (;tk) - k. (;tk)) ;t~ + log m (v0). 

Preuve. On applique l '6nonc6 10.1. avec Mn = 1. 

La  condition 10.1.2. est ainsi satisfaite et  il suffit de transcrire 10.1.4. 

10.3. D6teetion des singular i t6s  

Soit F (u) une ]onction rdpresentable par la sdrie de Dirichlet 10.2.1. dont l'abscisse 

de convergence absolue ac vdrilie - co < ac < + co. A tout nombre l tel que l > D* (A) 

on peut associer une quantitd ill [inie, ne ddpendant que de 1 et de A ,  telle que dana 

tout rectangle de largeur ill, construit sur un  segment de longueur l portd par l'axe de 

convergence, il existe au moins une singularitd de F (u). 

Preuve. Puisque 

D* (A) < 1 

on a, en posant  A =  i im (k ( r ) - k .  (r)), 

A <  + o o .  

Appliquons la formule 10.2.4. On a 

log I ck [ < A + ~ ( l  + A + e + v 0) + log m (v0) 

formule qui implique que la s6rie 10.1.1. est absolument  convergente si 

V > V o + f l +  A 

ce qui ach~ve la d6monstrat ion.  
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10.4. Ordre darts u n e  bande  

E t a n t  donn6 une bande horizontale S, l 'ordre de F (u) dans S sera dfifini par  

en posant  

~s = lim l~ m ( v )  ; 

fe (v) = borne I F (v + i w) I 
W 

l 'ordre dans le plan sera d6fini par  

= lim log~ ~u (v) 

On a, dans le cas oh A n -  ,~n-1-> h > 0 qui nous int6resse, le r6sultat  suivant  d5 

s Ri t t :  

10.4.1. 1 = ~ log c~ 
,~n log ,~n 

On a l'6nonc~ suivant:  

Dans toute bande de largeur ~ l  avec l>  D~ (A) la /ouctiou F (u), donnd par 10.1.1., 

a l e  mgme ordre que dans tout le plan. Si on suppose seulement que l> D O (A) alors 

o n  a 

10.4.2. > Os 
1 + 2 0 [ DO (A) - D O (A)] 

oz~ D o (A) ddsigne la densitd logarithmique in]&ieure de la suite A.  

Preuve. Nous allons suivre pas s pas la d6monst ra t ion de S. Mandelbroj t  fi- 

guran t  dans [14] (page 260). 

D'apr~s 10.4.1. il existe une suite 2hi telle que 

Appliquons 10.2.4. On obt iendra 

Posons 

10.4.3. b = lim k (x) - k. (x). 
log x 

1 6 -  543809. Acta Mathematica. 93. Imprim6 le 16 aoflt 1955. 
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O n  a u r a  

P r e n o n s  

On  a u r a  

e t  

log ra (v0) > - + b + 3 e ; t .  i log ;t .  i - v 0 2. i .  

(' ) % = -  ~ + b + 4 e  l o g 2 . c  

( ( 1  ) ) 
l o g m ( v 0 ) = l o g m  - ~ + b + 4 e  log ; tn i  >_e;th i l o g 2 . ~  

_ log, m [ 
Qs -> l i m  

i -~oo 

1 > 

d'oi l ,  e & a n t  a r b i t r a i r e m e n t  pe t i t ,  

1 
~s-> 1 

- + b  
Q 

P o u r  o b t e n i r  10.4.2. il  suf f i ra  d ' 6 v a l u e r  10.4.3. 

O n  a p o u r  x assez g r a n d  

2 (D O (A) + e) log x > ~ (x) > 2 (D O (A) - e) log x 

ce qu i  e n t r a l n e  que  

2 (1 - D O + e) log x > k (x) > 2 (l - D O - e) log x 

d 'o i l  

k. (x) > 2 (l - DO - e) log x 

b = l i ~  k (x) - k. (x) _< 2 (D O (A) - D O (A)) 
log x 

d'ofi  10.4.2. 

Si l > D  ~ (A) on  peu t ,  en  a j o u t a n t  des  t e r m e s  nu l s  ~ la  s6rie 10.1.1., se r a m e n e r  

a u  cas oil DO (A) = Do (A),  cas d a n s  l eque l  b = 0 ;  la  p r e m i & e  pa r t i e  de  10.4.1. es t  

a ins i  6 tabl ie .  
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CHAPITRE IV 

Quasi-analyticit~ des op~rateurs lin~aires 

11. Les divers probl~mes d'unicit6 examines dans les chapitres precedents (probl~me 

de quasi-analyticit6 g~n~ralisde, probl~me des moments,  s~ries de Dirichlet asympto-  

tiques) ont ~t6 trait~s par  le m~me proc~d~. Dans chaque cas, on a construit 

priori une fonction holomorphe dans le demi-plan qui extrapolait  la suite des d~riv~s 

de !a fonction ~tudi~e, les moments,  les coefficients de la s~rie de Dirichlet asympto-  

tiques. 

Ce proe~d~ se transcrit  naturellement en analyse fonctionnelle. Pour ~tudier la 

suite des it6r~s d 'un  op~rateur A, on prolongera l 'exposant  des valeurs enti~res aux 

valeurs complexes comprises dans un demi-plan. Lorsque A est selfadjoint ce pro- 

longement est rapidement construit par  la d~composition speetrale. Dans un espace 

de Banach on pourra obtenir une extrapolation de A dans le cas off celui-ci admet  

un inverse borne, en construisant sur l ' inverse de A, A 1, un semi-groupe au sens de 

de Hflle [8]. 

Le r~sultat d 'extrapolat ion obtenu entralnera un th~or~me de quasi-analyticit4 se 

composant de deux parties, en premier lieu un r~sultat d'unicit~ analogue aux pro- 

blames de quasi-analyticit6 g~n~ralis~e ~tudi~s dans le chapitre I I ,  puis un r~sultat 

valable sans condition aux limites ou majorations s priori, analogue aux r~sultats de 

Hadamard ,  Gorny, H. Cartan sur les in~galit~s liant les maximums des d~riv~es. 

Ces conclusions seront appliqu~es s t i tre d 'exemple aux op~rateurs elliptiques et 

hyperboliques s coefficients constants. Les proc~d~s d 'extrapolat ion utilis~s plus haut  

n 'auraient  pas eu a ~tre introduits si l 'on s '~tait limit~ s ces op4rateurs. En effet, 

le calcul symbolique de Jean  Leray [11] off les int~grales de Marcel Riesz [9] per- 

met ten t  d 'obtenir  dans ce cas beaucoup plus explicitement le r~sultat. On aura pour 

ces. opdrateurs diff~rentiels des ~nonc~s d'unicit~ en faisant intervenir des conditions 

aux limites s distance finie en un seul point different en cela de [10] et [2]. 

Enfin appliqu~ s la demi-droite le r~sultat de convexit~ obtenu permet t ra  d'am~- 

liorer l~g~rement les in~galit~s de Gorny et H. Cartan. 

Extrapolation des opSrateurs positifs 

Une fonction V (z) d6finie dans un ouvert  ~ du plan complexe, s valeurs dans 

un espace de Banach B, sera dire holomorphe si, quelle que soit la forme lin~aire con- 

tinue b' d~finie sur B, la fonction num4rique (q~ (z), b')  est holomorphe dans ~ .  
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Ceci dtant rappelfi, on a l'~nonc~ suivant : 

Eoit H u n  espace de Hilbert, A un opdrateur sel/ad]oint positq dd/ini sur une 

varidtd dense D (A) de H, h ~ D (A n) alors il existe une [onction q~ (z) holomorphe dans 

la bande n >x  > O, dt valeurs dans H, teUe que l'on air 

11.1.1. q~(p)=AVh p=O, 1, "'" n. 

11.1.2. II~(p+~y) II=IIA" ~II 
11.1.3. AV q~(z)=q~(z+p) O < x < n - p .  

P r e u v e .  

h' E H,  on a 

11.1.4. 

Posons 

11.1.5. 

Soit d E  (2) la d~composition spectrale de l 'o l~rateur  A. Quel que soit 

§ 

(A h, h') = f ~ d (E (~) h, h'). 
0 

+oo 

~, (~) = f ~"-, d (E (~) A ~ h). 
0 

L'int~grale converge uniform~ment dans la bande 0 < x  < p. 

En  effet, on a si x < p ,  h ' E H  

-bOO +00 -bOO 

[f ~"-'d(E(~)A'h,h')[< f Id(E(~)A'h,h')l<llA'hllf d[l~(;Orll  < l lA 'h l l  lib'l[, 
1 l 

in~galit~ assurant la convergence uniforme au voisinage de l'infini de 11.1.5. 

De m~me au voisinage de rorigine on a 

1 1 + o o  

1 

< f l d ( E ( ~ ) h ,  h')l<-IIh[I IIh'll, 
0 

in~galit~ assurant la convergence de 11.1.5. au voisinage de l'origine. Ceci ~tant, ~p (z) 

est une fonction holomorphe, ~ valeurs clans H,  d6finie dans  la bande p > x > 0. 

Montrons que si 0 <  q < p, ~v (z) et  ~ (z) coincident dans la partie commune de 

leur domaine d'exist~nce. En  effet, si 0 < x < q  
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+oo +oo 

~0r (z) - f 2 ~-" d (E (2) A" h) = f 2 ~-, d (E (4) A "-~ A q h) 
0 0 

= f 2"-" d [E (2) f Cv-, d (E (r A q h)] = f 2"-"  2 T-O d (E (2) A,  h) =Vo (z). 
0 0 0 

Les ~vp (z) d~finissent une mfime fonction ~ (z) holomorphe dans la bande 0 < x < n 

On a de plus si p < x < n ,  s = [ x - p ] + l  

ce qui ~tablit 11.1.2. 

De plus on a 

A T ~ ( z -  v) = AT f 2 "-T-. d (E (2) A" h) 
. 0  

+r  

= f 2 ~-~-~ d (E (2) A ~+T h) = q~ (z) 
0 

(p) = ~T (p) = ~ d (E  (2) A T h) = A T h 
0 

oe qui 6tablit 11.1.1. Enfin, 

+no 

ep (p + i y) = f 3: u d (E (Tt) A T h) = Vu A ~" h, 
0 

en d~signant par Uu l'op~rateur unitaire d~fini par  

0 

En particulier on a 

II ~ (p + i y)II = II A" h II 

ce qui 6tablit 11.1.3. e t  ach~ve la d~monstration de 11.1. 

La quasi-analyticit~ des ol~rateurs seffadjoints 

Commen~ons par ~noncer les lemmes de convexit4 suivant:  

11.2. ,.%it ep (z) une ~onction holomorphe dd~inie clans un  ouvert ~ du plan complexe, 

dt valeurs dan.s l'espace de  Banach B .  Alors la ]onction rdelle 

11.2.1. p (z) = log [[ q0 (z)[l 

eat ~ous.harmonlque clans ~ .  
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Preuve.  On a 

II ~ (~) II = sup I < ~ (~), b' > I, 

~'  dfisignant la boule uni~ de l'espaee de Banach B' dual de B, d'oh 

log II~ (z)I}= sup log I <9~(z), b'>]. 
b" �9 ~" 

Chacune des fonctions du second membre est sous-harmonique sur O, en vertu de 
l'hoiomorphie de ~ (z); leur borne supdrieure sera 6galement sous-harmonique. 

11.3. Soit p (z) une /onction sous-harmonique clans la bande 0 < x < n .  Suvposons que 

11.3.1. 
lim e-~;Yl f lp ( iy+t ) ld t=O.  

lul~oo 
0 

Soit G(x,y) une /onction harmonique clans la mdme bande satis/aisaut it 11.3.1. 

et teUe que 

G(O, y)>>_p(iy), G(n, y)>_p(n+iy). 

Alors on a 

G(x, y)>_p(z) n > x > 0 .  

Supposons de plus qu'il existe une constante (~ telle que 

11.3.2. 
v ( i y ) <  ~21Yl+, , , .  

p ( = + i U ) < ~ l Y l + m n .  

Ddsignons par H (x, y) la solution du trrobl~me de Dirichlet pour la bande 

0 < x < l ,  H (O, i v ) = H  (1, V) = -~]Y] 

so~is/aisaut it 10.3.1. Posons 

q ( z ) = N  (x, O) O < x < l .  
Alors on a 

11.3.3. p (x)< (1-- ~)mo+ 

11.3.4. 
z 

0 

dt  
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q ( x ) < - x l o g x - ( 1 - x ) l o g ( 1 - x ) ;  R q x +  - (x) < l o g 2 R  0 < x < l - ~ .  

Preuve. Consid~rons le rectangle Ra = {0 < x < n, ]Yl < A} et soit GA (x, y) la solu- 

tion du probl~me de Dirichlet pour ce rectangle les valeurs limites 6rant 

GA (O, y)=G(O, y), GA (n, y )=G(n ,  y), G(x, A ) = p ( x + i A ) ,  G(x, i A ) = p ( x - i A ) ;  

alors GA (x, y) est une majorante harmonique de p (z) sur RA et l 'on a 

GA (X, y) > p (Z) Z E RA. 

G4 (x 0, Yo) se calcule en utilisant la mesure harmonique dl~4" x.. ~. port~e par RA. On a 

+ 4  + A  n 

GA(xo, Yo) = f a (O,y )  dl~A,x..~.+ f G(n,y)dl~A,x..~,+ f P ( t + i A ) d l Z A  .... y. 
-A -A 0 

n 

+ f p ( t - i A ) d ~ A  .... ~.. 
o 

Lorsque A-~ c~ les deux derni~res int~grales tendent vers z~ro en vertu de 11.3.1. 

les sommes des deux premieres tendent vers G (xo, Yo) d'oh G (x, y ) > p  (z). 

Si p(z) satisfait en particulier ~ 11.3.2. nous appliquerons le d~but du lemme 

en prenant 

(:)  (: :) G ( x , y ) =  1 -  m o + - m n + n ~ H  , 
n 

ce qui ~tablit 11.3.3. Remarquons que lorsque ~=0 ,  11.3.3. exprime la convexit~ de 

la fonction borne [p(x+iy)] .  La premiere 6galit~ de 1.1.3.4. s 'obtient en notant  par 
Y 

h (z) la fonction holomorphe difinie par l'~galit6 h ( z )=H (x, y ) + i K  (x, y). On v~rifie 

( ' )  que h' (z) = log t;g ~ z . Les deux derni~res in6galit~s de 1.1.3.4. s 'obtiennent ~ partir  

de la premigre ~galit6. 

1L4. 8oit ,4 ~,~ op~rat~; ~,~f~djoint a ~  la ~u~t, {log IIA" hll} ~t  ~ ,~  ~ i U  ~ . -  

vexe de n. 

Preuve. Si A est positif, la d~monstration r~sulte de 11.1.2., 11.2.1. et 11.3.3. 

Si A n'est pas positif, en appliquant le r~sultat pr6cg<lent ~ l 'op6rateur positif A ~, 

op4rant sur h e t  A h, on obtient que log HA ~n h H et log H A~"+'h]I sont deux suites 

convexes de n. D'autre part, 

A h - -  ~ i d E ( 1 ) h  
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ou en appliquant l'indgalit~ de Schwarz aux deux fonctions 2 et 1 de cart6 sommable 

sur ( - o o ,  + ~ )  par rapport  h la mesure spectrale dE(2)h ,  on obtient 

+ O O  + o 0  

IIAhlF<II f 22 dE (2) hll ll f d (2)hll<lla2hllllhll 
- o o  - o o  

d'ofi 

11.4.1. llahll'-<llhll llA"hII, 

ce qui avec la eonvexitA de suites log IIA~"hll et log IIa~"+lhll  entraine la conclusion. 

11.5. Le thdor~me de quasi-analyticite" 

Varidtd A-invariante. Etan t  donn6 une varidt~ lin6aire ferm~e V de l 'espace de 

Hilbert  H ,  nous dirons qu'elle est invaxiante par  l 'o l~rateur  selfadjoint A, si quel 

que soit l 'op6rateur born6 Bm associ~ ~ une fonction m (t) born~e h support  compact  

par  l'int~grale 

11.5.1. Bm =fro (2) d E  (2) 

on a B~ V ~  V. Nous noterons pax A (h') la plus petite vaxi~t~ A-invariante con- 

tenant  h'. Nous dirons que les {h~} forment une A base de H si H =  ~. A (ht). Le 
t 

th~or~me de quasi-analyticit6 s'6nonce alors: 

Soit A un opdrateur selladjoint dd/ini darts l'espace de Hilbert H. Soit hfi D ( A ' )  

quel que soit n e t  soit h' E H. 

Supposons que l'on air 

11:5.2. 

11.5:3. 

11.5.4. 
-boo 

qudle que soit la constante a > O. 

IIA=hlI<M= 

(A'p h, h') = 0 

1 - a ~ d r =  + ~  
.v<r nv I r~ 

Conclusion. h est orthogonal ~ la varidtd lindaire invariante • (h'). 

Corollairc. ~qi les hyl~oth~ses pr~c&lentes valent pour {/~} /ormant une A base de H, 

alors h = O. 

Preuve. Soit ~ (z) la fonction, holomorphe ~ valeurs dans H, extrapolant  la suite 

A" h d6finie en 12.1. Posons 

I (z) = (9' (z), h ' ) .  



Alors /(z) est 

11.1.2. s 

et, d'apr~s 11.5.3., 

SUR QUELQUES PROC~D]~S D'EXTRAPOLATION 

une fonetion holomorphe ~ valeurs 

II(p+~y) l<M~llh'll 

] (n,) = O. 

La condition 11.5.4. entraine alors / (z)~O.  

On a, en particulier, 
+or 

f ,~Zd(E(~)h, h')=O 
0 
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complexes, elle satisfait d'apr~s 

quel que soit z, off, en appliquant la formule d'inversion de l'int6grale de Mellin, 

(E (2) h, h') = 0 ce qui entraine 

(h, E (4) h')  = 0 

et, en vertu de 11.5.1., 

(h, B~ h') = 0. C.Q.F.D. 

11.6. Remarque 

Si A n'est pas positif, on consid~rera l 'op~rateur positif A 9, en le faisant opdrer 

suecessivement sur h et A h. Le th~or~me de quasi-analyticitfi se dficomposera en deux 

6nonc6s, l 'un valable pour les exposants pairs, l 'autre pour les exposants impairs. 

Applications 

L'ol~rateur  de d~rivation d6fini sur L 2 ( -  ~ ,  + oo) est selfadjoint; en lui appli- 

quant 11.4. on obtient : 

8oit ~ (t) une ~onction indd/iniment ddrivable dans L2 ( - o o ,  + oo) posons 

M2. = f [/(t)] ~dt, 
0 

alors log M ,  eat une suite convexe de n. 

]:)arm l'espace euclidien Xl, ~ l dimensions on a l'$nonc~ suivant: 

Soit A l e  laplacien dans l'espace euclidien Xz ~ l dimensions, Solt f (x) une fonc- 

tion indd]inlmen$ ddrivable, $elle que l'on air 

m . =  J" I ~"/l~dx<M'.. 
X! 

Alors log m .  eat une suite convexe de n. 
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D'autre part, soit l suites d'entiers At, Av  A,, on notera Dale ~ b o l e  de ddrivation 

pl' p~' p~, (~  e A~). 
l 

Supposona qu'& tout ~ E 1-I A~ on all associd una suite n~ leUe que l'on air 
1 

11.7.1. ( A ~  Da 1)o = O. 

Dgsignona par A; la suite de, entiers pair, contenus dana A~, par A[' la suite des 

entiers impairs contenus dana A~. 8upposona que 

Supposona en[in que 

11.7.2. 
1 

+ ~  

~,<,~- / 7 =  + oo 

l 

quell, que soil la constante a el quel que soit 2elIAs. Alors [ (x)~O. 
1 

Preuve. La convexit4 de log m,  r6sulte du fair que A est selfaxijoint dans Lz (xz) 

et de 11.4. Par  contre, pour d6montrer l'6nonc6 de quasi-analyticit6 la proposition 

11.5.1. ne s'appliquera pas imm6diatement, la mesure de Dirae ne pouvant  pas ~ r e  

directement consid6r6e comme use fonctionnelle continue sur L 2 (Xz). D6montrons le 

lemme d'extrapolation suivant qui pr$cise 11.1. 

11.7.4. Soil ](x) une [onaion dd/inie sur X1 et satis/aiaant & 11.7.1. Dgsignona par 

C O (Xl) l'espace de Banach des ]onctions continues borndes, nulles & l'inlini, ddlinies sur 

Xl. Alors il existe use /onction q)(z) tmlomorphe dana le demi.plan x > 0  h valeurs dana 

C O (Xz) tell, que l'on all pour n assez grand 

11.7.4.1. l 
I}9(n+iY)H<2A, M~,+~ P>~ M ; + ~  = sup  (1, M . + ~ ) ,  

9 (P) = A ~ I. 

9 (z) la fonetion holomorphe ~ vMeurs dans L, (Xz) extrapolant la 

11.7.4.2. 

Preuve. Soit 

suite APt eonstruite en l l .1 .  D'apr~s 11.1.3. Anr existe dans L2(Xt ) et vaut  

l 
q~ (z+p). Si on prend p > ~  ceci entraine que ~o (z)EC 0 (X~). De plus on a 

II ~o (~)I1o.< A, [11 ~11 + I[ t,~ ~111 
off Az est une eonstante ne d6pendant que de la dimension de l'espaee. 
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II~(~)l}o.<A,(m=+~+m=) n = [ x ] + l  

d'oil, en tenant  compte de la convexit~ de la suite log m,  darts le cas off m~ est 

croissant, 

I1~ (~)I1~ 2A,  m=+~ < 2 A, M,+p. 

Darts le cas oil m,  serait dficroissant qucl que soit n on aurait 

11~(~)IIo.<2A. 

11.7.4.1. est ainsi 6tabli. Remarquons enfin qu'une mesure /~, dfifinissant une fonc- 

tionelle linfiaire continue sur Co(X~ ), peut ~tre consid6r~e commc la limite faible 

d'une suite de fonctions fv (x)fiL2(Xz). 

On aura 

<~ (z), g >  = lim (~ (z), I~). 

Les fonctions figurant clans le second membre sont holomorphes sur x > 0 et con- 

vergent uniform~ment dans toute bande verticale en vertu de 11.7.4.1, d'oi~ <q(z), #> 

est une fonction holomorphe sur x > 0. 

Le lemme 11.7.4. est ainsi 6tabli. 

Preuve de 11.7. On construit, d'apr~s 11.7.4. la fonction q~(z) extrapolant la 

suite A ~ D~ f. 

La fonction < ~  (z), ~o> = ~  (z) est holomorphe darts le demi-plan, satisfait 

~ (n~)= 0, ]~a(n+iy)[<2A~(l+M~,,+lat+t ) ([ ~ [ = 21 "~ ~2 2t- 2/) �9 

11.7.4. entraine que y~a(z)~0. 

En prenant la transformfie de Fourier de /(x), soit ~b (~) on obtient que 

Cette int~grale s'ficrit 

+oo 

S mr (r  (~) ~ '  ~ ')  r ~ ~ a r  = 0 
0 

oll m~ (~P (~)) d~signe la moyenne de ~P (~) sur la sphere de centre 0 et de rayon r. 

La formule de Mellin entraine que m, (~(~)~,~z)----0 quel que soit r. 
l 

Ceci sera v6rifi~ quel que soit 2 E I-I At. 
1 

Sur la sphere ~r  = {~; ]1 ~ I] = r}, ~1, ~ ,  ~z constitue un syst~me de l fonctions 

continues s6parant les points de ~.r. D'apr~s le th6or~me de Stone-Weierstrass ralg~bre 
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engendr~e par les {~:t} est dense dans l'alg~bre norm~e des fonctions continues k va- 

leurs r~elles d6finies sur ~,. D'apr~s le th6or~me de Miintz, lorsque At v~rifient 11.7.3, 
l 

~'  ~ avec 2 ~ YI A~ est dense dans l'alg~bre engendr~e par {~}. On pout donc trouver 
1 

deux polyn6mes P~ (~) et Pz (~), oh ne figurent que les mon6mes ayant pour exposant 
l 

des syst~mes 2 ~ 1-IA,, tels que si 
1 

Du plus, on aura 

on air 
�9 (D = h (D + ik  (~) 

I ~ , ( * ) -P , (~ ) I<  ~ ~: ~ ,X, 

I k (~ ) -  P. (~)1 < ~ $ e ~,. 

m, (I �9 (~)I s) = m, ( o  (~) (h (~) - i k (~))) 

< ~ ,  ( 0  (~) (t'1 (~) - i P  z (~))) + 2 ,  max 10 (~)I. 

La premiere quantitai e~ nulle, e 6tant arbitrairo on a m, (l(I)(~)I)~0 quel que 

soit r co qui entralno que O(~)~0. 

11.7.6. Corollaire. 8oit / (x) une lonaion inddlinlme~ ddrivable, ddfinie sur l'etlxtce 

eudidien ?t 1 dimensio,na. Poso'n, 

flZ'll'd,<_M~.. 
xz 

8utrposons qu'dt l'origine / (x)  et toutet set ddrivdet s'annulent. Alor, , i  

+oo 

f r)d, = M(21og ra +oo, on a / ( x ) ~ 0 .  

Remaxque. Cet 6none6 diff~re des r~sultats donn6s dans [2] et [10] sur la quasi- 

analyCicit6 des op~rat~urs diff6rentiels en ce que les conditions k distance finie sont 

suppos6es v6rifi6es en un seul point au lieu d'6tre v6rifi6es sur des surfaces ou des 

ensembles de d6tcrmination d'une fonction analyfique. On pout en appliquant le r6- 

sultat pr6c6dent obf~nir des 6nonces de ce type. 

11.7.7. 8oit / (x) une /onaion indd/iniment ddrivable h support compact. 

8upposons que 

I A ' I O , ) I < M . .  
A/or, , i  

+ ~  

M ( 2  log r ) ~ - =  + ~ ,  o n a / ( x ) ~ - O .  
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Preuve. II suffit d'appliquer le r6sultat prfcfdent  en prenant pour origine un point 

de la fronti~re du support de /(x). 

11.7.7. appliqu6 ~ la droite redonne le th4or~me de quasi-analyticit4 de Denjoy- 

Carleman pour les fonctions p6riodiques. 

12. Quasi-analyticit~ d'op~rateurs d~finis sur un  espace de Banach 

L'extrapolation des op4rateurs born4s dans un espace de Banach a des liens 

6troits avee la th6orie des semi-groupes de ttille [7]. L'4nonc4 suivant ne fair que 

reprendre cette th4orie. I1 sera utilis~ pour l'~tude de la quasi-analyticit4 des op~ra- 

teurs diff6rentiels admettant  un inverse born4. 

12.1. Soit A une alg~bre de Banach, a E ,4, supposons que 

12.1.1. le spectre de a soit contenu dans l'angle 

I arg u l ~  0 o < ~  ( u = v + i w ) .  

12.1.2. On air 

~1o+_ool l l ( a - ~ e ' ~  + ~ ~>0,  0 o < 0 < = ,  on - ~ < 0 <  -0o .  

Alors il existe une /onction holomorphe a~ ddfinie clans le demi-plan x > 0 et ~ valeurs 

clans l'alg~bre A teUe que 

12.1.3. a 1 = a 

12.1.4. az+z, = az az,. 

s~ on vo~e 8=  log (l+llall), a~rs 

12.1.5. log Ilasll_<(fl+~)~+O01ul+log(lyl+l)+O(1) (~>1). 

Preuve. Soit Co un contour born4 entourant le spectre de a, et trac6 ~ l'int6rieur 

de l'angle ] arg u] < O. 

Posons 

as= ~ ( a - u ) - *  u" du.  

C O 

12.1.2. assure la convergence de cette int4grale lorsque x > 0 .  Evaluons 

1 Us ~z" 

C 0 C" 0 

off C'~ 6rant int6rieur ~ Co sauf K l'origine. 
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On a l ' identit~ 

(a -- ~)-,  (a -- u) -1 = (a -- ~)-1 _ (a - u) - t  
u - - ~  

qui donne 

a f f u, au azaz,= ~ (a -$) -*~Z 'd~  2i~t  ( u -  ~) 
C" 0 C 0 

f , z 1 
2 i~t d C o C" 0 

La  seconde int~grale est nulle, la premiere s'4crit, d 'apr~s la formule de Cauchy 

, f  a z a z , = ~  (a-~)- '~z+Z'd~=az+z ,. 

C" 0 

12.1.4. est ainsi 6tabli. 

En  d4formant  le contour  Co de mani~re h le rendre ext~rieur au cercle de centre 

0 et de rayon Ilall, on ca~cu~e ~ raide dn d~veloprcment de ( a - u )  -1 an vo~mage  

de l 'infini explici tement a~ et on obt ient  12.1.3. 

E n  majoran t  ( a - u )  -~ par  12.1.2. on obtient ,  en r emarquan t  que l 'on peut  t racer  

O o ~, l ' int4rieur du cercle l u I < II ~ II + ~, 

e (~176 [1 ] ]]a~[[<DB, eO.',, 
( o -  oo) ~+(ll~l[+~)" 

1 
d'ofi 12.1.5. en prenant  0 -  Oo = - -  

Y 

12.2. La quasi.a'nalyticitd d'opdrateurs bornds, le thdor~me de Miintz. 

Etant donng un gldment a d'une abg~bre de Banach vdri/iant lea hypothkses de 12.1. 

I~ur que let varidtd lindaire engendrde par ant n~ parcourant une suite A d'enliers, soit 

dense dans l'alg~bre engendrde par a, il su//it que 

12.2.2. 2 0 o  r ]  = + lira ; t ( r ) -  ~t log oo. 
/ 

En particulier si a a son spectre sur l'axe rdel ~ositi[ alors let condition 12.2.2. 

s' gcrit (Miintz) 

12.2.3. ~ 1  = + oo. 
n~ 

Preuve.  Soit b' une forme lin4aire cont inue sur .,4 nulle sur la vari6t~ lin~aire 

engendr~e par  les a n~ et non ident iquement  nulle sur l 'alg~bre engendr4e par  a. Con- 

sid4rons la fonction holomorphe 
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j (z)=(a~;  b ')  
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Poson8 

M~=IIA~bll b e D ( A  ~+') n + l > _ s > _ 0 ,  ~ =  2 0 ~ ,  
7~ 

o4 0o est donnd par 12.1.1. 

Alors 

12.3.1. 

8= log (IIA II + 1). 

l~_~ s 1 - !  
M,<e~e "sqxnj M,+,-~ M , "  

o4 q(x) est ddJini par 11.3.2. Soit d'autre part b'E B' dual de B. Supposons que 

12.3.2. <A ~ b, b'> = 0 (2~ e A), 

A ddsignam une suite d'entiers positijs. Posons 

k (r) = ~ (r) - ~ log r. 

Si  

f M ( k . ( r ) - a )  = 
dr 

quel que soit a> 0, 

l (n~) = 0 

loglt(~)l<loglla~ll+o(1)<~(~+e)+eolul+ logl~+ll+O(1) ~ > 1 .  

Appliquons ~ la fonet ion J (z) la  proposi t ion 5.8. 

On a alors avec les no ta t ions  de cet te  proposi t ion 

/ca (r) = ~ (r) - 2 O0 log r 
7~ 

M(~)=  + ~  a>~.  

Les intdgrales 2.1.5. d ivergent  pnisque ka ( r ) ~  + ~ .  P a r  suite [ (z )~O et  b' sera 

or thogonal  ~ a n quel que soit n e t  iden t iquement  nulls  sur l 'alg~bre engendr~e pa r  a. 

12.3. La quasi.analyticitd d'opdrateurs difJdrentiels. 

Soit A un opdrateur lindaire ddjini sur une varidtg lindaire dense D (A) d'un espace 

de Banach. Supposons que A admgte un inverse bornd A 1 vdrifiant 12.1.1. et 12.1.2. 
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alors b e s t  orthogonal h la v a r i ~  lindaire lerm~e engendrde par A'~nb',A'I ddsignant 

l' opdrateur transposd A 1. 

Preuve. Nous extrapolons la suite {A n b} en posant 

cfn(z)=A'~-~Anb x < n  

oh l'op~rateur A~ est defini par le lemme 12.1. On a, d'apr~s 12.1.4, 

r n - z - r  n q ~ ( z ) = A ' ~ - ~ A ~ b = A 1 A I  A b x < n - r  

=AI  A b = ~n, (z) n - r .  

{99n (z)} constitue ainsi une famille de fonctions holomorphes coincidant sur l'inter- 

section de leur domaine d'existence. Eiles d6finissent une fonction ~ (z) holomorphe 

dans tout  le plan. On aura 

En particulier on a 

D e  m e m e  

!lqJ(n +iy)  ll < Mn+le~ e ~ 

(iy)II < M1 e~e~ ly J 

La fonction sous-harmonique log II (z)ll satisfait aux hypotheses du lemme 11.3. 

dont l'application ~tablit 12.3.1. 

D'autre part b' E B' dual de B, consid6rons la fonction [ (z)holomorphe ~ valeurs 

num~riques, ddfinie dans la bande 0 < x < n  par 

1 

Alors /(z) vdrifie 

Le thdorbme d'unicit6 5.8. donne 

donc, en particulier, 

OU 

/(z)-=0 

(A'~b, b ' > = 0  

ce qui dtabli~ 12.3.3. 

n = [x], / (A) =0 .  

<b, A ~ ' b ' > = O  
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Remarque. L'in6galit~ de convexit~ donn6e en 12.3.1. prdsente l 'inconvdnient de 

se prgsenter avec un d~calage d'une unitd des indices intervenant au second membre. 

On peut  dans le cas particulier oh A est un op~rateur normal de l 'espace de Hilbert  

faire disparaitre ce d~faut. On a: 

12.4. Les hypotheses dtant celles de 12.3., dtant supposd de plus que B e s t  un espace 

de Hilbert et que A~ est un op&ateur normal 12.3.1. s'dcrit alors 

12.4.1. Ms < e \ M~ Mo --~ . 

Preuve. Soit d E  (2) la mesure spectrale associde s l 'op~rateur normal A~. 

Majorons 

II ~ (P + iy)II = f 2' y d (E (2) A" h) = Vy A p h 

en notant  par Vy l 'op~rateur normal d6fini par 

Vy= f 2  i~ dE(2) .  

On a 

et par  suite 

]Iv (v + iy)]] < IIA" hll 

d'ofi, en appliquant le m~me raisonnement qu's 11.4., on obtient 12.4. 

13. Quasi-analyticitd des opdrateurs hyperboliques. 

Le probl~me diff~re du cas elliptique pour les deux raisons suivantes: 

Le spectre de l 'op~rateur hyperbolique sera un demi-plan au lieu d'etre une demi- 

droite comme dans le cas elliptique. Ceci entralne que la fonction d 'extrapolat ion ~ (z) 

e-~lYl 8e comportera comme - sur les parall~les ~ l 'axe imaginaire au lieu d 'etre born~e 

sur ces parall~les. 

D 'aut re  par t  les hypotheses et conclusions des th~or~mes de quasi-analyticit~ 

pourront  ~tre ~nonc~s en se limitan~ s un cSne de lumi~re. 

~ous  consid~rerons l 'op~rateur des ondes a (p )=  p ~ - p ~ - p ~  et utilisant la th~orie 

du ealeul symbolique d~velopp6 par  Jean  Leray [11] nous allons d4terminer l 'inverse 

a -1 de a(p) dans l 'espace de Hilbert  L2,~(XI) d~fini par  la norme 

X l 

17 - 543809. Acta Mathematica. 93. Imprim6 le 13 aofit 1955. 
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D6signons par F + le demi-cSne dans ~z d6fini par 

~ -  ~ - ~,~ > 0,  ~ > 0. 

Avec ces notations rappelons le r6sultat suivant: 

13.1. S i  ~ E F +, l'opdrateur a (p) admet un inverse bornd clans L2, ~ (X~). 

Cet inverse est un  opdrateur normal. 

Son spectre est contenu clans le demi.plan positi/. 

Preuve. Appliquons s L2,~ la transformation de Fourier dffinie par 

F (/) = ~ ! (~) e ~ + ~ '  ~ d x .  
X 

F d6finit une correspondance isom6trique entre L2,~ et L, (H)en  d6signant par E + i H  

le dual complexe de Xl. 

On a 

~' (a (p)/) = a~ (~) F ([) 

oh 

a~ (~) = a (~ + iT). 

Les propri6t6s de a(p)  dans Le,~(xl) d6pendent des propri6t6s alg6briques du 

polynome a,(u). On a ] a , ( u ) l > ~ 2 - ~ 2 - ~  2 (Ill]  page 35, proposition 17.1.). 

1 
Ce qui montre que l'inverse a - '  existe, v6rifie ] l a -~ ] ]e .~<~_~_~2  et est la 

transform6e de Fourier d 'un op6rateur de multiplication par une fonction born6e, donc 

est un op6rateur normal. 
1 

Le spectre de a -~ sera l'ensemble des valeurs que prend la fonction a - ~  lorsque 

parcourt H. 

Cet ensemble de valeurs est eontenu dans le demi-plan x > 0  ([11] page 37, 

proposition 18). 

13.2. Soit a (p) l'opdrateur des ondp.z, C O le c~ne de lumi~re issu de l'origine, ] (x) une 

/onction indd/iniment di//drentiable dd/inie sur C o. Posons 

On a alors 

Co 

s s_ 1 s_ 
M~<enq(~) M~ M - n .  
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Preuve. 13.1. et 12 impliquent l'in~galit6 13.2.1. pour des II I]2, ~, ~ E F § il suffit 

de faire tendre ~-~0 ~ l'int~rieur de F § pour obtenir 13.2.1. 

13.3. Soit a (p) l'opdrateur des ondes sur Xt, [ (x) une /onction indd/iniment ddrivable 

dd/ine dans le c6ne de lumi~re C O issu de l'origine. Supposons que 

ce 

13.3.1. Soient 1 suites Ax, A2, At de hombres entiers tels qu'd tout 2 E H A~ on puisse 

assoeier une suite n~ pour laqueUe 

Les suites A~ et n~ vdri/iant 

13.3.2. 

n~ 
(a t (p) Da/)o = 0. 

13.3.3. 

f M (21 ( r ) - a ) d r =  + c~, 
r 2 

q-r 

f M(k! ~) (r ) -b)dr  = + 
r2 cx~ 

1 
et quel que soit 2 E I-[ A~ o~ 

1 

a>O,  i = l ,  2 . . . . .  1. 

quel que soit b > 0 

1 
(r) = 2 ~ ~aa - log r. 

n~<l" 

Alors / (x)=~O dana C o. 

Preuve. La preuve se d~roule comme dans 12.7. 

14. Les in~galit~s de Cartan.Gorny 

Dans 1)2 (0, + c~) l 'op~rateur de d6rivation poss~le Ies propri~t~s ~num~r~s dans 

13.1. On a alors la transcription suivante de 13.1. 

Soit / (t) une ]onction indd~iniment ddrivable, dd[inie sur (0, + ~ ) ,  posons 

~-oo 

m ~  = f [[(') (t)]2 d t. 
0 

Alors on a 

14.1. Mo _ Mn 
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L'in6galit~ 14.1. ne peut pas ~tre compar~e aux in~galit~s de H. Cartan et A. 

Gorny qui sont ~nonc~es dans L*. (0, + oo). Nous obtiendrons ces in~galit~s en utilisant 

les propri~t~s qui ont ~t~ ~tablies en 6.4. sur une expression explicite d'extrapolation 

de l 'ol~rateur de d~rivation dans L*. (0, + oo). 

Commen~ons par d~montrer le l emme $1~mentaire suivant: 

14.2. Ddsignons par 

Posons 
7. .  = { / e L . .  (o, + ,~); II111= < 1, II1'"'11~ < 1}, 

14.2.1. 

Preuve. 

~,.. = bo~e II/'*'ll- 
YE~n 

Alors, g (t) d d ~ n n t  une ]onction n /ois ddrivable de'linie sur (0, + oo), on aura 

t_s s 

II g"' (o II0~ -< P~.. II g (t)II "II r (t)I1 ~. 
Pour ~tablir 14.2.1., posons 

1 

1 f Ilgll~ l ~ 
h (t) = I ~  g (r 0 oa r = t ~ J  " 

Alors /z (t) E ~ . ,  [/, (t) l<f l , , . ,  ee qui donne 14.2.2. 

Nous commencerons par ~valeur i lL.  et ~ . -1 . . .  

suivant: 

Ceci fera l 'objet du lemme 

14.3. On a 

log flL - < log n + log 64.  log ~6,_ 1. ,, < log n + log 64.  

Preuve. Consid6rons ]a fonction d'extrapolation introduite en 6.4. On a, d'apr6s 

6.4.5. et compte tenu que [ E ~ ,  

14.3.1. log H It+, u f I1.. < ; I  Y] + log (I Y I + 1) + ~ log ill, ,, + ~ log 32 
7~ 

14.3.2. log II z.-~+,,/ll*. < 21yl + log (lul + 1)+ ~ log 8 . - , . -  +~ log 32.  

Considdrons la fonction sous-harmonique log IlIzfll dans la bande ~ < x < ~ n - ~ .  

Les majorations 14.3.1. et 14.3.2. entrainent que 

log IJzx/ll*. < ~ ( 1 -  ~-i! ~-~-~ log ~,..  + 14.3.3. 

+2/,,_l____51ogt~._,..+(,,_l)ql,~-i_l) +1log . 
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Prenons en particulier x = 1, x = n -  1, on obtient 

( 1 ) 1 log ft ._, , .  + (n_  1) q (2 ( _ ~ _  1)) + 1 log _~ log fl,,. < �89 4 ( n -  1) log fl,,. + 4 (n - 1------) 

( ) 1 1 log/3,_,,n + ( n -  1)q +~log  32. l~ l~ ~ 4 ( n - l )  

La seconde in4galit6 donne 

log fl~-l, n < - - - -  2 ( n -  l) 
log/3,, n + 2 (n - 1) q + -~ log - - .  

7~ 

En portant d a n s  la premiere in6galitA 

1 ) 32 
log ~, , .  < 2 ( n -  1) q ~ )  + l o g - ~  

utilisons la majoration 11.3.4. de q (x) 

32 
log ill. n < log 2 (n - 1) + log - -  

d'ofi 14.3. 

14.4. On a 

s)  21~ e 
log fl... < n q n + log - -  +log,  n. 

Preuve. Eerivons 14.3.3. en tenant eompte des 6vahations 14.3. 

1 
Appliquons 6.4.5. ~ rintervaUe ( n - l ,  n) ~ = 1 - - - ,  on a 

log n 

log [[/lo_~+,u./[[ < -2 [y[ + log, n +  2 log ([ y[ + 1)+ log 128.___ee 

De m~me 

log III , +,~ t ll < ~~lyl + log,, n + 2 log t lYl + 1) + log 128_____e 
log n 3g" 

14.3. donne alors 

8 _ _ ~  1 lo,.  
" log[lI.t[[<log, n+ t n - l ~ g n ) q l - ~ - - - ~ - ~ +  

512e 
log 

7f 

d'oh, en appliquant 11.3.4., on obtient 14.4. 
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Le lemme suivant ~tablit une minoration de {~,, , .  On a 

Preuve. Soit H(z ;  y) la fonction harmonique introduite en 11.3. et d6signons par 

g (z) la fonction holomorphe d~n8 ]a bande O < z  < n  d~finie par l'6gslit~ 

et soit 
+oo  

h ( z ) = g ( z ) r ( - - Z ) n s ,  f ( t )=  f A(iy)tl~dy. 
(z + n)  s 

--aO 

6.4.10. entralne que / ( t )E ~n. De plus on a 

log I f "  (o) I = g (,,) 

d'oll 14.5. 

P~sumons ces diffdrents lemmes daJ3s l'6nonc~: 

14.6. 8oit /(t) une fonction d~/inie Bur (0, + co) et n /ois d~ri~able. Posons 

M , = I I  f "r 
A/ora on a 

le signe d'~galitJ ponvant ~tre eHectivement atieint ei o~ 

21~ e 
i <~8.~ < - -  log n. 

Yf 

Preuve. 14.4. et 14.2.1. 

Comlmmisou aver les in~b~dit& de Cartan-(;orny 

L'in~galit6 de H. ~sa'tan-Gorny, telle qu'elle est donn~e dans [3], s'~crit 

/e z p\~ 1. ~ 
14.7. Mk < 2  ~-~-) M o p M~. 

En paxticulier, 14.7. entraine 

M._,f~O (e" M~ I) 
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alors clue 14.3. conduit  au r~sultat a sympto t ique  plus precis 

1 1 

14.6. fair jouer d ' au t r e  p a r t  un  rSle sym~trique aux  deux  extr~mit~s de l ' intervalle 

d ' int~grat ion fractionnaire.  
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