AVANT-PROPOS.

Nous avons réuni dans ce tome les deux mémoires couronnés par
S. M. le Roi le 21 janvier 1880,

" A notre grand regret, nous ne pouvons y joindre que l'un des deux
rapports présentés a leur sujet & S. M. par la Commission du prix.
M. WEIERSTRASS avait bien voulu se charger de rédiger le rapport sur le
mémoire de M. PoincarE; mais, souffrant depuis plus d'un an, il lui a
malheureusement été impossible jusqu'ici de l’achever. Il nous autorise
& dire que son rapport sera publié dés que I'état de sa santé lui aura
permis d’y mettre la derniére main.

Nous insérons ci-dessous le rapport de M. HErMITE sur le mémoire
de M: ArpPrLL.

Le Rédacteur en chef.

Rapport de M. Hermite.

Les expressions des fonctions elliptiques par des séries simples de
sinus et de cosinus, telles que les donne la formule de Fourier, ont &
bien des points de vue une grande importance en Analyse. Elles ont été
employées avec succes et jouent un réle important dans beaucoup d’ap-
plications du calcul & la physique et & lastronomie. Elles ont conduit
Jacobi aux formules si remarquables du § 40 des Fundamenta, ou le
grand géometre, allant au dela des propositions connues de I'arithmétique,
obtient le nombre des décompositions d’un entier quelconque en 2, 4, 6
et 8 carrés, exprimé au moyen des diviseurs de ce nombre. D’autres
résultats d’une nature plus cachée, sur le nombre des classes de formes
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quadratiques de déterminants négatifs, devaient encore découler de la
méme source analytique et mettre dans tout son jour, 'étroite corres-
pondance des identités de la théorie des fonctions elliptiques avec la
théorie des nombres. Nous les rappelons succinctement pour faire com-
prendre quelles espérances on avait di concevoir de la découverte mé-
morable de Gopel et Rosenhain, lorsqu'on eut sous une forme entiérement
semblable a celle des fonctions elliptiques, les fonctions quadruplement
périodiques de deux variables, inverses des intégrales hyperelliptiques de
premiére classe. Assurément il était possible de joindre aux expressions
de ces nouvelles transcendantes par des quotients de fonctions 6, des
développements en séries simples de sinus et de cosinus, mais la déter-
mination effective des coefficients présente les plus grandes difficultés et
n'a pu jusqu'a présent étre abordée. Elle est le principal objet du
mémoire dont nous allens analyser les méthodes et les résultats.

1. La solution donnée par Jacobi du probléme de la rotation d'un
corps solide autour d’un point fixe, lorsqu’il n'y a pas de forces accé-
lératrices, a été l'origine d'une mnotion analytique importante. Les ex-
pressions de lillustre auteur présentent en effet, dans le cas le plus
simple, l'exemple de fonctions qui se reproduisent multipliées par des
constantes, lorsqu'on augmente la variable de I'une ou de l'autre des
périodes. On a reconnu qu'elles constituent un nouveau genre de fonc-
tions plus générales que les fonctions doublement périodiques, dont le
role comme élément analytique propre, se montre dans beaucoup de
questions importantes. Elles s'offrent en particulier, dans la rotation d’un
corps grave de révolution suspendu par un point de son axe, dans la
recherche de la figure de l'élastique gauche, dans le mouvement d’'un
corps solide dans un liquide indéfini, lorsqu’il n'y a pas de forces accé-
lératrices, etc. Enfin elles donnent une méthode réguliére d’une applica-
tion facile, pour effectuer I'intégration des équations différentielles linéaires
d’ordre quelconque, & coefficients doublement périodiques, dans tous les
cas ou la solution est une fonction uniforme. Sous un autre point de
vue, ces transcendantes peuvent encore étre considérées comme provenant
de lintégrale elliptique la plus générale qui aura été mise en exponen-
tielle, en y remplagant la variable par un sinus d’amplitude. On peut
aussi ne pas faire ce changement et conserver l'intégrale qui suivant le
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contour décrit par la variable est susceptible d’'une infinité de détermina-
tions. Ces valeurs multiples s'obtenant par l'addition de constantes, les
expressions dont nous parlons auront la propriété de se reproduire, multi-
pliées par des facteurs constants, lorsqu'on fait décrire certains chemins
4 la variable. Qu'au lieu de considérer la variable sur un plan unique,
on recoure & la conception de Riemann, de maniére a remplacer par une
fonction # sens unmique, affectée de coupures, une expression & détermina-
tions. multiples, on parvient &4 une quantité dont les valeurs, lorsqu’on
passe d’un bord & l'autre de la coupure, se reproduisent multipliées par
une constante. Nous nous trouvons ainsi amené & l'idée fondamentale
de l'auteur, 4 la notion analytique des nouvelles transcendantes, aux-
quelles il doune la dénomination de fonctions & multiplicateurs, et dont
il établit les propriétés; voici succinctement les résultats auxquels il est
parvenu.

II. Son point de départ est dans la considération d'une équation
algébrique de genre p, et de la surface correspondante de Riemann,
rendue simplement connexe, au moyen de coupures; ce sont les éléments
qui lui permettent de définir d’'une maniére compléte et précise, les fone-
tions 4 multiplicateurs, d’aprés les conditions suivantes. Elles seront uni-
formes sur la surface, elles ne présenteront aucune autre singularité que
des péles, et elles prendront aux deux bords infiniment voisins d'une
coupure, des valeurs qui ne différent que par des multiplicateurs con-
stants, Ceci posé, voici un premier résultat d’une grande importance:
toutes les fonctions qui satisfont aux conditions posées, leurs multiplica-
teurs étant des constantes données d’avance, peuvent s’exprimer au moyen
des intégrales normales de troisiéme. espéce qui sont attachées & I'équation
algébrique. Viennent ensuite plusieurs théorémes, le suivant qui est une
généralisation de la proposition célébre d'Abel, sur les intégrales de dif-
férentielles algébriques, mérite une attention particuliére. Il consiste en
ce que la somme des valeurs que prend une intégrale abélienne de pre-
miére espéce, aux zéros d'une fonction & multiplicateurs, est égale a la
somme des valeurs qui correspondent aux infinis de la méme fonction,
augmentée d'une constante dépendant uniquement des multiplicateurs.
Aprés avoir déduit de la d'importantes conséquences sur le nombre des
constantes arbitraires d’une fonction qui a des multiplicateurs et des poles
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donnés, 'auteur démontre qu'il existe en général p — 1 relations entre
les poles et les résidus d'une fonction & multiplicateurs, et p dans un
cas spécial, comprenant en particulier celui des fonctions algébriques, Ce
cas spécial intéressant tient & lexistence d’une fonction sans zéros, ni
infinis, et qui admet les multiplicateurs donnés.

III.  Les intégrales des fonctions & multiplicateurs sont ensuite le
“sujet d'une étude approfondie. L’auteur obtient  leur égard un ensemble
de propositions qui correspondent exactement aux théorémes célébres de
Riemann sur les intégrales abéliennes. Nous indiquerons comme exemples,
leur classification en intégrales de premiére espéce qui sont toujours
finies, en intégrales de seconde espéce n’ayant que des péles, et en in-
tégrales de troisiéme espéce ou s'offrent des infinis logarithmiques. Nous
citerons encore cette importante proposition, qu'en général il existe p — 1
intégrales de premiére espéce, linéairement indépendantes, et p dans le
cag particulier dont il a été question précédemment. - Les modules de
périodicité de ces intégrales, le long des coupures, sont liés aux multi-
plicateurs par des relations qui deviennent identiques, lorsque les multi-
plicateurs se réduisent & 'unité, et que les intégrales deviennent abéliennes.
Entre les modules de périodicité de deux intégrales de premiére espéce,
& multiplicateurs inverses, existe une équation qui coincide dans le cas
particulier ‘des multiplicateurs égaux & lunité, avec la relation d’une
importance capitale découverte par Riemann, entre les modules de pério-
dicité de deux intégrales abéliennes de premiére espéce. Enfin l'auteur
forme les intégrales normales des fonctions & multiplicateurs, de seconde
et de troisiéme espéce, il établit des relations entre les modules de pé-
riodicité de ces intégrales et leurs multiplicateurs, puis d’autres entre ces
modules et ceux d'une intégrale de premiére espéce aux multiplicateurs
inverses. L'ensemble de ces résultats rend manifeste l'analogie de la
nouvelle théorie avec celle des intégrales abéliennes; la différence de
nature analytique entre les deux genres de quantités apparait toutefois
dans cette circonstance qu'il existe une intégrale de troisiéme espéce avec
un seul infini logarithmique, tandis qu'une intégrale abélienne de troi-
siéme espéce posséde au moins deux infinis de cette nmature. En dernier
lieu nous signalerons dans la théorie des intégrales de seconde espéce ce
théoréme d'un grand intérét, que toute fonction & multiplicateurs s'ex-



Avant-propos. X1

prime par une somme d'intégrales de seconde espéce ayant les mémes
facteurs, et qui deviennent chacune infinie en un seul point. C'est comme
on le voit la généralisation de la belle formule de Riemann-Roch qui
représente une fonction algébrique quelconque par une somme d'intégrales
abéliennes de seconde espéce.

IV. Nous venons d'indiquer rapidement les points les plus essentiels
de la théorie des fonctions & multiplicateurs. Nous avons montré qu'elle
a pour premiére origine, les fonctions algébriques, leurs propriétés et celles
de leur intégrales, telles que Riemann les a fait connaitre, nous avons
montré qu'elles constituent par l'ensemble de leurs caractéres, de nou-
veaux éléments analytiques, o 'on retrouve dans un sens beaucoup plus
général, toutes les propriétés des fonctions doublement périodiques de
seconde espéce. Il nous faut maintenant revenir &4 la question principale
que l'auteur a eue en vue en entreprenant ces belles et profondes recherches,
ot il a montré le plus remarquable talent d’invention. Son but était
d’obtenir les intégrales définies réelles qui représentent les coefficients du
développement par la formule de Fourier, des fonctions elliptiques et des
fonctions abéliennes de deux variables, 4 quatre paires de périodes simul-
tanées. Un changement de variables le conduit d’abord & des fonctions
a multiplicateurs, et pour le cas des sinus d’amplitude qu'il traite en
premier lieu, ses principes généraux lui permettent d’obtenir les coef-
ficients du développement avec autant de simplicité que d’élégance. En
appliquant ensuite la méme méthode aux transcendantes de Gopel et de
Rosenhain, il trouve les coefficients sous la forme d'une fonction ration-
nelle des constantes p,q,r qui figurent dans les fonctions 6 a deux
variables, multipliée par une intégrale définie ou entrent deux entiers
indéterminés. C'est pour la théorie des fonctions abéliennes un résultat
du plus haut intérét; il donne la solution d'une question restée jusqu'ici
inabordable, sous une forme simple qui permettra d’'en poursuivre les
conséquences; il ouvre la voie pour l'étude approfondie des développements
par la formule de Fourier des fonctions abéliennes, et obtenir pour ces
fonctions des développements qui procédent suivant les puissances des
trois quantités p, ¢, r. On peut donc attendre de voir ainsi se combler
une grande lacune dans la théorie de ces transcendantes, on peut espérer
de voir se rétablir autant que le comporte la nature des choses, 'analogie
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avec les fonctions elliptiques, dans ce point d’une importance capitale o
elles se lient aux propriétés des nombres. Pressé par la date fixée pour
le terme du concours Vauteur a di ajourner ces recherches qui auraient
pu devenir le couronnement de son beau et savant mémoire. Mais il
a grandement accompli sa tiche en posant les fondements d’une théorie
qui ajoute au domaine de I'analyse un nouveau genre de fonctions, dont
il a encore indiqué une autre application importante, & l'intégration des
équations linéaires d’ordre quelconque & coefficients algébriques.

Nous pensons en résumé que le travail dont nous venons de faire
I'exposé est l'oeuvre d’un géométre de premier ordre, et quil sera placé
au nombre des plus importantes productions mathématiques qui aient
appelé dans ces derniéres années l'attention des analystes.

Paris, 10 Janvier 1889.




