
AVANT-PROPOS. 

Nous avons r6uni dans ce tome les deux m6molres couronnes par 
S. M. le Roi le eI janvier I889. 

A notre grand regret, nous ne pouvons y joindre que l 'un des deux 
rapports pr6sent6s h leur sujet b. S. M. par la Commission du prix. 
M. WEIEaSTa,~SS avait bien voulu se charger de r6diger le rapport sur le 
m6moire de M. POINCAR~; mais, souffrant depuis plus d'un an, il lui a 
malheureusement 6t~ impossible jusqu'ici de l'achever. I1 nous autorise 

dire que son rapport sera publi6 d6s que 1'6tat de sa sant6 lui aura 
permis d'y mettre la derni6re main . . . .  

Nous ins6rons ci-dessous le rapport de M. HEamTE sur le m6moire 
de M,. ArrELL 

Le R~dacteur en chef. 

~ a p p o r t  de  ~ .  1 t e r m i t e .  

Les expressions des fonctions elliptiques par des s6ries simples de 
sinus et de cosinus, telles que les donne la formule de Fourier, ont 
bien des points de vue une grande importance en Analyse. Elles ont 6t6 
employ6es avec succ~s et jouent un r61e important dans beaucoup d'ap- 
plications du calcul ~ la physique et ~ l'astronomie. Elles ont conduit 
Jacobi aux formules si remarquables du w 4o des Fundamenta, ou le 
grand g~om6tre, allant au delkdes propositions connues de l'arithm6tique, 
obtient le nombre des d6compositions d'un entier quelconque en 2, 4, 6 
et 8 carr6s, exprimd au moyen des diviseurs de ce nombre. D'autres 
r6suitats d'une nature plus cach6e, sur le hombre des classes de formes 
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qquadratiqques de d~terminants n~gatifs, devaient encore d~couler de la 
m~me source analytiqque et mettre dans tout son jour, l'~troite corres- 
pondanee des identit~s de la th~orie des fonctions ellipticlues avec la 
thSorie des hombres. Nous les rappelons succinctement pour faire com- 
prendre cluelles esp~rances on avait d5 concevoir de la d~couverte m6- 
morable de Gspel et Rosenhain, lorsclu'on eut sous une forme enti~rement 
semblable k celle des fonctions elliptiqques, les fonctions cluadruplement 
p6riodiclues de deux variables, inverses des int~grales hyperelliptiques de 
premiere elasse. Assur~ment il ~tait possible de joindre aux expressions 
de ces nouvelles transcendantes par des quotients de fonctions 8, des 
d~veloppements en s~ries simples de sinus et de cosinus, mais la d~ter- 
mination effective des coefficients pr~sente les plus grandes difficult~s et 
n'a pu jusclu'~ present dtre abord~e. Elle est le principal objet du 
m~moire dont nous allans analyser les m~thodes et les r~sultats. 

I. La solution donn~e par Jacobi du probl~me de la rotation d'un 
corps solide autour d'un point fixe, lorsclu'il n'y a pas de forces acc~- 
l~ratrices, a ~t~ l'origine d'une notion analyticlue importante. Les ex- 
pressions de l'illustre auteur pr~sentent en effet, dans le cas le plus 
simple, l 'exempleFde fonctions clui se reproduisent multipli~es par des 
constantes, lorsclu'on augmente la variable de l'une ou de l 'autre des 
p~riodes. On a reconnu clu'elles constituent un nouveau genre de fonc- 
tions plus g~n~rales clue les fonctions doublement p~riodiclues , dont le 
r61e comme 61~ment analyticlue propre, se montre dans beaucoup de 
questions importantes. Elles s'offrent en particulier, dans la rotation d'un 
corps grave de r~volution suspendu par un point de son axe, dans la 
recherche de la figure de l'~lasticlue gauche, dans le mouvement d'un 
corps solide dans un licluide ind~fini, lorsclu'il n'y a pas de forces acc~- 
l~ratrices, etc. Enfin elles donnent une m~thode r~guli~re d'une applica- 
tion facile, pour effectuer l'int~gration des ~cluations diff~rentielles lin~aires 
d'ordre cluelconclue , k coefficients doublement p~riodiclues , dans tous les  
cas oh la solution est une fonction uniforme. Sous un autre point de 
rue, ces transcendantes peuvent encore ~tre consid~r~es comme provenant 
de l'int~grale ellipticlue la plus g~n~rale clui aura ~tg raise en exponen- 
tielle, en y remplagant la variable par un sinus d'amplitude. On l~eut 
aussi ne pas faire ce changement et conserver l'int~grale clui suivant le 
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contour d6crit par la variable est susceptible d'une infinit6 de d~termina- 
tions. Ces valeurs multiples s'obtenant par l'addition de constantes, les 
expressions dont nous parlons auront la propri6t6 de se reproduire, multi- 
pli6es par des facteurs constants, lorsqu'on fait d6crire certains chemins 

la variable. Qu'au lieu de consid6rer la variable sur un plan unique, 
on recoure ~ la conception de Riemann, de mani6re b, remplacer par une 
fonction ~t sens unique, affect6e de coupures, une expression ~ d6termina- 
tions multiples, on parvient K une quantit6 dont les valeurs, lorsqu'on 
passe d'un bord ~ l 'autre de la coupure, se reproduisent multipli6es par 
une constante, bTous nous trouvons ainsi amen6 ~ l'id6e fondamentale 
de l'auteur, b~ la notion analytique des nouvelles transcendantes, aux- 
quelles il donne la d6nomination de fonctions ~ multiplicateurs, et dont 

�9 t t il 6tablit les proprmtes; voici succinctement les r6sultats auxquels il est 
parvenu. 

II. Son point de d6part est dans la consid6ration d'une ~quation 
alg6brique de genre p, et de la surface correspondante de Riemann, 
rendue simplement connexe, au moyen de coupures; ce sont les 616ments 
qui lui permettent de d6finir d'une mani6re complete et precise, les fonc- 
tions ~ multiplicateurs, d'apr6s les conditions suivantes. Elles seront uni- 
formes sur la surface, elles ne pr6senteront aucune autre singularit6 que 
des p61es, et elles prendront aux deux bords infiniment voisins d'une 
coupure, des valeurs qui ne diff6rent que par des multiplicateurs con- 
stants. Ceci pos~, voici un premier r6sultat d'une grande importance: 
toutes les fonctions qui satisfont aux conditions pos6es, leurs multiplica- 
teurs 6tant des constantes donn6es d'avance, peuvent s'exprimer au moyen 
des int~grales normales de troisi6me, esp6ce qui sont attach6es ~ l'6quation 
alg6brique. Viennent ensuite plusieurs th6or6mes, le suivant qui est une 
g6n6ralisation de la proposition c616bre d'Abel, sur les int~grales de dif- 
f6rentielles alg6briques, m6rite une attention particuli6re. I1 consiste en 
ce que la somme des valeurs que prend une int6grale ab61ienne de pre- 
mi6re esp6ce, aux z6ros d'une fonction ~ multiplicateurs, est ~gale ~ la 
somme des valeurs qui correspondent aux infinis de la m~me fonction, 
augment~e d'une constante d6pendant uniquement des multiplicateurs. 
Apr6s avoir d6duit de 1~ d'importantes consequences sur le nombre des 
constantes arbitraires d'une fonction qui a des multiplicateurs et des p61es 



x Avant-propos. 

donn6s, l 'auteur d6montre qu'il existe en g6n6ral i o -  I relations entre 
les p61es et les r6sidus d'une fonction k multiplicateurs, et p dans un 
c a s  sp6cial, comprenant en particulier celui des fonctions alg6briques. Ce 
cas sp6cial int6ressant tient ~ l'existence d'une fonction sans z6ros, ni 
infinis, et qui admet les multiplicateurs donn6s. 

III. Les int~grales des fonctions k multiplicateurs sont ensuite le 
sujet d'une ~tude approfondie. L'auteur obtient k leur ~gard un ensemble 
de propositions qui correspondent exactement aux th~or~mes c~l~bres de 
Riemann sur les int~grales ab~liennes. •ous indiquerons comme exemples, 
leur classification en int~grales de premiere esp~ce qui sont toujours 
finies, en int~grales de seconde esp~ce n'ayant que des p61es, et en in- 
t6grales de troisi~me esp~ce oh s'offrent des infinis logarithmiques. Nous 
citerons encore cette importante proposition, qu'en g~n~ral il existe p m I 
int~grales de premiere esp~ce, lin~airement ind6pendantes, et p dans le 
cas particulier dont il a ~t~ question pr6c6demment. Les modules de 
p~riodicit~ de ces int~grales, le long des coupures, sont li~s aux multi- 
plicateurs par des relations qui deviennent identiques, lorsque les multi- 
plicateurs se r6duisent k l'unit6, et que les int~grales deviennent ab~liennes. 
Entre les modules de p~riodicitg de deux int~grales de premiere esp~ce, 
b, multiplicateurs inverses, existe une ~quation qui coincide dans le cas 
particulier des multiplicateurs 6gaux k l'unit6, avee la relation d'une 
importance capitale d~couverte par Riemann, entre les modules de p~rio- 
dicit~ de deux int~grales ab61iennes de premiSre esp~ce. Enfin rauteur 
forme les int~grales normales des fonctions k multiplicateurs, de seconde 
et de troisi~me esp~ce, il ~tablit des relations entre les modules de p~- 
riodicit~ de ces int5grales et leurs multiplicateurs, puis d'autres entre ces 
modules et ceux d'une intSgrale de premiere esp6ce aux multiplicateurs 
inverses. L'ensemble de ces r~sultats rend manifeste l'analogie de la 
nouvelle th~orie avec celle des int~grales ab61iennes; la difference de 
nature analytique entre les deux genres de quantit~s apparait toutefois 
dans cette circonstance qu'il existe une int~grale de troisi~me esp6ce avec 
un seul infini logarithmique, tandis qu'une int~grale ab~lienne de troi- 
slime esp~ce poss~de au moins deux infinis de cette nature. F~n dernier 
lieu nous signalerons dans la th~orie des int~grales de seconde esp~ce ce 
th~or~me d'un grand int~r~t, que toute fonction k multiplicateurs s'ex- 
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prime par une somme d'int~grales de seconde espfice ayant les m~mes 
facteurs, e t  qui deviennent chacune infinie en un seul point. C'est comme 
on le voit la gfinfiralisation de la belle formule de Riemann-Roch qui 
reprfisente une fonction algfibrique quelconque par une somme d'int~grales 
abfiliennes de seconde espfice. 

IV. lqous venons d'indiquer rapidement les points les plus essentiels 
de la thfiorie des fonctions ~ multiplicateurs. ~Nous avons montrfi qu'elle 
a pour premifire origine, les fonctions algfibriques, leurs proprifit~s et celles 
de leur intfigrales, telles que Riemann les a fait connaltre, nous avons 
montrfi qu'elles constituent par l'ensemble de leurs caractfires, de nou- 
veaux ~lfiments analytiques, oh l'on retrouve dans un sens beaucoup plus 
gfinfiral, toutes les proprifitfis des fonctions doublement pfiriodiques de 
seconde espfice. I1 nous faut maintenant revenir ~ la question principale 
que l 'auteur a eue en rue en entreprenant ces belles et profondes recherches, 
o~ il a montrfi le plus remarquable talent d'invention. Son but fitait 
d'obtenir les int~grales dfifinies r~elles qui reprfisentent les coefficients du 
dfiveloppement par la formule de Fourier, des fonctions elliptlques et des 
fonctions abfiliennes de deux variables, ~ quatre paires de p6riodes simul- 
tanfies. Un changement de variables le conduit d'abord ~ des fonctions 

multiplicateurs, et pour le cas des sinus d'amplitude qu'il traite en 
premier lieu, ses principes gfinfiraux lui permettent d'obtenir les coef- 
ficients du dfiveloppement avec autant de simplicitfi que d'~lfigance. En 
appliquant ensuite la m~me mfithode aux transcendantes de Gspel et de 
Rosenhain, il trouve les coefficients sous la forme d'une fonction ration- 
nelle des constantes p ,  q , r  qui figurent dans les fonctions 0 ~ deux 
variables, multiplifie par une intfigrale dfifinie ou entren~ deux entiers 
indfiterminfis. C'est pour la th~orie des fonctions abfiliennes un rfisultat 
du plus haut intfir~t; il donne la solution d'une question rest~e jusqu'ici 
inabordable, sous une forme simple qui permettra d'en poursuivre les 
consfiquences; il ouvre la voie pour l'fitude approfondie des d~veloppements 
par la formule de Fourier des fonctions abfiliennes, e t  obtenir pour ces 
fonctions des d~veloppements qui procfident suivant les puissances des 
trois quantitfis Io, q , r .  On peut donc attendre de voir ainsi se combler 
une grande lacune dans la thfiorie de ces transcendantes, on peut espfirer 
de voir se r6tablir autant que le comporte la nature des choses, l'analogie 
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avec les fonctions elliptiques, dans ce point d'une importance capitale oh 
elles se lient aux propr~t~s des hombres. Press~ par la date fix~e pour 
le terme du concours l'auteur a d~ ajourner ces recherches qui auraient 
pu devenlr le couronnement de son beau et savant m~moire. Mais il 
a grandement aceompli sa t~che en posant les fondements d'une th~orie 
qui ajoute au domaine de l'analyse un nouveau genre de fonetions, dont 
il a encore indiqu~ une autre application importante, ~ l'int~gration des 
~quations lin~aires d'ordre quelconque ~ coefficients alg~briques. 

Nous pensons en r~sum~ que ]e travail dont nous venons de falre 
l'expos~ est l'oeuvre d'un g~om~tre de premier ordre, et qu'il sera plac~ 
au hombre des plus importantes productions math~matiques qui aient 
appel~ dans ces derni~res armies l'attention des analystes. 

Paris, Io Janvier x889. 


