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23. Sur les Proprits Asymptotiques des Valeurs
Propres pour les Ophrateurs Elliptiques

Par Sigeru Mzo
(Comm. by Kinjirb KVNr, ..h., Feb. 12, 1965)

1. Introduction.
Considrons le problme aux limites de la forme"

A(x, n)u(x)=f(x)
B(x, D)u(x)-O j-l, 2, ..., b(-m/2),

off f(x) L:(I), 12 tant un ouvert born dans R dont la frontiSre
est une hypersurface S assez r4guliSre, et A(x, D) tant un oprateur
elliptique d’ordre m. Dans cette Note, les coefficients sont supposes
aussi assez rguliers. Supposons que le systSme {B} est normal et
recouvre A (voir, F7, 1). Supposons maintenant que A soit in-
versible dans L(/2). Plus p%cisment, soit (A) le domaine de
dfinition

_q)(A)= {u e 8(t9); B(x, D)u(x)=O, x e S, j= i, 2, ..., b}
halors, notre ypothese dit que A est une application biunivoque de

.q)(A) sur L:(I2). Dsignons par G=A- l’oprateur de Green. G est
un oprateur compltement continu dans L(f2). Nous allons consi-
drer le cas off A est un gnrateur infinitesimal d’un semi-groupe
analytique et. On peut supposer, sans diminuer la gnralit,
savoir en consid4rant A-tI(t>O) au lieu de A lui-mme, que

(1.1) ]1 (2I-A)- I[<C pour 2 e C-,,

off , est le seeteur dfini sous la forme: [arg2-z:[ ggo(<z:/2).

(1.2) e_ 1 I (21-- A)-ed2 t >0,
2:i r

off F est un chemin qu’on peut prendre le contour de ,.
(1.3) G= f:edt.

Remarquons qu’en posant
(1.4) (I--e)-=I+I’(),
on a
(1.S) (I- 2A)-= -/’().

Notre prineipal r6sultat est le th6orme 9. Comme on verra, le
travail d’Arima ([9) est un pilier de eette Note. Comme la d6mon-
stration des th6orme 6none6s ei-dessous est d61ieate, nous nous limi-
tons donner des esquisses des d6monstrations. Un artiele ult6rieur
donnera |a d6monstration d6taill6e. Je tiens exprimer des remereie-
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ments mon collgue N. Shimakura, qui a bien voulu discuter avec
moi. Plusieurs points ont t claircis par sa collaboration.. On va montrer le

PTheoreme 1. L’espace des fonctions propres gene asees est
complet dans L(2).
De’monstration. Soit e >0,

( .1 =-
On dmontre que, soient {}=,,... les aleurs rores de G(=eelles
de A), alors, G a eomme aleurs rores reisment {2e-x},,,,....
De plus, l’espace des fonctions principales correspondant la valeur
propre de Get celui de G correspondant la valeur propre e-X
coincident. En effet, on a

.() i i Fa(2)d2,
2i r --e-qui est valable pour au voisinage de l’origine et aussi pour Re p0.

Or, ce second membre s’crit encore

2i r, -e-x x=x -e-x
off les rsidus sont prendre pour les 2 compris dans F et F’.
Alors le premier terme est holomorphe dans un plus grand voisinage
de l’origine.

On montre que G a le noyau continu G(x, y). I1 y a plus,
a aussi cette proprietY.

Supposons maintenant que le thorme ne soit pas vrai. Alors
il existe une fonction non nulle f(x)e L(9), qui soit orthogonale
toutes les fonctions principales de G (-celles de G). Considrons
done

F(2)= (f(x), Fm(2)g(x)), off g(x) e L(D); (I-. 2G)-= I+
F(2) est holomorphe et borne dans le complmentaire de , et dans, on peut appliquer le principe de Phragmn-lindelSf la fonction F(l).
D’ofi, F(2) est une constante. D’autre part, si 2+, F(2)0,
Donc, F(2) 0. En posant 2= 0, on a

0.
Comme e est arbitraire, en tendant e vers 0, on a

(f(x), Gg(x))= 0.
Comme l’image Gg(x) est dense dans L(D), lorsque g(x) parcourt L(D),
on a f(x)=0 contrairement l’hypothse, c.q.f.d.

Remarque. Le thorme 1 a t dmontr par Agmon dans
une condition plus restrictive ([1]).

3. Formule asymptotique. Nous nous rappelons la formule de
trace due Poincar ([6]),
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( 8.1 .q)L(2; G) trace (Fo()-G-2G -G-)
0(; G)

off on a suppos que, partir de k, les noyaux itrs G ont des
noyaux continus. Or, le second membre s’crit- -t) dr)--trace (0e(e-x- 0 ! ") -"
Considrons le premier membre. Utilisons un rsultat d’Arima dans
([2]) que voici:
Pour 0< tg T, si l’on crit

et=G(t, x, y)=Go(t, x-y; y)+G(t, x, y)+G(t, x, y),
(Go+G) tant le noyau fondamental (construit par Eidelman) corres-
pondant au problme de Cauchy, et G tant le noyau de compensa-
teur, on a

t ]], c>o,

off l: dis (y, S), a= l/m, q=m/(m- 1).
Comme une consequence, on a
( 3.3 G(t, x, y) g const, t-.
La consideration des puissances fractionnaires G’, s>0, montre que
(3.4) G’ a le noyau continu pour

(3.5) . 1 <+, si a<n/m.

Prenons donc dans (3.1),
( .6 = [n/m + .

En utilisant G, on montre que

+ .+

Nn eombinant (8.1) et (a.7), on a

{ I +I -}(.s) E -._ + +_.
o

trace (f:et(t; 2)dt),
Kt; )- e-’- (-).

La diff6rentiation (k-1)-fois par rapport 2 donne

(_ l)_i(_ i)! i

traee (- 1)-t-%-x%"d + O(e-’x),
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Dsignons la partie principale de A(x, D)par A0(x, D). Supposons
que A0 est rel. Posons

a(x, $)= (-1)+A0(x, $,).
a(x, ) est alors dfini-positif: a(x, $)>0, pour $:/:0. Dfinissons

I t
J a(,)<l

Remarquons alors

G(t, x)+ G(t, x,x) dx const, t-("-.

D’ofi, pour 2+, le second membre (trace) devient

Maintenant on impose aux 2 la condition suivante"
(C) Les 2 ont comme une seule direction asymptotique l’axe rel
ngatif.
En d’autres termes, quel que soit s>0, on a

Im2] e]Re 2 [, pour j>N(e).
Dans cette condition, posons -2=a+i; on a finalement

(3.0) E (2=)-{( )}-
(+a)

w(9)-F n 1)F(k-- n .
Aliquons le thorgme taubrien dfi g Hardy-ittlewood (4):-: dM(t) A + entrane que

(t+). "M(t)A F(p) t-, pour t+,
$(a)(p-a+ )

off O6p, et M(t) tant une fonction positive non-dcroissante.
D’ofi,

N(t)= (2=)-w(9)t, pour t+.
a<t

Rsumons le rsultat, qui a t montr par Carleman ([3) et
Grding ([5) et par plusieurs auteurs dans des cas particuliers:

Thdorme 2. Dans la condition (C) ci-dessus, on a
N(t)= (2=)-’w(9)t", pour t+,

ReA>--t
(2)()-, our.
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