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23. Sur les Proprietes Asymptotiques des Valeurs
Propres pour les Operateurs Elliptiques

Par Sigeru MIZOHATA
(Comm. by Kinjiré6 KUNUGI, M.J.A., Feb. 12, 1965)

1. Introduction.
Considérons le probléme aux limites de la forme:
{A(x, Dyw(x)=f(») ,
Bj(wy D)u(w):() ’ j:l, 27 ct b(:m/2),
ou f(x)e L¥R2), 2 étant un ouvert borné dans R" dont la frontiere
est une hypersurface S assez réguliére, et A(x, D) étant un opérateur
elliptique d’ordre m. Dans cette Note, les coefficients sont supposés
aussi assez réguliers. Supposons que le systéme {B,} est normal et
recouvre A (voir, [7], [1]). Supposons maintenant que A soit in-
versible dans L*2). Plus précisément, soit 9D(A) le domaine de
définition
D(A)={ue E3(D); Bz, Dyw(x)=0,2¢ 8, j=1,2,.--,b}
alors, notre hypothése dit que A est une application biunivoque de
9D(A) sur L}(L2). Désignons par G=A"" I'opérateur de Green. G est
un opérateur complétement continu dans L*(2). Nous allons consi-
dérer le cas oi A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique ¢'4. On peut supposer, sans diminuer la généralité, a
savoir en considérant A—tI(t>0) au lieu de A lui-méme, que

C

1.1 AI-A)1||€£—~—, pour 1€ C*—3,
(L.1) |07 < g =
ou > est le secteur défini sous la forme: |argl—z|<p,(<7w/2).
(1.2) etA:J_,S (I—A)ye¥d2, >0,

27y Jr
ou I” est un chemin qu’on peut prendre le contour de 3.
(1.3) G=— re“dt.

0
Remarquons qu’en posant

1.4) (I—2G) ' =I+21(2),
on a
(1.5) (I—2A)"'= —T(2).

Notre principal résultat est le théoréme 2. Comme on verra, le
travail d’Arima ([2]) est un pilier de cette Note. Comme la démon-
stration des théoréme énoncés ci-dessous est délicate, nous nous limi-
tons a donner des esquisses des démonstrations. Un article ultérieur
donnera la démonstration détaillée. Je tiens & exprimer des remercie-
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ments 4 mon collégue N. Shimakura, qui a bien voulu discuter avec
moi. Plusieurs points ont été éclaircis par sa collaboration.

2. On va montrer le

Théoréme 1. L’espace des fonctions propres géméralisées est
complet dans L*(2).
Démonstration. Soit €>0,

(2.1) G,=— S”eudt.

On démontre que, soient {2,};—,,,,... les valeurs propres de G(=-celles
de A), alors, G a comme valeurs propres précisément {1;67*},_,,,....
De plus, ’espace des fonctions principales correspondant a la valeur
propre 1; de G et celui de G. correspondant & la valeur propre ;6=
coincident. En effet, on a
1 S 1
Ta(p)= To(2)da,
e =)

qui est valable pour # au voisinage de 1’origine et aussi pour Re 1>0.
Or, ce second membre s’écrit encore

1 1 [ 1 :|
AdA —ee
275,& SI" #_Ze—-e)\['(i‘( )d + ; }Es? #_ze—e)\ FG(Z) ’

ou les résidus sont 4 prendre pour les A; compris dans I" et I”.
Alors le premier terme est holomorphe dans un plus grand voisinage
de 'origine.

On montre que G. a le noyau continu G.(z,y). Ily a plus, G.2
a aussi cette propriété.

Supposons maintenant que le théoréme ne soit pas vrai. Alors
il existe une fonction non nulle f(x)e LX), qui soit orthogonale a
toutes les fonctions principales de G (=celles de G.). Considérons
done

F)=(f(x), I'e(D)g(x)), ou g(x)e L(D); (I-2G)7'=I+2q(2).
F(2) est holomorphe et bornée dans le complémentaire de 3}, et dans
S, on peut appliquer le principe de Phragmén-lindelof a la fonction F(\).
D’ot, F(2) est une constante. D’autre part, si 2—+ oo, F(2)—0,
Done, F(2)=0. En posant =0, on a

(f(x), G.g(x))=0.
Comme ¢ est arbitraire, en tendant ¢ vers 0, on a
(f(z), Gg(2))=0.

Comme ’image Gg(x) est dense dans L*(2), lorsque g(x) parcourt L*(R2),
on a f(x)=0 contrairement & ’hypothése. c.q.f.d.

Remarque. Le théoréme 1 a été démontré par Agmon dans
une condition plus restrictive ([1]).

8. Formule asymptotique. Nous nous rappelons la formule de
trace due 4 Poincaré ([6]),
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D4 G) _ 3 .. Jk—2(k—1
(3.1) ~————Qk(z; & = trace (I'¢(A)—G—IG AFTAGET)
ol on a supposé que, a partir de %, les noyaux itérés G" ont des
noyaux continus. Or, le second membre s’écrit

— trace (re”(e"”— k2_2 m(_?t)j>dt>.
0 =0 4l
Considérons le premier membre. Utilisons un résultat d’Arima dans
([2]) que voici:
Pour 0<t<T, si ’on écrit
6MZG(t’ x, y):GO(t’ r—Y; y)+G1(t’ x, y)+Gc(t’ x, y)’

(G,+G,) étant le noyau fondamental (construit par Eidelman) corres-
pondant au probléme de Cauchy, et G, étant le noyau de compensa-

teur, on a
_ x— 1y |¢ 1, \*
(3.2) |Gyt, 2, y)| < const. t™™™exp (—c} o — c(-twi) >, ¢c>0,
ol l,=dis(y, S), a=1/m, g=m/(m—1).
Comme une conséquence, on a
(3.3) | G(t, x, ¥) | < const. t™™/™,
La considération des puissances fractionnaires G*, s>0, montre que
(34) G* a le noyau continu pour 8>n/m.
(3.5) E—“_l le <+, sia<n/m.
F] il®
Prenons done dans (3.1),
(3.6) k=[n/m]+1.
En utilisant G., on montre que

(3.7) ng®=g@—%Q

J
() S
X AT T coe b — (2 .
exp(zﬁz )T =1\,

En combinant (3.1) et (3.7), on a

(1 1 Ak
(38) 3 z—z,.+ 2 + +z,.k—1
= trace (re“go(t; 2)dt>,
0
= 7l

La différentiation (k—1)-fois par rapport & 2 donne

. 1
(D= DS

1
= trace (S (— 1)"‘1tk—le—hteudt> + O( e,
0
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Désignons la partie principale de A(xz, D) par A x, D). Supposons
que A, est réel. Posons
a(‘”? §)= ( - 1)b+1A0(x, E)°
a(x, &) est alors défini-positif: a(zx, £)>0, pour £-£0. Définissons

( 3.9 ) Wa(x): S dE, W(Q): Sawa(w)dx.
Remarquons alors
SaGo(t, 0; x)dx: (27t)—np<%+ 1>w(g)t-—n/,m,

a(x,§)<1

S | Gy(¢, @, ©)+G(t, x,%) | do< const. £~0I",
2
D’ou, pour i—+ o, le second membre (trace) devient
(277)""{[‘(&.'. 1)F<k__’”’_)w(g)l-:;——k + O(ZTn—k_w ).
m m

Maintenant on impose aux 2; la condition suivante:
(C) Les 2; ont comme une seule direction asymptotique ’axe réel
négatif.
En d’autres termes, quel que soit £>0, on a
| Im2;| <e|Rei;|, pour j>N(e).
Dans cette condition, posons —2,=a;+18;; on a finalement
1
3.10 —~2r) (-1}
G105~ (- D)
x r<i+ 1>r(k—i)w(9)x‘3»‘"° .
m m
Appliquons le théoréme taubérien di 4 Hardy-Littlewood ([4]):
S e dM(t) A
o (E+AP 2
(o) N
M(t)~ A t*~?, pour t—+ oo
O~ A rore—orn " * P ’
ou 0<o<p, et M(t) étant une fonction positive non-décroissante.
D’ou,

2—+ o, entraine que

N(t)= >3 1~(2m) " w(@t"'", pour t—-+co.

Résumons le résultat, qui a été montré par Carleman ([3]) et
Garding ([5]) et par plusieurs auteurs dans des cas particuliers:
Théoréme 2. Dans la condition (C) ci-dessus, on a
N@t)= >} 1~@2r)w(@)t"™, pour t— -+ oo,
Re)\j>—~t

Ay~ —(2)mw(Q)~mImgmin, pour j—oo,
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