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Abstract
If p is a prime number, the cohomology ring with coefficients in Z/pZ of an
orientable or non-orientable Seifert manifold M is obtained using a A-simplicial
decomposition of M. Several choices must be made before applying the Alexander-
Whitney formula. The answers are given in terms of the classical cellular genera-
tors.

Résumé

Si p est un nombre premier, I’anneau de cohomologie a coefficients dans Z/pZ
d’une variété de Seifert M, orientable ou non-orientable est obtenu a partir d’une
décomposition A-simpliciale de M. Plusieurs choix sont a faire avant d’appliquer la
formule d’Alexander-Whitney. Les réponses sont données en fonction des
générateurs cellulaires classiques.

1. Introduction, Notations

1.1. Introduction. Dans cet article on détermine 1’anneau de cohomologie a valeurs dans
Z]/pZ, ou p est un entier premier, pour toutes les variétés de Seifert orientables ou non. Les
résultats ont été annoncés dans [2]. Le cas ou il s’agit de variétés de Seifert orientables
dont la base est une sphere, et les coefficients a valeurs dans Z/27Z, a été étudié dans [3].
L article [1] a généralisé ce résultat en supprimant 1’hypothese sur la base et I’article [5] a
obtenu cet anneau de cohomologie des variétés de Seifert orientables a valeurs dans Z/ pZ.
Dans I’article [15], sont déterminés les anneaux de cohomologie a coefficients entiers (et
cycliques finis) des variétés S3/I" ol T est un sous-groupe fini de SO(4) agissant librement
sur S3.

Notre attention pour le calcul des cup-produits a été attirée par les études portant sur une
extension du Théoreme de Borsuk-Ulam pour les variétés de dimension 3 [6]. En effet si
T est une involution sur une telle variété N, alors toute application continue f de N dans
R3 admet un point x € N tel que f(r(x)) = x si et seulement si la puissance trois pour le
cup-produit de la classe de cohomologie élément de H'(N/1,Z,) associée a T est non nulle.

Les preuves détaillées des résultats annoncés dans [2] sont obtenues en utilisant un point
de vue A-simplicial. Utiliser cette méthode d’abord pour les variétés orientables rend plus
courte et plus facile son extension au cas non-orientable. Les choix les plus délicats sont
ceux de relevés du complexe cellulaire dans le complexe A-simplicial auxquels on impose
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d’étre des cocyles A-simpliciaux, Section 6. Décrivons les étapes de la méthode que nous
avons choisie.

Nous commengons par construire une décomposition cellulaire de la variété M, Section
4, en précisant dans la Sous-section 4.1 les mots qui permettent de paver les 2-cellules,
bords du voisinage tubulaire des fibres singulieres et de la derniére 3-sphére. Le complexe
cellulaire (C.).; ainsi obtenu est subdivisé en un complexe A-simplicial (C.)gjmp-

Notons T': (C.)cent = (C.)simp e morphisme associé a cette subdivision, et T?: Cjimp -
C’,,; le morphisme transposé défini dans la Sous-section 5. Nous choisissons, pour chaque
générateur ¢ des cochaines cellulaires, un relevé R(£) de T'(€) dans les cochaines A-
simpliciales. Ce choix est fait de telle facon que R(£) soit un cocycle et pas seulement
une cochaine, Section 6.

Le cup-produit de deux cochaines A-simpliciales est calculé par la formule d’ Alexander-
Whitney. Pour les cup-produits sur H'(M,Z/pZ)®@H"'(M,Z/pZ), on décrit un calcul qui
permet d’éviter 1’évaluation sur les (nombreux !) 2-simplexes, Sous-sections 7.1, 7.2, 8.1.
Pour les cup-produits sur H'(M,Z/ PZYRH*(M,Z/ pZ), on applique la formule d’ Alexander-
Whitney de fagon plus classique puis le quasi-isomorphisme 77, Sous-sections 7.3 et 8.2.

Le plan de cet article est comme suit. Apres cette section d’introduction, de notations sur
les variétés de Seifert et de quelques invariants associés, la Section 2 décrit une
décomposition cellulaire d’une variété de Seifert quelconque M et donne une présentation
des groupes de cohomologie H*(M,Z/pZ). Dans la Section 3, les théorémes principaux
présentent tous les cup-produits. La preuve de ces résultats constitue le reste de 1’article.
Dans les Sections et Sous-sections 4, 5, 6 sont décrits les choix faits pour une décomposition
A-simpliciale, le quasi-isomorphisme 7', et les relevés des cocycles cellulaires en cocycles
A-simpliciaux.

Dans la Section 7, on applique, via la formule d’ Alexander-Whitney, tous ces choix pour
le calcul des cup-produits lorsque les coefficients de la cohomologie sont égaux a Z/2Z, et
dans la Section 8 lorsque les coefficients de la cohomologie sont égaux a Z/pZ ou p > 2 est
un entier premier.

La Section 9 est faite de figures symbolisant les décompositions cellulaires et simpliciales.

1.2. Notations. Dans la suite, le groupe Z/pZ sera noté Z,.
En suivant essentiellement les notations de Orlik [11], mais aussi celles de [13], [14], M
est une variété de Seifert décrite par une liste d’invariants de Seifert

{e; (T’ g); (ala b1)7 M (am, bm)}

Ici e est un entier, le Type Y sera décrit plus bas, g est le genre de la surface de base (I’espace
des orbites obtenues en identifiant chaque fibre S' de M a un point), et pour chaque k, les
entiers ay, b, sont premiers entre eux avec a; # 0 (si by = 0 alors a; = +1).

Comme dans [11], p.74 (et aussi pour d’autres auteurs), nous introduisons une fibre
supplémentaire, non-exceptionnelle ay = 1,by = e et utilisons la présentation suivante du
groupe fondamental de M :

q0s---+qm|lgeh] and  gFh%, 0<k<m
(1.1) mM) =({t,...,1, tA,-ht]T‘h‘sf, 1<j<dqg ),
h qo---GmV



L’ ANNEAU DE COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS Zj, 159

ou les générateurs et g, V sont décrits ci-dessous.

e Le Type T de M est égal a:
o1 si la surface de base et I’espace total sont orientables (alors tous les &; sont
égauxal);
0, si la surface de base est orientable et I’espace total non-orientable, alors g > 1
(forcément tous les g; sont égaux a —1) ;
n; sila surface de base et I’espace total sont non-orientables alors g > 1 et de plus
tous les £; sont égaux a 1 ;
ny silasurface de base est non-orientable alors g > 1 et I’espace total est orientable
(forcément tous les &; sont égaux a —1) ;
n3 sila surface de base et I’espace total sont non-orientables avec de plus, tous les
gjégaux a —1sauf g =1, etg >2;
ny sila surface de base et I’espace total sont non-orientables avec de plus, tous les
gjégaux a —1 saufeg =& =1,etg > 3.
e [’orientabilité de la surface de base et le genre g déterminent le nombre g’ de
générateurs ¢; et le mot V dans la longue relation de 71 (M) de la fagon suivante:
— quand la surface de base est orientable, i.e. T = 0;, g" = 2getV = [t1,1]...
[f2g-1,124] 5
— quand la surface de base est non-orientable, i.e. T =n;, g’ =getV =1 ...1.
e Le générateur h correspond a la fibre générique régulicre.
e Les générateurs g, pour O < k < m correspondent aux (possibles) fibres exception-
nelles.

Dans ce papier nous utiliserons les notations suivantes.

Notations 1. Soit M une variété de Seifert décrite par une liste d’invariants de Seifert
{e; (C,9);(ar, b)), ..., (am, b))}

et soit p un entier premier.

e Notons a le plus petit commum multiple des ay, avec de plus ay = 1 et by = e, alors

c= Z bi(a/ay).
k=0

e Le nombre de ay. divisibles par p sera noté n.
— Quand n = 0, on suppose que by, est divisible par p si et seulement si 0 < k < r;
— quand n > 0, on suppose que ay. est divisible par p si et seulement si 0 < k < n,
les indices k sont réordonnés par p-valuation décroissante v ,(ay).
e On distingue trois cas :
— Cas I, n=0etcestdivisible par p ;
— Cas 2, n=0etcn’est pas divisible par p ;
— Cas 3, n>0.

2. Les groupes de cohomologie

2.1. Le complexe cellulaire. La variété de Seifert M admet une décomposition cellulaire
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en cellules de dimension de 0 a 3 qui est décrite ci-dessous. Voir Figures 1, 2, 3, 4, Section
9.
e une O-cellule o ;
e des 1-cellules (d’origine et d’extrémité 1'unique O-cellule) #;, gi, 1 ;
e des 2-cellules :
- 0 de bord :
[1lt2i-1, t2:]1 T1 g« pour les Types o; ; [] t? [T gx pour les TypEs n; ;
- px de bords [4, g;] qui correspondent a des tores ;
- v; de bords ht;h™% t]‘.' qui correspondent a des tores si &; = 1 et a des bouteilles de
Kleinsig; = -1
-y disques de bords wy, p, (gk, ), qui est un mot en g, 7 comportant ay fois la lettre
gk et by, fois la lettre 4, mais dans un ordre tres particulier qui sera précisé plus loin
(Sous-section 4.1) ;

e des 3-cellules :

- € dont le bord est pavé par deux exemplaires de 6 et de chaque v; et un exemplaire
de chaque py ;

- {; dont le bord est pavé par deux exemplaires de y; et un exemplaire de p;. Ce
pavage, assez délicat, est lié a une propriété essentielle du mot wy, p, (gx, 1), sera
expliqué plus loin.

2.2. Groupes et générateurs de H*(M,Z,). On note X le dual de x. Sauf précision, les
indices j sont des entiers vérifiant 1 < j < g’ et sont absents si g = 0.

Théoreme 2. Pour p = 2.
Les groupes de cohomologie a coefficients dans Z, sont :

o HU(M,Zy) = Zy et H* (M, Z,) = Zo{y).
H'(M,Z,) et H (M, Z,) dépendent des Cas 1,2,3 et non des TYPES :
—Cas 1
o H(M,Z,) =2 = 70,1 < j< gsa} o 0; = [fj] et a = [h— ¥ bpa; 'l ;
o HA(M,Z)=75" = Tolg; 1 < j< g 3P oitg; = [9)] et B = [3].
—Cas 2
o H'(M,Z,) = ZJ =716} 00 0; = [1}1 ;
o HA(M.Z,) = Z = olgj} ot g; = [7)].
—Cas 3
o H'(M,Zy) =Z{"" = Zulbj;04,0 <k <n—1} on0; = [i}] et g = [ — Gol ;
o HX(M,Z,) = ZZ,M_I = Zolpj; Bi} ont o = [V;] et B = [fix] pour O < k.
Pour p > 2.
Les groupes de cohomologie a coefficients dans Z,, sont :
o HO(M, Z,) =7, et H (M, Z,) = Zy{y} pour 01 et n, tandis que H*(M, Z,) = 0 pour
02, Ny, N3, Ny.
H'(M, Z,) et H*(M, Z,) dépendent des Cas 1,2,3 et du TYPE :
TYPE 01 Les résultats sont les mémes que lorsque p = 2 avec g’ = 2g éventuellement nul.
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TyPE 05
—Cas 1,2
o H(M,Z,) = Zgg - Z,(0;) o 6; = [1]; | )
° Hz(M,Zp) = Zpg_ =Zyle;BYoug; = [Vj+ (=1)/V1] pour j > 2 et B = [6].
—Cas 3
o H'(M,Z,) = 77" = Z,{60;; a4} 0it 6; = [;] et ax =[G — Go) pour 0 < k ;
o HX(M.,Z,) ="' = Zplg;: Bi} oit ¢ = [7; + (=191 pour j > 2 et fi = [fuc].
TyPE n,
—Cas 1,2
e H'(M,Z,) = Z) =70y ou6; = [j—f]1 pour j> leta = (511 +h=Y bkalzlc?k],
la constante c étant égale a O dans le Cas 1 ;
o H? = Zi’,_l =Zy{pj} oupj=[V; — ] pour j> 1.
—Cas 3
o« H'(M,Z,) = Zi’,”’_lz: Z,{0;; axy on 0 = [t; — f] pour j > 1 et ap = [gx — %fg] ;
o HX(M,Z,) = Z§™" = Z,l¢;: B} oit o; = [9; — 911 pour j > 1 et By = [fu] pour
0<k
TyPE n,
—Cas 1,2,3
o« H'(M,Z,) = ZJ7™"" = Z,00;,j > Liay} o 0; = [f; — 1i] pour j > 1 et ap =
[gx — 1/21,] ;
n+g—1 N A . ~
o HX(M,Z,) =Z,"""" = Zy{p;; B} ot ;= [9;] pour j > 1 et By = [u].
TYPE n3
—Cas 1,2,3
o H'(M, Z,) a les mémes générateurs que pour le TYPE ny ;
o HAM,Z,) = Z " = Zlg;: B} oit ¢; = [7]] pour j > 2 et B = [fi].
TYPE ny
—Cas 1,2,3
o H'(M, Z,) a les mémes générateurs que pour le TYPE ny ;
e H*(M,Z,) = Z,g;_zw = Zples ), J > 3.6kt o o3 = [V =], ¢; = [V;] pour j >3
et Br = [fu].

Les quatre lemmes suivants constituent la preuve de ce théoreme. Ils détaillent les bords
des chaines, les bords des cochaines et les expressions de H'(M, Z,) et H*(M, Z,) pour un
p premier quelconque.

De la décomposition cellulaire, on déduit la description suivante des bords des chaines :

Lemme 3. Bord des chaines cellulaires
BU:O,atj:(?qk:Gh:O,apk:O,
06 = )., qx pour 0;, 06 = 2 ), t; + Y qi pour n;,
0vj=0lorsque g; = 1, 0v; = 2h lorsque &; = -1,
O = arqi + bih,
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de = Y, px pour oy, O€ = Y, pr + 2 Y. (—=1)/v; pour 03, e = ¥, pi + 2 D=1 V) pour n,
Ol = —pr.

Par dualité, on obtient les bords des cochaines :

Lemme 4. Bord des cochaines cellulaires
A6 =0, 86 = fy =0, & = 9t = 0,
di; = 0 pour o;, d%; = 26 pour n;,
aﬁ?k = 8 + ak,&k,
Oh =Y bifu+2%, - 17
0V = 0 pour o1,ny, et pour ny,n3,ng lorsque g; = —1,
;= 2(=1)/€& pour 05, 0V = 2€ pour ny,n3,n4 lorsque g; = 1,
O = €= 4.
Quel que soit I’anneau de coefficients A, H(M,A) = A est engendré par 1 := [§]. Le
groupe H3(M, Z,) est égal a A pour o0 et ny, et a A/2A pour 0;, ny, n3, ny. Il est engendré
pary := [€] = [&].

Lemme 5. Présentation du groupe H'(M, Zy)
1) Quelque soit I’anneau de coefficients A, on a
H' (M,A) = {xh+ yitj+ X 2di | X,y 2 € A, (%)} ot la condition (x) de cocycle est

Yk, arzi + brx = 0,

avec en plus, pour n;, 3,z = 0; pour 0;, 3,z = =23 y; ; et pour 03, ny, n3, n4, 2x = 0.
2) Si I’'anneau A = Z, ou Z,, avec p > 2 premier, ceci se simplifie en

pour 0y, H'(M,A) = A% X {¥ z1qi | 7 € A, Yk, axz = 0, Y 75 = 0} ;

pour ny, n3, ng, H'(M,A) = {Y y;it; + Xz | yjo 2 € A, Yk, apze = 0,2 Yy + X 7 = O}
3) Si ’anneau A = Z,, ceci se simplifie pour tous les TYPEs en

H' (M, A) = (xh+ Y yjt; + 3 2di | X, yj, 2 € AV, arzy + brx = 0,3,z = 0}

Lemme 6. Présentation du groupe H*(M, Zy)
H? = {x6 + 2YiVi+ Dk | x,yj, 2 € A, (¥)}/Im(0) ou la condition (x) est
vide pour 01, ny ; pour 0, 22(—1)jyj =0, pour ny, ns, ng, ZZEJ:I yj=0.

De plus Im(0) est engendré par les 6 + agfiy, Y, bifix + 2 Die=—1 7V, avec de plus 26 pour n;.

3. Les théoremes principaux

Théoréme 7. Pour p = 2, les seuls cup-produits U : H' (M, Z,)®H"' (M, Z,) — H*(M,Z,)
sont :
—Dans le Cas 1 :

e O; U 0j
- Pour les TYPEs 0, les cup-produits 0; U 0; sont nuls sauf 6,; U 65,_1 = 3 ;
- Pour les TyPEs n;, les cup-produits 6; U 6; sont nuls sauf 6; U 6; = j5.

° 0,- Ua
- Pour tous les Types, ona 0; U a = ¢;.

e U«

- Pour les TyPEs 0 et nj, onaaUa = c/28;
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- Pour les TYPES 03 et my, onaaUa = c/2B+ 1< ¢;;
- Pour le TYPE n3, ona aUa = ¢/2B+ Yo @; 5
- Pour le TYPEng, onaaUa = ¢/2B + Zj>2 Sﬂj-z

— Dans le Cas 2 :

L] 0,' V) 0j
- Pour tous les Types, 6; U 6; = 0.

— Dans le Cas 3 :

e O;U 0]'
- Pour tous les Types, ona 6; U6; = 0.
[ 01 U ay
- Pour tous les Types, ona ;U a; = 0.
o a; U q;
- Pour tous les TypES, on a a; U a; = %ZO<€§n—lﬁf + Oke %ﬁk.

Théoréme 8. Pour p = 2, les seuls cup-produits U : H'(M, Z,)@H*(M,Z>) — H>*(M, Z,)
sont :
— Dans les trois Cas :

e O;U Qi
- Pour les TYPEs 0, les 6; U ¢ non nuls sont :
si jestimpair 0,1 Ug; =, si jestpair0;_1Ug; =7y ;
- Pour les TypEs nj, ona 6; U ¢; =y et 0 sinon.

—Dans le Cas 1 :

e aUy;
- Pour les TypEs 01 etny, aU ;=0
- Pour les TYPEs 05 et ny, a U @ =y ;
- Pour le TYPE n3, a U @; =y si j# 1 et O sinon ;
- Pour le TYPE ng, « U @; =y si j # 1,2 et O sinon.
[ ] 0,' Uﬂ
- Pour tous les Typgs, 6; U B = 0.
e aUp
- Pour tous les Types, a U 8 = .

— Dans le Cas 3 :

o ay U yj

- Pour tous les TyPEs, ax U ¢; = 0.
o a; U By

- Pour tous les TYPES, a; U B =y et 0 sinon.
o 0i Uﬂj

- Pour tous les TypEs, 6; U B = 0.

Théoreme 9. Pour p > 2,
— Dans le Cas 1, les seuls cup-produits U : H' (M, Zp)®H'(M, Z,) = H*(M, Z,) sont :

Dans [5], Theorem 1.3 (i), le coefficient de 8 devrait étre remplacé par c¢/2.
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e O;U 0j
- Pour les TYPES 0;, les cup-produits 0; U 6; sont nuls sauf 65,1 U 6, = 3 ;
- Pour les TYPES n;, les cup-produits 6; U 6; sont nuls.
° 0,- Ua
- Pour le TypE 01, ona0;Ua = ¢; ;
- Pour le TypEny, ona0;Ua = ¢;, j > 1.

e aUu«
- Pour les TYPES 0 et ny, les cup-produits a U « sont nuls.
— Dans le Cas 2, les seuls cup-produits U : H' (M, Zp)®H] M, Zp,) — H*(M, Z,) sont :
e O;U 0]
- Pour le TYPE 0, les cup-produits 6; U 0; sont nuls sauf 6;_1 U 6y = B ;
- Pour tous les autres Typgs, 6; U 6; = 0.
[ 01 Ua
- Pour le TypEn;, ona 0;Ua = ¢j, j > 1.

— Dans le Cas 3, les seuls cup-produits U : H'(M, Zp)®H1(M, Zp) — H*(M, Z,) sont :

e 0;U 0j

- Pour tous les TypEs, on a 6; U 6; = 0.
e 0; U ay

- Pour tous les TypEs, on a 6; U ay = 0.
o ar U q;

- Pour tous les TYPES, on a a; U «; = 0 sont nuls.

Théoreme 10. Pour p > 2, les seuls cup-produits U : H'(M, Zp)®H2(M, Zy) —
H3(M, Z,) sont :
— Dans les trois Cas :
e O;U Qj
- Pour le TYPE 01, on a pour jimpair 6,1 U ¢; = —y et pour jpair 6, Up; =7y ;
- Pour le TYPE np, ona 0; U ¢; = v, et 0 sinon.

— Dans le Cas 1, pour tous les TYPES :

e ;UB=0

seaUB=y

e aUp;=0

— Dans le Cas 3 :

° ;U P
- Pour les TYPES 01 et ny, on a a; U By = 0 sauf si i = k et dans cette situation on a
a; U By =b,:l’y.

o o, Uyj

- Pour le TYPE 01, on a a; U ¢; = 0.
o ay VU yj
- Pour le TYPE ny, pour tout indice k, on a a; U ¢, = —%y.
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4. Décomposition A-simpliciale

Avant de décrire le découpage A-simplicial, nous donnons la définition et les propriétés
du mot w,, 4,(qk, h) qui permet de paver la sphere bordant ; comme décrit dans 2.1.

4.1. Définition et propriétés de w,g. Le cas ax = 1,by < 0 sera trés simple, mais
dans le cas général ay, by > 0, pour pouvoir paver comme évoqué dans 2.1 la sphere bordant
Lk, le bord wy, p, (qx, h) de g doit étre un mot tel qu’en effectuant sur ce mot une certaine
permutation circulaire et en remplagant un certain hgy par gih, on retombe sur le mot de
départ. C’est cette propriété qui permet le pavage de la sphere par deux exemplaires de yy
et un exemplaire de p; pour former le bord de la 3-cellule .

DerNiTion 11. Le mot w, g (pour a, B premiers entre eux) est défini récursivement par :
wio(a, 1) = a,wo,1(a,t) = t,wy1(a,t) = at,
$10 < @ < fB,wqeq+pa,t) = weplat, ),
$10 < B < a,wesppla,t) = wepla,at), si bien que le mot w, g(a, t) contient « fois la lettre a
et S fois la lettre 7.

Par une preuve similaire a celle des articles [12], [10], [7], [9], on montre que ces mots
w, p Vérifient les relations suivantes :

Proposition 12. Soient a, 8, u, v entiers tels que
au—PBv=1, O<u<p, O<v<a,

alors
w(t,ﬁ(a7 t) = waf—v,ﬁ—u(a’ t)wv,u(a’ t) = (wv,u(aa t)t_l)at(a_lwa—u,ﬁ—u(aa t))

Notations 13. Dans la suite, nous appliquerons ce théoreme a a = ay, 8 = by et noterons
u, U les entiers u,v correspondants. En notant wq, 4, (qi, h) sous la forme xi . .. X, avec
les xy; égaux a qi (pour ay d’entre eux dont le premier) ou h (pour by d’entre eux dont
le dernier) (donc z; = ay + by), le théoreme exprime que pour wy = zx — ux — vx + 1, le
mot W, p, (qr, h) est aussi égal a Xy yy, - . . Xk —1GkMXk2 - - - Xkw—1, €t que de plus, le morceau
Xk, - - - Xkz, de ce mot contient vy fois gy et uy, fois h.

Dans le cas b, < 0 (donc a;, = 1), nous poserons u;, = 1,vp = O,wy = zx = 1 + |by, et
Xkl = Qi Xk = hpour2 < € < .

4.2. Découpage A-simplicial. Transformons ce complexe cellulaire en complexe A-
simplicial en rajoutant :
e un centre et des rayons aux 2-cellules d et w1, pour remplacer chacune par une juxtaposition
de triangles ;
e une “diagonale” aux v;, pr, pour remplacer chacun par deux triangles ;
e pour chacune des 3-cellules €, , dont le bord est une sphere pavée par les 2-simplexes déja
construits : un centre, des rayons joignant ce centre aux sommets marqués sur la sphere ;
des triangles joignant ce centre aux arétes marquées sur la sphere, de maniere a remplacer
chaque 3-cellule par une juxtaposition de tétra¢dres.

Plus précisément, on remplace la décomposition cellulaire ci-dessus par la décomposition
A-simpliciale suivante.
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1) Le 0-simplexe o et les 1-simplexes ¢/, gy, A,.

2) Découpage des py, Figure 5 :

e des 1-simplexes g, (d’origine et d’extrémité o) et des 2-simplexes py 1, k2, (de faces
respectives (1, gi, qi)s (qk» Gi» 1))

3) Découpage des v;, Figures 6, 7, 8 :

e des 1-simplexes f; (d’origine et d’extrémité o) et des 2-simplexes v;» (de faces (¢, f;, h))
et v, (de faces (h, fj, 1)) sig; = 1, (h,t;, fj) sig; = —1).

4) Découpage de J, Figures 9, 10 :
Dans le découpage de 9, €, il faudra distinguer les TYPES 01, 02, ny any :

e Un 0-simplexe a, des 1-simplexes ey, . .., €244, (d’origine a et d’extrémité o). On rappelle
que le symbole ¢’ est égal a 2g pour le Y = 0;, et a g pour le Y = n;.

e des 2-simplexes 0y, . . ., 024+m, plus précisément :
— pour les TypEs 01, 0 : 9;, de faces, respectivement

(tl’ €1, e())’ (IZ’ €2, el)’ (tl’ €2, 83)’ (tz’ es, 64)’ ceey (CIO’ €4g+15 649), R (Qm, €o, e4g+m);
— pour les TYPEs ny any :

(t1,e1,e0), (t1,e2,€1),...,(qo, €2g+1,€29)5 - - - » (Gm>» €05 €2g4m)-

5) Découpage de chaque yy, Figure 11, 12 :
Dans le découpage de py, ¢ il faudra distinguer le cas particulier b, < 0 (et @, = 1) du cas
général :

e Un O-simplexe i, des 1-simplexes py 1, ..., pi, (d origine ¢ et d’extrémité o) ;
o des 2-simplexes p 1, - . -, liz,» de faces :
- Sibe >0 (X1 Pr2s Py -+ s (Xkzs Phols Phoz)

- si b < 0:(qk, pr2s Pii)s (Bs P2, Pi3)s - - o> (M, Przs Pict)
- sib; = 0: (qk, Pr,1> Pr1)-

6) Découpage de ¢, Figures 13 a4 17 :
e un O-simplexe b ;

e des 1-simplexes A*, A~ (d’origine b, d’extrémité a) ;

. + + _ _ y , s
e des I-simplexes S,. .., SZg’+m’ Ssees SZg'+m (d’origine b et d’extrémité o),

: + + - - + + AE) .
et des 2-simplexes E, ... ,E2y,+m, Ey,..., Ezg,er avec E de faces (er,S;,A%);

: + + - - Lrich .
e des 2-simplexes T, ..., ng, Y U ng, m» Plus précisément :

. + +

- pour les Types 01, 02 : T, .. ., T4g . de faces

(ll,Sf,Sg),(lz,Sf,Sli),(ll,Sf,Sf),(lz,SiSf),---,(qm,Sé,nger);
- pour les Types ny any : T, ..., Tzig . de faces

(t]9Sf’Sg)’(t],S§’S-1_F)’"'a(QM’Sg’S§g+m)'
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Notations 14. Ici la notation T; de faces (t1,S7,S() signifie que les faces de T, sont
(t1,87,8) et celles de T sont (t,,S7,S) etc.

e des 2-simplexes Hy, ..., Hyyim :

les faces de H, étant en général (h,S;,S ), mais étant (h,S,,5;)si{ =2j~1 < 2g" avec
gj = —1,1.e. dans les Types suivants : TyPE 0,, £ impair < 4¢g ; TYPE n,, { impair < 2g ; Type
n3, € impair, 3 < € < 2g ; TYPE ng, € impair, 5 < £ < 2g ;

e des 2-simplexes F, ..., Foy ., de faces :

_pour le TYPE (L (fl?ST7S6)7(fz:S;7SI)v(flas;7S;)v
(f?AS:}J’raSZ)v-~~7(9M7S8’S;g+m);
_pourleTYPEOZ:(fl’ST7S6)7(f29S£751+)’(f1,S£75;)7
(f27S;’S2)9'"9(gm’S8’SZg+m);

-pour le TypE ny = (f1,87,80), (f1,85.871)s -+ s (Gm> S5 S ) 5
- pour le TypE n3 : (f1,87,80), (/1,855,871 - (gm: S5, S 300 5
-POurleTYPEn3 : (fl,S-{—$Sa)7(fl’S;’SI)7(f2’S;$S£)7
(fZ,SZ,Sg—),---,(gm,SS’S£g+m);

- pour le TyPE ny = (f1,57,8), (f1,83,57), (2,583,855, (f2,85,57),
(f3’S;,SZ),(f3,Sg,S;),---,(gm,Sa—,Siﬁ,m);

e des 3-simplexes D}, ..., D;g, Dy ,Dgg, m» Plus précisément :
- pour les Types 01, 02 : Dy, ..., Djfg . de faces
((50’ Tbi’ E]i’ Ei)i)’ (61 b Tii’ E;’ ETI_F)’ (62’ Tzi’ E;’ Eéi)’ (63’ T:;i’ E3i’ Ei)’

+ + + .
R (54g+ma T4g+m, EO ’ E4g+m) >

- pour les TypEs ny anyg : Df, ... ,Diﬁm de faces
+ + + + + + .
(605 TO £ El ) EO )a sy (629+ma T2g+m, EO £ E2g+m) B

e des 3-simplexes Nj,l,N;.l,Nj,z,N;.z de faces,

- pour le TyPE oy :

si jimpair, (v, Hajo1, F2j-2, Ty, ), (1, Hajy Foj, T ),
+ ¥

Vj2:s T3, 50 Frj2, Haj2), (vj2, T3 Faj Haji1)

si jpair, (vj1, Hajo, F2j-3,T5; 3), (Vjir, Hajor, Faje1, Ty ),
+ + .

Vj2: T3, 55 F2jo3. H2j3), (vjo, Ty y» Fajo1, Haj)

- pour le TYPE 0, :

si jimpair, (v, H2j-1, T5; 5, F2j-2), Vi1, Haj T35, Faj),

0j2: T3, s F2j2, Haj2), (vj2, Ty s Fajy Haji),

ST . _

si jpair, (vj1, Hyj2, Ty 3, F2j-3), (V1. Hajo1, Ty g5 Fajon),
- + .

(Vj,Za T2j73’ F2j—3’ H2j—3)a (Vj,Z’ T2j,1, F2j—1’ H2j) >

- pour les TYPES nj a ny :

sigj =1, (v, Hyjo1, F2j2,Ty; »), (vji, Hyjs Faj1, Ty, ),
+ + .

Vj2: T3, 5o Faj2, Haj), V2, Ty s Fojo1 Hajot) 5

f e — - +

sigj = =1, (vii, Hajo1,T5; 5, F2j2), (vins Haj Ty Fajo),
+ - .

Vj2: T3, 5o Faj2, Hyj2), (vj2, Ty s Fajo1, Hajot) 5

o des 3-simplexes Ry 1, Ry,

- +
de faces (ox,1, Hag sis 1, Fagries Toyy 1) (Pk2s Toy i Fograks Hogr k)
(avec par convention Hogy i1 = Hp).
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7) Découpage de chaque (;, Figures 18, 19, 20 :
e un O-simplexe dj ;

e des 1-simplexes C,:, C, (d’origine dy et d’extrémité cy) et Sp,...,Skz (d’origine dy et
d’extrémité o) ;

e des 2-simplexes P, .

. de faces (pi,1,S k1, Cp)s - o> (Phze> ks € ) 5

+
k12"

- sibe >0, (Pt Sk Cs s (Prz—w+ 15 S kzes €

(Pra-wi+2s S50 C1)s (Phzi—w+3> S k2 COs -+ s (P S k=1, C)
sibr <0, (Pr1>S k0, COs (Pr2sS k3. COs v+ v s (Prigs Sk1, CF)

si by =0, (Pr1>Sk0,CY)

e des 2-simplexes P . ,P,’;Zk de faces

e des 2-simplexes X i, ..., Xk, de faces

- sibe >0, (1,862, k1) - (kg Skt Skz)s
- sibr <0, (qr, Sk2sSk1)s Sk Sk3)s s (M, Skz, Sk1)s
- Sl bk = 0’ (quSk,laSk,l) 5

e des 2-simplexes Oy, H;, G de faces

- Si bk > 0’ (Qk, Sk,07 Sk,zk)’ (h’ Sk,29 Sk,0)7 (gk’ Sk,29 Sk,Zk)9
- 81D <0, (e, Sk3:Sk0)s (S k158 10)s (G S k25 S k0)s

- 8ibr =0, (qr, S k0, Sk0)s (B S k15 Sk0)s (Ghs S k1S k0) 5
e des 3-simplexes M |, ..., M,:Zk, de faces
- Sl bk > 0’ (/‘lk,laxk,l’ P];27 PI;I)’ ceey (le’Z/(’Xk’Zk’Plz,l’P;,Zk)’
- st b <0, (1> Xie1> Pros Py )y (i2s Xi2s Pros Prs)s oo
(/Jk,zkan,zka Pl;,Zk’ P]:’l)7

- Sl bk = 0’ (l’tk,19Xk,l’P];1’P];1) 5

e des 3-simplexes M} ,..., M; de faces
k1 k,zk

- si bk > 0, (ﬂk,l’ Xk,wka Pl-:,Z’ Plt,l)’ . (,uk,zk,wkﬂ, Qk, P/_:,Zk—wk+2’ P/-:,Zk—wk-*-l)’
(Mkz-wer2s His P 3o P i) oo (kg Xicwe—1, Py P,

- sibg <0, (e, Qs Prays Py ), a2y X3, Proys Pra)s oo

('uk’Zk_l’ Xk’Zk’ Pl)cr,z;c—l ’ P/:r,Zk)’ (/Jk’z’ﬁ ’ Hl/c’ P]-:sZk ’ Pltl )’

sibe =0, (1, Ok Py PLp) s

’
k,1°

- siby >0, (o1, H, Gk, Ok)s (025 Xie15 Gis Xk zy)s
- si b <0, (pr.1, Xi2> Gi, Qi) (02> Xi1» Gi, H),
- siby =0, (ox.1, Hy, Gk, Ok)s (025 Xi1, G, HY).

e des 3-simplexes R, |, R; , de faces

5. Morphisme des cellules vers les A-simplexes

Dfrmarion 15. On note T D’application définie sur les générateurs du complexe des
chaines cellulaires vers ceux des chaines A-simpliciales par :
e T envoie les 0- et 1-cellules o et ¢, gi, h sur les 0- et 1-A-simplexes du méme nom,
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® T(or) = Pr.1 — Pr2s
o T(Vj) =Vj1 —€&jVj2,
o T (1), 1 < ¢ <z (voir Sous-section 4.1),
-8ib 20 T(uy) = X fees
- sibe <0 T(ui) = pet = 2ies1 Mt
e T(0)
- pour les Types 0; : T(6) = Z? o0 (04 + O4is1 — Oaiva — O4iv3) + Z?gz[ O¢s
- pour les Types n; : T(0) = 2, d¢,
e T(e), en notant D}, := D} — D,

- pourle TYpE 0; : T(€) = X1 o(Ri1 — Rin) + Z?g;r;" D) + Zf oD+ D —D s -
D) + 2(Nji = Njp =Ny + NJ»),
4g+m 1y, ’ ’ /
- pour le TyPE 0, : T(€) = Zk o(Rk1 — Ri2) + Zt,gzg D, + 37 0(D +D,,, —Dj.,—

D). )+ X(— I)J(N 1 +N; 2+N +N’2)
- pour les TypEs n;: T(e) = Zk ()(Rkl — Rk 2) + quer D’ 22(/ ID, + Zs_,-:l(Nj,l -
Nj,2+N1—N’2)+Z£l__1( le Nj,2+N +N’2)
e T({;), en notant M,’c’t, = Mk - M;

ke’
-sib20:T(G) =-R, | +R,, +Z ro
=i <0: T =R |+ R, + M, — X1 M,

Proposition 16. L’application T définie ci-dessus est un quasi-isomorphisme du com-
plexe des chaines cellulaires vers celui des chaines A-simpliciales.
On en déduit un quasi-isomorphisme T', du complexe des cochaines A-simpliciales vers
celui des cochaines cellulaires : (T'(f))(s) := f(T(s)).

6. Relevé des cocycles cellulaires en cocycles A-simpliciaux

6.1. Bord du complexe des cochaines A-simpliciales. Pour chaque générateur & =
[£], le but des deux sections suivantes est de choisir un relevé de T, noté R(), i.e. tel
que T'R(£) = & avec la propriété supplémentaire d’étre un cocycle (et pas seulement une
cochaine).

Pour alléger la présentation, on n’écrira (en commencant a regrouper) que les bords qui
seront utiles dans la partie suivante pour expliciter des représentants des générateurs.

Le bord est nul sur toutes les 3-cochaines, et le bord de la O-cochaine &+a+b+3, &+ d
est nul.

Posons U; = Fy + 6, + T; Ici et dans la suite cette notation est a comprendre de la facon
suivante : Uy = Fy + 6, + T; + TE'

Bords des 1-cochaines A-simpliciales :

Lemme 17. Pour les TyYPES 04, 0
—at =giV;1 +v]2+T 2+T +52, 2+5gj si j impair, et ;v +V]2+T T2+J I
621 3 +62] 1 81 J pair
—Bf] —&Vj1 — Vot sz )+ ng si j impair, F2] 3 +F21 1 Si J pair

—B(fj+fj)= Up+ Uy avect =2jsi jimpairet € =2j—1 si jpair
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Pour les TYPES ny a ny
—82‘ —8]V11+V]2+T2 2+T +62j72+62j71
—8f] sjv],l V12+F2] 2+F2] 1

Pour les TYPES 01, 07 et ny a ny

—Ooh+ 3 fi+ X a0 = X(He + Fo) + Si(H + G + Zxk (i + Xi )
— 0Gi = Pt + Pr2 + Oagak + T Sy +k + 2o =gy ki +X) + Ok

— 0gx = ~pr1 = P + Foyii + Gy

— Opre = Pk’é, + fige — fgo-1 Si€> 1etsib, >0

—8ﬁk,{ = P}i[ —,&k,g +lak’[_1 sit>2etsib, <0

— Oprp = pi — Q2 — 1
—(9(S*+e0)—(T++H0+F0)
Notation 1

(T Sgem T Hzg/+m + F29/+m). Le symbole g’ est défini dans

Pour les Types o; lorsque 1 < £ <4get{ =2 ou 3 mod 4
—8(5; + S?—l + ég + é[_l) =-U;—Up-

Pour les TyPEs n; lorsque 1 < £ < 2g’, et pour o; et n; lorsque 2g’ < £ <29’ + m,
—G(S? +ep)=Up—Up,

Pour les TYpEs 0 et ny (et pour tous les TYPES si p = 2)
—IAT+ 28] =~ Z(H+ Fo)
—aC =3 Py,
— Bord des S _
- Si bk >0
- aSAk’o=—Qk+H, PkZA w2
- C’)Sk’l Xka +Xk1 Pk,l
— 084 = —H; Gy = Xiy + Xia - P, - P}

k,zp—wi+3

8 o L T
— OS5 = —Xie1 + Xie — P, Pka st SI2 <L <wy
— OSke = —Xpe- 1+ng—P,;€—PH w1 siwg <€ <z

— aSk,Zk_Qk-i-Gk_szk 1+szk P_’ f)+

k,zi k.zg—wy+1

— aSk,()—Qk+H +Gk kl
- 0Sk1 = —H,Q + Xe1 + Xig, — Py =P,

A A A A N

- aSk,2 = —Gk—XkJ _Xkaz_Pl;Q
— 05k3 = =0k + X2 — Xu3 — Prs — Pp,

— 0840 =Kot — Xee - 13,:6, - 13;;5_1 sit>3
- 6Sk,0=H]/(+Gk—P+’

- 0841 =-H, - G- P,

Le bord de la 1-cellule Z; est donné dans le lemme suivant.

Lemme 18. Définissons Yy, Zy, Vi par :
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- Si bk >0
- Y= H+ G+ Xt + i1 — Yo<reewi2 P]-:,[
- Zi =i+ 9k — uCl + S0 — oS ke + Pro)eardli > €| xi; = qi)
- Vi =wCi + Sk + TpsaSre + Pro)card{i > €| xi; = h)
- siby <0 (donca,=u,=1etv,=0)
- Y= O + G+ Xy + fea
- Zk =G+ Oi
- Ve =G + 810 = Do ue + Pro)a — €+ 1).

Alors 07, = UGk + ai Yy et Zxk,,-:h()?k,i + ,[lk,i) = b Y, — Iq,; - ék + 0V,.

Preuve. Le cas b, < 0 est facile.
Dans le cas by > 0, détaillons la preuve.
0 + 9) = Ugsk + G + Ok + X =g (ki + Xii), or
X + i = Xea = fer = Hy = G = 0 TocreiCShe + Pre) + Toceei Pr, est égal :
-S12 << W A Yoerei P ieits
- st W <0< 2 A Yocraw, PFusent + Duncesi Pl 4700

D R+ i) = aRey + fuer) = (ax = DI, + G

Xki=4k

- 8Z(§k,f + pre)card{i > €| xx; = qi}

£>2
=- Zf’;‘[card{i >0 X = qi} + Z P,chard{i >C+we— 1| x, = qi)
>2 O<zp—wi+2
+ > Plcard(iz 0+ we—1- 2| x = il
>z—wp+2

Dans cette expression, le coefficient de 13; , vaut (compte tenu des propri€tés de wq g
détaillées dans 4.1)
si€ = 1,card{i > wy | xx; = qr} = vk

sif = zk—wk+2, —card{i > zk—wk+2 | Xii = qk} = 1—card{i < Wg | Xii = qk} = 1—(ak—vk)

si2 <{l<zr—wr+2,card{i > €+ wp— 1| xp; = qp}—card{i > €| xp; = g} = card{i | € <
i<zr—wp+letxg; =qpy—card{i = €| xx; = g} = —card{i > zx —wi + 1 | xp; = qi}
—card{i <wy | x; = g} = —(ax — k),

v

sil>z—wp+2,card{i > C+wy — 1 =z | xp; = qi} — card{i > €| x; = qx} = card{i
Wi | xpi =qey+card{i | € +wy — 1 —z < i <wyet xp; = qi} —card{i > €| xp; = qi} = g

On en déduit que Zxk’izqk(f(k,,- + ﬂk,i) = a Y, — Qk — Gk + 8[1}](@; - Sk,O + 2522(5’;@5 +
Pro)card{i > €| xx; = qi}], si bien que 0Z; est égal au résultat annoncé.

On a déja calculé Zxk7i=qk(Xk,i + fir;). On va en déduire Zxk,,:h(j(k,i + fir;) par différence,
en calculant ¥;(X;; + f;). Rappelons que pour 1 < i < z,
Xii + fli = Xin — Qe — Hy = Gie = 0 Yocp<i(S ke + Pre) + Yo<e<i Pr, €tait égal :

. . N D+
-S12 <0< Wi, A Yoepe Pk,zk—wk+€+1

. . ~ A+ A+
-Stwe S8 <2, @ Yocrauw, Py yvert ¥ Zunsesi Preoyynn-
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De plus, pour i = z;, on a presque la méme formule que pour wy < i < z;, mais en remplagant
~Gy par +0;.

D’ou
SiKiei + i) = 2K + i) = @ = DH; = @~ 2)Gi+ Ok =8 B oo (S e + pro)eardi > £} =
=Y P = €+ D)+ Dpgmurr PL =€+ 2= w) + Doy PR — €42 —wy) =
(u + v)ACT — (ar + br) Yocr<zy—wpsn P e
si bien que par différence, Zxk,,-:h()?k,i + [ir;) est égal au résultat annoncé. m]

Bord des 2-cochaines A-simpliciales

Lemme 19. Pour tous les TYPES, on a d’abord
—6(30 + T(;_r +ﬁ0) =0
— 0(fle1 + X1 + Gk = Xocrez-we1 Prp) = 0.

Pour les TYPES o; (avec € = 1 pour 01 et = —1 pour 0;)
- §1 j impair

— 01 + Hajoy + Fajoy) = N}’l + &N,

— 0 j1 + efhjy + eFyj1 + Haj) = (1 —&)N;j et

— 8(Fyj + Hajo + Faj3) = e(Nj + 1\7}_1,1)

- 8i j pair

— 001+ Hajor + Fajo) = Njy + 6N/ | et

— 8(17/1 + 81312]'_1 + 8F2j—2 + sz_z) = (1 - 8)],\\7;.,1

— 0(fur + Xit + Gr — Yocrer—wpet 13,:5) =0.

Pour les TYPES n;

— 01 + Xic1 + Gy — ZzsesZk—warl PIJcr,f) =0
— OV +Hyjy + Faj) = (1 + Ej)N},l

— 02+ Hajo1 + €jF2j0) = (1 + )N

2T TR TR
— 0l =-N_ - Nj.

6.2. Relevé des 0 et 1-cocycles cellulaires. Ayant décrit les cobords, on est prét a choisir
des relevés qui soient des cocycles relevant mod p un représentant des divers générateurs.

Le 0-cocycle cellulaire G sereleveen 1 =& +a+ b + ), d;.
Grace au lemme 18, les 1-cocycles sont relevés comme suit :

DErinition 20. Relevés des 1-cocycles
1) Pour le générateur 6; :

pour les :FYPES o; et pour tout p, 6; = [7;]. On peut relever 7; par
Rij=t;+fi+e,+S;+e1+5;,

pour les TyPEs n;, il faut distinguer selon p
—si p =2, alors on a §; = [7,]. On peut relever 7; par

r_ 3 F 5 + .
Rij=t;+fi+e1+S87,;

—si p>2alorsonaf; = [f; — f] qui se releve par



L’ ANNEAU DE COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS Zj, 173

R =) =f+ fi= (B + f) = 22257 @u + 85) — @1+ 87) — (2501 + 85,

Dans les deux situations, on a pris £ = 2j si j est impair et £ = 2j — 1 si j est pair.
2) Pour le générateur «; :

pour tous les TYPEs et pour tout p, si 0 < k < n — 1, on commence par relever gy — Gi-1
par
R(Gx=Gk—1) = Zi=Zi-1=8 5, —€2g+k> AVEC Zi = it Gi—0kCy +S k0= X p20(S k e+ Pro)card{i >
Ol xei = qid s

pour les TyPEs o;, n;, quand p = 2 et pour les TYpEs 0; quand p > 2, le générateur ; est
ar = [gx — §o]. En additionnant, on trouve le relevé
R(Gr — qo) = Zx — Zy — Zle(ﬁ ;g,ﬂ. + @244i), ou Z, est défini dans Lemme 18 ;
pour tous les Types n;, quand p > 2, o = [gx — 1 /2fg]. Il faut rajouter a la somme
précédente le relevé de ag = [go — 1/ 2fg] qui est choisi égal a
R(Go — 1/28)) = Zo — 1/2(Fy + f5) — (24 + S;g) —1/2(é2y-1 + Szﬂ)- On obtient :
R(gk - %fg) =7 - %(fg + fg) - ?:—1(S§g/+i + é2g’+i)-
3) Pour le générateur « = [c/2at; + h-3 bkalzlc“]k]. Avec la notation ¢; = bya/ay, on a :
pour les TyPEs o; et ny, dans le Cas 1 (on a ¢ = 0), lorsque p > 2 et pour tous les TYPES,
dans le Cas 1, lorsque p = 2, on peut relever i — Y bkalzlc}k par
Rh=Y biai'qi) = h+ 3 fi+ X e+ AT+ X 87 = Y bay ' Zi— Y Vie— 1/ alco(@2g 41 +55,, )+

(co + Cl)(éZg’+2 + S_Z_Fg/_,_z) +...+(o+... + Cm—l)(éZg’Hn + S§Q’+m)] 5

pour le TyPE ny, dans le Cas 2, on peut relever ¢/2af; + h — Y, bkalzlc}k par
R(c/2afi +h=Y bia;'\qp) = h+ 3 fi+ S g+ AT+ £ 87 = Y bea; ' Zi = 3 Vie— 1/ alco(eag 11 +
S;g,+1) +(co+c1)(@aysa + S;g,+2) +ot (ot o) @ogem + S;g,m)] +c/2al(f + fi) -
(SE+21)—28¢ + &)

avec
e si bk >0,
~Z = Gk + gk — uCy + Sko — XesaS ke + Pro)card{i = €] xii = qil,
— Vi = wCy + S0+ Xpo(Ske + Pro)card{i > €| xi; = h} 5
e sib, <0,

=2k =G+ Gr A
~Vi=Cl+5k0 = XesaS ke + Do) —C+ 1),

Pour justifier (lorsque cela n’est pas évident) ces choix de relevés, on fait les remarques
suivantes :

On rappelle la notation U, = Fr+6,+ f"f.
1) Pour le générateur 6, :

pour o;, pour tout p, d(f; + fj) =U;+ Uy avec :
—si jimpair: £ =2jet

A, +S85) =-Ur— Uy, 81 +87)=Ury — Upa,
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—sijpair: {=2j—1et
0@ +87)=-Ur+ U, 8@r1+87 ) =-Ury - Uy,
— donc quelle que soit la parité de j,
O+ f) = -0+ 8%+, + 85 )).

Pour tout p, le relevé du cocycle 6; = 7; est :
Rij=t;+fi+e,+S7+e1+S57 .

pour n;, pour tout p, d(f; + fj) = Upji + Uzjp et 0(ep + .SA";) =U;-Up,,
—sip=2, on peut releiver 0; =i par
Rij =1+ fj+er1 +S87 |, A X
—si p > 2, on peut (pour relever 6; = #; — ;) relever {; — i,_y par (f; + f;) — ({j-1 + fj-1) —
(82j-1 + 55, ) = (2j2 + 55, 5).

2) Pour les générateurs ;. : On va se servir des Z; du lemme, puisqu’ils contiennent g, plus
des cochaines A-simpliciales dont I’image cellulaire (par 7°) est nulle. D’apres le lemme,
pour tout k € [0,n] on a, modulo p : 0Zy = Uy, or pour 2g° < £ < 29’ + mona:
o(e, + 5';) = Uy — U;_. Ceci permet (Vp, Yo;, n;) de relever g, — gr—1 (pour 0 < k < n) par
Zy =21 — (g 1k + ng,+k)-

Pour les Types n; et p > 2, il faut relever en plus ag = go — 1/ 2fg. On se sert de

0 Zo — 1/2(ty + f)] = Usg = 1/2(Uzg-1 + Usg—2) = (Ung = Uzg1) + 1/2(Usg-1 = Uay-2),

ce qui, puisqu’ici Uy — Up_y = 02, + S 7), permet de relever  par :
Zo—1/2(ty + fy) — (629 + S;—’g) —1/2(e2g-1 + ng_l).

3) Pour le générateur o pour c/2af; +h — 3, bya; ' g :

Onadh+ Y fi+Ta+A*+ X8} = Su(H, + G + X (i + Xi)) or d’apres le

lemme, pour k fixé,

PAI,; + Gy + Dov=h (i + X)) = by Y + 0V = bra; ((0Zy — Uy ) + 0V

Donc on a (‘)(fz + ij + D g + At + ZS; - Zbkalzlzk - >V = —Zbka]:leg/+k =
—1/a Y] cxUsg i avec 3 ¢k = ¢ et Usgax = Usgraiot = 8@agax + S5, ), dob

= 2 ckUsg ik = 0co(@ag 41 +§§g/+1 )+ (co+ci)(@ry42 +§§g/+2) +..o.+(cot. A Cpo1) (@ am +
S5y el = cUsgim.

Dans les Cas 1 (de o et ny), ¢ = 0 mod p, on peut relever h- > bkalzlék par h+ ij +
Sa+ AT+ T8 - N Ze = X Vie— 1aleo@ag 1 +85,,) + (co+ e)(@agi2 +55,,5) +
(ot F ) @ogram + 85,1

Dans le Cas 2 de n;, comme 8(5’3’ +&9) = Uy — Uzgam et a(ﬁli +é) = U - Ujet
o) + ﬁ) = Uy + Uy, on peut relever c¢/2af; + h- D bkazlc}k par la méme expression que
dans les Cas 1, a laquelle on ajoute ¢/2a[(f; + fi) — (8 + &) — 2(SZ + &0)].

6.3. Relevé des 2-cocycles cellulaires.

Dfrmrion 21. Relevés des 2-cocycles
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4) Pour le générateur 8 = [3], dans tous les Cas et pour tous les Types. On releve 5 par:
RSZ U0:80+T§+F0.

5) Relevé de B, = [{;], valable dans tous les Cas, que p divise a; ou pas et que by soit positif
ou pas. On releve fi; par :

Ry = fucy + Xit + G = Yoce<ymwpnt Py

6) Pour le générateur ¢; pour p > 2.

pour o;, si & = 1, on releve V; par :

R\A/J = f/j,l + ﬁ2j—l + ﬁZj—l + I:I2j si J impair,

R\A/j = f/j’] + H2j—l + sz_z + H2j_2 sijpair.

pour n;, si g; = —1, onreleve ¥; par

Rﬁj = ‘A/j,l + H2j71 + F2j71-

Il n’est pas nécessaire de définir le relevé de ¢; pour les autres TypEs car pour p > 2, les
cup-produits H'(M, Zp)®H2(M, Zp) = H3(M, Zp) ne seront a calculer que pour les TypEs
01 et ny.

7. Calcul des cup-produits pour p =2

7.1. Formules d’Alexander-Whitney. Méthode des coefficients. D’aprées la formule
d’ Alexander-Whitney [8], le cup-produit de deux cochaines A-simpliciales f de degré p et
g de degré g est défini sur tout p + g-simplexe par

(fFYUPDWo, ..., 0prg) = 00, -, 0p)g(Vp,s ..., Vpig).

On en déduit immédiatement que le générateur 1 de H(M, Z,) est 1’élément neutre pour le
U-produit.

Si@ = fUg avec f, g deux 1-cochaines A-simpliciales, on obtient, pour tout 2-A-simplexe
s = (80, 51, 52), de sommets (vg, vy, v2) et de faces sg = (v1,02), 51 = (vy, v2), $2 = (vy, V1),
@(s) = f(52)9(s0).

Heureusement, si f, g sont des 1-cocycles, pour connaitre la classe du 2-cocycle ¢, il ne
sera pas nécessaire de 1’évaluer sur les (nombreux !) 2-simplexes. En effet, soit ¢’ = T'(¢)
son image dans le complexe cellulaire (voir 5),

g m
¢ = x6+ Z yv;+ szﬁk + Z Pieblk-
j=1 k=0

Comme 0 = 9¢’, les z; sont nuls. De plus, la classe de cohomologie de ¢’ (donc de ) est
e dansle Cas 1: (x+ Y o r)B + Z:‘,’.;l Yipjs
e dansle Cas2: Zizl YiQjs
e dansle Cas 3 : ZZ;(% B + 2?21 Yjgj, en posant By = — Zz;llﬁk.
REMARQUE 22. Pour calculer la classe de cohomologie [¢], il suffira d’évaluer (mod 2)

x =@(3,0) (dans le Cas 1), les ry = (3 px¢) (dans les Cas 1 et 3), etlesy; = p(v;1 —¢€;v;2)
(dans les trois Cas).
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Les preuves ne sont données que pour les cup-produits qui ne sont pas nuls pour des
raisons classiques de topologie, voir par exemple Aaslepp [1].

7.2. Les cup-produits, pour p = 2, U : H\(M,Z,)®H"'(M,Z,) — H*(M,Z,). Cette
sous-section prouve le théoreme 7.
Preuve.

Calcul de 6; U 6;
Quand ils apparaissent, les ry et les y; sont nuls.
TYPES 0;

o Il suffit de calculer x pour le Cas 1. On a, voir la Sous-section 4.2, Découpage A-
simplicial :

x = Ri;(eo)Ri (1) + Rij(e))Rij(12) + Rii(e3)Ri;(t)) + Rij(es)Rij(12) + ...

vaut 1 si et seulement si i impair et j =i+ 1 oui pair et j = i — 1. Et x vaut O sinon.

CoNcLUSION : PouR LEs TYPES 0;, LES CUP-PRODUITS 6; U 6; SONT NULS SAUF DANS LE Cas 1, oU
ON A Oy Ubyi =p.

Tyees n;, 0; = [7;] et le relevé de 0 est Rf; = 7; + fj + &1 + S’?_l.
e Calcul de x : x = Ri;(eo)Ri (1)) + Rij(e1)Ri;(t;) + ... vaut 1 si et seulement si i = j et vaut
0 sinon.

ConcLusioN : Pour LEs TYPES 7;, LES CUP-PRODUITS 6; U ; SONT NULS SAUF DANS LE CAS 1 ET sI
i=J,ALORSON A 6; UB; = 0.

Calcul de 6; U «

Pour tous les Types, @ = [A+ Y b ;41 n’est générateur que dans le Cas 1.

Le relevé de « est

Rh+Ybig)=h+Xfi+Sa+A*+ 587 - S ba;'Z — ¥ Vi — Leo@rgan + ngurl) +
(co+en)@agra+ S5, )+ oot (cot ot Cu)@ogam + 83,1

e Calcul du coefficient x.

Dans le découpage A-simplicial de ¢, I’indice des A-simplexes ¢, varie de 0 a 4g + m.

Pour u < 4g — 1, le A-simplexe ¢, est 6, = (t,e.,e.) et R(fz - bkalzlc}k) (le relevé de a)
appliqué a (6,)o = ¢, est nul.

Pour u > 4g, le A-simplexe §, est 6, = (q.,e.,e.) et R(F ;) le relevé de 6; appliqué a (6,); = e,
est nul. Le coefficient x est nul.

o Il ne reste plus qu’a calculer y;. Or

yi= RE;(vi )R+ 3 b;G)(vin)o — &REj(via)2R(h + ¥ b;g)(via)o
= Rij(vi1)2,

et R(h+ 3 b;q;)(vir)o = R(h + 3 b;g;)(h) = 1 et Ri;(v;2), = Ri;j(h) = 0. Comme de plus,
(vi1)2 = t; ou f;, on obtient y; = 1 si et seulement sii = j et y; = 0 sinon.

CONCLUSION : 6; U @ N’ INTERVIENT QUE DANS LE Cas 1. PoUr ToUs LES TYPES, ONA ;U @ = ¢;.
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Calcul de a; U ¢;
Pour tous les TyeEs, les générateurs oy = [§x — §o] n’interviennent que dans le Cas 3. Nous
devons calculer les coefficients r,,0 < £ <n—1 et y;.

e Calcul des coeflicients r, = X, R(Gr — Go)(pe.w)2R(G; — Go)(ew)os avee (Hew)o = Xew €t
(llf,w)Z = DPtw
1) Dans R(g; — go) interviennent Z; et Zy. Dans chaque Z,, on voit
2114 - Zszl ﬁu,scard{t 2 | Xut = qu}
-Siu = j,R(G;—qo)(ew)o = R(Gj—Go)(xew) = 0sauf si € = j et ceci pour tous les a; indices
w tels que x;, = g;. Dans ces situations R(§; — §o)(i;uw)o = 1.
- Siu = 0, pour n’importe quel indice j # 0, R(§; — §o)(uew)o = 0 sauf si £ = 0 et ceci pour
tous les ag indices w tels que xo,, = go. Dans ces situations R(§; — §o)((ow)o = 1.
2) R(Gr — Go)(pew)2 = R(Gk — Go)(pew) = 0 sauf si
i) € = j = k et pour tous les w tels que x;,, = gx. Dans ces situations on a R(Gx — §o)(Pkw) =
card{r > w | xx; = qi} s
ii) £ = O et pour tous les w tels que xg,, = go. Dans ces situations, pour n’importe quel indice
k # 0, on a R(Gr — Go)(pow) = card{t > w | xo, = qo}-

Sik=j,0<k<n-1,nous avons obtenu

a1
S arlax—1)  ax

re= Z R(Gx — Go)(trw)2 = Z (ap — w) = AR -2
w=1

w>1
Xew =4k

Le dernier calcul est fait modulo 2.

e Calcul des coefficients
Yi = R(Gr — §o)vi1)2R(G; — Go)(vi,1)o — €iR(Gr — §0)(Vi2)2R(G; — Go)(Vi2)o-
Nous avons (vi1), =t sig; = let(vi1)r = fisigi = =15 (vi1)o = (Via)2 = h; (viz)o = 1.
Aucun de ces éléments n’intervient dans R(g, — §o). On a que pour tout 7, y; = 0.
Il reste a remarquer que les calculs précédents sont valables pour tous les TyPEs.

CONCLUSION : LEs CUP-PRODUITS @; U @ N’ INTERVIENNENT QUE DANS LE Cas 3. Pour ToUS LES
aj N
Tyees, a; U aj = 3o + 6;j3Bj, 0U Bo = X 1<k<n—1 Bk ET J; j EST LE SYMBOLE DE KRONECKER.

Calculde o U «
Pour tous les TypEs, le générateur @ n’intervient que dans le Cas 1. On rappelle que r est le
nombre de by pairs et on les a rangés entre O et r — 1.

e Calcul du coefficient x.
Le calcul se fait par la formule :

T'(R(h+ )" bjg) URG+ )" b;a)©) = (Rth+ ) bjg) URG+ Y big )T (©)).

Sit<2g —1,onaR(h+3big))o = 0.
Maissi{ =29 +k,0<k<m-1,ona

(R + % b;9,) U R + 3 b)) Gk, €2q7+k41. €29748)
=R(h+ 2 b;q)(qu)R(h + X b;g;)(exy +1).
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On a d’abord R(h + 3, b;g;)(qx) = 1 sietseulementsik > r— 1.

Ensuite on calcule R(fz + 2 bjgj)erysk) = (co+ci+--+cr)ouc, = l% qui est non nul
seulement si # < r. On obtient (co + ¢| + -+ + cx—1) = 1 si et seulement si k — r est impair.
- Si r impair, k doit étre pair et comme on est dans le Cas ou ¢ = 0, on doit avoir m — r pair

donc m impair. Le nombre de k pairs entre  + 1 pairetm — 1 pair, r + 1 <k <m — 1, est

m-—r

x=%r
2

- Si r est pair, alors k est impair et m est pair. Le nombre de k impairs entre r + 1 impair et

m—1impair,r+1 <k<m-1,estx = %

On en déduit que
(R(h+ Y b;G;)) UR(h + Y, b;G,))(0;) = 1si et seulement si £ = 2g’ + r + 2i pour un i > 0 et
donc que x = "5+ = %ZT‘I 1.

Le calcul de x a été fait pour les TypEs o;. Pour les Types n;, T(6) = ), 6;. Par conséquent

ce calcul est valable aussi pour les TYPES n;.

e Calcul des coefficients ry
On rappelle que (ux)o = Xk et (k)2 = pi. et re = o R(h + 3 b;a)(peo)R(h +
2 DG ) (xke).
Si b, >0
e si0 <k <r—1,les by sont pairs. Le terme intervenant dans chaque R(h + Y, b id;)
est >, V;, plus précisement

DU bracard(i > u| x,; = h).

t uxl

Calculons R(h + ¥ b;g;)(xx.e)-

- Si £ est tel que xi ¢ = h, ce qui arrive pour by d’entre eux, alors R(fz+ 2. big ) (xie) =

letre = X% R(h+ X b;§,)(pre)- Ona

re=Yp opcard(i > €| xg = hy = $0 (b - ) = %

La derniere égalité est calculée modulo 2.

- Si Cest tel X3 = gy, alors R(h + 3. b;g;)(xis) = 0.

On conclut que, siby >0et0<k<r—1l,onar = b—zk.

e si k > r, les by sont impairs, les z; = a; + by sont pairs. La somme intervenant dans
chaque R(fl +2.b;g;) est h+ Z’,f:_rl Z,+ 2, Vi. Que € soit tel que xx s = hou Xgr = i,
onaR(h+ Y b;gj)(xe) =1don

SR+ 3 bi4)(pie)
Tl s pmq CArdl = € xei = qud + D75 cardfi = €] x; = h)

T @-0=3.

La derniere égalité est calculée modulo 2.

s

Si b < 0 on trouve les mémes résultats que pour b, > 0, puisque r; devient (mod 2)
e sik < r,alors z; = 1 + by est impair. Ce qui change est I’expression de V, et ce qui
nous intéresse est maintenant

Y st Pru(ze — u + 1). On a encore
R(h+ Y b;g;)(xis) est égal & 1 si x;, = het a0 sinon, d’olt
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A R = bk akbk

= H;u:hk(m D bia)pee) = ;@k —l+1)=5 ==
Les égalités sont calculées modulo 2.

e si k > r, alors z; est pair. On a en plus Z, = g, + §,. Comme précédemment, que £
soit tel que xz, = hou x;¢ = gy, 0na R(fz +2.b;g))(xre) = 1dou

2k
Zk_2 —bk—l bk+1 ak+bk 1+akbk
ry = (Zk—€+1): = = = = .
KZ_:‘ 2 2 2 2 2

Les égalités sont calculées modulo 2.

N

Maintenant, on rappelle que dans le Cas 1, on a 8 = [0] = [{ix] = Bx. Le coeflicient de 8

- akbi (abr) _ 1 _ ¢
est (Z rk) —X= ZOSkSr—l % + ZrSkSm—] ) Z akbk =3
Remarquons que ces calculs sont valables pour tous les TYPEs.

e Calcul des coefficients y;
On rappelle que

y; = R(/A?jr > bj‘?j)(vj,l)zR(ilj' 2. b;g)viio
—&iR(h+ X b;jq)(vin)R(h + X, bjq)(vj2)o.

Pour tous les Types, on a R(h + 3 b i4)(vi2)o = 0.
Comme R(h + . {ch}j)((vi’l)o) =R(h+ X b;jgj)(h)=1,0onay; = R({z +2.bjq))(vj1)2. Alors
sigj=1,y;=R(h+ X b;g;(t;) =0, tandis que sig; = -1, y; = R(h+ X b;q,)(f;) = 1.

CONCLUSION : @U@ N’EXISTE QUE DANS LE CAs 1. PouR LES TYPES 01 ET 11, ON A U = %/3. Pour
LES TYPES 02 ET 1y, ONA @U@ = 58+ 3 j»; ¢j. POUR LE TYPEn3, oNA @U@ = 56+ 3 ju @)
Pour LE TYPE g, oNA @ U = 58+ 30 ¢ |

REeMARQUE 23. Pour les TypEs 0; et ny ceci correspond bien au résultat de [3], [4], [5],

puisque pour a pair ( a ) est congru mod 2 a a/2.

2

7.3. Les cup-produits, pour p = 2, U : H'(M, Z,)@H*(M,Z,) — H*(M,Z,). Dans cette
sous-section, nous utiliserons le procédé suivant.

1) Pour [£;] un générateur du H' (M, Z,) et [&,] un générateur du H>(M, Z,), on choisit un
représentant & et &. Soient R(£1) et R(&;) les cocycles A-simpliciaux qui sont des sections
de T données dans la Section 6.

2) D’apres la formule d’ Alexander-Whitney, si f est un 1-cocycle A-simplicial, g un 2-
cocycle A-simplicial et s un 3-A-simplexe de faces so = (v1,v2,03), 51 = (o, V2,03), 2 =
(vo,v1,03) et s3 = (vg, vy, v2) alors f U g(s) = f(vg, v1)g(sp), €t on trouve (v, v1) en prenant la
derniere aréte de s, ou s3, i.e. (vg,v1) = (52)2 = (53)2.

3) Quand la combinaison C des 3-simplexes telle que R(£1) U R(&,) = C a été trouvée, on
obtient finalement [£;] U [&] = [T'C].

Cette sous-section prouve le théoreme 8.

Preuve.
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Calcul de 6; U ¢;

Ce cup-produit intervient pour tous les TypEs, dans les trois Cas.
0; =[flpour 1 <i<g etg;=[P;lpourl < j<g.

Le relevé de ¢; contient ¥, ;. Les seuls 3-simplexes s dont la face sy est ¥;; sont unique-
ment s = Njjous = N;.’l. Pour les différents Types, les découpages A-simpliciaux de N
et N;.’l sont différents.

Le relevé de 6; est

RE)=fi+ fitec+8+er g +8%,
- siiestimpair, £ = 2i ce qui donne ici £ = 2 modulo 4,

- siiest pair £ = 2i — 1 ce qui donne ici £ = 3 modulo 4.

TypE 01, &; = 1, on trouve, en comparant les valeurs modulo 4 et les parités :

e pour jimpair, (Nj)3 = T, et (N},1)3 =T,
-comme 2j —2 = 0modulo4,ona((Nji)3) = (T2_j—2)2 = ng_z,
— siiestimpair, 2/ et 2i—1 ne sont pas égaux modulo 4 a2 -2, on a R(t;)((N}1)3)2
=0,
— si i est pair, 2i — 1 et 2i — 2 ne sont pas égaux modulo 4 a 2j — 2, on a
RE)(Nji)s)2 = 0,
- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((N},1)3)2 = (Tz_j)2 = ngﬂ,
— si i est impair, comme 2j + 1 et 2i ne sont pas de la méme parité, on a
R(@@)((N’1)3)2 =0,
— siiestpaireti = j+ 1 alors R(fj_'_l)((N;’l):;)z =1,
e pour j pair, (N;1)3 = T2‘j_3 et (N}’l)g = Tz‘j_l,
-comme 2j — 3 =1 modulo 4, ona((N;1)3)2 = (T2_;'—3)2 = SE/'—3’
— siiestimpaireti= j—1,onaR(#j-1)((N;1)3)2 = 1,
— si i est pair, 2i — 1 et 2i — 2 ne sont pas égaux modulo 4 2 2j — 3, on a
R(#)((Nj1)3)2 = 0,
- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((N},1)3)2 = (T2_j—1)2 = ng,
— siiestimpair, 2i et 2i— 1 ne sont pas égaux modulo4 a2j, ona R(l"\,’)((N;.’l)3)2 =
0, ’
— si i est pair, comme 2 et 2i— 1 ne sont pas de la méme parité, on a R(%;)((N ; )3)2
=0.

De plus ona T'[N;,] = T[N ,,',1] = €, d’ou la conclusion :

ConcLusioN : DANs Tous LEs CAs, POUR LE TYPE 01, LES SEULS 6; U ¢; NON NULS SONT :
- SI JESTIMPAIR 6,1 U @; =,
-SI JESTPAIR ;1 Up; =7.

TyPE 07, £; = —1, on trouve

e pour j impair, (N;1)2 = T;; , et (N} )2 = T2+j,
- comme 2j — 2 est égal a 0 modulo 4, on a ((N;1)3)2 = (T2_j—2)2 =8
- comme 2j est égal a 2 modulo 4, on a ((N;-’l)_g)z = (T;j)z =S
e pour j pair, (N;1), = T2+j_3 et (N},1)2 =T,
-comme 2j — 3 est égal a 1 modulo 4, on a (N;1)3) = (T2+j_3)2 = S;j_S,
-comme 2j — 1 est égal a 3 modulo 4, on a ((N;’l)g,)z = (T2‘j71)2 = ng.

2j-2°
+
2j+1°
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Peu importe qu’on applique R(#;) 4 un S* ou & un S, on obtient les mémes conditions
sur les indices que pour le Type 0;. On a encore T'[N;;] = T’ [N;.l] = ¢, d’ou la méme
conclusion que pour le Type o :

ConcLusioN : DaNs Tous LEs Cas, POUR LE TYPE 07, LES SEULS 6; U ¢; NON NULS SONT :
- SI JESTIMPAIR 61 U p; =,
-SI JESTPAIR ;1 Ugp; =y.

Type ny, &; = 1, pour tous j, ona (N;); = Tz‘j_2 et (N;.’l)3 =T,

1 Comme plus haut, en

comparant les valeurs modulo 4 et les parités, on trouve :

e pour j impair,
-((Nj)s)2 = (T5;5)2 = S5,
— pour i impair, on a R(#)((N;1)3)2 = 0,
— pour i pair, on a R(#)((N;1)3)2 = 0,
(N 3)2 = (T3, )2 =S5, 4,
— pour i impair eti = j, on a RGN} )3)2 = 1,
— pour i pair, on a R(#)((N/;)3)2 = 0,
e pour j pair,
-((Nj)s)2 = (T3, 5)2 = S5, 4
— pour i impair, on a R(#;)((N;1)3)2 = 0,
— pour i pair, on a R(#;)(N;1)3)2 = 0,
(V32 =Ty, )2 =S5
— pour i impair eti = j, on a R(F)((N})3)> = 0,
— pour i pair, on a R(#)((N;)3)2 = 1.

ConcLusIoN : DANs LES TRo1s Cas, POUR LES TYPES 1y, 0N A §; U ¢; = ¥ ET 0 SINON.
TyPE ny, €; = —1 pour tous j, on a (Nj1)2) = (T2_j—2)2 = S;j._2 et ((N;'J)Z) = (T2+j—1)2 =

S ;j_l. Comme pour le TYpE n;, en comparant les valeurs modulo 4 et les parités, on trouve
la mé&me conclusion puisque le signe + de ’aréte S * ne change rien au calcul.

CoNcLUsION : DANs LES TROIS CAS, POUR LES TYPES 113, 6 U ¢; = v ET 0 SINON.
TypEs n3, n4 en utilisant les résultats précédents pour &; = 1 et £; = —1, on a la conclusion :
ConcLusioN : DANs LES TRoIS CAs, POUR LES TYPES 13 ET 114, ON A 6 U ¢; = ¥ ET 0 SINON.

Calculde a U ¢;

Ce cup-produit intervient pour tous les Types seulement dans le Cas 1.
@ =[h+ X bigil etg; = [¥].
D’apres I’étude précédente, on sait déja que le relevé de ¢; contient V;;. Les seuls 3-
simplexes s dont la face sy est ¥;; sont uniquement s = N;; ou s = N},r On sait aussi
que les arétes (s3), ou (s2), sont S avec | <u <g'.
Dans le relevé de a n’interviennent que les S . L’étude précédente mene a la conclusion :

ConcLusioN : LosQueE g = 1, U ¢; = 0ETLORSQUE g; = —1, a U ¢; = .

Calculdea U B
Ce cup-produit intervient pour tous les Types seulement dans le Cas 1.
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Maintenant, pour tous les Types, dans le relevé de «, il y aI’aréte A*. Comme T (D(J; ) =€,
on a la conclusion :

ConcLusion : Dans LE CAs 1, POUR Tous LES TYPES, ON A TOUJOURS @ U 8 = 7.

Calcul de a; U By
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans le Cas 3.

Le relevé de By est R({x) = fix1 + )A(k,l +Gy - Dl <b<z—wi f’k,g. Le seul 3-simplexe s tel
que R({)(so) = lests = M,:—“J. Ona sz = P;f,1 et (sz,l)Z = C;. Dans le relevé de a; apparait
seulement (via Z;) C;.

On vérifie que T’(M,:—'J) ={retonay = [{].

Concrusion : Dans LE Cas 3, POUR TouUs LES TYPES, a; U S; = ¥ ET O SINON.

0; U B et a; U p; Pour des raisons topologiques, ces cup-produits sont nuls.

Calcul de 6; U B

Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans le Cas 1.
Onaé,; = [fj] et 8 = [4].

On cherche un 3-simplexe s tel que R(6)(sp) # 0 sachant que R(6) = & + Ta—’ + Fy. Le
seul possible 3-simplexe est s = Dy pour lequel (s3); = (Ef), = A*. Comme I’aréte A*
n’intervient pas dans le relevé de 6;, on a :

Concrusion : Dans LE Cas 1, pour Tous LES TYPES, oN A 6; U 8 = 0. O

8. Calcul des cup-produits pour p > 2

Ce calcul est a la fois plus compliqué (1 et —1 ne sont plus égaux, et les générateurs
different selon les Types) et plus simple (la plupart des cup-produits seront nuls).

8.1. Les cup-produits, pour p > 2, U : H(M,Z,)®H'(M,Z,) — H*(M,Z,). Par
la méme méthode des coeflicients, en calculant maintenant modulo p, cette sous-section
prouve le théoreme 9.

Preuve.

Calcul de 6; U 6;
- Dans le Cas 1
TyPE 01,02, 0; = [{].
o [l y a seulement a calculer x mais en prenant garde aux signes dans 7°(6) :
T(6) = Z?:_Ol (04 + O4is1 — Oaisn — O4is3) + Z?ZZ;" ¢ donne alors x = 1 siiimpairet j =i+1,
mais x = —1 siipairet j=i— 1.

Concrusion : Dans LE Cas 1, POUR LES TYPES 01, 02, LES CUP-PRODUITS 6; U ; SONT NULS SAUF

01 U Oy = B,k > 0.

TyPES n;, Hj = [fj - f]]
OnaR(;— i) =1+ fi— (i + fi) - 2 (S +2).
e Les coeflicients r; et y, sont encore nuls.
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e On ne calcule pas x car B n’est pas un générateur du H*(M,Z,,).

ConcrusioN : Dans LE Cas 1, POUR LES TYPES n;, LES CUP-PRODUITS 6; U 6; SONT TOUS NULS.

- Dans le Cas 2

Tyee o1, 6; = [7]].

e Comme les relevés sont les mémes que pour p = 2, les coeflicients r; et y, sont encore
nuls.

e On ne calcule pas x car 8 n’est pas un générateur du H>(M, Zp).

ConcLusioN : DaNs LE Cas 2, POUR LES TYPES 01, LES CUP-PRODUITS 6; U 6; SONT TOUS NULS.

TyeE 02, 6; = [7]].

e Comme les relevés sont les mémes que pour p = 2, les coefficients r; et y, sont encore
nuls.

e Il y a seulement a calculer x mais en prenant garde aux signes dans 7(6), comme dans le
Cas 1 pour les TyPEs o;.

ConcLusioN : Dans LE Cas 2, POUR LES TYPES 02, LES CUP-PRODUITS 6; U 6; SONT NULS SAUF
021 U Oy = B,k > 0.

TypEes n;. La situation est la méme que dans le Cas 1.

ConcLusioN : Dans LE CAs 2, POUR LEs TYPES n;, LES CUP-PRODUITS 6; U 6 SONT TOUS NULS.

- Dans le Cas 3

TypEs 0;, n;.

e Comme les relevés sont les mémes que pour p = 2, les coeflicients r; et y, sont encore
nuls.

e On ne calcule pas x car B n’est pas un générateur du H*(M,Z,,).

ConcLusioN : Dans LE Cas 3, POUR LES TYPES 0;, 1;, LES CUP-PRODUITS 6; U 6; SONT TOUS NULS.

Calcul de 6; U «
Ce cup-produit n’intervient que dans le Cas 1 pour le TypE 0, et dans les Cas 1 et 2 pour
le TYPE n; .

-Dansle Cas 1

Tyee 01, 0; = [fj] eta = [h - ¥ bra; ' gl

e Calcul du coefficient x.

Dans T'(0), I’indice des A-simplexes 6, varie de 0 a 4g + m. Pour u < 4g — 1, le A-simplexe
oyesto, =(t,e,e)et R(fl - bkazlqk) le relevé de a appliqué a (6,)¢ = t. est nul. Lorsque
u > 4g, le A-simplexe 6, est 9, = (¢.,e,e) et R(fj) le relevé de 6; appliqué a (6,)> = e. est
nul. Le coefficient x est nul.

e Calcul du coeflicient y;.

Pour le Type 01, on a T(v;) = vj; + v;2, puisque tous les &; = 1 et vj; = (h, fj,t)),vj2 =
(tj, fj» h). On voit que seulement

R(h - Z bra;' g)((vino) = LRE)((vi1)2) = 1.
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CONCLUSION : LES cUP-PRODUITS Qj U @ SONT NULS SAUF POUR LE TYPE 01, DANS LE CAs 1 ET ALORS
0 i Ua = @ -

Tyee ny, 0; = [f; - fileta = [h— ¥ bea; ' il

Dans le relevé de 6; intervient #; + fi mais ce terme ne donne pas de contribution car il
suffit de calculer y; pour j > 1 puisque ¢; n’est pas un générateur de H*(M,Z,). Alors la
conclusion est la méme que pour le TypE 0| avec une restriction sur I’indice ;.

ConcLusioN : Dans LEs Cas 1, pOoUR LE TYPE 1, 0; U = ¢, j > 1.

-Dans le Cas 2
Tyee ny, 0; = [{; — fil eta = [h — 3, bea; ' gl
La conclusion est la méme que dans le Cas 1.

ConcLusioN : Dans LEs Cas 2, POUR LE TYPE 1, 0; U = ¢, j > 1.

Calculde @ U

Ce cup-produit n’intervient que dans le Cas 1 pour le TypE 0, et dans les Cas 1 et 2 pour
le TYPE n;.
-Dans le Cas 1
TypE 01, @ = [h — > bkalzlc?k].
Lerelevé de aest Rh— Y bwar ') =h+ X fi+ S+ A* + X287 - Y byar 'z = X Vi -
%[Co(é’zgql + g;g,H) + (C() + Cl)(ézgq.z + S;g,_'_z) +...+ (C() +...+ Cm_l)(ézgq.m + SAggq_m)].
e Calcul du coeflicient x.
Comme R(h — ¥, bea;'gi)(t;) = 0, on a

x= > Rh= ) bay G)esy sOR(h = Y b 30(q0).

e Calcul des coefficients ry.
e Si bk > 0,

re= YR - Y b a)(pro)Rh — 3 brai G (xice)
= Y=g ("bi/apl(bi/ap)card{i > €| x; = g} — card{i > €| xi; = hi]
+ X =nlbr/ap)card{i > €| xi; = qi} — card{i > €| x; = h}

_ -l
= 7 izt SiSts
k

avec §; = by si xx; = qr et s; = —ag si xx; = h. Cet entier ), s;s¢ est égal a :
Sz sise = 3120 = (T 50’1 = 3@} + brag — 0) = 224G,
donc 7y = _—”k(‘;kat”k)
e Sib, <0,
re= R(h— Y ba'a)(g)e(pr) — R(h = 3 ba; ' qi(pis+

oo # PR = 3 bea; ' g)(h)
=22 (Pre) = — Xpsa(z — €+ 1) = —(Z"_Z)QM,

orzg=1-byeta,=1dou
_ bilag+br)

2q > comme dans le cas b, > 0.

Iy =
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e Calcul des coeflicients y,.
On a

yj = R(h= )" beai' g0 (R = > bai i)(h)

—R(h= )" by G)MRG = ) beag qu)(t))
=0.

Il reste « Ua = [x6 + > ] = N[4], avec

_ Tt ¢ by b; bi(ay + by) _ cla+c) )
Ve iy T LTl g T

k=0 i<k

Comme c est divisible par p > 2, N est congru mod p a 0.
ConcrLusioN : Dans LE Cas 1, Pour LE TYPE 01, a U@ = 0.

Tyee ny, & = [§i1] + h-3 bka,;lqk].

Le relevé de a est R(h — X bya ' qi) = h+ X fi+ Do+ A* + 287 = Y ba ' Zy — X Vi -
Heo(eagar + S;g,ﬂ) +(co + c1)(@agsn + §i/+z) oot (CoF et o) (@ogrim + S;g,m)] +
Sa((d + fi) = (8% + 1) - 28 + 20)).

Comme p divise c, le nouveau dernier facteur n’intervient pas dans le calcul des coefficients.
De plus pour ce TypE, on a [6] = 0.

ConcLusioN : Dans LE Cas 1, Pour LE TYPE ny, a Ua = 0.

- Dans le Cas 2
Pour le TypE ny, la situation est la méme que dans le Cas 1.

ConcLusioN : DaNns LE Cas 2, PoUR LE TYPE ny, a Ua = 0.

Calcul de a; U «;

Ce cup-produit intervient dans le Cas 3 pour tous les Types. Le déroulement de la preuve
est la méme que pour p = 2. Il faut maintenant tenir compte des signes =+ et de la divisibilité
par p.

TyeE o;. Le générateur a; est alors ay = [§x — §o] pour 1 < k < n — 1. Nous devons calculer
les coeflicients ry et y;.

e Calcul des coefficients r, = 3, R(Gx — §o)(ew)2R(G; — Go)(tew)o, avee (Uew)o = Xew €L
Wew)2 = Pew-

1) Dans R(g; — go) interviennent Z; et —Z et, dans Z, on voit
2114 - Zszl ﬁu,scard{t 2 | Xut = qu}
-Siu = j,R(G;—qo)(ew)o = R(Gj—Go)(xew) = 0sauf si € = j et ceci pour tous les a; indices
w tels que x;, = g;. Dans ces situations R(§; — §o)(i;w)o = 1.
-Siu =0, R(G; — Go)(ew)o = 0 sauf si £ = 0 et ceci pour tous les ag indices w tels que
Xo.w = qo. Dans ces situations R(G; — §o)(How)o = —1.

2) R(Gx — qo)(ew)2 = R(Gx — Go)(pew) = 0 sauf si
i) € = j = k et pour tous les w tels que xx, = gx. Dans ces situations on a R(Gx — §o)(Prw) =
—card{t > w | xx; = @i} ;
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i1) £ = 0 et pour tous les w tels que xg, = go. Dans ces situations on a R(Gx — §o)(pow) =
—card{t > w | xo; = qo}.
Si k = j, nous avons obtenu

w=a;—1
g, — § ai(ag — 1)
re== > R@— G0 == Y (a—w)= _%‘
w>1 o

Xk =4k

Comme p | a, tous les r; sont nuls. (Remarquons que ceci n’est pas vrai quand p = 2.)
e Calcul des coefficients

Yi = R(Gx — go)(vi1)2R(G; — qo)(vVii)o — €iR(Grx — o) (Vi2)2R(G; — Go)(Vi2)o-

Nous avons

(i =tisigi=1let(vi1)y = fisigi=—1;

(Vin)o = (Viz)2 = h; (viz)o = 1.

Aucun de ces éléments n’intervient dans R(g, — go). On a que pour tout i, y; = 0.

- Il reste a remarquer que les calculs précédents sont valables pour les TyYPEs 0; et 0;.

ConNcLusION : Pour LEs TYPES 0;, TOUS LES CUP-PRODUITS @ U (j SONT NULS.

Pour les Types n;. Maintenant le générateur est & = [§ — %fg].

e Calcul des r;. La différence avec le paragraphe précédent est que le terme Zy n’intervient
pas. Les calculs des r; restent les mémes et les r; sont nuls puisque p | ay.

e Dans les R(, — 37,) il y a maintenant 17, mais R(G; — 7,)(vi1)o = R(G; — 37,)(h) = 0 et
R(gy — %fg)(v,-,l)z = R(Gy — %fg)(h) = 0. Ici aussi tous les y; sont nuls.

ConcLusioN : Pour LEs TypEs n;, TOUS LES CUP-PRODUITS @} U @ j SONT NULS. O

8.2. Les cup-produits, pour p > 2, U : H'(M,Z,)®H*(M,Z,) — H*(M,Z,). 1 suffit
de considérer les TYPES 0; et n,, car dans le cas non orientable, H>(M, A) a coefficients dans
un anneau A vaut A/2A . Il estnul si A = Z, avec p > 2.

On rappelle que si f est un 1-cocycle, g un 2-cocycle, et s un 3-simplexe de faces sy =
(v1,v2,03), 51 = (v, U2, 03), 2 = (vo, V1, 03) €t 53 = (vo, V1, 02) alors f U g(s) = f(vo, v1)g(s0),
et on trouve (vg, v1) en prenant la derniere aréte de s, ou s3, i.e. (vg, V1) = (52)2 = (53)2-

Mais aussi, si g est un 2-cocycle, f un 1-cocycle et s = (s, 1, 52, §3) un 3-simplexe de
faces so = (v1,v2,03), $5 = (v, V2,03) et s3 = (vg,v1,02), Ol les v; sont les sommets, alors
g U f(s) = g(s3)f(v,v3). On trouve (vp,v3) en prenant la premicre aréte de s; ou de s, i.e.
(v2,0v3) = (s1)o = (50)o-

Dans ces dimensions de cocycles,ona fUg = (-1)*?guU f =g U f.

Cette sous-section prouve le théoréme 10.

Preuve. Calcul de 6; U ¢;

Ces cup-produits interviennent dans les trois Cas.

Type oy, 6; =[], 1 <i<2getg; =[?;],1 < j<2g.
Comme pour p = 2, on trouve R(f;) U R(¥;) = 0 sauf
- i j est impair, R(f+1) UR(;) = N,

- si j est pair R(fj-1) UR(¥;) = N».
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Pour p > 2,0na
- pour j impair, T’(N}’z) = —edou b, Ug, =—y
- pour j pair, T'(N’_, ;) = e d’ou 6,1 Ug; = y.

ConNcLusION : Dans LES TRoIs CAS, POUR LE TYPE 01, ON A
- POUR j IMPARR 0,1 U @; = =y
-POUR jPAIRR 0;_1 Ug; = .

TYPE ny.

Onaé; = [f; —11],i > 1, et ¢; = [¥;], j > 1. Pour le TYPE n, tous les ; sont égaux a —1. Le
relevé de 6; n’est plus le méme que pour p = 2, mais on a encore R(7; — ;) U R(?;) = 0 sauf
sii= j. De plusona TI(N;.’z) = €, d’ou la conclusion :

ConcLusioN : DANs LEs TRoIS CAs, POUR LE TYPE 115, ON A 6; U ¢; = 7, ET 0 SINON.

Calculde 6; U B, U B, @ U p;
Ces cup-produits n’interviennent que pour le TypE o dans le Cas 1.
La preuve est exactement la méme que pour p = 2, d’ot la conclusion :

ConcLusioN : ON A Toulours 6; UB =0, UB =y, aUp; = 0.

Calcul de a; U By

Ces cup-produits n’interviennent que dans le Cas 3. Les calculs suivants ne dépendent
pas des TyPEs.

Comme pour p = 2, le seul 3-simplexe s tel que R({;)(so) = 1 ests = M,:—"l. Onass = P;{—”l
et (Pz )2 = C;. Dans le relevé de «; apparait seulement (via Z;) C, affecté du coefficient
—Uk, sii=k.

Du fait que agup — brvx = 1 et que p divise ag, on —v; = b,:l dans Z,. On vérifie que
T'(M{)) = Geetonay = [4.

ConcrusionN : Dans LE Cas 3, POUR LES TYPES 0 ET 1y, @; U B = 0 SAUF SI i = k ET DANS CETTE
SITUATION ON A @ U B = b,;ly.

Calcul de a; U ¢; Ces cup-produits n’interviennent que dans le Cas 3.
TyPE 01, a; = [Gr — o), 1 <k < mety; = [ﬁj],] <j<2g.
La preuve est exactement la méme que pour p = 2, d’ot la conclusion :

ConcLusioN : Dans LE Cas 3, POUR LE TYPE 01, TOUS LES CUP-PRODUITS @k U ¢ j SONT NULS.

TypE 1y, = [g — 31,1,0 <k <metg; =[], 1< j<g.

Comme pour p = 2, les seuls 3-simplexes s tels que R(V;)so # O sont s = Njj et s = N;.l

carona (N’ )o = (Nji)o = vji1. Ona (Nj3)2 = (Faj-2)2 = S5, 5 et (N} )3)2 = (F2j-1)2 =
+

S 31

- Le relevé de ay est maintenant

R(Gy — %fg) =7 - Z§=o(é2g+€ +8 ;—“g ) %(@29_ 1+ S’g—“g_ ,)- Par conséquent, on obtient

Rk —31)((NjD3)2 = 0, R(Gi — %fg)((N;"l)h)Z = —3 lorsque j = g d’o0 R(Gi — 514) UR(Y)) =

—%T’(N; 1)- Comme T’(N; ,) = €, on ala conclusion :

ConcLusioN : Dans LE Cas 3, POUR LE TYPE 17, POUR TOUS INDICES K, ON A ax U ¢, = —%y. O
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ReMARQUE 24. Les quelques différences de signe avec les résultats obtenus précédem-
ment (voir par exemple [5]) s’expliquent par le fait que les générateurs notés a sont de signe
opposé. De plus les 8, qui apparaissent naturellement ici sont des multiples des générateurs
notés by dans [5], ce qui modifie certains produits par ces facteurs. Pour n; nous avons choisi
(pour éviter de distinguer inutilement les cas n = 0 et n > 0) des générateurs du H'(M, Z,)
différents, mais ces perturbations sont tuées dans les produits.

9. Figures

Figure 1: Décomposition cellulaire, TYPE 0,

qm 151 1%} n 6 n 40
Pm M vy hp vy Bl —yp L —y, L h hi po *h
- . g S -

Figure 2: Décomposition cellulaire, TypE 0,

qm h 1 1 6 15} q0

Pm My vy by va b=y hp vy L hy  po h

qm 151 15} 4] n o q0
-0

Figure 3: Décomposition cellulaire, TypE 7;

0
qm q0
.00 . -
Pm nl B "l B, 3\ 3\ Po
N e O 1 5
dm q0
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Description de B; pour les TyPEs 11, ny

Figure 5:

8]‘ =1 8./‘ =-1
Zj Zj
. Vi hu Vj hu hA—Vj hy \Z
tj tj tj tj
B; B;
Décomposition simpliciale de o,
i
Pk2
h A 3 Ah
Pk,1
qk
Figure 6: Décomposition simpliciale de v, TyYPE 0,
I 153 141 15}
V12 V22 —Vi2 —V22
h h
f 1 A f2 A 1 f 2
V1,1 V2.1 V1,1 —V2.1
I 153 151 15}
Figure 7: Décomposition simpliciale de —v;, TyPE 0,
51 5} n [5)
—Vi2 P —V21 —V12 —V22
A f] r f2 A fl Y f2
—V1,1 —V22 V1,1 —V2,1
51 15} I [5)

189
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Figure 8: Décomposition simpliciale de —v; quand ¢; = 1 et quand g; = -1

gj = 1 gj= -1
I g I I
Vj2 Vj2 Vj2 Y ji.1
h A . h A h 4 h A . hy
fi fi fi Ji
Vil Vil Vil —Vij2
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Figure 11: Décomposition simpliciale de y; pour b; > 0

bk>0

Figure 12: Décomposition simpliciale de g pour b, = 0

dk

by =0

Figure 13: Codage des points carrés sur le 3-simplexe D

Les figures suivantes sont des projections des décompositions simpliciales de chacun des
3-simplexes. Les sommets sont des points carrés. Ils représentent la projection d’une aréte.
Ci-dessous, nous donnons en exemple le codage des points carrés sur le 3-simplexe Dj.

+
Dy A+
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Figure 14: Parties communes des décompositions simpliciales de € pour tous les TypEs

A+
"
EO
el
0
56, Ty /ST Sold e
N 12 FRk,Z
Hy o | Hy Hg | 9K
k,1
Nl,l ______
S T S- _
0 0 ! S Gk
EO
g

Les quatre figures suivantes sont les détails de la partie centrale de la figure ci-dessus,
pour le début de la longue relation.

Figure 15: Partie centrale pour la décomposition simpliciale de € pour le TypE 0,

sk Ty S+ T S* T St Ty St
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Figure 17: Partie centrale pour la décomposition simpliciale de ¢ pour les TyPEs n;
E b = 1 E b = —1

+ + + +
T, -2 T, j—-1 T, -2 T, j-1

Figure 18: Décomposition simpliciale de {; pour b, > O et a;y = 5,b; = 2, wi2(qx, h) =
3ha*h =
QNG N = X1 X7
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Figure 20: Décomposition simpliciale de /; pour b, = 0

Mk, 1

X1

’
Rk,2
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