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VARIETES KAHLERIENNES DONT LA PREMIERE
CLASSE DE CHERN EST NULLE

ARNAUD BEAUVILLE

Introduction

Ce travail comprend deux parties. La premiere expose la structure des
varietes kahleriennes compactes avec cλ — 0, suivant des idees de F. Bogomo-
lov [2], et d'autres auteurs (e.g. S. Kobayashi et M. L. Michelsohn [13]).
D'apres les theoremes de de Rham et de Berger, les varietes kahleriennes
compactes Ricci-plates se decomposent (a un revetement etale pres) en pro-
duits de trois types primitifs: les tores complexes et les varietes d'holonomie
SU(m) ou Sp(r). Le theoreme de Yau, joint a la methode de Bochner, permet
de traduire ce resultat en un theoreme de decomposition des varietes com-
pactes de type kahlerien avec c, = 0, independant du choix d'une metrique.
Dans cette decomposition apparaissent, outre les tores complexes, d'une part
des varietes projectives a fibre canonique trivial, n'admettant de formes
holomorphes non nulles qu'en degre maximum (tous les exemples usuels de
varietes projectives simplement connexes avec cx — 0 rentrent dans cette
categorie); et d'autre part des varietes symplectiques, c'est-a-dire munies d'une
2-forme holomorphe non degeneree en tout point.

La seconde partie est consacree aux varietes kahleriennes symplectiques
irreductibles (pour un geometre differentiel, ce sont les varietes riemanniennes
compactes admettant comme groupe d'holonomie le groupe symplectique). Les
surfaces K3 ont longtemps fourni le seul exemple connu de varietes de ce
type;1 une variete de dimension 4 a ete recemment construite par A. Fujiki. En
generalisant la construction de Fujiki, nous donnons ici deux series d'exemples
en toute dimension. Nous etudions ensuite les periodes des 2-formes sur les
varietes symplectiques. La situation est tres analogue a celle des surfaces K3:
Γespace H2(X,C) est muni d'une forme quadratique (definie sur Z), et
Γapplication des periodes est un isomorphisme local de Γespace des modules
sur la quadrique de P(H2(X,C)) definie par cette forme quadratique. On

Received February 1, 1983.
1 L'article [3] enonce qu'il n'en existe pas d'autres, mais la demonstration contient une erreur.



756 ARNAUD BEAUVILLE

utilise ensuite ce resultat pour etudier les deformations des exemples prece-

dents, ce qui fait apparaitre de nouvelles varietes kahleriennes symplectiques.

Les varietes kahleriennes symplectiques semblent fournir la generalisation

naturelle, en toute dimension, des surfaces K3. Elles restent cependant tres

mysterieuses (ne serait-ce que par le peu d'exemples connu) et me paraissent

meriter de nouveaux efforts.

Indiquons pour finir que nous avons adopte la convention de [17]: une

υariete kάhlerienne est munie d'une metrique kahlerienne determinee, tandis

qu'une variete complexe pouvant etre munie d'une metrique kahlerienne est

dite de type kάhlerien. D'autre part, une variete est toujours supposee connexe.

PREMlέRE PARTIE. STRUCTURES DES VARlέrfS KAHLERIENNES AVEC Cx = 0

1. Rappels sur la representation d'holonomie

Je resume dans ce paragraphe les resultats classiques sur Γholonomie dont

j'aurai besoin; pour les demonstrations, je renvoie par exemple a [11]-

Soit (M, g) une variete riemannienne, et soient /?, q deux points de M. Le

transport parallele associe a tout chemin γ sur M joignant p a q une isometrie

φ γ : Tp(M) -> Tq(M). Notons en particulier Ω(/?) Γensemble des lacets en/?, et

Ωo(/?) le sous-ensemble de Ω(/?) forme des lacets homotopes au lacet trivial.

L'application φ: Ω(/?) -> O(Tp(M)) a pour image un sous-groupe H du groupe

orthogonal 0{Tp(M)\ appele groupe d 'holonomie de M en p. L'image par φ de

Ωo(/?) est la composante neutre Ho de H\ c'est un sous-groupe de Lie compact

(connexe) de SO(Tp(M)), appele groupe d 'holonomie restreinte de M en p.

Puisque M est supposee connexe, les representations d'holonomie aux

differents points de M sont isomorphes. On parlera done de la representation

d'holonomie de M ou du sous-groupe d'holonomie H C O(n).

On dit que la variete (M, g) est irreductible si sa representation d'holonomie

est irreductible.

Theoreme (de Rham). Soit (M9 g) une υariete riemannienne complete sim-

plement connexe. Alors M est isometrique a un produit M o X M, X XΛf̂ , oil

Mo est un espace euclidien et oil les M{ sont irreductibles. Cette decomposition est

unique (a Γordre pres). Soit p — (p0,- ,pk) un point de M, et soit Ht

Γholonomie de Mi en pt\ alors le groupe d'holonomie de M en p est le produit

H0X - XHk, agissant sur Tp(M) = Tpo(Mo) θ ®Tpk(Mk) par la repre-

sentation produit.

Si M est une variete kahlerienne, les varietes M sont kahleriennes et

Γisometrie M -> ΠΛ/, est biholomorphe.
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Remarque. L'assertion d'unicite a Γordre pres a la signification precise
suivante: soient u: M -> Uf=0 Mi et v: M -> Π' = 0 Mj deux isometries du type
precedent. On a alors / = k\ il existe une permutation σ de [0, &] (telle que
σ(0) = 0) et des isometries vvz: Mσi -> M/ de faςon que

Όu-\mo,--,mk) = (wo(/wσO), ,wΛ(/wσΛ)) pourm, E M, .

Dans la suite, l'assertion d'" unicite a Γordre pres" d'une decomposition aura
toujours cette signification.

La determination des representations d'holonomie est done ramenee a celle
des representations irreductibles. La liste de celles-ci a ete etablie par Berger
([l],cf. aussi[15]):

Theoreme (Berger). Soit (M, g) une υariete riemannienne de dimension n\
on suppose que M n 'estpas localement symetrique. Alors le groupe d'holonomie
restreinte Ho C SO(n) est isomorphe a un des sous-groupes suivants de SO(n):

SO(n); U(m) (n = 2m); SU(m) (n = 2m);

Sp(r) (n = 4r); Sp(\) Sp(r) (n = 4r);

Spin(9) (/i =16); Spin(l) (n = 8); G2 (n = 7).

L'interet de cet enonce provient de son interpretation geometrique: toute
restriction sur le groupe d'holonomie se traduit par Γexistence de champs de
tenseurs paralleles. Rappelons qu'un champ de tenseur t sur M est parallele si
quel que soit le chemin γ joignant p a q, Γisomorphisme de transport parallele
φγ fait correspondre t(q) a t(p). Le tenseur t(p) est alors invariant par
holonomie; inversement tout tenseur en/? invariant par holonomie se prolonge
de maniere unique en tout point par transport parallele. Autrement dit:

Principe d'holonomie. Soient (M, g) une υariete riemannienne, p un point de

M. La donnee d'un champ de tenseurs parallele sur M, d'un type fixe, est

equiυalente a celle d 'un tenseur en p du type considere, invariant sous I 'action du

groupe d 'holonomie en p.

Nous allons maintenant appliquer ce principe aux trois cas du theoreme de
Berger qui correspondent a des varietes kahleriennes.

Exemple 1. H = U(m).
Le groupe U(m) s'identifie au sous-groupe de 0(2m) forme des operateurs

qui preservent une structure complexe / E O(2m) fixee sur R2m. D'apres le
principe d'holonomie, on a H C U(m) si et seulement s'il existe sur M une
structure presque complexe parallele pour laquelle g est hermitienne. Une telle
structure est integrable, et la condition de parallelisme signifie que la metrique
est kahlerienne (cf. [11, IX, Theoreme 4.3]). Par consequent, on a H C U(m) si
et seulement si M admet une structure complexe pour laquelle la metrique q soit

kahlerienne.
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Exemple2. H = SU(m).
Supposons la variete (M, g) kahlerienne, de dimension m. Le groupe SU(m)

est le sous-groupe de U(m) forme des operateurs preservant une forme
m-lineaire alternee (complexe) non nulle sur Cm. D'apres le principe d'holono-
mie, on a H C SU(m) si et seulement s'il existe une forme de type (m,0) sur
M, parallele et non nulle. Une telle forme est fermee, done holomoφhe;
autrement dit, on a H C SU(m) si et seulement s'il existe une m-forme
holomorphe sur M, parallele et non nulle.

On en deduit aussitot qu'on a Ho C SU(m) si et seulement si le fibre
canonique Ω™, muni de la metrique deduite de g, est plat; or sa courbure n'est
autre que la courbure de Ricci de g. On a done Ho C SU(m) si et seulement si
la υariέtέ kahlerienne (M, g) est Ricci-plate.

£xemple3. H = Sp(r).

Le groupe Sp(r) est le groupe des automorphismes H-lineaires de H r

preservant une forme hermitienne quaternionienne q. Notant (/, /, K) la base
usuelle des quaternions, munissons FT de la structure complexe definie par /;
on peut ecrire q — h + ψJ, oύ h est une forme hermitienne complexe et φ une
forme C-bilineaire alternee. Ainsi Sp(r) s'identifie au sous-groupe de U(2r)
forme des operateurs qui preservent la forme φ. On en deduit comme ci-dessus
qu'on a H C Sp(r) si et seulement si M admet une structure complexe pour
laquelle la metrique est kahlerienne et une 2-forme holomorphe parallele et non
degenέree en tout point (comme forme alternee sur Γespace tangent a M muni
de sa structure complexe).

Une variete riemannienne (M, g) etant fixee, on peut considerer Γensemble
des structures complexes sur M pour lesquelles g est kahlerienne; d'apres le
principe d'holonomie, cela revient a chercher les elements de S0(2m), de carre
(—1), commutant avec H. Dans les exemples 1 et 2, le commutant de la
representation d'holonomie est le corps des complexes; il n'y a done, a
conjugaison pres, qu'une structure complexe possible. Dans Γexemple 3, le
commutant est le corps des quaternions; Γensemble des structures complexes
pour lesquelles g est kahlerienne s'identifie a Γensemble des quaternions de
carre (—1) (e'est-a-dire des quaternions purs de norme 1). Dans ce qui suit
nous munirons toujours ces varietes d'une structure complexe fixee.

2. Varietes kahleriennes compactes Ricci-plates

Nous nous interessons dans cet article aux varietes complexes compactes
admettant une metrique kahlerienne a courbure de Ricci nulle; rappelons que
le theoreme de Yau [19] entraine que ces varietes sont precisement les varietes
compactes de type kahlerien dont la premiere classe de Chern s'annule.
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Soit M une variete kahlerienne complete Ricci-plate. D'apres les theoremes

de de Rham et de Berger (§1), le revetement universel M de M est isomorphe a

un produit C* X ΠP^ X ΠA ,̂ oύ les Vt (resp. les Xj) admettent comme groupe

d'holonomie le groupe special unitaire (resp. le groupe symplectique). Dans le

cas oύ M est compacte, on peut preciser davantage.

Theoreme 1. Soit X une variete kahlerienne compacte dont la courbure de

Ricci est nulle.

(1) Le revetement universel X est isomorphe (comme variete kahlerienne) a un

produit Ck X Π,•Ύi X UJXJ, oύCk est muni de la metrique kahlerienne standard,

Vi est une variete kahlerienne compacte simplement connexe, de groupe d "holono-

mie SUim^ C 5Ό(2m/), X- est une variete kahlerienne compacte simplement

connexe, de groupe d'holonomie Sp(η) C SO(4rj). Cette decomposition est

unique (a Γordre pres).

(2) // existe un revetement etale fini X' de X isomorphe comme variete

kahlerienne auproduit T X Jl^ X ][Xj9 oύ Test un tore complexe.

II en resulte par exemple que le groupe πλ(X) est extension par Z2k d'un

groupe fini.

Demontrons (1). Le theoreme de de Rham (§1) fournit une decomposition

ί = C / c X Π ί M / , ou les varietes Mt sont irreductibles. Le theoreme de

Cheeger-Gromoll [6] assure de plus que les Mt sont compactes. Puisque la

courbure de Ricci de Mt est nulle, son groupe d'holonomie Hi est contenu dans

SUim^. Or M n'est pas symetrique (la courbure de Ricci d'un espace

riemannien symetrique compact est positive non degeneree; cf. [11, XI,

Theoreme 8.6]). Le theoreme de Berger laisse done comme seules possibilites

Pour demontrer (2), nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme. Soit M une variete kahlerienne compacte, simplement connexe, dont

la courbure de Ricci est nulle. Le groupe des automorphismes de M est discret, et

le sous-groupe des automorphismes isometriques est fini.

Le groupe G des automorphismes complexes de M est un groupe de Lie

complexe dont Γalgebre de Lie s'identifie a Γespace des champs de vecteurs

holomorphes sur M. Soit X un tel champ; d'apres le principe de Bochner ([18,

p. 142], cf. plus bas) X est parallele. Pour tout point p de M, le vecteur X(p)

est invariant par le groupe d'holonomie en/?; or il resulte de (1) que celui-ci ne

laisse invariant aucun vecteur non nul. On a done X = 0, ce qui prouve que le

groupe G est discret; le sous-goupe compact de G forme des automorphismes

isometriques est done fini.

Demontrons maintenant (ii). Posons M = Π, Vι X Πy Xj. Le groupe funda-

mental de X agit sur Ck X M par automorphismes isometriques. Soit u un tel

automorphisme; en raison de Γunicite de la decomposition de de Rham, il
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existe des automorphismes isometriques ux de C* et u2 de M tels qu'on ait

w(z, m) — (wj(z), u2{m)) pourz E Ck, m E M.

Considerons Γhomomoφhisme w h-> w2 de πλ(X) dans le groupe fini des
automoφhismes isometriques de M; soit Γ son noyau. Le groupe Γ opere
librement sur C*, et le quotient Ck/Y est compact. Soit Γ' Γensemble des
translations de Γ; le theoreme de Bieberbach affirme que Γ" est un sous-groupe
d'indice fini de Γ. La variete compacte T — Ck/T' est alors un tore complexe,
e t Γ X M est un revetement fini de X, d'ou (ii).

Dans le cas des varietes kahleriennes compactes, Γholonomie s'interprete
purement en termes de geometrie complexe, sans reference a la metrique. Cela
tient d'une part au theoreme de Yau, d'autre part au resultat suivant (cf. [18, p.
142]).

Principe de Bochner. Soit X une υariete kάhlerienne compacte dont la

courbure de Ricci est nulle. Alors tout champ de tenseurs holomorphe sur X est

parallele.

La demonstration repose sur la formule suivante (qu'on obtient par un
calcul sans difficultes): si r est un champ de tenseurs sur X, on a

On en deduit que le laplacien de la fonction | |τ | | 2 est positif, done nul, ce qui
entraine Dτ = 0.

Corollaire. Soit x £ X , et soit H Γholonomie de X en x. Vapplication
ω h^ ω( c) induit un isomorphisme de H°(X, Ω£) sur le sous-espace de Ώp(x)
forme des p-formes invariantes par H.

Nous allons appliquer ce corollaire aux deux cas qui nous interessent.

3. Varietes speciales unitaires

Proposition 1. Soit X une υariete kάhlerienne compacte, de dimension m ^ 3,
dont le groupe d 'holonomie est SU(m).

(i) X est projective.
(ii) On a H°(X, Ω£) = Opour 0 <p < m, etχ(βx) = 1 + (-l)m.
Soit x E X. La representation de SU(m) sur Qp(x) est isomorphe a Λ^σ, oύ

σ designe la representation contragrediente de la representation identique de
SU(m) dans Cm. Elle est irreductible pour tout p, et non triviale pour
0 <p < m\ pour ces valeurs de /?, elle ne contient done pas de sous-espace
invariant, d'ou la nullite de H°(X, Ω£). On en deduit la valeur de χ(S^) par
symetrie de Hodge. Enfin une variete kahlerienne compacte avec H2'0 — 0 est
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projective: en effet on peut approcher arbitrairement la forme de Kahler par
une forme harmonique positive dont la classe appartient a H2(X, Q); puisque
H20 = o, cette forme est de type (1,1), done un de ses multiples definit un
plongement de X dans Γespace projectif.

Remarque. On a en fait un resultat plus fort. Notons ω un element non nul
de H°(X, Ω£), et considerons-le comme un tenseur antisymetrique dans
H°(X9(Qx

x)*m). Alors Valgebre ®pH°(X,(til

xf
p) est engendree par ω. Cela

resulte comme ci-dessus du principe de Bochner, joint a un enonce classique de
theorie des invariants: les seuls tenseurs covariants sur Cm invariants par
SU(m) sont les polynόmes en le determinant.

Inversement, la propriete (ϋ) de la Proposition 1 permet de caracteriser les
varietes speciales unitaires:

Proposition 2. Soit X une variέtέ compacte de type kάhlerien, de dimension

m. Les conditions suiυantes sont equivalentes:

(a) Xadmet une metrique kάhlerienne dont le groupe d Ίtolonomie est SU(m);

(b) Le fibre canonique de X est trivial, et on a H°(X\ Ω£,) = 0 pour

0 < p < m et pour tout revetement etale fini Xf de X.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, le groupe π}( X) est fini.

On a vu que, sous Γhypothese (a), le fibre canonique de X est trivial (§1,
Exemple 2) et H°( X, Ω£) est nul pour 0 < p < m (Proposition 1). Si X' est un
revetement etale de X, son groupe d'holonomie est encore SU(m\ d'oύ
Γassertion (a) => (b).

Supposons la condition (b) satisfaite. Le theoreme de Yau [19] implique
Γexistence d'une metrique kahlerienne Ricci-plate sur X. D'apres le theoreme
1, il existe un revetement fini X' de X isomorphe a un produit T X Π^ X Π Â .
La condition H°(X\ ίlx,) — 0 pour 0 <p < m entraine que X' n'est autre que
Γun des Vi (ou une surface K3 si m = 2). On a done Ho = SU(m)\ comme H
est contenu dans SU{m) (§1, Exemple 2), on obtient H = SU(m).

Enfin X' est simplement connexe, ce qui prouve que πλ(X) est fini.
Remarque. Si m est pair, X est simplement connexe; en effet, avec les

notations precedentes, on a χ(6^) = 2 = χ(βx), d'ou X' — X. Ce n'est pas le
cas lorsque m est impair (cf. Exemple 3 ci-dessous).

Exemples. Tous les exemples classiques de varietes projectives a fibre
canonique trivial verifient les conditions de la Proposition 2.

(1) Citons par exemple les hypersurfaces lisses de degre (m + 2) dans p w + 1 ;
les intersections completes (lisses) de degres (dl9- -,dr) dans P", avec Σdt = n
+ 1 plus generalement, les intersections completes quasi-homogenes de degres
(rfl5 ,dr) dans Γespace projectif tordu P(e1? ,en), avec Σdt = Σ er

(2) Voici une construction qui fournit de nombreux exemples. Soit V une
variete projective lisse de dimension > 3, dont le diviseur anticanonique -Kv
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est ample. Alors toute hypersurface lisse X dans le systeme lineaire \-Kv\ est
speciale unitaire (c'est-a-dire verifie les conditions de la Proposition 2). En effet
V est simplement connexe (Theoreme de Myers), done il en est de meme de X
par le theoreme de Lefschetz. On a Kx = (Kv + F) ( K = 0 (formule d'adjonc-
tion). Enfin le theoreme d'annulation de Kodaira entraίne HP(V, 6V) = 0 pour
p > 0, puis H\X, βx) = 0 pour 0 < q < d i m ^ ) .

Comme exemples de varietes V a diviseur anticanonique tres ample, citons
les espaces homogenes G/P, les varietes de Fano et leurs produits, etc....

(3) Soit p un nombre premier > 5; considerons Γhypersurface X de Pp~]

definie par Γequation Xξ + +AΓj>_1 = 0. Le groupe μp des racines /?-iemes
de Γunite opere librement sur X par la loi d'operation

ξ (Xo, -,Xp-χ) = (*o> &1,' • Λp~λXp-x) Pour ζ G μp.

La variete X = X/μp est speciale unitaire; son groupe fondamental est iso-
morphe a μp.

4. Varietes symplectiques

Soit X une variete complexe. Nous noterons Tx le fibre tangent holomorphe
de X. Nous dirons qu'une 2-forme holomorphe φ sur X est non degeneree en
un point x de X si la forme alternee φ(x) sur Tx(x) est non degeneree. Si
dim( X) — 2r, il revient au meme de dire que la forme φ r ne s'annule pas en x.

Proposition 3. Soit X une variete kάhlerienne compacte de dimension 2r,
dont le groupe d ^holonomie est Sp(r).

(i) // existe une 2-forme holomorphe φ sur X qui est non degeneree en tout
point.

(ii) On a H°(X, Ω£) = 0 si p est impair et H°(X, Ω^) = C φ« pour
0 < q < r. En particulier on a χ(Θx) — r + 1.

L'assertion (i) a ete demontree dans Γexemple 3 du §1. D'apres [4, §13, n° 3],
la representation de Sp(r) dans Ωp(x) pour p < r se scinde en une somme
directe

Q'(JC) = Pp® Pp-2ψ(x) θ Pp.4φ
2(x) θ ,

ou les representations Pk (0 < k < r) sont irreductibles, et non triviales pour
k > 0. D'autre part, la multiplication par ψk(x) definit un isomorphisme
equivariant de Ωr~k(x) sur Ώr+k(x). On en deduit aussitot que les seuls
elements invariants de Ώp(x) sont (a un scalaire pres) les puissances de φ, d'oύ
(ϋ).

Ce resultat conduit a poser la definition suivante.
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Definition. Soit X une variete complexe. Une structure symplectique (com-
plexe) sur X est une 2-forme fermee holomorphe sur X9 non degeneree en tout
point.

Remarques. (1) Une variete symplectique complexe X est de dimension
paire 2r, et son fibre canonique Kx est trivial; en effet, si φ est une structure
symplectique sur X, la forme φr est un generateur de Kx.

(2) Cette terminologie est introduite par analogie avec la notion de structure
symplectique reelle sur une variete differentielle. On peut observer que si φ est
une structure symplectique complexe sur X, les 2-formes reelles Re(φ) et
Im(φ) sont des structures symplectiques reelles sur la variete differentielle X
(puisque les formes (φ + φ)2r et (φ — φ) 2 r, proportionnelles a φrφr, sont
partout non nulles). Dans cet article, on ne considerera que des structures
symplectiques complexes, qu'on appellera simplement structures symplec-
tiques.

(3) Soient X une variete complexe, B un sous-espace de X de codimension
^ 2. Alors toute structure symplectique φ sur X — B se prolonge de maniere

unique en une structure symplectique sur X. En effet, d'apres le theoreme de

Hartogs, φ se prolonge de maniere unique en une 2-forme φ sur X\ si
dim(X) = 2r, le diviseur de φr, qui doit etre contenu dans B, est nul, de sorte
que φ est une structure symplectique.

Exemples. (1) Le fibre cotangent de toute variete complexe admet une
structure symplectique canonique.

(2) Soit Y une variete complexe de dimension 2r, et soit ω une 2-forme
holomorphe fermee sur Y telle que ωr ne soit pas identiquement nulle; alors ω
induit une structure symplectique sur Y — div(ωr).

(3) Les tores complexes et les surfaces K3 fournissent des exemples de
varietes symplectiques compactes. D'autres exemples de telles varietes seront
etudiees dans la seconde partie.

Nous allons maintenant relier cette definition algebrique a la geometrie
differentielle.

Proposition 4. Soit X une variete complexe compacte, de type kάhlerien, de

dimension 2r.

(1) Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) X admet une metrique kάhlerienne dont le groupe d "holonomie est contenu

dans Sp(r)9

(b) X admet une structure symplectique.

(2) Les conditions suivantes sont equivalentes:

(a') Xadmet une metrique kάhlerienne dont le groupe d "holonomie est Sp(r\

(b') X est simplement connexe et admet une structure symplectique unique a

un facteur scalaire pres.
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Si ces conditions sont realisees, on dit que la variete symplectique X est

irreductible.

Demontrons (1). L'implication (a) => (b) resulte de Γexemple 3 du §1. Sous

Γhypothese (b), le fibre canonique de X est trivial; le theoreme de Yau [18]

entraine done Γexistence d'une metrique kahlerienne g Ricci-plate. La structure

symplectique de X est alors parallele (principe de Bochner), ce qui implique

que Γholonomie de (X, g) est contenue dans Sp(r) (§1, Exemple 3).

Demontrons (2). Sous Γhypothese (a'), Γunicite de la structure symplectique

de X resulte de la proposition. D'apres le theoreme 1, le revetement universel X

de X est une variete kahlerienne compacte d'holonomie Sp(r); en particulier,

on a (Proposition 3)

Supposons maintenant que X verifie les conditions de (b') D'apres la

premiere partie de la demonstration et le theoreme 1, X est isomorphe a un

produit de varietes kahleriennes irreductibles X{9-y,Xm; la structure symplec-

tique φ de X induit une structure symplectique φ, sur Xi9 et on a φ = Σ,pr* φ,.

Pour tout element (λ,, ,λ m ) de (C*)m, la forme Σ/λ pr* φ. est alors une

structure symplectique; Γhypothese (b') entraine done que m— 1, et par suite

que X est une variete kahlejienne d'holonomie Sp(r).

5. Le theoreme de decomposition

Nous conclurons cette partie en donnant du theoreme de decomposition une

formulation independante du choix d'une metrique.

Theoreme 2. Soit X une variete compacte de type kάhlerien, dont la premiere

classe de Chern (reelle) est nulle.

(1) Le revetement universel X de X est isomorphe a un produit Ck X Π ^ XΠA^ ,

ou Vt est une variete projective simplement connexe, de dimension mt> 3, a fibre

canonique trivial, telle que i/°(ί^, Ω£) = 0 pour 0 <p < m{\ Xj est une variete

symplectique irreductible, compacte de type kdhlerien.

Cette decomposition est unique (a Γordrepres).

(2) // existe un revetement etale fini X' de X isomorphe auproduit Γ X Π ^ X

UXj9 ou T est un tore complexe.

D'apres le theoreme de Yau, X admet une metrique kahlerienne Ricci-plate.

Le theoreme 1 et les resultats des §§3 et 4 entraϊnent alors les assertions

d'existence de Γenonce.

Pour demontrer Γunicite, traitons d'abord le cas oύ X est simplement

connexe. Nous utiliserons le lemme suivant.
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Lemme. Soient Y,,- ,Yn des varietes compactes de type kάhlerien, simple-

merit connexes et de premiere classe de Chern nulle, et soit X — ΠJL x Y/. Λlors les

metriques kάhleriennes Ricci-plates sur X sont les metriques Σ/prf g7, oύ g7 est

une metrique kάhlerienne Ricci-plate sur Yjpour chaque I.

Soit g une metrique kahlerienne Ricci-plate sur X, et soit ω E HlΛ(X) sa

classe. Puisque les Yι sont simplement connexes, ω s'ecrit de maniere unique

ω = Σ prf ωh oύ ωι est une classe de Kahler dans HlΛ(Yt). D'apres le theoreme

de Yau, il existe une unique metrique kahlerienne Ricci-plate g7 sur Y7 de classe

ω7. Alors la metrique kahlerienne Ricci-plate Σ/prf gι sur X a pour classe ω,

done coincide avec g, d'oύ le lemme.

Fixons alors sur X une metrique kahlerienne Ricci-plate. II resulte du lemme

que tout isomorphisme X -^lί^XUXj est isometrique lorsqu'on choisit des

metriques kahleriennes Ricci-plates convenables sur les Vi et les XJm L'assertion

d'unicite resulte done dans ce cas de Γassertion analogue dans le theoreme 1.

Pour traiter le cas general, il suffit de prouver Γenonce suivant: si Y et Z

sont des varietes compactes, simplement connexes, de type kahlerien, dont la

premiere classe de Chern est nulle, tout isomorphisme u: Cp X Y -> Cq X Z

s'ecrit u = («j, W2)
 O U M I : CP ~^ Cq e t ui- Y ^> Z sont des isomoφhismes. Or

puisque Y est compacte, on peut ecrire, pour t E Cp ety E Y:

oύ uλ est un isomorphisme de Cp sur Cq (ce qui entraine bien sur/? = q), et oύ

ut est un automorphisme de Y9 dependant continϋment de /. Mais le groupe

des automorphismes de Y est discret (§2, lemme), ce qui prouve notre assertion

et par consequent le theoreme.

DEUxiέME PARTIE. VARiέTέs KAHLERIENNES SYMPLECTIQUES

6. Les varietes S[r]

Soit S une surface complexe compacte. Nous noterons S(r) le r-ieme produit

symetrique de S (e'est-a-dire le quotient de Sr par le groupe symetrique @r) et

7r: Sr -+ S(r) Γapplication de passage au quotient. On peut considerer S ( r )

comme la variete des 0-cycles effectifs de degre r sur S. On notera S[r] Yespace

de Douady (ou schema de Hubert. . .) qui parametre les sous-espaces analy-

tiques finis Z C S avec /g(Θz) = r. L'application naturelle ε: S[r] -• 5 ( r ) , qui

fait correspondre a un sous-espace fini le 0-cycle associe, est etudiee dans [7],

[8], [10]; nous allons resumer les proprietes que nous utiliserons.
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Introduisons quelques notations: pour 1 < i <j < r, soit Δ^ la diagonale de

Sr formee des elements (JC,, ,jcr) tels que xt = xy; on pose Δ = U. Δ/y et

D = τr(Δ).

(a) S ^ &s/ Λ&se; /e lieu singulier de 5 ( r ) es/ la diagonale D.

(b) Le morphisme ε: S^1 -> 5 r ( r ) est birationnel (c'est done une resolution des

singularitesdeS ( r )).

(c) ε~\D) est un diυiseur irreductϊble E.

Notons D^ Γouvert de D forme des 0-cycles de la forme 2xx + x2

+ +*,._,, oύ les xf sont tous distincts; on pose S^r) = (S(r) - D) U D*,

puis S1^3 = e ' ^ S i 0 ) et S£ = W ^ S 1 ^ ) . La propriete (c) ci-dessus entraϊne

(d) S[r] — S[r] est un sous-espace ferme de codimension 2 dans S[r].

Ceci permet, dans certains calculs, de remplacer S[r] par S[r]. Or la structure

de S[r] est bien comprise:

(e) La paire {S^\ DJ est localement isomorphe a ( C 2 r ~ 2 X Q, C2r~2 X o\

oύ Q est un cone sur une conique lisse, de sommet o. Le morphisme ε: S[r] -* S[r)

s Ίdentifie a 19έclatement de D^. dans S^r\

Dans S^, la diagonale Δ est lisse de codimension 2. Notons η: BA(Sr^) -> 5^

Γeclatement de Δ; Faction de @r sur Sr se prolonge a B^S*). On deduit

facilement de (e) le resultat suivant.

(f) S[r] s Ίdentifie au quotient de B^S^par © r .

On a done un diagramme commutatif:

(0

Proposition 5. Si le fibre canonique ωs est trivial, S[r] admet une structure

symplectique.

Ce resultat s'applique aux surfaces K3, aux tores complexes de dimension 2

et aux surfaces de Kodaira [12, §6]; ces dernieres ne sont pas de type kahlerien.

D'apres la remarque 3 du §4 et la propriete (d) ci-dessus, pour prouver la

proposition, il suffit de mettre en evidence une structure symplectique sur S[jK

Soit ω une 2-forme holomorphe non nulle sur S. La forme ψ = prf ω

+ + p r * ω est une structure symplectique sur Sr; son image reciproque sur

BA(S^) est invariante par le groupe symetrique, done provient d'une 2-forme

holomoφhe φ sur S[r]. Considerons le diagramme (f); le revetement p est

ramifie simplement le long des diviseurs exceptionnels E(J = η ' ^ Δ ^ ). On a

done

d i v ( p * φ ) r = p * d i v ( φ ' ) + Σ Eij9
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'•</•

on en deduit div ψr = 0, d'ou la proposition.

S. Mukai a remarque qu'on peut donner une demonstration plus intrinseque
de la proposition 5; plus generalement, il montre que Γespace des modules des
faisceaux simples sur une surface K3 ou une surface abelienne admet une
structure symplectique [14].

Nous allons main tenant etudier la topologie des varietes S[r].

Lemme 1. Soit S une surface compacte et r un entier > 2.
(a) Uhomomorphisme ε :̂ πx(S[r]) -> πλ(S^) est bijectif.
(b) Uhomomorphisme π^: πx(Sr) -> π{(S(r)) est surjectif, et son noyau est le

sous-groupe distingue de tnλ{Sr) engendre par les elements (σ γ)γ - 1, pour
σ E @r et γ E πλ(Sr). Le groupe 7r1(5r(r)) est isomorphe au plus grand quotient
commutatif de πλ(S).

L'assertion (b) est bien connue; le theoreme de Van Kampen entraine que le
groupe τrx(S^) s'identifie au quotient du produit semidirect Γ de S r par
7r1(5')r par le sous-groupe distingue de Γ engendre par les stabilisateurs (dans
© r) des points de Sr; la premiere assertion de (b) en resulte, et la seconde est
un exercice de theorie des groupes. Appliquons la meme methode a S^r) =
SJ/@Γ; puisque les transpositions engendrent @Γ, et que Γinjection S^ ~> Sr

induit un isomoφhisme des groupes fondamentaux, il en va de meme pour
Γinjection de S(*r) dans S(r\ Comme Γeclatement S[r] -+ S(*r) et Γinjection
S[r] ~> S[r] ne modifient pas les groupes fondamentaux, on en deduit (a).

Lemme 2. Soit S une surface compacte, r un entier ̂  2.
(a) Vapplication ε*: i/2(S ( r ),C) -> H\S{r\C) est un morphisme injectif de

structures de Hodge; on a H2(S[r\ C) = Im ε* θ C [E].
(b) ^application TΓ*: H2(S(r\C) -> H2(SrX) induit un isomorphisme de

H2(S(r\ C) sur le sous-espace de H2(Sr, C) forme des elements invariants par le
groupe symetrique.

(c) Si H\S,C) est nul, π* induit un isomorphisme de structures de Hodge de
H2(S(r\C)surH2(SX).

Rappelons que puisque Sf(r) est une "F-variete", sa cohomologie complexe
admet une structure de Hodge (pure) et verifie la dualite de Poincare [16]; ce
dernier point entraine Γassertion (b).

Pour prouver (a), on peut remplacer S^3 par S[r] et Sr par SJ (on ne modifie
pas le H2 en negligeant un sous-espace de codimension ^ 2). Au diagramme
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(f) correspond un diagramme en cohomologie a coefficient complexes:

• *

" A ~7"*A
H2(s[rή < - H2(S^)

ou les applications p* et TΓ* sont bijectives. Or TJ* est injectif, et on a
# 2(£Δ(S£)) i n v = Imη* θ (ΣC [£/ 7]) i n v = Imη* θ C [p*£], ce qui entraΐne
(a). Enfin si H\S) est nul on a un isomorphisme H2(S) -> H2(Sr)™9 compa-
tible aux structures de Hodge, d'ou (c).

Resumons les resultats obtenus pour les surfaces A3:
Proposition 6. Soit S une surface K3, et r un entier > 2. Alors S^ est

simplement connexe, il existe un homomorphisme injectif i: H2(S, C)->

H2(S[r], C), compatible aux structures de Hodge, et on a

H2(S[r\C) = i(JΪ 2(5,C)) θ C [E].

Pour a G H2(S, C) on a i(a) = ε*β, ou β est l'element de H2(S(r\ C) tel que

Remarque. On peut prouver qu'on a

H2(S[r],Z) = / ( ^ ( ^ Z ) ) θ Zδ,

ou δ est un element de H2(S[r\ Z) tel que 2δ = [E]. La demonstration est plus
delicate.

II resulte de la proposition 6 qu'on a Λ2ϊ0(S l r]) = A2»°(5) = 1, done que la
structure symplectique de S[r] est unique a un scalaire pres. De plus la variete
S[r] est simplement connexe; il reste a examiner si elle admet une metrique
kahlerienne. J'ignore si e'est toujours vrai (meme en supposant S de type
kahlerien). C'est bien sύr le cas lorsque S est projective (puisque le schema de
Hubert S[r] est alors projectif). Notons S un espace des modules pour les
surfaces AΓ3, par exemple Γespace des surfaces JO marquees construit dans [5].
II existe alors un ouvert dense % de S, contenant tous les points de S
correspondant a des surfaces projectives, tel que la variete S[r] admette une
metrique kahlerienne pour toute surface S de Gίl. Disons qu'une telle surface
est generique; on peut alors enoncer:

Theoreme 3. Soit S une surface K3 generique. Alors S[r] est une variέte

kahlerienne symplectique irrέductible (simplement connexe), de dimension 2r.
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7. Les varietes Kr

Soient maintenant A un tore complexe de dimension 2, et r un en tier positif.
D'apres la proposition 5, A[r+X] est une variete symplectique complexe; elle
admet une metrique kahlerienne si A est generique (au sens defini ci-dessus).
Bien entendu A[r+ι] n'est pas simplement connexe.

Considerons Γapplication s: Λ ( r + l ) -»A definie par s([p0] + + [/?Γ]) =
Σ'= 0/v Par composition avec ε on en deduit un morphisme

S:Aίr+"->A.

Observons que le groupe A agit sur A[r+1] par translations, et sur A par la loi
d'operation (t, x)\-> x + (r + \)t\ Γapplication S est equivariante par rapport
a ces deux actions. II en resulte que S est lisse et que ses fibres sont isomorphes
entre elles.2 On note Kr la variete lisse S~\0). On remarquera que Kx n'est
autre que la surface de Kummer associee a A.

Proposition 7. La structure symplectique de A[r+1] definie dans la proposition

5 induit sur Kr une structure symplectique.

Notons ψ la structure symplectique de A[r+]] definie dans la proposition 5, et
φ sa restriction a Kr. Le fibre canonique de Kn isomorphe a la restriction du
fibre canonique de A[r+ι\ est trivial; pour prouver que la forme φ definit une
structure symplectique, il suffit done de prouver qu'elle est non degeneree en
un point de Kr. Choisissons un point x de Kr correspondant a un sous-espace
de A forme de (r + 1) points distincts. L'espace tangent Tx(A[r+l]) s'identifie
alors a Γ0(^ί)r+1 de faςon que l'application tangente S*: T0(A)r+ι -* T0(A)
soit l'application somme; les (r + 1) sous-espaces T0(A) sont deux a deux
orthogonaux pour la forme ψ( c), et la restriction de celle-ci a chacun de ces
sous-espaces est non degeneree. On en deduit aussitot que la restriction de
ψ(x)hTx(Kr) = KerS* est non degeneree, d'oύ le resultat.

Proposition 8. Kr est simplement connexe; il existe un homomorphisme
injectif j : H2(A,C) -> H2(Kr,C), compatible aux structures de Hodge, et pour
r^lona H2(Kr, C) =j(H2(A, C)) θ C. [F], oύ F dέsigne la trace sur Kr du
diviseur exceptionnel E de A[r+1].

II resulte du lemme 1 du §6 que Γhomomorphisme S#: πx(A[r+ι]) -> iτx{A)
est bijectif; puisque π2(A) est nul, la suite exacte d'homotopie de la fibration S
implique que Kr est simplement connexe.

2 Plus precisement, le morphisme S est "isotrivial": on a un diagramme cartesien:

A X Kr >A[r+]]

I I s

Ψ ( r + 1 ) +
A • A
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Notons k Γinjection canonique de Kr dans A[r+λ]\ nous allons montrer que

Γhomomorphisme k*: H2(A[r+x]) -> H2(Kr) est surjectif (dans la demonstra-

tion qui suit, la cohomologie est toujours a coefficients complexes). Soit N la

sous-variete de Ar+] formee des elements (α o , -,ar) tels que Σat = 0. Avec

les notations du §6, posons

Alors δ = U δij est lisse de codimension 2 dans N^, et on a un diagramme

cartesien:

de sorte que K^ s'identifie au quotient de Bδ(N^) par @ r + 1.

Puisque A^r+]] est stable par les translations de A, la sous-variete Kr —

est de codimension (complexe) > 2 dans 7^r; il en va de meme pour N —

On a done des isomoφhismes

Pour prouver la surjectivite de fc*, il suffit de prouver celle de /*.

Puisque r > 2, les sous-varietes δ/y sont connexes, et on a

Or Γinjection canonique m: N~>Ar+ι admet une retraction, done m* est

surjectif; puisque δ/y = /*Δ/y, il en resulte que /* est surjectif.

On deduit alors de la suite spectrale de cohomologie pour la fibration S une

suite exacte

0 - H2(A)S^H2(Alr+")k^H2(Kr) - 0.

Le lemme 2 du §6 fournit d'autre part un isomorphisme de structures de

Hodge de H2(A[r+l]) sur H2(Ar+ι)iny θ C [E]. On verifie facilement que

i / 2 ( Λ r + 1 ) i n v est engendre par les classes Σ,pr*ω, pour ω dans H2(A\ et

Σ i 7 pr* a Λ prjf/}, pour α, )S dans Hι(A). Mais cette derniere classe s'ecrit aussi

S*(aΛβy, on a done i / 2 ( Λ Γ + ι ) i n v s ^ 2 ( y l ) θ Im S*. La suite exacte

precedente entraine alors la proposition.
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Nous pouvons maintenant conclure comme au paragraphe precedent. Soit &

un espace de modules pour les tores complexes; il existe un ouvert dense Ύde

6B, contenant les surfaces abeliennes, tel que la variete Kr associee a une surface

de Ύsoit de type kahlerien. Appelant generiques les tores complexes parametres

par Ύ, on peut enoncer:

Theoreme 4. Soit A un tore complexe {de dimension 2) generique. Alors la

variete Kr associee a A est une variέtέ kάhlerienne symplectique irreductible, de

dimension 2r.

Remarque. Pour r > 2, les varietes S[r] et Kr ne sont pas isomorphes (ni

meme homeomorphes) puisqu'on a b2(S[r]) — b2(S) + 1 = 2 3 (Proposition 6)

et b2(Kr) = b2(A) -1-1=7 (Proposition 7). En outre S[r] et Kr ne sont pas

bimeromorphiquement equivalentes: on verifie en effet sans difficultes que

deux varietes complexes compactes, a fibre canonique trivial, qui sont

bimeromorphiquement equivalentes ont le meme b2.

8. Periodes des varietes kahleriennes symplectiques

Proposition 9. Soit f: X -> B un morphisme propre et lisse de varietes

analytiques. Soit 0 un point de B, on suppose que la fibre Xo de f en 0 est une

variete kάhlerienne symplectique. II existe alors un voisinage U de 0 dans B tel

que Xs soit kάhlerienne symplectique pour s E U.

Quitte a reduire B, on peut supposer que toutes les fibres Xs sont de type

kahlerien. Les nombres de Hodge hpq(Xs) sont alors constants, et le fibre

f*®'2χ/B e s t trivial dans un voisinage Br de 0 dans B. II existe done pour chaque

s ^ B une 2-forme holomorphe non nulle φs sur Xs, dependant continϋment de

s, de faςon que φ 0 soit une structure symplectique sur Xo. Si dim Xo = 2r, il

existe un voisinage U de 0 dans B tel que la forme <p£ ne soit pas identiquement

nulle pour s E U. Le diviseur de φr

s est alors homologiquement trivial, done nul

(puisque Xs est kahlerienne), d'ou la proposition.

Remarque 1. Si Xo est irreductible, on peut demontrer un resultat plus

precis: toute deformation kahlerienne de Xo est symplectique. En effet, la

demonstration precedente montre qu'il existe un sous-espace analytique Z de B

sur lequel la forme <ps degenere; pour s E B — Z, la fibre Xs est symplectique

irreductible (de type kahlerien). Soit z E Z; le theoreme 2 (§5) entraine que Xz

est isomorphe a un produit d'au moins deux varietes a fibre canonique trivial.

Un argument de theorie des deformations permet alors de montrer que toute

fibre Xs, pour s assez voisin de z, est isomorphe a un produit du type

precedent, ce qui contredit Γirreductibilite de Xs.
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Soit X une variete compacte de type kahlerien, symplectique irreductible.
Nous noterons /: 9C -> 911 la famille de Kuranishi de X, de sorte que 911 est un
espace (local) universel de deformations pour X\ il est muni d'un point marque
0 tel que 9C0 = X.

Theoreme (Bogomolov3 [3]). Uespace 9ϊt est lisse enO.
La proposition 9 et le theoreme de Bogomolov permettent, quitte a reduire

911, de faire sur la famille % -> 9lt les hypotheses suivantes:
(i) 911 est lisse et connexe.

(ii) Les fibres %s, pour s E 911, sont de type kahlerien et admettent une
structure symplectique φ5, unique a un scalaire pres.

(iii) II existe un diffeomoφhisme u: X X 9H -> 9C tel que/ ° w = pr2.
Ce diffeomoφhisme induit pour chaque 5 E 911 un diffeomoφhisme us de X

sur 9C5. Uapplication des periodes (pour les 2-formes)/?: 9H -• P(//2(X, C)) est
definie par p(s) = w*[φj. Soit (γ^ " ^ ) une base de H2(X,Z) (modulo
torsion); on en deduit une base (γ* γ£) de H2(%S,Z) (modulo torsion),
pour tout s E 91L, en posant γ/ = («,)„,%-. Si Γon identifie P(i/2( Jf, C)) a P^" 1

a Γaide de la base duale des (%), Γapplication des periodes p: 91L -+ Pb~] est
donnee par

= (//••••••//•):

elle associe a la variete %s les periodes de la 2-forme φs.
Notons f% Γisomoφhisme canonique de HΛr(%s,C) sur C. Nous norma-

liserons la structure symplectique de %s de faςon que f%s(φsψs)
r = 1. On pose

Ψ — Φo
Posons, pour a E H\X, C)

= T ί

Theoreme 5. (a) La forme quadratique q est non dέgenέree; a un scalaire reel
positif pres, elle provient d'une forme quadratique entiere sur H2(X,Z), de
signature (3, b — 3).

(b) Soit Ω la sous-υarietέ analytique deP(H2(X, C)) definie par les conditions

q(a) - 0, q(a + ά)>0.

On α/?(91L) C Ω, et Γapplication p: 91L -» Ω &sί w« isomorphisme local.

3 La demonstration elegante de [3] est entierement correcte; c'est le n° 8 de loc.cit qui contient

une erreur, entrainant Γenonce incorrect du Theoreme 2.
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(c) So/7 λ G H2(X, C); posons ϋ(λ) = /A-λ2r. On a alors, pour tout
a<ΞH\X,Q,

υ(λ)2q(ct) = {2r-l)v(λ)fλ2r-2a2-(2r-2)ίfλ2r-ιa\

Demonstration de (b). Soit a G H2(X9 C); ecrivons a = aφ + ω H- &φ, avec
ω G i / u ( * ) et α, ft G C. On obtient alors

V / Λ V /

Calculons d'autre part la composante de type (2r, 2) de ar+x. On trouve

(ar+i)2r<2 = (r+l)(aφ)r-bφ+(r

d'oΰ

— 1 / f

= (r + l)α r I ab + —

Posons <xs — w*[φJ PO U Γ s E ^ Comme φs est une forme de type (2,0) sur
%s, on a α£+1 = 0. Pour 5 assez proche de 0, on a fxasφ

r~xφr Φ 0 et on deduit
done de la formule precedente #(α5) = 0. Cette egalite reste verifiee pour tout
s G 911; autrement dit,/?(91t) est contenu dans la quadrique Q de P(i/2(X, C))
definie par ̂ r.

Observons ici que la quadrique Q est de rang > 3, done irreductible; en
effet, vu la formule (1), il suffit de prouver que q(ω) est non nul pour un
element ω de HXΛ{X). Or si ω est la classe d'une metrique kahlerienne sur X,
on a [17, p. 77, Corollaire au Theoreme 7]

q\ω) — — I (φφ) ω > 0.

Observons aussi qu'il resulte de la formule (1) que Q est lisse au point [φ].
Calculons maintenant Γapplication tangente T0(p). L'espace Γ0(91t) est

canoniquement isomorphe a HX{X,TX\ tandis que l'espace tangent a
P(H2(XX)) en φ s'identifie naturellement a Hom(^ 2 0 , H2{X,C)/H2S)\ soit
encore a Hom(/f20, Hxx Θ i / 0 2 ) . Selon [9, Proposition 1.20], T0(p) s'identifie
alors a Γapplication composee

T 0 ( p ) : H X ( X , T x ) C - ^ H o m ( H 2 0

9 H x x ) C H o m ( i / 2 0 , H x x θ H o a )
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oύ c' est deduit du cup-produit

c: H\X, Tx) Θ H°(X, Ω^

et des isomorphismes canoniques Hpq = Hq(X,
Dans le cas que nous considerons, on a H°(X, Ώx) — C φ, et le produit

interieur par φ induit un isomoφhisme de Tx sur Ω .̂ Par suite c est un
isomorphisme, et il en est de meme de c'. Compte tenu des dimensions, on en
deduit que Γimage de T0(p) est Tφ(Q) et que/? induit un isomoφhisme local
de 9It sur Q en 0.

Soit main tenant s E 9IL. Le diffeomoφhisme compose

permet de definir une application des periodes ps\ ty\L^> P(H2(%S,C)) (en
posant ps(t) — v*[φt]). On definit comme ci-dessus la forme quadratique qs et
la quadrique Qs C P(/ί2(9CJ,C)), de sorte que/?5 induit une application de 9H
sur Qs, qui est un isomoφhisme local en s. Puisque le diagramme

P{H2(X,C))

est commutatif, et que les quadriques Q et Qs sont irreductibles, on a
u*(Qs) — Q. II en resulte d'une part que p est un isomoφhisme local dans Q
en tout point s E % , et d'autre part que la forme β ι-> q(u*β) sur H2(%s, C)
est proportionnelle kqs.Il existe done un scalaire non nul ks tel qu'on ait, pour

ψsΨsY~λβ2 + (1 - r)j ψΓΨsβ

soit, en posant a = u*β et πs — u*φs,

q(a) = khf (*A)r-la2 + (1 - r) f <-^/α / ^/" 'a

Faisant α = ŵ  + π5, on trouve A:5 = (̂77̂  + 7^); en particulier q(πs + πs) ne
s'annule pas. II est clair sur la definition de q que q(πs + πs) est reel; comme
q(φ + φ) = 1, on conclut qu'on a q(πs + ^ ) > 0, e'est-a-dire, avec les nota-
tions de Γenonce, />(91L) C Ω. Ceci acheve la demonstration de (b).
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Demonstration de (c). Demontrons d'abord la formule (c) pour λ = φ + tφ
avec t G C. Soit a — aψ + ω + bφ un element de H2( X, C); on a

tφ) = t\

la formule cherchee en resulte aussitδt. Pour s G 9IL, la forme ^ satisfait
Γidentite analogue; compte tenu de la proportionalite entre qs et q ° w*, cela
entraine que la formule (c) est verifiee pour les formes du type λ = πs + tπs9

avec s G 9H et ί E C . Or Γensemble de ces formes contient un ouvert de
P(H2(X9 C)); par prolongement analytique on en deduit Γenonce (c).

Demonstration de (a). II existe un element λ de H2(X9 Q) tel que υ(λ) Φ 0 (il
suffit de choisir une classe rationnelle assez proche de φ + φ). La formule (c)
montre alors que #(λ) est non nul et que la forme a h-» q(λ)'ιq(a) est
rationnelle; un multiple entier convenable de cette forme prend done des
valeurs entieres sur H2(X, Z).

Pour calculer la signature de q, prenons pour λ la classe d'une metrique
kahlerienne sur X. Notons H2(X,R)0 le sous-espace de H2(X,R) forme des
elements a tels que fx λ2r~ ιa — 0. On a une decomposition

H 2( X, R) = / ί 2 ( I , R ) 0 Θ R λ ,

en sous-espaces orthogonaux pour q. On a deja observe qu'on a q(λ) > 0. Sur
H2(X9 R)o, la forme # coincide, a un facteur positif pres, avec la forme
a h^ fxλ

2r~2a2\ d'apres [17, p. 77, Corollaire au Theoreme 7] celle-ci a pour
signature (2, 6 — 3). Ainsi q a pour signature (3, b — 3), ce qui acheve la
demonstration du theoreme.

Remarques. (2) Soit ω la forme d'une metrique kahlerienne sur X. On
associe habituellement a ω la forme quadratique qω sur H2(X,C) definie par
qω(a) - Jxω

2r~2a2. Avec les notations ci-dessus, soit q'ω la forme quadratique
qui coincide avec qω sur H2(X,C)o, pour laquelle ω est orthogonale a
H2(XX)0, et qui est telle que q'ω(ω) = v(ω)/(2r - 1). Alors la forme q'ω est
proportionnelle a q\ en particulier, a un scalaire pres, elle est definie sur Z et
independante de ω. Ce dernier fait entraine des relations dans Γanneau de
cohomologie de X qui semblent tres contraignantes.
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(3) II existe un nombre reel strictement positif λ unique tel que la forme λq
soit entiere et non divisible sur H2(X,Z). La forme λq sera appelee la
polarisation canonique de H2(X, C).

La situation decrite par le theoreme ressemble beaucoup a celle qu'on
obtient pour les surfaces K3 (qui en est d'ailleurs un cas particulier). On peut
done deduire de ce theoreme les corollaires bien connus dans le cas des
surfaces K3\ en particulier:

Corollaίre 1. Soit L un fibre en droites non trivial sur X, et I sa classe dans
H2(X9C). Soit Ω, la section hyperplane de Ω formee des elements q-orthogonaux
a /; posons 911, = / J ' ^ Ω , ) , et notons %I -> 911, la restriction de % -* 911. Alors
quitte a restreindre CEΠL/, il existe un fibre en droites unique £ sur 9G, tel que
£μr = L\ lafamille (90,, £) est unefamille locale universelle de deformations de la
paire (X, L). Si ll9- -Jk sont des classes algebriques lineairement indέpendantes
dans H2{ X, R), les hypersurfaces 911,, , 911, sont lisses et transverses.

Observons d'abord que puisque X est simplement connexe, on a Pic(9C5) =
H2(%s,Z) Π Hι\%). Posons /, = (w;1)*/; notons q (resp. qs) la forme
bilineaire associee a q (resp. q). D'apres la formule (1), la condition ls G
Hh\%s) equivaut a qs(ls, ψs) = 0, soit encore q(l, as) = 0, e'est-a-dire a la
condition p(s) G Ω,. Ainsi sur 9H,, la classe ls est algebrique; quitte a
restreindre 9IL,, elle provient d'un fibre en droites unique £ sur %r

Inversement,-soit ^ -* B une deformation de X et ?flt un fibre en droites sur
^ tel que 9U^ = L. Quitte a reduire B, il existe un diagramme cartesien:

D'apres ce qui precede on nj(B) C 911,, donc/(^) C 9C,; les fibres 911 et
/*£, qui coincident sur X, different dans Pic(^) par un element de Pic(2?).
Reduisant encore B on peut supposer 91L=>/*£, d'oύ la propriete universelle
de (%„£).

Soit s un point de 911 appartenant aux hypersurfaces 911, , ,91L, pour
prouver que celles-ci sont transverses en s, il suffit de prouver que les
hyperplans Ω^ ^Ω, dans Ω sont transverses en as. Ceci se traduit par
Γindependance des formes lineaires sur H2(X,C) q(as, •); q(lλ, •)»* * *><?(̂ > )•

Supposons ces formes liees; puisque q est non degeneree et que les lt sont
libres, il existerait une relation
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Mais ceci contredit les formules q(Ii9 as) — 0 (puisque as G Ω,.) et q(as,άs)>

0.

Dans le cas particulier oύ L est tres ample, on obtient:

Corollaire 2. Supposons donne un plongement de X dans un espace projectif

P * ; soit % le schema de Hilbert de X dans PN, et soit h:%-> ^ Γapplication

naturelle (definie au voisinage dupoint Xde %). Alors Γimage de h est un ouυert

de Γhypersurface lisse 9IL7, avec I = cλ(Θx(l)).

9. Deformations des varietes S[r] et Kr

Soit S une surface K3, r un entier > 2. Nous allons appliquer a la variete

symplectique X — S[r] (supposee de type kahlerien) les resultats generaux du

§8, dont nous conservons les notations.

Lemme 1. Via Γhomomorphisme injectifi: H2(S, C) -* H2(S[r\ C), la forme

q induit sur H2(S, C), a un facteur positif pres, la forme quadratique associee au

cup-produit. De plus la classe e du diviseur exceptionnel de S[r] est orthogonale

pour qάl' image de i.

Utilisons la formule (c) du Theoreme 5, en prenant pour λ une classe /(/), oύ

/ est un element de H2(S, C) tel que I2 φ 0. Soit a E H2(S, C). Par definition

de /, il existe des elements μ et a de H2(S{r\ C) tels que

/(/) = ε*μ, 7r*μ = 2 pr* /; i(a) = ε*α, π*a = 2 pr? a.

On a alors (rappelons que S(r) est une variete du point de vue de la

cohomologie complexe)

= f μ2r~2a2

>

+prr* /)2 f~2(prr« + +PΓ,* «)2

et de meme
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On en deduit

α 2 , r - 1 { a - i f r - 1 ( α i f

I' •

d'oύ la premiere assertion. D'autre part on a

ce qui entraίne la seconde assertion.

Remarque 1. Normalisons q de faςon que q(i(a)) = a2; on peut alors

montrer qu'on a q{e) = -8(r — 1). Compte tenu de la remarque suivant la

Proposition 6 (§6), cela entraine que q est la polarisation canonique de

H2(S[r\ C) (§8, Remarque 3).

Soient B une variete lisse, 0 un point de B, et soit S -> B une famille de

surfaces K3. Les varietes § ] r l , pour s E 2?, s'organisent en un espace de

Douady relatif 9C, lisse au-dessus de £. Posons S = So, X = 9C0 = 5 [ r ] ;

choisissons comme plus haut (quitte a reduire B) un diffeomoφhisme u:

X X B -> 9C au-dessus de 5, d'oύ des isomorphismes w*: i/ 2 (9C^,C)^

i/2(Λr, C) pour SELB. Notons is Γhomomorphisme de i/ 2 (S 5 ,C) dans

H2(%s, C) defini dans la proposition 6 (§6).

Lemme 2. <9« α u*(is(H2(ξ>s, C))) = /(^ 2(,S, C)).

Soient Es le diviseur exceptionnel de %s et ^ s sa classe dans i/2(9C J,C);

puisque les ^ forment une famille algebrique, on a u*es — e. Puisque q ° w*

est proportionnelle hqs,u* applique Γorthogonal de ^5 pour qs dans Γorthogo-

nal de e pour #; le lemme 2 resulte alors du lemme 1.

On deduit done de u une famille d'isomorphismes vs: H2(ξ)siC) -» H2(S, C),

rendant commutatif le diagramme:

quitte a modifier vs par un scalaire, on peut supposer qu'il respecte le

cup-produit. Les isomoφhismes vs definissent ainsi une trivialisation du systeme

localement constant H2(ξ>s,C)sζΞB, compatible avec le cup-produit. A cette
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trivialisation est associee Γapplication des periodes pour la famille S -» B

si Γon designe par ωs une 2-forme holomoφhe non nulle sur ξ>s9 on a
ps(s) = υjωj . L'image de ps est contenue dans la sous-variete analytique Ωs

de P(H2(S, C)) definie par les equations ω2 = 0, co ω > 0.
Considerons d'autre part Γapplication des periodes pour la famille % -> B:

px:B->QxCP(H2(XX)).

On deduit alors de ce qui precede le resultat suivant.
Proposition 10. Les applications des periodes ps et px sont reliees par le

diagramme commutatif:

P(H2(SX))

P(H2(XX))

De plus i induit un isomorphisme de Ώ,s sur la section hyperplane de 2xformee

des elements orthogonaux a e.

Cet enonce va permettre de decrire Γespace des deformations des varietes
S[r\

Theoreme 6. Soit S une surface K3, telle que la variέte symplectique S[r]

admette une metrique kάhlerienne. II existe un espace local de modules (D\i pour

S[r\ lisse de dimension 21, tel que tous les points de 9H correspondent a des

varietes kάhleriennes symplectiques. Les varietes F[r\ oύ F est une surface K3,

forment une reunion denombrable d Ίtypersurfaces lisses dans 9IL.

Soit <DIL un espace local de modules pour X— S[r] satisfaisant aux conditions

(i) a (iii) du 4 §8. On a

dim(91t) = άimcH
λ(X, Tx) = hlΛ(X) = hlΛ(S) + 1 = 21.

Soit % un espace local de modules pour S. Quitte a reduire 9C, on peut
supposer que Γapplication Fh+F[r] definit un morphisme j : 5C^9H. La

4 Une demonstration directe de la lissite de 9H est tres facile dans ce cas: on montre sans peine,
par la methode du §6, que l'espace H3(X,C) est mil; on en deduit H2(X, Tx) s H2(X, Qι

x) = 0.
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proposition 10 entraine la commutativite du diagramme:

j

On a prouve que ps et px sont des isomoφhismes locaux (Theoreme 5; ce
resultat est bien sύr bien connu pour/?5). Par consequent j induit un isomor-
phisme local de % dans l'hypersurface lisse 91te = Pχ\i(Ωs)) (cf. Corollaire 1
au Theoreme 5). L'ensemble des points de 91L correspondant a des varietes F[r]

est done reunion d'ouverts d'hypersurfaces 9Ry, ou/decrit un sous-ensemble
deH2(X,Z).

Remarque 2. Le fait quey(3C) coincide avec (ΰ\ie au voisinage de 0 signifie
que les deformations de S[r] obtenues a partir de deformations de S sont
precisέment celles dans lesquelles le diυiseur exceptionnel E reste algέbrique. Elles
sont parametrees par Γhypersurface lisse 9ILe.

Considerons maintenant une surface K3 projectiυe S C Pn. La variete S[r]

admet alors un plongement canonique dans un espace projectif P^. Soit 9 le
sous-espace de 91L correspondant aux deformations de S[r] comme sous-variete
d e P "

Proposition 11. 9 est une hypersurface lisse de 91L, transverse a 91L .̂ La

sous-υarietέ 91te Π 9 de 9H est lisse de dimension 19; e'est I 'hypersurface de ί31Le

qui parametre les deformations projectives de S C P w .

Notons h la classe dans H2(S[r\C) d'une section hyperplane. Avec les
notations du Corollaire 1 au Theoreme 5, on a <? — 91tΛ. Puisque E est un
diviseur exceptionnel, h et e sont R-lineairement independants, et le corollaire
cite entraine les assertions de lissite et de transversalite. Soit ^Lp la sous-variete
de 9He qui parametre les deformations projectives de S; puisqu'on peut
construire sur (ΰ\ip une deformation projective de S[r\ on a (ΐf\ip C (d\ie Π ?P.
Mais 911̂  est une hypersurface lisse de 91Le et coincide done localement avec

II resulte de la proposition que si S est une surface K3 projective, une
deformation projective generique de S[r] n'est plus du type F[r]. II existe done
(pour r fixe) une infinite denombrable de families de varietes projectives
symplectiques, pour lesquelles on ne possede generiquement aucune descrip-
tion explicite. La recherche de telles descriptions paraϊt soulever des problemes
geometriques interessants. Je ne connais guere qu'un exemple, mais qui semble
assez prometteur. Soit X une hypersurface cubique lisse dans P 5 ; soit F(X) la
variete des droites contenues dans X. Alors F(X) est une variete symplectique
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projective de dimension 4; lorsque X varie, la famille des F(X) est la famille
complete des deformations projectives des varietes S[2\ oύ S est une surface
K3 dans P 8 . La demonstration de ce resultat devrait paraitre dans un travail
commun avec R. Donagi.

Je voudrais aussi mentionner le resultat deja cite de Mukai [14], qui prouve
que de nombreux espaces de modules de fibres vectoriels sur les surfaces K3
sont des varietes symplectiques projectives. Mais il ne me semble pas clair que
ces varietes ne sont pas toutes du type S[r].

Les methodes de ce paragraphe s'appliquent sans modifications majeures
aux varietes Kr (§7); nous laissons les details au lecteur. On obtient par
exemple:

Theoreme 7. Soit A un tore complexe de dimension 2, tel que la variete

symplectique Kr admette une metrique kάhlerienne. II existe un espace local de

modules tyipour Kr, lisse de dimension 5, dont tous les points correspondent a des

varietes kάhleriennes symplectiques. Les varietes du type Kr forment une reunion

denombrable d Ίtypersurfaces lisses dans 91.

Observons que les espaces de modules 911 et 91 dependent de r. J'ignore s'il
existe des relations entre les espaces obtenus pour differentes valeurs de r.

Ajoute sur epreuves. Des resultats recents de J. Varouchas entrainent que
la variete S[r] est kahlerienne pour toute surface K3 S et tout en tier r ^ 1. De
meme les varietes Kr sont toujours kahleriennes.
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