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SUR LES CHIFFRES DES NOMBRES PREMIERS TRANSLATES
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Abstract: The aim of this work is to prove new results on a class of digital functions with special
emphasis on shifted primes as arguments. Our method lies on the estimate of exponential sums
of the form >° . A(n) exp(2im f(n+cn)+ Bn) where f a digital function, ¢ = (cn) is an almost-
periodic sequence in Z and (3 is a real parameter, which extend the works of Mauduit-Rivat
[18] and Martin-Mauduit-Rivat [16] to the case of the shifted prime numbers satisfying a digital
constraint.
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1. Introduction

Dans tout ce travail, P désigne I’ensemble des nombres premiers. Notons e(z) =
exp(2miz), ||z|| la distance du nombre réel = a lentier le plus proche et pour
my, mo entiers, (my, my) est le plus grand commun diviseur de ces deux entiers.
Si f(n) = O(g(n)), on écrit alors f(n) < g(n), si de plus g(n) < f(n), on écrit
f(n) = g(n). Nous désignons par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout
nombre entier strictement positif n par

logp sin=p! avec p premier et [ > 1
An) = .
0 sinon.

Notons 7(z) =t{p <z :pePletm(zx,k,m)=f{p<x:peP, p=k(m)}. Soit
g un entier > 2, tout entier strictement positif n admet une ¢—représentation
unique sous la forme

v
n:anqj n;j € {0,1,--- ,¢g—1} et n, #0.
§=0

Conformément a l'usage, on désigne par v,(n) = v(n) la valuation g-adique de
n (le. v(n) = min{j < v, n; # 0}) et dy(n) = d(n) = v est le degré g-adique
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de n. Pour tout 0 < j < ¢ — 1, on désigne par |.|; la fonction comptant le nombre
d’occurences du chiffre j dans le développement en base ¢, soit

Inl; =H0<i<v|n =j}.

En particulier la fonction somme des chiffres en base ¢ est définie pour tout nombre
entier positif n par

s(n) =sq(n) =Y nj= > jlnl;.
=0

0<7<q

1.1. Fonctions digitales

La notion de fonction digitale a été étudiée par Drmota et Mauduit [6]. Il s’agit
des fonctions f : N — R définies pour tout nombre entier positif n par

f) =Y alnl;,

0<j<q

ol ag, a1, - ,aq—1 sont des nombres réels. Il est a noter qu'une fonction digitale
f est complétement déterminée par ses valeurs f(j), 0 < j < ¢. De plus si
f(0) = 0, alors une telle fonction est appelée fonction fortement g-additive et
vérifiant f(aq’) = f(a) pour tout (a,j) € N? (notion introduite par Bellman et
Shapiro [2] et Gelfond [13]).

Notation 1.1. On note F l'ensemble des fonctions digitales, F* I’ensemble des
fonctions digitales, f(n) = Eoqu a;|n|;, tels que la suite ag, a1, -+ ,aq—1 nest
pas une progression arithmétique modulo 1 dont la raison est un multiple entier de
1/(g —1). On notera Fy 'ensemble des fonctions digitales f(n) =3 ;. ajlnl;,
dont la suite ag, a1, -+ ,aq—1 est une progression arithmétique modulo 1. Il est &
noter que F = Fy |J F*.

Remarque 1.2. La fonction somme des chiffres s(.) = sq(.) = >, -, 7ll; € Fo-
De plus si a € R\ Q, alors as, € Fy[)FF.
1.2. Suite presque périodique

Nous introduisons la notion de suite presque périodique qui est en quelque sorte
une suite “bien approchée” par une suite périodique.

Définition 1.3. Soit T € N* et 0 < 6 < 1, une suite bornée (c,) est dite
(T, 0)-presque périodique s’il existe une suite (e,) purement T-périodique (suite
T—périodige a partir du rang 0) telle que

#H{n < N:c, #e,t < N, (1.1)

Dans ce cas, on dit que la suite (¢,,) est presque périodique.
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Exemple 1.4. Soient (e,,) la suite nulle et (c,) la suite définie par

1 sin estun carré
Cn = .
0 sinon.

11 est clair que la suite (¢,,) n’est pas périodique, de plus
H{n<N:c, #en}t =N: + 0(1),
ce qui donne que ¢, est (1, %)—presque périodique.

Remarque 1.5. Toute suite T—périodique est (T, 0)—presque périodique.

1.3. Propriétés statistiques des suites arithmétiques

La fonction somme des chiffres en base ¢ que nous désignons par s = s, définie
par s(n) = Z]V‘:o n;, apparait dans de nombreux problémes mathématiques (voir
[17] pour un survol de ses questions) mais c’est Mahler [15] qui la fait intervenir le
premier dans un contexte d’analyse harmonique. Des résultats importants concer-
nant la répartition dans les progressions arithmétiques de la somme des chiffres de
certaines suites classiques ont été donnés par Gelfond dans [13] (on trouvera dans
[10] des premiers résultats concernant le cas ot b est un nombre premier):

Théoréme A. Soient q, b et d des nombres entiers positifs tels que q = 2 et
(b,q — 1) =1. Alors pour tout (a,r) € {0,--- ,b—1} x{0,--- ,d—1}, on a

card{n < N, s4(n) = a(b),n=r(d)} = % + O(N?),

1 gsinm/2b
2log q g sin 7 /2bq

avec \ = < 1.

Gelfond déduit de ce théoréme la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de la somme des chiffres des entiers sans facteurs puissance
k—iéme (kK > 2) et Mauduit et Sarkozy en déduisent [20] que les nombres
Sq(P1 + P2)py pa< Np;cp sont bien répartis dans les progressions arithmétiques (on
trouvera également dans [20] des résultats concernant les valeurs moyennes et les
valeurs extrémales du nombre de facteurs premier (comptés avec ou sans multi-
plicité) de 'entier n lorsque celui-ci est soumis a la condition s,(n) = a(b), ainsi
qu’un théoréme du type Erdds-Kac).

Par contre le théoréme A n’est pas suffisant pour déduire la répartition de la
somme des chiffres des nombres premiers, ce qui conduit Gelfond & poser plusieurs
problémes & la fin de son article, dont le suivant: “Il serait aussi intéressant de
trouver le nombre des premiers p < z tels que s4(p) = 1(b)” (voir [3] ,[11] et [12])
pour une réponse partielle dans le cas des nombres presque premiers.

En 2010, Mauduit et Rivat dans [18], donnent une réponse compléte a la ques-
tion de Gelfond [13] ainsi qu’a des questions de meme nature concernant les pro-
priétés arithmétiques de la somme des chiffres des nombres premiers:
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Théoréme B. Pour q et b entiers > 2, il existe o4, > 0 tel que pour tout a € Z,

% (:L‘, a, (bvq - 1)) + Oq,b(xl_oq’b)'

La clef de leur démonstration du théoréme B consiste a estimer une certaine
somme d’exponentielles a savoir:

card{p < z tels que sq4(p) = a(b)} =

Théoréme C. Pour ¢ > 2 et a tels que (¢ — 1)ae € R\ Z, il existe o4(a) > 0 tel
que

3 Am)e(asy(n)) = Og a(at~o2(@).

n<x

Il est a noter que lestimation donnée dans le Théoréme C a été améliorée
dans [5] pour une estimation uniforme en a. Ce qui leur permet par la suite de
montrer dans [18]:

Théoréme D. Pour g > 2, la suite (asq(p))pep est équirépartie modulo 1 si et
seulement si « € R\ Q.

Lorsque f est une fontion digitale: f =3, axln|x € Ft, on définit le réel

A (f) = ClqminteRZogj<i<qHai_aj — (@@= tl* sif¢Fo, (1.2)
! c2q|l(q = 1)(a1 — ao)|? si f € Fo\F4,

ou les ¢;q sont des constantes > 0 ne dépendant que de ¢ (les ¢;; sont données
explicitement en fonction de ¢ voir [16]). Il a été démontré récemment par Martin,
Mauduit et Rivat [16] que A\ (f) > 0, il est a signaler aussi que si f € Fo \ F*,
alors A\y(f) = 0. De plus ils ont étendu les théorémes de Hadamard-de la Vallée
Poussin et de Vinogradov (voir [14], [7], [22]) au cas des nombres premiers vérifiant
une contrainte digitale. Leur méthode repose en particulier sur ’estimation d’une
somme d’exponentielles donnée par

Théoréme E. Soient ¢ > 2, f € Ft. Alors pour tout x > 2 et S €R, on a
> A(m)e(f(n) + Bn) < (log" )z~ (1.3)
n<x

la constante implicite ne dépend que de q, \;(f) définie dans (1.2).

1.4. Description des résultats

Les résultats que nous présentons s’inscrivent dans le cadre de 1'étude de la
g—représentation des nombres premiers translatés (p + ¢,, p : premier, ¢ = (¢y):
est une suite presque périodique a valeur dans Z). L’objectif de la section 2 est
I’étude d’'une somme d’exponentielles de type

ZA(TL)e (f(n+cn) +5’ﬂ) ’ (14)

n<
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ou f(.) = > ag|-|x et ¢ = (c,) est une suite presque périodique. Il est & noter
qu’une estimation est faite sur une somme de type (1.4) avec ¢ = (c¢,) qui est
une suite “réguliere”. L’estimation de la somme (1.4), nous permet d’étudier
I’équirépartition de la suite (af(p+cp))pep. A lafin de cette section, nous général-
isons le probléme ternaire de Goldbach (voir par exemple [4]) amélioré récemment
par Martin-Mauduit-Rivat [16].

Dans la section 3, une étude de la structure arithmétique et statistique de
lensemble {p+¢, <z :p € P, f(p+c,) = a(b)} nous permet de donner un
théoréme de type Gelfond qui assure la bonne répartition dans les progressions
arithmétiques de > ag|n|k, (ol la suite a = (ay) est a valeurs dans Z).

2. Somme d’exponentielles et formules asymptotiques

Pour estimer la somme d’exponentielles donnée par (1.4), nous introduisons la
suite y(a,n,7) = an,+1 — an, et nous commengons dans cette section par I’étude
de cette suite.

2.1. Etude de la suite vy(a,n,u)

Soient a = (ax)ogr<q une suite de nombres réels (on convient que a; = aop),
_ v i . _ . .

n = Zz‘:o n;q +(on convient que n; = 0 pour j > v et par suite, on se permet
P _ 0 i

d’écrire n =37 n;q") et

y(a,n, i) = an,41 — an,- (2.1)

Lemme 2.1. Soit u € N, alors la suite (ny,)nen est ¢ —périodique. De plus si

ueN 0<l<qgetneN, alors on a (qgn+1)y = (n)y_1.

Démonstration. Soient n = 375 n;¢’ et n + ¢“t' = S FF(n + ¢* )¢, les
développements g—adique respectivement de n et n 4+ ¢“*!. Alors

u
nt gt = an‘qi + "IN,
=0
ouN=1 +Z;L=O:z+1 n;q"~*~ !, ce qui donne d’aprés I'unicité de I'écriture g—adique
de n + ¢,
(TL =+ qu+1)u = Ny

D’autre part, |+ gn = |+ 3, % nig'tt = 1+ 3,5 ni_1q’, ce qui donne par
conséquent (gn + 1)y = (n)y—1. [ ]

11 est clair d’aprés le lemme 2.1 que si v € N (fixé), e € {1}, alors la fonction
n — ey(a,n,u) est périodique de période ¢*Tt. De plus si u € N*, 0 <1 < q et
n € N, alors on a y(a,qgn + 1, u) = y(a,n,u — 1).
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On considére la transformée de Fourier discréte de la suite (ey(a,n, u))n>o0,
1 kh
Faue(h) = prEs) Z e <€’)/(a, k,u) — qu+1) , heZ (2.2)
0<k<qutt
et
1 kh
Fao.e(h) = - Z e (e(akH —ag) — ) ) hezZ. (2.3)
0<k<q q

En remplagant dans (2.2) l'entier k par gk + 1 avec 0 < k < ¢* et 0 <1 < ¢, on
obtient

1 lh kh
Fa,uﬁ(h) = W Z e <qu+1> Z e <€”y(a,k,u - 1) - qu>

0<i<q 0<k<q¥
1 lh

= — Z e <—u+1> Fa)u_l)s(h/)
q 0<i<q q

LT X e | aoetin (24

7j=1 \0<i<q

or pour j € N*et h € Z,

in hr
qJ i g+l
> (—ﬁ-’ll) e (2.5)
0<i<q 4 q sinon.
Il est clair que si j > 1 et ¢7||h, alors
lh
Faje(h) = Z e\~ Faj-1,(h) =0.
0<i<q
Ce qui donne avec (2.4) et (2.5)
A 1Fao )| [TIy | sigth
|Faucs(h)] =< 1 o IT sin ST
0 sinon.
Ce qui donne en particulier, pour tout 0 < h < ¢%*1,
iy hm
1| sin?t
‘Fa,u,s(h” S w0 ‘Fa,O,e(h” et Fa,u,s(o) = Fa,O,s(O)- (2-6)
u hm
q” |sin PR

Les calculs ultérieurs nécessitent un type de renseignement spécifique concernant
la fonction Fj, , . & savoir une majoration en moyenne de Fjy ,, .
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, alors
1
mlogm.

Lemme 2.2. Soit m € N*
b <
hr Y

1<hem S

Démonstration. Pour une fonction convexe f,
1 s+%a
| s

fls) < —
Sa)iia
donc pour f(s) = —— et & = -, nous obtenons
1 mtEn
P DY : (27)
sin &_ 1 sinmwt
1<k<m m 1<k<m m 2m
1
3 3 dt
= m/ 2m/ - (2.8)
sin 7t A sin it
<2 L (2.9)
m — =mlogm, .
L 2t &
la derniére inégalité vient du fait que sin7t > 2¢, pour 0 < ¢t < 3 |
Lemme 2.3. Pouru €N, e € {£1}, on a
Z ‘Fa,u,a(h” < (u+2)qlogg.
0<h<qutt
Démonstration. Compte-tenu de 'expression de Fy o (k) dans (2.3), on obtient
|Fa0.:(h)] <1, et d’aprés expression de Fy (k) dans (2.6), il vient que
sin %
Z |Faue(h)] <1+ — T
O<h<qu+1 1<h<qu+1 SHL u+1
1
<1+ qiu Z sin hm
1<h<qu+l qu+1
ce qui donne d’aprés le lemme 2.2
> [Fame(h)] <1+ qlog (¢"™) < (u+2)glogyg. u
0<h<qutl
2.2. Estimation d’une somme d’exponentielles
L’objectif de cette partie est d’exploiter la majoration en moyenne de Fy , o pour
donner une estimation de la somme
(z, f,B,¢) = Z A(n)e(f(n+c,) + Bn), (2.10)
[lel|<n<=

H(x,
ol ¢ = (¢, )n>0 est une suite presque périodique a valeur dans Z et ||c|| = max |¢;|
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Lemme 2.4. Soient a = (ay)ogk<q une suite de nombres réels et f = Zz;é ak|.|k
e F. Alors pour tout n = ZiV:O niq" € N* (on convient que n; =0 dés que j > v),

fln+1)=f(n)+ Uiy +1 = Qnyinyny T (ap —ag—1)v(n+1)
+ag(d(n+1) —d(n))
= f(n)+~(a,n,v(n+1)) + (ap — ag—1)v(n + 1)
+aop(d(n+1) —d(n)).

ot v(n) est la valuation q-adique de n et d(n) est son degré q-adique.

Démonstration. Soit n =Y. n;q", n, # 0.

e Siv(n+1) <v=d(n),il est clair que n,(,41) # ¢ — 1 et que

n=nyq’ + -+ nv(n+1)qv(n+l) +(q— 1)(qv(n+l)—1 et 1),

et
nt1=ng” 4t (g + g ",

ce qui nous permet d’écrire
fn+1) = f(n) + an, )41 = @nypn) (@0 — ag-1)v(n+1)

et comme dans ce cas d(n + 1) = d(n), alors

fn+1)=f(n) + an,i1y+1 = Qnyiyyy + (@0 — ag—1)v(n + 1)
+ap(d(n + 1) — d(n)).

e Siv(n+1)=v+1=d(n)+1, alors

n=(q-1)(q" +¢ '+ +qg+1l)etn+1=g"t",
ce qui donne
f(n) =v(n+1)as_1 et f(n+1) =a +av(n+1),
ce qui donne
f(n+1) = f(n) + a1+ (ao — ag—1)v(n+1),
comme 7Ny (n41) = 0 et d(n+1) =v +1=d(n) + 1, alors

f(n + 1) = f(n) + Anyngny+1 7 Ay gy + (ao - aqfl)v(n + 1)
+ap(d(n + 1) — d(n)).

Ce qui donne dans tous les cas la relation (2.11) est toujours vérifiée.

(2.11)
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Remarque 2.5. Il est a signaler que pour n € N*

1 sin=¢ -1

0 sinon.

dn+1)—d(n) = {

. . . . . —1
Dans la suite on introduit pour chaque fonction digitale f = S pakl.lk € F
une suite auxiliére (f(n)),>1 définie par:

f) = 1), (2.12)
fn+1) = f(n) +~(a,n,v(n+ 1)) + (ao — ag-1)v(n +1).

11 est clair d’apres la relation (2.12), que

fln—=1)= f(n) —~v(a,n—1,v(n)) — (ag — ag_1)v(n) pour n > 2.

Nous en déduisons pour € € {£1} et =13 et n+e > 0.

fln+e)=f(n)+ev(an+e—p,vn+p)+ela —ag—1)v(n+p). (2.13)

Plus généralement, si ¢ € N*| alors en appliquant ¢ fois la relation (2.13), on
obtient pour n + ec > 0,

f(n+ce) = f(n)+el'(a,n,c,e) +e(ag — ag—1)V(n,c,e) (2.14)
ou

I'(a,n,c,e) =T(a,n,c— 1) +v(a,n+ec—p,v(n+e(c—1)+p)) (2.15)
I'(a,n,0,e) =0,

et

V(n,c,e) =V(n,e—1,e)+ov(n+e(c—1)+ p) (2.16)
V(n,0,e) =

Remarque 2.6. Il est clair que si a = (ax)o<k<q, @ = (ak)ogk<q = (@& —@0)o<k<q
et f= Zz;é ak|.|x € F, alors d’apreés les relations (2.11) et (2.12), on obtient

£(n) = F(n) + apd(n). (2.17)

De plus f = Zz;é ar|.|x € F et d’aprés les relations (1.2) et (2.1), on obtient

Aq(f) = Aq(f) et y(a,n,i) = y(a,n,i). (2.18)

Afin d’estimer maintenant la somme Hgy(z, f, 5,¢) dans (2.10), nous allons
utiliser le lemme suivant.
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Lemme 2.7. Soient f € F, o € R, A\ > 0 et ¢ une suite constante de terme
général c € N. Alors

Hy(z, f,8,¢) < (log® z)z' > <= H,(z, f, 3,¢) < (log® z)z' .

Démonstration. =) Soit x > cet N = [log, z], alors d’aprés la relation (2.17)

Hy(x,f,B,¢) = > A(n)e(f(n+c)+ Bn)

c<n<x

Z A(n)e(f(n+ ¢) + apd(n + c) + Bn)

c<n<x

k

En découpant intervalle ]c,z] en tranche de type [¢¥,¢""1[ de telle sorte que

d(n+c) =ksin+ce[g*, ¢** ], on obtient

Hy(x, f,8,c) Zeaok Y Ame(f(n+c)+ Bn)
k=1

gP<n+c<ghtt
+e(aN) Y. Ame(f(n+c)+ fn)+0(1)

gV <nte<z

N
< Z'Hq(qk - c?}iﬁacﬂ + |Hq(x —C,.]A{,B,C)‘ + |Hq(qN _Caﬁﬁacﬂ
k=1

<Y (log*(¢" = )(@" — ) + (log® z)(w — ¢)'

N

< Z kaqk(l—/\) + (loga x)xl_)‘
k=1

< (log® z)z' .

<=) La réciproque est analogue a ce qui précéde quitte & remplacer f par J?
et ag par —ag (ceci découle de la relation (2.17)). |

Soient alors pour ¢ € N, ¢ € {1}, o, € R, f = Zz;é agnly € F, b =
(bn)ogn<q une suite réelle (on convient que by = by) et pour = > 2,

g(n, f.b,a, B, ¢,¢) = A(n)e (f(n) + Bn +eD(b,n, c,e) — caV(n,ec, 5)) (2.19)

Gz, f,b,a,B,c.e) = Y gn, f,b,a,B,c¢). (2:20)

c<n<zx
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Remarque 2.8.

(i) En utilisant les expressions de ', V, ¢ dans (2.15), (2.16) et (2.19), on
obtient pour ¢ € N*, ¢ € {1} et p = %7

g(nvﬁbvavﬂage) :g(naﬁbaa7ﬁ7c_ 175)
X P(n+ (c— e+ p,v(n+ (¢ — e + p)).

ou Y(w,u) = e (ey(b,w—1,u) — cau).

(ii) Il est clair d’aprés (2.14) quesib =aet a = a1 et ¢ = (¢,) la suite dont
le terme général c,, = ¢, on a bien

( f,aaq 17/6765 Z A TL+€C)+5TL)

c<n<x

= Hq(:c,f,ﬂ,sc).

Lemme 2.9. Soient o € R, ¢ > 2, f € F* et b = (bn)ogn<q une suite réelle.
Alors pour tout B € R, e € {£1}, ce N et z > 2,

G(B,¢) = G(, f,b,a, B,¢,e) < (log>H z)xt =2,

La constante implicite ne dépend que de ¢ et q, A\(f) est la constante définie
dans (1.2).

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur ¢, le théoréme E et la
relation (2.18) fournissent le cas ¢ = 0.
Soit maintenant ¢ > 1, N = [log,(z + (¢ — L)e + p) ], f(.) = Dgcheq arl-lk et

PY(w,u) =e(ey(b,w — 1,u) — eau) , (2.21)

ou 7y est la suite définie dans (2.1). En utilisant I’expression de G dans (2.20) et
celle de g dans la remarque 2.8 i), on obtient

G<B7C) = Z g(”?ﬁbaaaﬁ?c_ 1>€)¢(”+(0_ 1)E+M>v(n+ (C_ 1)E+/’L))

c<n<z

Z Z g(n, f,b,a, B¢ —1,e)b(n + (¢ — 1)e + p,u)

c<n<zx
g% lIn+(c=1)e+p

N
=3 > g(n, b, 0, B,c = Le)p(n+ (c = 1)z + p,u)
u=0 c<n<x
n4(c—1)e+p=0 mod q¥%
N ~
*Z Z g(n,f,b,a,ﬂ,cf1,5)w(n+(cfl)€+u,u).
u=0 c<n<z

n+4(c—1)e+p=0 mod qu+1
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En utilisant la relation d’orthogonalité classique a savoir

1 m—1 <
— €
m

> _ {1 sia=b mod m, (2.22)
i=0

0 sinon,

[

on obtient

N ¢“-1

=YY Zq—gnfba,5+ic 1e) (2.23)

u=0 [=0 c<n<zx
X (n+ (e~ D+ e (W)
gv i1

N
72 Z Z u—&—lgnf?bo{ﬂ+ u+1’ a{‘:)

u=0 = C<n<a;

Il est & noter que pour u et b fixé la suite ¥(n + (¢ — 1)e + p,u) est g“*1-
périodique (la périodicité de ¢ vient du fait que (b, .,u) est ¢“Tt—périodique),
ce qui nous conduit & écrire

¢ —1¢" T +(1—-c)e—1

N
=2 > > %g(n,ﬁbya,ﬁJr%,c—Lg)

u=0 [=0 i=(1—c)e c<n<a
n=i mod qutl

X (i + (e — 1)z + pryu)e (((CUHM)Z)

qu
N ¢“tTl—1¢*T +(1—c)e—1 1
u=0 =0 = c<n<ax q

n=i mod qutl
—1,¢)

X (i + (c = 1)z + p u)e (W)

x g(n, J,b,a, B+ pre=ils

En utilisant encore une autre fois la relation d’orthogonalité (2.22) et I’expression
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de G dans (2.20), on obtient

N ¢"—1¢""" —1¢* ! 4 (1-c)e—1 1
G(B,c) = Z Z ¥+ (e = e + p,u)
u=0 [=0 k=0 i=(1—c)e 4
((c=De+pl ik gl +k
Xe( 7 Tt G(5+W’c_1)

G T o1 gt 1 g (1—c)e—1

N
Y Y X i (- Vet )
=0 k=0

u=0 i=(l—c)e 4
((c—=1)e+ p)l ik I+ k
Xe( unrl _qu+1 G(6+W’C_1)

Dans la derniére somme de chaque quadruple somme, on effectue un change-
ment de compteur ¢ par i + (¢ — 1)e, on obtient

= 1 I+k
a Z Z Z Z q2ut2 G(B+ q'j:i,-l ,e—1)
x¢(i+u,u)e<((01)€+u)l (i(cl)z—:)k>'

qu—i-l qu+1

En utilisant l'expression de ¢ dans (2.21) et de Fy 4 dans (2.2), on obtient

G(B.c)=)_ iue (((C—l)e—l—,u)l N ((c—1)e)k _Eau>

qu unrl
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Ce qui donne

N ¢*t'-1 gl + k
|G(B,c)| < Z |G(B + Wac — | Fp,uc (k)|
u=0 k=0
N qu+171
I+ k
+Z |G(ﬂ+Wac_1HFb,u,s(k)‘,
u=0 k=0

or d’aprés I’hypothése de récurrence et le lemme 2.3, on obtient

IG(B,¢)| = |G(z, f,b,a, B, ¢,¢)|
N
< (log* ™D )2 =2 N (0 + 2)glog g

u=0

< (logZet g)zt =), [ ]

Théoréme 2.10. Soient ¢ > 2, fe FL, T eN*0<f<1letc= (Cn)n>0 une
suite d’entiers (T, 0)-presque périodique. Alors pour tout f € R et x > 2, on a

Hy(w, f,8,¢)= Y An)e(f(n+cn)+ Bn) < T(log*eIlH g)g?=naro,

llel|[<n<=

ot ||c|]| = max|¢;|, la constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante
Mg, 1.6 = min(l — 6, A, (f)).

Démonstration.

e En premier temps, on suppose que la suite ¢ est constante (¢, = ¢ € Z, pour
tout n € N). Le cas ¢ = 0 est traité dans le théoréme E. Soit alors ¢ € Z*,
posons £ = 1&. Il est clair que si f = ZZ: ag|n|x € F¥ et n+c > 0, alors

f(n+c¢) = f(n+e|c|) ce qui donne avec (2.14), (2.20), la remarque 2.8 i7)
et le lemme 2.9

H‘I(xv }Tvﬁvc) = Hq(CC, ]?7575|C|)
= G(thiaa aqllvﬁv‘c|a€) (224)
< (log?llell+4 gyg1=2a ()

et le lemme 2.7, nous permet de conclure.

e Soit maintenant ¢ = (¢,,)n>0 une suite T-périodique (en particulier (7',0)-
presque périodique). On note dans ce qui suit ¢; = (¢in)n>0 pour dire que
c’est la suite constante qui vaut ¢; sur N (¢, = ¢;, pour tout n € N). On peut
supposer sans perte de généralité que la suite ¢ est purement périodique, ce
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qui nous permet d’écrire avec la relation d’orthogonalité (2.22)

Hya, fBe)= S S Ame(f(n+c;) + fon)

0<i<T llel|<n<e

:% > 6(—;) > Amk<ﬁn+cg+gy+;m>
0L, l<T llc||<n<a
R

0<i,I<T

-
Hq(zvfaﬂ + T?ci)

< T max
0<i,I<T

< T(log?llel+4 gyg1=na.s0,

La derniére inégalité découle bien de la majoration (2.24).
Ce qui donne d’aprés le lemme 2.7

Hy(z, f,B,¢c) < T (log?1el4 )1 =410, (2.25)

e Finalement, on suppose que ¢ = (¢,)n>0 une suite d’entiers (T, #)-presque
périodique, alors il existe e = (e,) T-périodique vérifiant (1.1), on peut
supposer sans perte de généralité que ||c|| > ||e]|, alors on peut écrire

Hy(z, f,B¢) = Y An)e(f(n+en)+ fn)
[le[l<n<z
+ Y Ame(f(n+ca) + Bn)

llel|<n<e
cn#en

— Y Alme(f(n+en) + Bn).
llel|<n<@
cn#en

En majorant dans les deux derniéres sommes ’exponentielle par 1, on obtient

Hy(z, f,B,¢c) < Z An)e(f(n+e,) + Bn)| +2 Z A(n)

[le||l<n<z llel|<n<z
en#cn

< Hy(x,f,8,€)+2 > An)+0O(||c|)

n<ax
en#cn

< T(logQHcH"'4 x)x(lf)‘q(f)) + 27 log(x).

Il est & signaler que la derniére inégalité vient du fait que A(n) < logz (pour
n < z), la relation (1.1) et 'inégualité (2.25) qui traite le cas périodique. W

Remarque 2.11. 1l est a signaler que le théoréme 2.10 est en général non valable
dans le cas ou ¢ = (¢,) est une suite bornée quelconque. A titre d’illustration, on
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considére ¢ =4, f = %84 € F¥, B € Zet c=(c,) la suite définie par:

0 si s4(n) =0 mod 2,

cp =11 sisg(n)=1 mod2etn=0 mod 4,
—1 sinon.
Il est clair que pour tout n € N, on a s4(n + ¢,) = 0 mod 2, ce qui donne

fn+c¢,) € N, et par conséquent

>, Ame(flnten)+pn)= > Aln —“O<1ogx>

I<nLx 1<n<e

Il est & noter qu’on pourra améliorer ’estimation donnée par le théoréme 2.10
dans le cas ot f € F*( Fo.

Théoréme 2.12. Soient ¢ > 2, f € F*(Fo, TEN* 0< 0 <1 et c= (cn)n>0
une suite d’entiers (T, 0)-presque périodique. Alors pour tout BERetxr>2, 0na
Hy(z, f,B,¢) = Z A(n)e(f(n+ cn) + Bn) < T(log!®!+ z)g!=Mas0

llell<n<z

ot ||c|| = max |¢;| la constante implicite ne dépend que de ||c|| et g, la constante
Mg, .0 = min(l — 6, A;(f)).

Démonstration. Comme dans le théoréme 2.10, il suffit de montrer I’estimation
demandée dans ce théoréme dans le cas des suites constantes positives ou nulles.
Montrons ce théoréme par récurrence sur c.

Soit a = (ax)ogk<q une suite & valeurs dans R. Si f = Zo<k<q akl.lx €
FE (N Fo, alors la suite y(a,n, i) donnée par (2.1) est une suite constante et vaut

~v(a,n,i) = a1 — ao, pour tout n,i € N
ce qui donne pour ¢ € {£1} et expression de ¢ dans (2.21)
PY(w,u) = e(e(ar — ag) — eag_1u),

ce qui confirme que ¥ (w,u) est constante par rapport & w. Ce qui donne avec
(2.23) avec le choix de b=a et o = a4_1.

|G(/Bac)| = |H(I(x7.]?;ﬂac)‘

L z LIS T N !
ngTZ‘G(BJqu’CflﬂJFunH |G(5+quﬁa0*1)|
=07 1=0 u=0 1=0

< (log!l€l1+4 2) g1 =),

la derniére majoration est due & ’hypothése de récurrence. Finalement, le lemme 2.7
nous permet de conclure. |
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Dans la suite, on va étendre la notion de presque périodicité de la suite ¢ = (c,,)
dans le théoréme 2.10 & une autre classe de suites réguliéres.

Définition 2.13. Une suite ¢ = (¢,) a valeurs dans un ensemble fini A est dite
g—automatique 8’1l existe une suite d = (d,,) point fixe d’un morphisme o définie
sur un alphabet fini B de longueur constante qui vaut ¢ (i.e. pour tout b € B,
o(b) = b;, ...b;,, avec b;, € B) et une projection 7 : B — A telle que 7(d) = c.

Pour la notion d’automaticité, on peut consulter ([1]) ou ([8]).

Exemple 2.14. La suite de Thue-Morse ¢ = (¢,,), définie par ¢,, = so(n)(mod 2)
est une suite 2-automatique engendrée par le morphisme o définie sur {0,1} avec
7(0) = 01 et o(1) = 10, donc o3(0) = 011010, o®(0) = 011010011001 --- et
¢ =0 =limo"(0).

Il est & noter que la suite ¢ = (c,), définie par ¢, = s4(n)(mod ¢) est aussi
g—automatique engendrée par le morphisme o définie sur {0,1,--- ,¢ — 1} avec
0(0)=012---g—1, 0(1) = 12---(¢ — 1)0, et pour i € {0,1,--- , ¢ — 1} o(i) =
(i+1)---(¢g—1)0L---(i—1).

D’une maniére générale, on peut vérifier facilement que si ¢ est une base
entiére de numération alors la suite (|n|; mod ¢),>0 est g—automatique, pour
tout k > 1, ce qui nous permet de conclure que toute fonction digitale g(n) =
Zl<k<q bi|n|x € F telle que by € Z est g—automatique modulo g.

Notation 2.15. On note F° lensemble des fonctions digitales f(n) =
> 1<j<q 4jlnls, tels que les a; sont dans Z.

Une question naturelle qui se pose & savoir: Est ce que le théoréme 2.10
reste toujours vrai si la suite ¢ = (¢,,) appartient & une famille large de suite
g-automatique. Un pas dans cette direction est la proposition suivante

Proposition 2.16. Soient ¢ > 2, g € F* et f € F telle que f + %g € Ftoet
c = (cn) = (g(n) mod q). Alors pour tout B ER et x > 2, on a

H(z, f..e)= > Ame(f(n+cy)+ fn) < (logelH z)z1 =2,

llell<n<z

la constante implicite ne dépend que de ||c|| et g, la constante \y(f) est définie
dans (1.2).

Démonstration. Soit b = (bx)o<k<q €t [ =D o< <, bjlls-

H,(x, f.B,¢c) = Z A(n)e(f(n + ¢n) + Bn).

llell<n<z

En découpant la derniére somme suivant les entiers n tels que ¢, = ¢, pour 0 <
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¢ < @, on obtient

Hq(x,f,ﬁ,c): Z Z A(n n+c)—|—6n)

0<ce<q HCH<n<I

S Y AWe(fn+ )+ pn).

0<c<qg llell<n<z
g(n)=c mod ¢

Ce qui donne d’aprés la relation d’orthogonalité (2.22)

Hy(, f,B,c) Z > A <n+c)+ﬁn+(2]_cl>.

O<cl<q||c\|<n<w

Ce qui donne d’aprés les expressions de f(n + ¢) dans (2.14), T et V dans (2.15)
et (2.16) ainsi que P’expression de G dans (2.20)

Hyw F.80 =~ 3 Y Am)
0<c,l<q ||c]|<n<z
e((f+ TY(n) + Bn+T(b,n,c,1) — by_1V(n, ¢, 1) — ‘Z)

/—\_/

cl

e(— q) (z, f+ bbq 1,08,¢1).

Q| =

0<c,l<q

La derniére égalité vient du fait que f + % = f—l—% dés que g € F°. Finalement, ce
sont les lemmes 2.7 et 2.9 qui nous permettent de conclure le résultat attendu. W

2.3. Equirépartition modulo 1 de la suite (af(p + ¢p))pep

Une suite réelle (z,)nen est dite équirépartie modulo 1 si pour tout intervalle

[a,b] C [0,1]

Nl_lg_loo Nﬁ{n N; z, € [a,b]} =b—a

D’aprés le critére de Weyl, la suite (z,)nen est équirépartie modulo 1 si et
seulement si pour tout h € Z*

Z e(hxy,) = o(N).

n<N

Pour étudier I’équirépartition modulo 1 de la suite (af(p + ¢,))pep, nous em-
ploierons le lemme suivant qui est un corollaire presque immédiat du théoréme 2.10.
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Lemme 2.17. Soient ¢ >2,0< 60 < 1 et f € F*. Alors il existe o459 > 0 tel
que pour toute suite (T, 0)-presque périodique ¢ = (c,) & valeurs dans Z, pour tout
BERetxr>2, 0na

V)= > e(f(p+cp)+Bp) < T(log?lel*? z)o!~oase,

llell<p<=
p=k mod m

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q.

Démonstration. En utilisant la relation d’orthogonalité dans (2.22), on obtient

1 k
o= 3 e(fora)t (e e e).

Une intégration par partie standard (voir [18, Lemme 11, p. 1630]), on obtient

1

max
log x ||c||<t<z

(o) < > Alme (F(n+e)+ B+ Sn)| + v,

[lel|<n<t

ce qui donne d’aprés le théoréme 2.10 le résultat attendu pour le choix de oy r 9 =
min(%a )‘q(f)a 1- 9)

Lemme 2.18. Soient q > 2, g € F* et f € F telle que f + %g cFletc=(c,) =
(g(n) mod q). Alors pour tout S €R et x > 2, on a

T(x) = Z e(f(p+cp) +Pp) < T(10g2Hc||+3 )zl
llel|<p<=

p=k mod m

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et g, la constante o4,y = min(3, Ay(f))-
Démonstration. La méme preuve que celle du lemme 2.17 quitte & utiliser la

proposition 2.16 a la place du théoréme 2.10 utilisé dans le lemme 2.17. |

Soient k et m deux entiers premiers entre eux avec m > 2, on désigne par Py, ,,
Pensemble des nombres premiers p = k(m). |

Théoréme 2.19. Soient 0 < 0 < 1, k et m deux entiers premiers entre euz,

m = 2, ¢ = (¢,) une suite (T,0)-presque périodique & valeurs dans Z et f =
b

D o<k<q Wl-ls € F .

1) Sila suite ag,--- ,aq—1 est constante, alors la suite (af(p+cp))pep,.,, n'est
pas équirépartie modulo 1.
2) Sila suite ag,- - - ,aq—1 n'est pas constante, alors la suite (af(p+cp))pepy

est équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q.
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Démonstration. 1) Supposons que la suite (af(p + ¢p))pep, .. est équirépartie
modulo 1, alors d’aprés le critére de Weyl, on a

: S elaf(p+e) = oll),

m(z, k,m) llell<p<e

p=k mod m

et donc pour j suffisamment grand,

> e(af(p+cp)) = o(n(q’ k,m)).

a9 =14 |lel|<p<ql —|lel|
p=k mod m

Comme ag = -+ = aq_1 €t que j = L%J quand ¢/~ 1 +|[c|| < p < ¢ — |||l
alors

Y clanEEE))

log q

> e(af(p+cp))

a1t |lel|<p<al —|le|| @l = 1|lelI<p<al —|lel|
p=k mod m p=k(m)

e(aaog)(m(q’ — |el], k., m)
= (@™ + lell, k,m)) + 0(1)
= e(aao.j)(ﬂ-(qja kvm) - 7T(qj_17 kam)) + 0(1)

Comme e(aapj) # 0, on obtient

ﬂ—(qja kv m) — ﬂ—(qjilv ka m)
m(g, k,m)

=o(1),

une contradiction avec le théoréme des nombres premiers en progression arithmé-
tiques qui fournit

J _ Jj—1
lim m(¢?, k,m) , (g Jﬂ,m):l_l.
j—ro0 (g7, k,m) q

2) Si « est rationnel, alors la suite (of(p + ¢p))pep,. ., ne comporte qu'un
nombre fini de terme modulo 1 et n’est donc équirépartie modulo 1. Etant donné
a€R\Q et heZ* il est clair que haf € F¥, ce qui donne avec le lemme 2.17

Z e(haf(p+cp)) = o(n(x,k,m)) (heZ").

llel[<p<z
p=k mod m

C’est le critére de Weyl qui nous permet de conclure. |

On pourra établir un résultat analogue & celui du théoréme 2.19, dans le cas
o ¢ = (c¢,) est une suite définie dans la proposition 2.16 tout en utilisant le
lemme 2.18.
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Théoréme 2.20. Soient ¢ > 2, g € F°, f = D o<h<q k|-l € F’ete=(c,) =
(9(n) mod q).

1) Sila suite ag,--- ,aq—1 est constante, alors la suite (cf (p+cp))pep n'est pas
équirépartie modulo 1.
2) Si la suite ag,--- ,aq—1 nest constante, alors la suite (af(p + ¢p))pep est

équirépartie modulo 1 si et seulement si « € R\ Q.

2.4. Application au probléme ternaire de Goldbach

En 1937 Vinogradov [22] a donné une réponse compléte au probléme original
de Goldbach pour tout entier impair suffisamment grand sa méthode repose sur
I’estimation des sommes d’exponentielles de type Zpg ~ e(ap). Il montre que pour
tout A > 0 fixé

2
)= Y A = SN +0s (i )

ni4ngfnz=N

ol
6 = TI0 - -0 J0+ -1,
p|N ptN
11 est & signaler que si N est un entier impair suffisamment grand on a G(N) > 1.
Usant de la notation x pour désigner le triplet (z1,z2,23). Nous introduisons
pour ¢ = (cy,Co,c3) un triplet de suites (T3, 6;)—presque périodiques avec ¢; =
(cin) pour i € {1,2,3}.

T(Nv q, a,b,c) = Z A(nl)A(TLg)A(’rL3)
ni,ng,ng
nitngtng=N,n;tci,, >0
fi(ngtein;)=ai(b;),i€{1,2,3}

Pour bien étudier le comportement de r(N,q,a,b,c), nous introduisons la
notion d’entier caractéristique puis nous faisons appel 4 un lemme. Soit alors ¢ > 2
une base de numération entiére, nous introduisons la classe ]-';‘ des fonctions f de
la forme

f= Z ag|.lk, avec ag, -+ ,aq-1 €Z et (a1, -+ ,aq-1) = 1.
1<k<q

Dans [16], les auteurs ont introduit la notion d’entier caractéristique a savoir

Définition 2.21. Soient q,b > 2 et f € .7-";, on appelle entier caractéristique de
f,b et g et on note d = dy 4 le plus grand diviseur positif de (b,q — 1) tel que
pour tout n € N,

f(n) = f(1)sq(n) = f(I)n mod d. (2.26)
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Remarque 2.22.

i) La relation (2.26) est équivalente a
ar =ark modd (1<k<q).

ii) Il est a signaler que si (b,q-1)=1 alors d=1, la réciproque est fausse.

iii) Comme f € Ff, il est clair d’aprés i) que (f(1),d) = 1.

iv) Il est & noter d’aprés iii) que si d = dypq > 2, alors f(1) est inversible
modulo d.

Lemme 2.23. Soient 0 < 6 <1, q, b > 2, f € Ff, et d = dyyp 4 définie dans
(2.26). Alors il existe oppq > 0 tel que pour toute suite ¢ = (c,,) (T, 0)-presque
périodique o valeurs dans Z et pour tout B € R, j € J ={0< j <, g 1} et
T =2,

Z e (Zf(p +cp) + 5]9) < T(log?!llI+3 p)gpl=aron,

[lel|<p<=

La constante implicite ne dépend que de ||c|| et q, la constante o4 ¢ est donnée
par

o = min min o, min Og. 1
q,f,0,b q,Lf1,0° [N ey WA I
b . b b,q— (b,q—1)
Ga-nt " 1<r< g

(04,50 est définie dans le lemme 2.17).

Démonstration. On utilise la meme preuve faite dans [16, Proposition 5], quitte
a utiliser a chaque fois le lemme 2.17 qui remplace la [16, Proposition 4 |. |

Théoréme 2.24. Pour i € {1,2,3}, soient ¢;,b; deux entiers > 2, ainsi que f; €
}"; et ¢; = (cin) une suite (T3, 0;)-presque périodique. Si Uentier caractéristique
Ay, biqn =1 (défini en (2.26)), alors il existe Tq9 b > 0 tel que pour n > 2

r(N)

r(N,q,a,b,c) = + O(maXTi(logzmaIHCiH‘I‘E) N)N2Tatob)
b1b2b3

ot la constante implicite ne dépend que de ||ci|| et q, avec Tqfob =
Mili—1,23 0q;, £;.05,b; (Tqs.fi.0:.b: €St définie dans le lemme 2.23).

En particulier, il existe un entier Ny dépendant de f£,q, b et ¢ tel que tout
entier impair N > Ny s’écrit sous la forme

N =pi+p2+0ps avec fi(pi + cip,) = a;(b;) pour i € {1,2,3}.
ow les p; sont des nombres premiers > ||c;]|.

Démonstration. Il est & noter que Martin-Mauduit-Rivat [16] ont montré le
théoréme 2.24 pour le cas ot les ¢; sont nulles. Nous optons ici pour la méme vari-
ante utilisée dans leur démonstration, quitte a utiliser & chaque fois le lemme 2.23
a la place de la [16, Proposition 5]. [ |
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3. Théoréme de type Gelfond

L’objectif de cette partie est I’étude de quelques propriétés statistiques de ’ensem-
ble Uape,f = {p+cp:p>llcl], f(p+cp) =a mod b} ou f e Frfetc=(c,) est
une suite (T, 0)—presque périodique. Soit alors,

Uspe,f(@) ={n<x:n€Usper}
Uape,f(kym,z) ={p+cp € Usper(x) :p=k mod m}.

Pour étudier les ensembles U, pc r(x) et Ugpe, r(k, m,x), nous emploierons le
lemme suivant

Lemme 3.1 (Lemme chinois généralisé). Soient oy, 00 €Z, ny,-+- ,nt €
Z*. Le systéeme d’équations

= mod ng,

r=a mod ny,

admet une solution si, seulement si, o; = o; mod (n;,n;), pour tous i,j =
1,---,t. Dans ce cas, la solution est unique modulo ppcm(ng,i=1,--- t).
Théoréme 3.2. Soient b,q > 2, f € FF, d=dyqp Uentier caractéristique défini

dans (2.26) et ¢ = (c,) une suite (T, 9) -presque périodique, € = (e;) la suite asso-
ciée & ¢ vérifiant la relation (1.1). On pose inverse arithmétique de f(1) modulo
d sid>2. Alors, pour tousa € Z et x > 2

LI (T(log2”c“+3 x)xl"’q«f‘e«b) sid=1,
ﬁUabc f(x) = %Z 0<I<T ﬂ-(xavl,ppcm(Ta d))

(1,7)=1
l+e;=2a mod (T,d)
+0c,q <T(log2”c”+3 x)xl_"%fﬂ»b> sinon,

ol oq, 506 est défini dans le lemme 2.23 et vy est une solution du systéme de
congruences

v =10 modT,
{ )

vy =ar— e mod d.

Démonstration. Soit J ={0<j <b, 21}

ﬁUabcf Z Z <W]> :SI+S27

0<g<b ptep<T
p>|lel|

bz Z ( p—i—cp) aj)

Jj€J ptepsz
p>|lel|

avec
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et

Z Z ( p+c,,) aj).

j¢J ptepse
p>|lell

D’une part, d’aprés le lemme 2.23
S, < T(logQHC||+3 J?)$1_Jq‘f’9*b,

D’autre part, si j ¢ J, alors j = “Fb, 0 < u<d, donc

523 (

p+up<$ ou<d
p>|lel|

; (
b
p+ep<r o<u<d
p>llel]

Y Y (e -a)

ptep<e ou<d
p>|lell,cpFep

Y Y (St -a).

ptepszT ou<d
p>|lell,cpFep

fp+cp) —a))

Q.\ﬁ

fp+ep) —a))

&.\23

En majorant I’exponentielle par 1 dans les deux derniéres doubles sommes et en
utilisant la relation (1.1), on obtient

5= 3 5 Y (B0t -0) o6,

ptepse OLu<d
p>|lel|

Ce qui donne avec la relation (2.26)

> Y (UM +e)-a)+ 06", (3.2)

rtep<sz OKu<d
p>|le]|

e Sid=1, alors d’apreés la relation (3.2)

(x)

SQ = T + O(.’Ee)

e Supposons maintenant que d > 2, comme e est purement périodique, alors

€T+l = €, pour tous «, [ € N,
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ce qui donne avec la relation (3.2) et la relation d’orthogonalité (2.22),

S=3 > Y X e(5UHMp+ea)—a)+06")

0gI<T pte;<z Ou<d

S =

(I,T)=1 p=l mod T
p>|lell
d
6
=7 E E 14+ 0(z"),
0<I<T pte <
,T)=1 p=l mo

dT
f(1)(p+e)=a modd

comme d > 2, alors d’aprés la remarque 2.22, f(1) est inversible modulo d,
alors

d
So=73 > S 106"

oI<T psw
(1, 7)=1 p=l mod T
p=ar—e; mod d

Ce qui donne avec le lemme 3.1 et la définition de v; dans (3.1), le résultat
attendu. [ |

Proposition 3.3. Soient b,q > 2, 0 < 0 < 1, f € Fr, d = dyqp Uentier
caractéristique défini dans (2.26) tel que d > 2 et ¢ = (c,) une suite (T, 0)-presque
périodique, e = (e;) la suite associée a ¢ vérifiant la relation (1.1). On pose 14 =1
Vinverse arithmétique de f(1) modulo d. Si pour tout l: 0 <1 < T, (I,T) =1,
l+e #ar mod (d,T), alors

tUap.c.r(x) = O(z?).
Démonstration.

Uapre,f (%) CUade,r(®) ={p+cy <z:p>|lc]|, f(p+ec)=a modd}
={p+c<z:p>|c|, f(D)(p+¢)=a modd}

<
={p+e,<z:p>|c|l, p+c, =ar mod d}, (3.3)

or d’aprés les relations (1.1) et (2.26), on a
tUade,f(z) =t{p+ep <z :p>llell, p+e,=ar mod d} + O(a?)
=t{p+ep<z:p>|lell, p+e,=a mod d}+ O(z)
= tUa,dee.s(x) + O(a”). (3.4)

Comme

Ugdpe,f(z) C U {p+te<z:p>|el,
o<i<T

avecp=ar—e; moddetp=1 modT}. (3.5)
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11 est clair que sil + ¢; # ar mod (d,T), alors

H{p+tea<z:p=ar—e modd, p=1 mod T} =0, (3.6)
ce qui donne avec les relations (3.5) et (3.6)

tUs.de,r(x) < 7(T). (3.7

En employant I’écriture de U, q.c,7(2) dans (3.4) et les relations (3.3) et (3.7), il
vient

tUn b r(z) = O(z?). n

Dans la suite nous étudions I'équirépartition de la suite (ap)pic,ev, ., dés
quil existe I: 0 <1< T, tel que (I,T)=1etl+e =ar mod (d,T).

Théoréme 3.4. Soientb, ¢ >2,0<0<1,a€Z, f € }'qﬂ d = dyqp Uentier
caractéristique défini dans (2.26) et ¢ = (c,) une suite (T, 6)-presque périodique
et e = (e;) la suite associée & ¢ vérifiant la relation (1.1). On pose 1q =1 Uinverse
arithmétique de f(1) modulo d si d > 2 et 0 si d = 1. On suppose qu’il existe
0<I<T, tel que

(,T)=1letl+e =ar mod (d,T). (3.8)
Alors la suite (OP)pie,eU, 0, €5t €quirépartie modulo 1 si et seulement si v €
R\ Q.
Démonstration. Soient h € Z*, a € R\ Qet J ={0<j <b, % ¢4}

Z e(hap) = Z e(hap) + O(1) (3.9)

+cpeU. llell<p<=
P P @boef f(p+cp)=a mod b

1bfl j
52 > (b p-i-cp—a)-l-hap)—i—O(l)

=0 ||c|[<p<a

% S Y e (if(p +¢p) + hap)

JEJ |llell<p<ez

+%Z > (‘l’)f(p+cp)+hozp) +0(1).

J¢J |llell<p<z

N

D’aprés le lemme 2.23

1 .
gz Z e ‘Z)f(p+cp)+ho¢p> < (log?llel+3)t=oaron (3.10)

JEJT ||le||<p<z
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Maintenant, pour j ¢ J, alors j = “b avec 0 < u < d et d’aprés la relation (2.26),
il vient

U
Z (2f(p+cp)+hap> e(gf p+cp) +hap>
llell<p<= HCI|<p<x
e Ef )(p+ep) + hap)
d
|\C||<p<ﬂe
u
= Y e (GIW@+e) + hap)
llell<p<=
cpFep
u
+ Z e(af p+cp)+hozp).
llell<p<=
cpFep

En majorant 'exponentielle par 1 dans les deux derniéres sommes et en utilisant
la relation (1.1), on obtient

=y e<if@?+c¢)+hap) (3.11)

[lel[<p<z

= 3 (S50 +ep) + hap) +O(?).
d

llell<p<a

En décomposant la derniére somme dans (3.11) suivant les congruences a p modulo
T, puis en utilisant la relation d’orthogonalité (2.22), on obtient

Si= ) e (‘Zf(p+ cp) + hap)

llel|<p<z
uer f(1 U
= Y oMWy S (S5 + hap) + 0
0<I<T lle||<p<z
1, T)=1 p=l mod T
1 werf(1) Ik u k 0
=7 2 e(d -Z) X e(GF) +ha+ 2)p) + 06"
OSi<T, llel | <p<z
0<k<T

<<% 1Y eQZﬂm+ha+§m>44xﬁy (3.12)

o<i<T
8IS ||lell<p<a
0<k<T

Comme a € R\ Q, alors 4 f(1) + ha + % I’est aussi, or d’aprés le théoréme de

Vinogradov qui assure 'équirépartition de (ap)yep dés que a € R\ Q et le critére
de Weyl, on obtient

> e (G nat ) = ofn(o),

llell<p<=
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ce qui donne

3D e(§f<p+cp>+hap> < Y

i¢J |llell<p<z Jgd

gl S e((Zf(1)+ha+;i>p> =o(r(z)). (3.13)

0<u<d |||c||<p<Lz
Finalement, la condition (3.8) entraine, en vertu du théoréme 3.2

tUabe.r(x) ~m(x), (3.14)
ce qui donne avec (3.9), (3.10) et (3.13)

> e(hap) = o(Uapes(x)),

;D+cp€Ua1b,c,f

c’est le critére de Weyl qui nous permet de conclure. |

Théoréme 3.5. Soient bym,q > 2, f € f,;r, d = dyqp Uentier caractéristique
défini dans (2.26) et ¢ = (c,) une suite (T, 0)-presque périodique et e = (e;) la
suite associée & ¢ vérifiant la relation (1.1). On pose @ linverse arithmétique de
f(1) modulo d sid > 2. Alors, pour tous a,k €7 et x > 2

ﬁUa,th,f(ka m, JJ) =

Tr(z,;f,m) + Oc,q (T(log2||cH+3 ;L'):E170‘1=fv9*b> sid=1,
> ocier, am=1  m(x, v, ppem (T, d, m))
)

k=ai—e; mod (m,d
I+e;=ar mod (T,d)
I=k mod (m,T)

+0c.q (T(10g2lch+3 x)xlfaq,f,g,ﬂ sinon.

ol oq, 50 est défini dans le lemme 2.23 et vy est une solution du systéme de
congruences

vy =1 modT,
vy =ar—e mod d, (3.15)
vy =k mod m.

Démonstration. Soit J ={0<j <b, 21}

ﬂUa,byc,f(k,m,x) = % Z Z e (Wj) — Sl +SQ,

0<j<b ptep<z
p=k mod m
p>|lel|

avec

51:%2 Z e(f(P+gp)aj>

jeJ ptep<a
p=k mod m
p>|lel]
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et

52:%2 > e(f(p+§p)aj>.

j¢J  ptep<a
p=k mod m
p>|le||

D’une part, d’aprés le lemme 2.23
Sy < T(log2lel+3 g)pl=0ar00.

D’autre part, si j ¢ J, alors j = %b, 0 <u<d, donc

=3 ¥ ¥ e(jUera-a).
ptep<e  O0<u<d

p=k mod m
p>|lel]

Ce qui donne avec la relation (2.26)

522% Z > ( p+cp>—a))+0<1)

ptep< ou<d
p=k mod m

ARSI CUUEED)

ptepsz  Ou<ld
p=k mod m

5 2 Guoe e o)

ptep<z ou<d
p=k mod m

cpFep
1
+3 Z > ( p—l—cp)—a))-l-O(l).
ptep< ou<d
p=k modm
cp#ep

En majorant ’exponentielle par 1 dans les deux derniéres doubles sommes et en
utilisant la relation (1.1), on obtient

sgzé > Y c(GUe+e) - )+ 06 (3.16)

ptep<sz  Ou<d
p=k mod m

e Sid =1, alors d’aprés la relation (3.16)

Sy = 77T(x’f’m) +0(2).

e Supposons maintenant que d > 2, comme e est purement périodique, alors

€aT+l = €1, pour tous «, [ € N.
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En décomposant la somme dans (3.16) suivant les congruences a p modulo T', puis
en utilisant la relation d’orthogonalité (2.22), on obtient

S=3 Y Y Y e(5U00+a-a)+0u)
B A, 0Ses

p=k mod m

=— Z Z 14+ 0(2%)

ogi<T pte; <z
(1, 7)=1 p=l mod T
F(1)(p+e;)=a mod d
p=k mod m

d
=3 > > 1 +0(a2?).

=l ReW

o<i<T P
(1, T)=1 p=l mod T
p=ar—e; mod d
p=k mod m

Ce qui donne avec le lemme 3.1 et la définition de v; dans (3.15), le résultat
attendu. |
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