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Introduction.
Soit 1'équation différentielle linéaire

dny dn——]y ‘
(A) T T @) ==+ ...+ p(B)y =0
dans laquelle nous supposons que p,(%),..., p,(¢) désignent des fonc-
tions analytiques uniformes de la variable z, telles, que dans chaque
portion finie du plan des x il n’existe qu'un nombre fini de points sin-
guliers a, , a,;..., a,,... de ces fonctions, ce qui revient 4 dire que
lim |g,| = co

si le nombre des points singuliers est infini.

Soit ¥, , Y5+, ¥, un systéme fondamental d'intégrales, soit =, un
point quelconque, qui n'est point singulier pour aucune des fonctions p, (),
.+, P.(%) et soit enfin L une ligne fermée, continue, passant par le
point ,. Soit de plus P,(z—z,),..., B.(x —z,) un systéme d'élé-
ments des intégrales y,,...,#,. Si, en partant de ces éléments on fait
décrire & x le contour fermée L, les éléments P, (z—1,), ..., B.lx —2,)
éprouvent une substitution linéaire, c’est 4 dire on obtient, en revenant
au point #,, un nouveau systéme d'éléments P, (x—2,),..., P.(z—z,),
qui sont unis aux éléments primitifs par des relations de la forme

(1) B (T — L) = 0y By (T —2p) F oo+ F 0 P (T —2),  =1,2,0m)
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dans lesquelles a,,,...,a,, désignent des constantes par rapport & x.
Les constantes a,; , ..., a,, restent les mémes, si I'on transforme d’une
maniére continue, mais sans jamais passer par un point singulier, la ligne
L dans une autre ligne fermée, passant aussi par le point z,. On sait
de plus, que si l'on forme la fonction entiére et rationnelle du #*=° degré
d’une nouvelle quantité w

au —_ ala P a,,,
Aag Qg — @ Xan
(2)
a1 Aqo e Oy, — @

les coefficients de chaque puissance de w dans cette fonction sont des
invariants, c'est a dire non seulement qu'ils restent les mémes pour chaque
substitution donnée ou qu’ils ne varient pas si l'on transforme d'une ma-
niére continue le contour L dans un autre contour fermé, sans passer
par un point singulier, mais de méme qu'ils sont indépendants du change-
ment de substitution qui a lieu en prenant pour point de départ un autre
point x, et un autre systéme fondamental d'intégrales y,,...,¥,.'

On peut montrer que le probléme de représenter analytiquement les
invariants des substitutions qui correspondent a une ligne fermée L quel-
conque peut toujours étre reduit & celul de représenter les invariants des
substitutions correspondant & une autre ligne fermée, ne se coupant pas
elle-méme et située entiérement entre deux cercles dont le centre est a
l'origine des coordonnées, dont chacun passe par un point singulier et qui
enferment un anneau circulaire C, lequel ne contient pas de point sin-
gulier a son intérieur.

MM. HamBurGER® et PoINCARE® ont été les premiers a traiter ce

' Fuces. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verdnderlichen
Coefficienten. § 3. Journal fir Mathematik. Bd. 66.

* HamBurGER. Uber ein Princip zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger
Functionen ciner complexen Variabeln, insbesondere der Integrale linearer Differen-
tialgleichungen in der Umgebung singuldrer Punkte. Journal fir Mathematik.
Bd. 83.

* PoINCARE. Sur les groupes des dquations différentielles linéaires, page 211.
Ce journal, Tome 4.
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dernier probléme de représenter analytiquement les invariants qui corres-
pondent & une ligne L enfermée dans un anneau circulaire, C.

La méthode de M. HamBurcEr ne peut étre appliquée que si les
rayons des deux cercles limites de l'anneau circulaire considéré satisfont
h une certaine inégalité: de plus dans les séries au moyen desquelles M.
HaMBURGER exprime les invariants, entre la quantité x,, quoique les in-
variants eux-mémes en soient indépendants.’

M. Poincarg sg'est affranchi de la supposition comportant une restric-
tion & la généralité des résultats obtenus par M. HamBURGER. Mais en
examinant de plus prés les expressions obtenues par M. PoINCARE on voit
qu'elles dependent, non seulement comme les séries de M. HAMBURGER,
de la quantité arbitraire z,, mais encore d’'une autre quantité, qui est de
méme arbitraire dans certaines limites et dont les invariants sont indé-
pendants aussi bien que de x,. On obtient les expressions de M. Poix-
CARE en donnant & ces deux quantités arbitraires certaines valeurs parti-
culieres. ,

M. Fuces sest occupé de ce probléme? bien avant MM. HaMBURGER
et PomNCARE; mais son but parait avoir été plutét.de montrer que pour
chaque équation différentielle linéaire et homogéne dont les coefficients
sont des nombres donnés, il existe toujours certaines opérations, au moyen
desquelles on peut calculer la valeur numérique des invariants, que de
trouver des expressions qui établissent la dépendance des invariants d’une

! Je veux profiter de cette occasion pour faire ressortir la ecirconstance suivante,
qui parait ne pas avoir été remarquée jusqud présent: M, HAMBURGER dans le mé-
moire cité qui a paru en 1877, a trouvé dans les expressions qu'il donne pour les in-
variants toute une classe de séries, qui jouissent de la propriété de représenter des con-
stantes différentes daps différentes portions du plan. L’importance de séries pareilles au
point de vue de la théorie des fonctions ressort des mémoires suivants, qui ont paru posté-
rieurement 4 celui de M. HAMBURGER:

WeIERSTRASS. Zur Funciionenlehre. Monatsbericht der Konigl. Akademie
der Wissenschaften zu Berlin, August 1880.

Hermite. Sur quelques poinis de la théorte des fonciions. Acta Societatis
Scientiarum Fennicae. T. 12, Helsingfors 1881. Journal fiir Mathematik.
Bd, 91. Berlin 1831,

* Fucms. Uber die Darstellung der Functionen complexer Variabeln, ins-
besondere der Integrale linearer Differentialgleichungen. Journal fir Mathematik.
Bd. 75. Berlin 1873.
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équation différentielle linéaire de ses constantes au point de vue de la
théorie des fonctions. De plus la méthode de M. FucHs n’est applicable
que sous une restriction importante.

Dans son mémoire célébre dans le tome 66 du journal de Bor-
chardt,” M. Fucms a montré, quon peut toujours choisir un systéme
fondamental d'intégrales y,,...,y, de telle maniére que toutes les valeurs
de 9, m=1,2,...,n) & lintérieur de I'anneau circulaire C peuvent
étre exprimées par une expression analytique de la forme suivante:

(3) | fao(@) + fon(2) log @ + fua(e)(log ) + - .. + fun(w)(loga)")-

Dans cette expression les s, désignent des constantes par rapport & z et
Fuo(%) s Far(Z) 5 -+ oy fon(2) sont des séries procédant d’aprés les puissances
entiéres positives et négatives de z. C'est seulement dans un cas tres
spécial que M. Fucas a pu calculer les coefficients des différents termes
de ces séries: dans celui on les séries ne contiennent les puissances néga-
tives de z qu'en nombre fini. Mais dans le calcul des invariants il
suppose connus les coefficients des séries f,,(z), ..., fm.(%) toutes les
fois qu'on prend comme lorigine des coordonnées un point singulier de
Péquation différentielle et que le cercle limite intérieur de C se réduit &
ce point. La méthode ne peut donc étre appliquée méme au calcul
numérique des invariants que dans le cas ou toutes les intégrales de
Péquation différentielle ont la forme réguliére dans 'entourage de chaque
point singulier situé dans une portion finie du plan.

En démontrant qu’il existe toujours un systéme fondamental d’inté-
grales y, (m=1,2,...,n) tel que toutes les valeurs de y, correspon-
dant a un point a lintérieur de l'anneau circulaire C peuvent étre
représentées par des expressions de la forme (3), M. Fucms n'a point,
comme nous l'avons déja fait remarquer, résolu le probléme de former
réellement ces expressions. Pour le cas ou le cercle intérieur limitant
C se réduit a un senl point, la solution de ce probléme a été donnée
par M. Picarp.” Pour le cas géneral, on le cercle limite intérieur de
l'anneau circulaire ¢ a un rayon quelconque, on en trouvera la solution
compléte dans le § 1 du présent meémoire.

t Zur Theorie etc.
* Comptes rendus, mars 1879,
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Dans le § 2 je donne une expression des invariants, qui découle
des séries de M. PoINcARE, mais qui est libérée de la quantité arbitraire
superflue x,. Pourtant chaque terme de ces invariants contient encore
une certaine quantité positive, arbitraire entre deux limites données, dont
les invariants eux-mémes sont absolument indépendants.

Dans le § 3 je développe toute une classe d'expressions nouvelles,
qui sont toutes affranchies de la quantité arbitraire x,. En faisant la
méme restriction que M. HAMBURGER on retrouve parmi ces expressions
celle donnée par lui, seulement présentée sous une forme qui ne contient
plus la quantité arbitraire .

Supposons que les coefficients de l'équation différentielle proposée
solent des fonctions rationnelles de z, de maniére que l'on puisse I'écrire
sous la forme

dry , Py(z) d* 1y P.(2)
(B) da" + P (z)der—t 1 """ + p, w)y =0©

P(z)=(x—a)s,..., (x—ay”,

P(zx)=A,+ Ao+ ...+ 4, 2", @=1,..,n)

a, @y .oy 0, 4, v=1,2,...,n,¢g=0,1,...,p,) désignant des con-
stantes données et ¢,,¢,,..., g, étant des nombres entiers positifs.

Les invariants qui correspondent a une ligne L quelconque, peuvent,
du moins dans le cas ol I'équation différentielle est du 2™ ordre, étre
exprimés algébriquement au moyen des invariants correspondant a un
certain nombre de substitutions, que 'on obtient lorsque I'on suppose que
le contour fermé I ne circonscrit qu'un seul ou tout au plus deux points
singuliers.’ Dans le § 4 on raméne 'étude de ces derniers invariants &

! Voir Poimncarik, Les fonctions fuchsiennes et [arithmétique, Journal des
) que,

math. pures et appliquées, 4%°° série, tome 3. Quand le mémoire présent était
déja terminé l'auteur a eu connaissance d'une thise de M. Voer (Sur les invariants
Jondamentauw des équations différentielles linéaires du second ordre. Paris 1889)
dans laquelle ce théoréme de M. POINCARE se trouve exposé en détail. On y trouve
aussi des expressions analytiques pour les invariants d'une équation différentielle de 2me
ordre dont je me propose & un autre endroit de faire ressortir les rapports avec les ex-
pressions déj3 connues,
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celle des invariants déja traités dans les §§ 2 et 3 et il se trouve que ces
derniers invariants peuvent étre représentés par des expressions analytiques
absolument de méme forme que celles trouvées dans les paragraphes cités.

§ 1. Sur la représentation analytique des intégrales d’une équation
différentielle linéaire et homogéne dans Uintéricur d’un anneauw
circulaire qui n’embrasse aucun point singulier.

Considérons 'équation différentielle

dr 1y
dan—1

(A) Y p ()t (e =0
en faisant par rapport aux coefficients p,(z)...p,(x) les mémes suppo-
sitions que dans lintroduction, c'est a dire qu'ils sont des fonctions ana-
lytiques uniformes de la variable indépendante x n’ayant dans chaque
domaine fini de cette variable qu'un nombre fini de points singuliers.
Désignons par C lintérieur d’un anneau circulaire, dont les deux cercles
limites ont l'origine pour centre et passent par des points singuliers de
'équation différentielle (A), mais de maniére qu’aucun point singulier ne
soit contenu dans C méme.

Soit y une intégrale de I'équation différentielle A et posons
(1) 93:103'”7 |x]=10
Pour une valeur donnée de x & lintérieur de C la valeur correspondante
de y n'est point en général définie d’'une maniére univoque, car cette
valeur n'est pas en général fonction périodique de 4. Mais si nous fixons
d'une maniére arbitraire qu'un élément fonctionnel donné de lintégrale
y doit correspondre i une paire de valeurs données p,, 8, il n'y aura
plus rien d’indéterminé, et a chaque paire de valeurs données p, & a l'in-
téricur de C ne correspondra qu'une seule valeur de y.

Soit x, un point quelconque & lintérieur de C. Menons de l'origine
a z, une ligne droite et prenons sur cette ligne deux points z, et z,,
tous les deux appartenant & C et tels que lon ait
EARSEAL

(2)

Ty, = \/;x;’:
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On a

z, = x,€",
(3) —a

x, =z,
h étant une quantité positive

b= rlog2
(4) T2 gwl '

Désignons par X l'anneau circulaire, limité par deux cercles dont le
centre commun est & l'origine et dont les rayons sont égaux respective-
ment & |z,| et & |z,

Si T'on pose alors

(5) T =z,

Vanneau circulaire X dans le plan de x sera représenté dans le plan
de z par une bande K, située entre deux lignes droites paralléles, formant
un angle droit avec l'axe réel et coupant cet axe respectivement aux
distances 2 et — h de l'origine. A chaque point z & lintérieur ou a la
limite de K correspond une, et seulement une, paire de valeurs p, 8, dé-
terminant un point x & lintérieur ou & la limite de X. Et réciproque-
ment & chaque paire de valeurs p,#8, définissant un point & l'intérieur ou
a la limite de x, correspond un seul point z & lintérieur ou a la li-
mite de K.

Introduisons maintenant une nouvelle variable ¢, définie par I'équation

eiaz —_1

(6) t = giaz + 1
ou la constante a est définie par I'équation
(6) ah =3

A la bande K dans le plan de z correspond dans le plan de ¢ un cercle
H qui a pour centre lorigine et pour rayon l'unité. Au point infini-
ment éloigné ol les deux lignes paralléles, qui limitent la bande K, se
coupent au-dessus de l'axe des w, correspond le point { = — 1, et au
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point d’intersection de ces deux lignes au-dessous de l'axe des z corres-
pond le point ¢ = 4 1. Au point 2z = o correspond le point ¢ = 0.’
En éliminant 2 des équations (5) et (6) on trouve

(7) b=

2
(7) v =a,(7 )"

A Taide de cette relation, I'anneau circulaire X dans le plan de z est
représenté conformément sur le cercle H dans le plan de ¢, de maniére
qu'a chaque paire de valeurs p, &, définissant un point z & lintérieur
u a la limite de X, ne correspond qu'un seul point z a lintérieur
ou & la limite de H, et réciproquement, 4 chaque point ¢ a l'intérieur
ou a la limite de H, a l'exception seulement des deux points { = — 1,
t = 4 1, ne correspond qu'une seule paire de valeurs p, &, définissant
un point & lintérieur ou a la limite de X. A la paire de valeurs p, , ¢,
définissant le point x,, correspond le point ¢ = o.

Soit maintenant f(z) une fonction analytique, qui se comporte ré-

guliérement partout a l'intérieur de X. Si l'on pose

f(z) = f(xo(i - f);> = F(t)

en fixant 1'élément de f(«) qui doit correspondre & p, , 8, (x, = p,e”) F(t)
représentera une fonction réguliére et uniforme & lintérieur de H, et
pourra par conséquent étre développée en une série procédant suivant les
puissances entiéres et positives de ¢, et convergente a lintérieur de H.

[}

1 (lette substitution a été employé par M. PoiNCARE dans le probléme des trois
corps de la méecanique (Comptes rendus, 27 février 1882) ainsi que dans le calcul des
invariants d’une &quation différentielle linéaire et homogine (Sur les groupes des équations
linéaires. Ce journal, T. 4, page 211), Cf. § 2 de ce mémoire.
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On a par conséquent

=
N 1 Bk
()"
ou
_ﬂj
o5~

(?—)211 4
mo

est une série entiére qui pour chaque paire de valeurs p, & définissant un
point z & Vintérieur de X donne la valeur correspondante de f(x). Les
coefficients des différentes puissances de

dans cette expression peuvent étre obtenus sans difficulté si l'on con-
nait les coefficients de 1'élément fonctionnel de f(x) qui correspond a
Por 8, (&=, = p,e™). Désignons en effet par P& — x,) cet élément.
On a alors dans le voisinage immédiat du point z, défini par ces va-
leurs p,, 9,

f(@) = P& — z,),

d’ou il suit, pour le voisinage immédiat du point ¢ = o,

o= (= (297 —])

Cette série étant uniformément convergente dans le voisinage immédiat
de { = o, on peut, d’aprés un théoréme de M. WEIERSTRASS,' la trans-

' voir page 73 dans Zur Functionenlehre. Abhandlungen aus der Functio-
nenlehre. Berlin 1886,

Acta mathematica., 15. Imprimé le 3 mai 1890, 2
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former en une série procédant d’aprés les puissances entiéres positives de
t et convergente dans le voisinage immédiat de ¢ = o. Cette série doit
évidemment étre identique & la série P(¢) dont nous venons de démontrer
I'existence et qui est convergente pour toutes les valeurs de ¢ telles que
|| < 1. Les coefficients de P(t) peuvent donc étre exprimés d'une ma-
niére simple & 'aide des coefficients de la série P(z — z,).

Dans le cas que nous considérons f(z) est une intégrale de 1'équa-
tion différentielle (A) et les coefficients de P(x — xz,) sont donc donnés
immédiatement en fonctions des constantes de cette équation différentielle.
Ecrivons cette équation de la maniére suivante:

(8) o(w) Y+ P (2) e .._‘11’ + ...+ Pu(z)y =

On a alors
aty QU (PP ... P d Ty n G¢*P (PP ... PY) d"—"y n
dzn-f-v = Pv+1 dxﬂ——l Pv-}-l dzn—ﬂ M

(9)

n G (PP ... PY)dy n G (PP ... PY)
o E;+1 dz PV+1

Les symboles G représentent des fonctions entiéres de dimension (v + 1)
des fonctions P, P,,..., P, et des dérivées de ces fonctions jusqu'a
l'ordre ». Il est & remarquer que les coefficients de G sont des nombres
entiers,

Choisissons maintenant un systéme fondamental d’intégralesy,,...,,
de telle manicre, qu'a la paire de valeurs p, , 8,(z, = p,€™) correspondent

dn—-m UYm
dzu—m

= 1.

'
(r0) A —0, vZun—m,y<n—1;

On a alors dans le voisinage immédiat du point z, défini par la paire
de valeurs p,, 4,

— g \om hd — o \ntv
(1) Yn = (ﬁ——j)—-— + Z ot (x fﬁ}_;b_‘_%_);_ (m=1,,...,m)

,n
yv=0

les coefficients ¢}t*(x,) dans cette équation étant définis par 'équation
(9), lorsque 'on pose daps cette derniére z = x, et qu'on prend en con-
sidération l'équation (10).
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Si l'on pose dans I'équation (11)

?_lf
t\ ®
m—xo=xo[<%{——t) —1]

et que l'on développe le cé6té droit de cette équation en séries P,(?)
procédant d’aprés les puissances croissantes de ¢, et convergentes pour
‘toutes les valeurs de ¢ telles que |£| < 1, ces séries représenteront des
intégrales de l'équation différentielle (A), si l'on introduit dans cette der-
niére la yariable indépendante ¢ au lieu de z.

Soit v,(¢),...,v,(f) un systéme fondamental d'intégrales de 1'équation
différentielle transformée, défini par les conditions su_ivantes

(12) %:%’3=0, pZn—m,y <n—r1; %’%: 1 pour ¢ ==o.
On aura alors

fn—m hed iy
(13) VU (2) =m=w 2¢Z+”-|n vt (m=1,2, e )

y=0

ainsi que
(x4) Po(t) = Ciat(£) + an03(t) + + - + Cunta(t): et

Pour obtenir les constantes

m=1,2,...,0
:'+v et crm <r=1,2,...,n>
v=0,1,2,...

nous introduisons les notations suivantes. On a

?ﬁ
I 4 £\=
<I—t> 1

o (hg), = 1 et (hg), (» = 1,2, 3,...) désigne une fonction entiére ra-

q

(15) = (£-)"{(), + ()t + -}

tionnelle de %’:— et de q de degré v par rapport & chacune de ces deux

quantités et dont les coefficients sont des nombres rationnels. On a de
plus [og], = o aussi bien que [A0], = 0. Nous fixons de méme que

(16) [7g), =0 pour p = — 1, —2,—3,....
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En égalant les coefficients des mémes puissances de ¢ du coté droit et
du coté gauche de l'équation (14) on obtient pour les constantes c,,
I'expression suivante

‘n

4h n—m e .
(x7) b =la—m = (b, 1 — m]a, (;%) i)

d’ou il suit

( ) =(%x0>n m’ Com = O si r>m,
18 0

Can =1, € =0, Sl r < m.

Les coefficients ¢ peuvent & leur tour étre exprimés en fonctions des
coefficients ¢ a l'aide des formules de récursion:

Ol B
...+-n—m[h n-—m]o—I:;_Lu)
(1o =Pr e () T S (B ) Do 10 5 el
b () = B
-+ <4£cvo>m (a,n 4], ‘”f" v(*) (o)

lesquelles deviennent pour m == n:

n+v(m°) 4h ?ﬂ(wo) n+1 ¢::+1(a’0)
‘%_H__( z,) b, n], ST et (Ba,) ot 11 gy e

(20)

4h \"t (=)
o (Exo) (%, n+»]o it : . ¥=0,1,2,...)
Nous avons donc complétement résolu le probléme que nous nous sommes

proposé¢ au commencement de ce paragraphe. Nous avons démontré
en effet:
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que les expressions du cité droit des équations

— =t Tn—-l — =i _‘n+v i

n @ >2h ™ (m )‘2h
! —) — 1 n4v —] —1
(21) yu(@) = Y ¢ I (a:‘, + P 7(=,) | \a,
" ) n—2 = v+ i
xz \ 2 e \ 24
y=0

mo
(m=1,2,..,n)

représentent & Uintérieur de Uanneaw circulaire X um systéme fondamental
d'intégrales de Uéquation différentielle (A). Ces expressions représentent les
valeurs des intégrales pour chaque paire de waleurs p, & (x = pe), qui
correspondent ¢ un point ¢ Uintérieur de Uanneau circulaire considéré. Pour
z=u, e & =49, les relations (10) ont liew. Les constantes c,, sont dé-
finies par les formules (17) et les coefficients ¢y (x,) par les formules de
recursion (19), dans lesquelles les expressions ¢(x,) sont données en fonc-
tions des constantes de Uéquation différentielle considérée.

Vu que y,,...,y, forment un systéme fondamental d'intégrales et
que chaque intégrale de (A) doit pouvoir étre exprimée en fonction ho-
mogéne linéaire & coefficients constants de v,,...,y,, on obtient donc par
la une expression semblable qui donne la valeur de chaque intégrale
pour une paire quelconque de valeurs p,# correspondant & un point &
I'intérieur de X. Toutes les quantités indépendantes de = dans cette ex-
pression sont des fonctions analytiques des coefficients de ’équation diffé-
rentielle proposée, du point x, choisi arbitrairement & lintérieur de X
et de la quantité positive 2k, le logarithme naturel du rapport des rayons
des deux cercles qui limitent 'anneau circulaire X. Cet anneau se confond
avec C si l'on donne & % sa plus grande valeur h,, en prenant z, sur le
cercle limite extérieur, et #, sur le cercle limite intérieur de C.

Les coefficients des différentes puissances de

’ bl » 3 1\ h
dans Dléquation (21) sont des fonctions rationnelles et entiéres de =
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Si I'équation différentielle (A) a la forme (B) de l'introduction, tous
ces coefficients sont de plus, par suite de 1’équation (g), des fonctions:
rationnelles et entiéres des coefficients 4, (r=1,2,.,8;¢=0,1,..,9)
et des fonctions rationnelles de xz, et des zéros de P,(z). Les coefficients
de ces fonctions sont des nombres entiers. On peut ainsi transformer
(21) en une série qui procéde selon les puissances entiéres et positives des
quantités 4, et de ¢ et qui est convergente pour tous les systémes de
valeurs finies 4,, et pour |¢| < 1. 7

Les intégrales y,,...,y,, considérées comme fonctions de la variable
auxiliére ¢, ont des propriétés qu'il est bien de remarquer.

On a

- I n— - ¢“+y(zo) n+y =
(22) ym(w) = Pm(t) = Z;Chn l—mt 2 + -l_l‘n-i-—vt + (m=1,2,...,n) |

yv=0

La série du coté droit de cette équation qui procéde suivant les puis-
sances entiéres et positives de ¢ est convergente comme nous savons pour
toutes les valeurs de ¢ pour lesquelles on a |¢| < 1.

Lorsque x se trouve dans le voisinage immédiat du point z, defini
par les valeurs p,, &, on a

y,,,(sc) = SB,"(.’D —_ :1:0) = Pm(t); (m=1,2,..,n)
et lorsque z se trouve dans le voisinage du point z,, définie par les
valeurs p,, # -+ 27, on a également

ym(m) = s—Bm(x _ xo) = ?m(t)'

Quand # passe du point z, défini par p,,8, au point z, défini par
Py 8, + 27w, t se transforme en # et I'on a par suite de 'équation (7)

_=
K=¢e *.

I -
’

tl
2 STy

t—1

Vu que la série P,(¢) est convergente pour toutes les valeurs de ¢
pour lesquelles |¢| < 1, on doit avoir

P.(t) = B,.(¢).

! Voir page 21.
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Mais il suit des formules (14) et (17) que les fonctions P, (t) (m=1, 2,...,n)
représentent un systéme fondamental d'intégrales de I'équation différen-
tielle transformée en ¢ par la substitution (7). Le systéme d'intégrales
P.(t) de cette équation différentielle en ¢ peut donc étre exprimé en
fonctions linéajres & coefficients constants des P, () (m =1, 2,...,n).
On a donc le résultat suivant:

Si |¢| <1 et que Von applique la substitution (23) on a
P, (t) = Cp . P(¢) + ... + C. P(2). (m=1,2,...,)
Les quantités Cy,, ..., C,, sont des constantes indépendantes de t.

On peut énoncer de méme que si le second terme de I'équation
différentielle (A) est égal a zéro les constantes C,y,..., C,, sont assujet-
ties 4 la condition suivante

>+ 0yC...0, =11

La propriété que nous avons obtenu pour les fonctions P,(z),..., P.(x)
est tout & fait analogue a celle qui caractérise les fonctlons nommees
par M. POINCARE fonctions zétafuchsiennes.

§ 2. Une premiére méthode de représenter les invariants d’une
substitution qui correspond a une ligne fermée qui embrasse les
mémes points singuliers que Uanneaw circulaire C.

Soit' comme dans le paragraphe précédent v,(?),...,v,(¢) un systéme
fondamental d'intégrales de I'équation différentielle (A) transformée en ¢,
définies par les conditions que, pour ¢ = o, on ait

. o _ o vER—m
ar — y<n_1’ dgn—m

et qui, par conséquent, peuvent étre représentées par les séries suivantes

’ n—m ity
\2> 'Um( ) ln —m + 2: ¢n+u |n Y (m=1,2,..,n)

! Voir PoNCARE, Sur les groupes etc., pag. 202,
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procédant selon les puissances entiéres et positives de ¢ et convergentes
pour toutes les valeurs de ¢, pour lesquelles |¢| < 1. Les coefficients
wr(z,) dans ces séries sont définis par les formules de recursion (19)
du paragraphe précédent.
Le coté droit de I'équation

(3) zm(x) =Vl — (m=1,2,...,%)

pour
£ = Py =140, (= pe’ , x, = poe'ﬂ")

nous fournit donc une expression qui permet de calculer les intégrales
d'un systéme fondamental®' qui correspondent a un point quelconque =,
situé & l'intérieur de I'anneau circulaire X limité par deux cercles dont
le centre commun est situé en z=o0 et dont les rayons sont égaux respec-
tivement & |, | et & |x )

Posons maintenant

-

. drv,. ()

(4) | Vi (1) = —gzi>
xi
2 27\ 2h 2
- O
(5) to = L) = = = .
xoe:':ri 2h e h + 1
()"

En posant de plus comme au paragraphe précédent

Y +1 —§t+x
() F—1 ¢ =1’

! Il résulte immédiatement de la formule (14) du paragraphe précédent que z,(z),
..., 2(®) forment un systtme fondamental d’intégrales.
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on a, comme on sassure facilement,

(7) U (8) = Vpa (£0) 01 (8) F 000 () 0a(2) + + o + Vpn(86) 0, (8).  m=1,2,ym

Soit maintenant P, (x — =z,), ..., B,(* — z,) les éléments des fonctions
2,(x),...,2,(2) qui correspondent au point x, et & la paire de valeurs
Po> 3,- Lorsque la variable x décrit un contour fermé L, qui ne se
coupe pas lui-méme et qui embrasse les mémes points singuliers que
Panneau circulaire C, ces éléments subissent une substitution linéaire

vu(t) v1a(t) + oo 03()

(8) g U (fe)  aa(t) « -+ Vau(ty)

Oullo)  Vn(de) - .. 'Unu(to)

Nous obtenons donc pour les coefficients de cette substitution les expres-
sions suivantes

_= Aty

ud I e B — 1
(9) Oy = 1)m)L(tO) = kml +z S[);_H(ﬁo),x + v _7_13

v=0 e h + I
ou l'on a

kn = O pour A < m mais
. n? N\ A—m
(10 I T
) by = IT—_—m e——,rz——l- pour A > m.
* e * 41

La quantité A qui entre dans I'équation (9) est une quantité positive,
laquelle, le point x, étant fixé, peut étre choisie arbitrairement, pourvu
pourtant que sa valeur ne dépasse pas celle que le membre droit de
l'équation (4) au § 1 obtient, lorsque I'un des deux points z;, ou =z, est
situé sur un cercle limite de C, tandis que I'autre de ces deux points
est situé sur P'autre cercle limite ou & lintérieur de C;

Si en désignant par p, et p, les rayons des deux cercles limites de C
(0, < py) Von pose x, = p,, x, = p,, et par conséquent x, = \Jp,p,, ON 0b-
tient les expressions des coefficients de substitution données par M. POINCARE.’

! Voir POINCARE, Sur les groupes ete., pag. 211.
Acta mathematica, 15, Imprimé le 3 mai 1890, 3
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Soit #, un point quelconque, appartenant & un anneau circulaire X,
concentrique & l'anneau C et situé 4 l'intérieur de ce dernier.
Les séries

V() (3=3:2%)
de méme que les séries
(11) V() = Z¥i(2)85 oty

qui représentent les coefficients des différentes puissances de w dans

vu(t) —o v(t) .. vL(E)
vay (1) Vp(t) — @ ... vy,(F)

(—-I)n. . . o e o -

v, () Va(t) .. v,(l)— o

0" + V(). 0" 4 .o+ Vo (£).0 + Vi(t)

(12)

sont convergentes pour toutes les valeurs de ¢, pour lesquelles |#|<1.
Les fonctions

() i)
m(xo) i::;: T 5,':.':)

sont formées par l'addition et par la multiplication des coefficients de
I'équation différentielle (A) p,(z,),...,P.(%,), des dérivées de ces coeffi-

cients, de z,, de % et de certains mombres rationnels (voir formule (19)

du paragraphe précédent). Si par conséquent p,(z,), ..., p,(%,) sont repré-
sentés a lintérieur de C par des séries procédant selon les puissances
entiéres positives et négatives de z,, on obtiendra aussi ¢5(w,) et ¥(x,)
exprimées sous la méme forme.

Soit maintenant k, la limite supérieure de % lorsque =, varie &
l'intérieur et sur la limite de X ; prenons

o< h <h<h,
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et posons

=
r—e M
‘Rl = —13,
I4e¢ M
_=
I—e 7
R = —
1+e¢ ?

On a alors

1>R >R>o.

Si Ton fait alors parcourir &4 z, tous les points & l'intérieur et sur la
limite de X, et si l'on donne & ¢ toutes les valeurs pour lesquelles
|¢| < R,, il existe une limite supérieure que les modules des coefficients
de l'équation différentielle (A), transformée en ¢, ne peuvent jamais dé-
passer. De cette circonstance, ainsi que de la procédure employée par
WEIERSTRASS ' ainsi que par Brior et BouQuEr? pour démontrer la con-
vergence des séries

v,,,(t), (m=1,2,...,7)

il résulte immédiatement que les séries
A=1,2,..,
vml(t) (m=1,2,...,;)

ainsi que les séries
-V#(t) (1r=1,2,...,n)

considérées comme fonctions de z, aussi bien que de ¢, sont uniformément
convergentes dans le domaine X, et |¢| < R.
De cette derniére circonstance résulte que les séries

A
ot

(9) A = Om(f) = ki + z_: ¢Z+”(xo)l‘[+—u : (323500

! WeiersTRASS, Uber die Theorie der analytischen Facultiten. Journal fir Ma-
thematik, Bd. 51, pag. 43, et SopHIE KoWALEVSKL, Zur Theorie der partiellen Diffe-
rentialgleichungen. Hinlettung. - Journal fur Mathematik, Bd. 30,

* BrioT et BouQuer. Recherches sur les propriélés des fonctions définies par des
équations différentielles. Deuxidme mémoire. Journal de 1'école polytechnique.
Cahier 36 (Tome 21), page 133 sqq.
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et

Il

uo
(13) V.(%) v§o & ()15, (1=1,2, .00 )
les quantités h et ¢, étant des constantes données, sont uniformément con-
vergentes pour toutes les valeurs de z, appartenant au domaine X,.

Les séries (9) et (13) peuvent done, en vertu d'un théoréme de M.
WEIERsTRASS,! étre transformées en séries procédant selon les puissances
positives et négatives de x, et convergentes dans le domaine X .

Les séries

Vﬂ(tO) (p=1,2,..,n)

sont les invariants cherchés pour I'anneau circulaire C. Ils sont indé-
pendants de x, et si I'on pose par conséquent

l=+ao
(14) P (x,) =AZ_ . xhy (1=1,2, 00 %)
chacune des quantités
o =—1,-9,—3, ...
(15) Z ¥t (};,é:...‘f; 3)
doit étre égale a zéro et l'on doit avoir
(16) I’,‘(to) = Eo Il";o . t;- (=1,2, ..., 1)

Cette formule nous donne l'une des expressions, que nous nous
sommes proposé¢ de déduire pour les invariants. Elle ne contient plus
x,, comme le fait l'expression donnée par M. POINCARE, mais elle con-
tient encore la quantité positive arbitraire k, dont la valeur de l'in-
variant est indépendante. Les coefficients ¥%, (u=1,2,...,n,v=0,1,2,...)

. . h .
sont des fonctions rationnelles de —» et pour #, on a I'expression

4

2

P .
o T_=
e P+ 1

! WEIERSTRASS, Zur Functionenlehre. Abhandlungen aus der Functionen-
lehre. Berlin 1886. Pag. 73.
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La quantité b est positive et comprise entre les limites
Uloghs !
(17) 0 <h=zloglt,

2 designant le rayon du cercle limite intérieur et p, le rayon du cercle
limite extérieur de C.

Supposons que les coefficients de I'équation différentielle (A) soient
des fonctions rationnelles de z, de maniére que cette équation puisse s'écrire
sous la forme (voir lintroduction)

dy | P(z)d"'y | P(x)d?y Py(w)
(B) da» + P () dom—? + P () dar—2 +.o. Po(az)y =9
ou
Pa) = (0 a)0(o — @) (s — g
et

P(g) = A+ Apuw + Aps® ... + A, 2™, cotteam

Supposons de plus que les coefficients ¢pt"(z,) (m=1,2,...,n,
y=0,1,2,...) dans les expressions (9, § 1) des coefficients de substitution
soient exprimées explicitement en fonctions de Py(z),..., P.(z) et de
leurs dérivées. Les fonctions ¢%"(x,) sont alors des fonctions rationnelles
de %, a,,...,a, et des fonctions entiéres rationnelles de 4,, (r=1, 2,...,n,

g=0,1,2,...,p,) et du quotient % Tous les coefficients de ces fonc-

tions sont des nombres entiers.

Si on calcule les coefficients ¥ (z,) (u=1,2,...,n,v=0,1,2,...)
dans les expressions (13) qui représentent les invariants substitutionnels,
ces coefficients seront aussi des fonctions rationnelles de z,,4,,...,a, et

. . . . - h
des fonctions entiéres rationnelles de 4,, et de a’:_i’ dans lesquelles les

coefficients seront des nombres entiers.

Il n’est point difficile de montrer, que les séries (9) et (16) sont
uniformément convergentes dans chaque domaine fini des quantités 4,
(r=1,2,...,m,q=0,1,...,p,); ces séries peuvent donc étre ordonnées
selon les puissances entiéres et positives de la variable ¢, et de ces quan-

! voir la formule (5) du § I.
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tités A,, et elles restent convergentes pour tous les systémes de valeurs
finies des 4,,.' Les coefficients des différentes puissances de #, et des 4,,
dans les coefficients substitutionnels sont des fonctions rationnelles de

. . . h .
Ty, ay,...,a, et des fonctions entiéres rationnelles de — et dans les in-
variants ce sont des fonctions rationnelles de a,,...,a, et des fonctions
. h
entiéres de —.
e

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Soit X un anneau circulaire dans le plan de x, ayant Uorigine pour
centre et ne contenant dans sow intérieur aucun point singulier de Uéqua-
tion différentielle (B).

Les invariants substitutionnels powr chaque substitution que I'on obiient
en faisant parcowrir & la variable indépendante x un parcours fermé, me se
coupant pas soi-méme et embrassant les mémes points singuliers que Uanneaw
circulaire X, peuvent étre représentés towjours sous la forme de séries procé-
dant selon les puissances entiéres et positives des coefficients

=1,9, ...,
Arq ;=0, 1, ,;r
et de la quantité
_z
e »—1
to = <] ’
e " 41

b signifiant une quantité positive arbitraire, contenue entre les limites (17).
Ces séries sont convergentes pour tous les systémes de valeurs finies des
quantités A,,. Les coefficients de ces séries sont des fonctions rationnelles

des quantités a ,...,a, et des fonctions entiéres rationnelles de % dont les

coefficients sont des mombres entiers. Les invariants, dont les valeurs sont
représentées par les sommes de ces séries, sont indépendants du choix de
la quantité arbitraire h, pourvu que cette dermiére soit prise entre les limites
fixées.

* voir POINCARE. Sur les groupes etc., § 3.
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§ 3. Une seconde maniére de représenter les invariants d’une sub-

stitution qui correspond a wun parcours fermé embrassant les
mémes points singuliers que Panneaw circulaire C.

Soit #, un point quelconque & lintérieur de C et introduisons dans
I'équation différentielle (A) au lieu de la variable indépendante x une
autre variable 7, définie par 1'équation

(1) % = w,e.

Désignons de plus par u/(r,x,),...,u,(z,2,) un systéme fondamental
d’'intégrales de l'équation différentielle transformée, défini par les condi-
tions que pour 7= 0 on ait

d'u. dn—my
(2) df"”=o, yvZn—m, v <n—I; mdﬁ~mm=

Dans le voisinage de 7= o ces intégrales sont représentées par des séries
de la forme

n+4y ™+
(3) um(T ’ %) + ZJ{ + (sv 'n 5 (m=1,2,..,n)
Les coefficients yp+'( o) (m=1,2,...,m,y=0,1,2,...) peuvent

étre obtenus de la méme maniére que les coeﬁiclents ot (z,) dans le
§ 1. On obtient aussi des formules de récursion absolument analogues
& celles que nous avons obtenu (19) § 1:

n—1I P+ A n—2 :-H( 5)
= e e Il
n_m Zm ()
'+'n——m [n_m]° |n+u

4
\4) — [nln——]:n+v +xo [n] ?m + xm+l [”'I" l]y__ sTm -f_wl) +

n+4y—1 (w )
Q

m+y— m+v m (wo)
gt [n+yv— I]1|n+y_1+m0+'[”+”]°Tn+u

m=1,2, ...,n)
v=0,1,2,...
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Dans ces formules [¢], (?==0,1,2,...) désigne une constante définie
par l'équation

(5) (¢ —1)* = w{[q]), + [o]y2 + [2]" + ...}

On a par conséquent:
(6) (¢, =1 et [o], =0, 0=0,1,2,..)

Nous poserons de plus

(7) [¢} =0 pour y=—1,—2,..

Le symbole ¢;t(z,) (m=1,2,...,n,vy=0,1,2,...) désigne l'expres-
. drtv . e . .
sion de E;H—Zf que l'on obtient en différentiant (A), en posant ensuite

x =2, et en ayant égard aux équations (10) du § 1. Le rayon de
convergence des séries (3) peut étre obtenu de la maniére suivante. On
prend sur la ligne droite qui unit le point z = o avec le point z =z,
deux points z’ et z",|z’| <|x”|, de maniére que l'une de ces deux
points au moins soit situé sur la limite, et I'autre a lintérieur ou a la
limite de C, et que l'on ait en plus

(8) Ty = \Jz'z" .

Le rayon de convergence des séries (3) est

I x’

(9) W= > log;,—.
Il est & remarquer aussi que le rayon de convergence de ces séries reste
égal & I, si Lon introduit partout z,e” & la place de z,, 8 désignant
une quantité réelle quelconque.

On remarque facilement que, de méme que (7, ,),..., %,(T, %)
représentent un systéme fondamental d’intégrales de 'équation différen-
tielle transformée (A), de méme les quantités

(IO) (m(x) == “m<10gz— ’ IE(,) ’ (m=1,2,..,1)

0

dans lesquelles log:— =1 pour p=p, et & = &, (& = pe’, 1, = p,e”)
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représentent un systéme fondamental d’intégrales de l'équation différen-
tielle primitive en 2.

Il résulte aussi de la maniére méme, dont nous avons trouvé les
séries (3), que les quantités

u,,,('c — 8, woe"") (m=1,2, ..., n)

représentent un systéme fondamental d'intégrales de l'équation différen-
tielle (A) transformée en 7 & l'aide de l'équation (1); et que les quantités

@

um<logm y .’.erw). (m=1,2,...,n)
()

dans lesquelles wﬁiﬂ: 1 pour p =p, et 4 =4 + 6, représentent un

systéme fondamental d’intégrales de I’équation différentielle primitive en .
Posons maintenant

dn—2 .
() o e @) = —;}(—TA—Q (3zr2n)

et soit ! un nombre entier positif, suffisamment grand pour que l'on ait

(12) Z<n.

Le point 7 =16 + 3? appartient dans ce cas au domaine de convergence
des séries qui représentent les valeurs des fonctions
um(z'— i@, xoe"e) (m=1,2,..,n)
dans le voisinage de 7z = 6.
On voit maintenant sans difficulté que dans le voisinage immédiat
de 7= Z)Tm:, et par conséquent pour toutes les valeurs de 7, on a les re-

lations

. . 9
U (T Tg) == Uy <27m’ xo)%(f—?lﬂ', zee’ ) + ...
(13)

. . 2mi
2m 2m 5
+ umn(l_' ’ w0>un <T'—' T ’ -’”oe > (m=1,2,...,n)

Acta mathematica. 15. Imprimé le 5 mai 1890. 4
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desquelles découle

(14)

om 2 2mi 9
%"(T_T’ xoel) == uml(—i—’xoe;>ul<7_27} zee ! > + ...

. 2mi. . 2mi
2m -;'—1 2m —’F
+umn T’xoe Uy 7'-"—2775(’.06 ’

. 27
2n 2m (—1)— . .
u,,,(z-— (I— I)—-l—-, x,e ! ) = um(—l— N ! >u1(7— 27i, 2*™) 4 ...

. 2mi
+ umn<2T,n7 xoe(z 1)7‘>uﬂ(z— 2721‘7 xoew”)'

L (m=1,2,..,n)
Si Ton pose maintenant
(15) = 27 + 7,
en remarquant que
(16) Un (T, 2,6 = u, (7, x,), (=120, )
-on voit que

. 2m ,
U (270 + 7, ,) = “m1<Tm’ xo)“x(T R
1
(17) 2m )
+ amn(T 3 xo)u,,(r ’ xo)' (m=1,2,..,n)

.y 27t
Les quantités “mk(T?“’o) m=1,2,...,m,A=1,2,...,n) sont

les coefficients de la substitution que I'on obtient en appliquant 1'une
apres l'autre les substitutions dont les coefficients sont

. i . 27t
2m 2m 2—1," 2m -1y
2% T’xo s Uma T)xoe 3 2oy Uy T’xoe .
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Nous exprimons ceci par I'équation suivante:

2w
22N T

27t
unl (T

L)

2mi
U\ T

27
W\ T

s
G\ T
AN .

(18)

27
%11 T

m

2778 27
1 ) 560 %11 T 9 970
27t 27
Unn _Z' } xo J U _l'

2m
7xo 300y Oy T

27t
,970 gy e rey Oy _l_

(B 2t
,xoe ,-.-,uln_l‘

a2 2mi
y Lol yeeey Una g

Des équitions (10) et (17) il résulte que lorsque la variable indé-
pendante x en partant du point z, décrit le contour fermé L, qui ne
se coupe pas et qui embrasse les mémes points singuliers que I'anneau
circulaire C, les éléments des intégrales (=), {(z), ..., { (), qui cor-
respondent au point x, et & la paire de valeurs p,, 8, se transforment en
d’antres éléments & l'aide de la substitution:

27t
a1 T

2mt
U1 T

27t
y &g )y eevy Oy T

. e .

27
s Ty )""arm—l—'

2li
e’),...,ul,,

-2
s Lol

==
y Lo !

=)

) xo)

(7

2l-£
,xoe‘),...,um(

iy

27

T

75'%6’)

s Ty

2xi.

2mi

3

27

)

Les expressions que nous avons obtenu pour les coefficients d'une pareille
substitution peuvent étre présentées sous la forme de séries:

(19)

271
Oma T

y=0

’ xo) = il’z‘,m,l(%)CTm.)y

(3

1
1

2,.
2

2o

st

o)
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dans lesquelles les fonctions

’ m-=1,2,...,n>

x A=1,2,..,n

Z"""l( 0) <y=o,1,s,...

peuvent étre exprimées immédiatement par les fonctions
k?n-i m=1,%,...,n )
T E=0,1,2,...,1—1
X:.“(woe ) ( V01,2,

Les invariants sont les coefficients
27

u(F) i

des différentes puissances de w dans
' 2mi 2mi
an ”l—yxo>—w’~--a %\ 7 0 Zo
(— 1) .o oo -
(20) ) 271 2mi
aMT’xO 7""ann'_l—7x0 —

t = 0" + U, <2Tm.>a)"“ +...4 U,,_‘.1<g—lnj)w + U,(#)

et peuvent étre représentés sous la forme

(21) U.(F) = 3 X2 (3 R

y=0
les expressions des coefficients:
=1,2,..,%
;,p(xo) (ﬁso,l,e,...)
a P'aide des coefficients des séries (19) s'obtenant immédiatement.

Les expressions des coefficients substitutionnels que nous venons de trowver
coincident powr 1 = 1 avec celles données par M. HaMBURGER.'

Pour la convergence il est alors nécessaire que la quantité positive
' soit assez grand pour qu'on puisse mettre en (12) I = 1. Clest cette con-
dition qui fait la restriction & la méthode de M. HaMBURGER et dont M.
Poixcarg® était parvenu déja a se libérer, mais d'une toute autre maniére
que celle que nous venons d’employer.

! Uber ein Princip ete.
* voir page 3.
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Tout & fait de la méme maniére, que nous I'avons fait pour les
fonctions (%), V,(4) au § 2, on peut démontrer maintenant, que les

séries ‘
27t
=1
am(T , xo) (=3
et

2me
U;‘<T>’ (1=1,2, ..,

pour des valeurs suffisamment grandes de 7, peuvent étre transformées en
séries procédant d’aprés les puissances positives et négatives de z,.
Vu que les invariants

2mi
U}L(T) (I"=1127--')n)
sont indépendants de x,, les géries doivent se réduire pour eux & un seul
terme indépendant de z,. On n'a besoin de calculer, par conséquent, que
le terme X;,, dans le développement de

l=4o
(22) ha(2) = X X, (=hisn)

et l'on obtient alors:

(23) Uﬂ(?) = g X,l,,lL’()(gz_ri)”‘ (=12, ey

Dans cette expression des invariants ! désigne un nombre entier
positif quelconque, assujetti seulement & remplir la condition

(24) ”2E<~10g&)

ou p, est le rayon du cercle limite extérieur et p, le rayon du cercle
limite intérieur de C.

On obtient des formules particuliérement intéressantes en faisant
croitre ! & l'infini et en calculant les limites auxquelles tendent alors les
termes différents dans l'équation (23). Nous allons étudier ce cas dans
un autre mémoire,
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Si I'équation différentielle proposée a la forme (B) — voir lintro-
duction — les coefficients:
m=1,2,...,n
2i,m (%) ()
dans l'expression (19) des coefficients substitutionnels sont des fonctions
2mi

rationnelles de e’ , de z,, de a,, ..., a, et de 4,, dont les coefficients sont
des nombres entiers. Les coefficients

v ([L=1,‘Z....,n)
Lo v=0,1,3,"""

dans les expresgsions (23) des invariants Ul‘<?lﬁ> sont des fonctions ration-
27

nelles de ¢’ et de a,, ..., a, et des fonctions entiéres rationnelles des A

dont les coefficients sont des nombres entiers.

Les séries (19) et (23) peuvent étre écrites sous la forme de séries

rq

procédant selon les puissances enticres et positives de - et des quan-

tités 4,,. Par rapport a ces derniéres elles sont toujours convergentes
(voir page 21). Les coefficients de ces séries sont des fonctions ration-

2mi
nelles en z,, @ ,...,a, et en ¢’ qui dans la formule (23) ne contient
plus z, et dont les coefficients sont des nombres entiers.

Nous pouvons donc entre autres énoncer le théoréme suivant:

Soit X un anneau circulaire, qui a lorigine pour centre et qui embrasse
un certain nombre de points singuliers de Uéquation différentielle (B). Les
invariants de chaque substitution, que Uon obtient en faisant parcourir ¢ la
variable indépendante x un contour fermé qui ne se coupe pas soi-méme et
qui embrasse les mémes points singuliers que lU'anneaw circulaire X, peuvent
toujours étre représentés sous la forme de séries ordomnées selon les puis-
sances entiéres positives des coefficients

A

r=1,2,...,%
rq (q=0,1,2....,p,-)
et de la quantité
2m
v’
ow 1 désigne un nombre entier positif qui peut étre fixé arbitrairement a

partir d'une limite inférieure donnée.
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Ces séries sont convergentes pour tous les systémes de valeurs finies des

Les coefficients de ces séries sont des fonctions rationnelles des ay,...,a,
2mi )

et de e’ dont les coefficients sont des nombres entiers.

A

Tq'

§ 4. Représentation analytique des invariants d’une substitution

correspondant & une ligne fermée qui embrasse des poinits sin-
guliers, tous situés sur une méme ligne droite.

Soient @ et b deux points singuliers quelconques. Parmi les ellipses
confocales, dont les foyers sont les points @ et b, il y en a une infinité,
qui jouissent de la propriété de ne point embrasser d'autres points sin-
guliers que ceux qui sont situés sur la ligne droite allant de a & 6. Dé-
signons par a et § le grand et le petit axe d'une telle ellipse.

Posons
=)

%

b4+ a
5"

A Taide de cette substitution, la partie du plan des #z, limitée par la
ligne droite allant de a & & et par la périférie de l'ellipse considérée,
est projetée dans le plan des # soit sur un anneau circulaire dont le
cercle limite intérieur a pour rayon l'unité, tandis que le cercle limite
extérieur a un rayon

goit sur un autre anneau circulaire, dont le cercle limite extérieure a
I'unité pour rayon, tandis que le rayon p, du cercle limite intérieur est
‘déterminé par 1'équation

a—f

=1
‘01-}0 lb-—a
2

A la ligne droite double, allant de @ & b, correspond par conséquent
dans cette substitution le cercle dont le rayon est égal a l'unité, tandis
que la périphérie de lellipse considérée est projetée tant sur le cercle

dont le rayon est p que sur le cercle dont le rayon est égal a ;2
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Si Ton considére dans le plan des z une ligne fermée continue L,
qui n'a pas de points doubles, qui entoure la ligne droite (ab) et qui
n'embrasse pas d’autres points singuliers que ceux situés sur cette ligne,
les coefficients de la substitution correspondante ne changent point, si au
lieu de la ligne primitive L, nous prenons une ligne fermée quelconque
sans points doubles, située toute entiére dans la partie du plan des z
limitée par la ligne droite (ab) et par la périphérie de I'ellipse considérée.

A Taide de lexpression de z en z la ligne I, se trouve projetée
sur deux lignes L] et L., dont chacune appartient toute entiére a lin-
térieur de l'un des deux anneaux circulaires correspondant a lintérieur
de lellipse.

Si l'on parvient & représenter les invariants des substitutions qui
correspondent aux lignes L, et L. pour 1'équation différentielle (A) trans-
formée en z, on trouve par la méme Vexpression des invariants de la
substitution correspondant & la ligne L, pour l'équation différentielle
proposée.

Si I'on observe maintenant que les deux constantes dans I'expression
de # en z sont des fonctions entiéres rationnelles de a et b, a et b étant
deux points singuliers de l’équation différentielle proposée, on voit immé-
diatement, que dans le cas ou les coefficients de I'équation différentielle
sont des fonctions rationnelles, c’est & dire dans le cas o 'équation diffé-
rentielle a la forme (B), les deux théorémes énoncés a la fin des paragraphes
2 et 3 subsistent avec le changement suivant: au lieu de dire que le
»parcours» dont il est question dans ces théorémes peut toujours étre
inscrit dans l'intérieur d'un anneau circulaire sans passer par aucun point
singulier, on doit dire maintenant que ce parcours embrasse toujours les
mémes points singuliers, situées sur une méme ligne droite.




