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Soit l'~quation diff~rentielle lin4aire 

d n y d n-1 y 
(A) d~. + Pl(x)~-Z~-~ + " ' "  + p~(x)y  = o 

dans laquelle nous supposons que p l ( x ) , . . . ,  p,,(x) d~signent des fonc- 
tions analytiques uniformes de la variable x, telles, que dans chaque 
portion finie du plan des x il n'existe qu'un hombre fini de points sin- 
guliers al,  a 2 , . . .  , a n , . . ,  de ces fonctions, ce qui revient ~ dire que 

lira I '~, l = 

si le nombre des points singuliers est infini. 

Soit Yl, Y~ ,.  �9 �9 Y. un syst~me fondamental d'int4grales, soit x 0 un 
point quelconque, qui n'est point singulier pour aueune des fonctions p~(x), 
. . . , /gn(x)  et soit enfin L une ligne fermSe, continue, passant par le 
point x0; Soit de plus !t~l(x--x0) , . . . ,  ~ ( x - - x 0 )  un systSme d'41d- 
ments des int~grales y ~ , . . . ,  y . .  Si, en partant de ces ~l~ments on fait 
d4erire ~ x le contour ferm4e L,  les ~l~ments ~l(X--Xo),  .,~3,,(X--Xo) 
~prouvent une substitution lin~aire, c'est k dire on obtient, en revenant 
au point x0, un nouveau syst~me d'~14ments ~ x ( x - - x o ) , . . . ,  ~ (X - -Xo)  , 
qui sont unis aux 414ments primitifs par des relations de la forme 

(i)  ~ ( x - - ~ o )  = ~ , ~ ( ~ - - ~ o )  + . . .  + ~ n ~ ( ~ - - ~ o ) ,  ,.:~,~ ..... ~) 
Aet a  mathematica, 15. Imprim~ le 2 mat 1890. 1 
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dans lesquelles a a ~ , . . .  ,am.  d6signent des constantes par rapport ~ x. 
Les constantes a ~ , . . . ,  am= restent les mdmes, si l'on transforme d'une 
mani4re continue, mais sans jamais passer par un point singulier, la ligne 
L dans une autre ligne fermde, passant aussi par le point x 0. On salt 
de plus, que si l'on forme la fonction enti6re et rationnelle d u n  ~r degr6 
d'une nouvelle quantit6 eo 

(2) 

0[  H - -  (..O G[12 . . . 0 [ i n  

~ 2  (Z22 - -  (.O �9 �9 �9 ~ 2 n  

( Z n l  O[n2 �9 �9 �9 ~ n n  ~ ( . 0  

les coefficients de chaque puissance de eo dans cette fonction sont des 
invariants, c'est s dire non seulement qu'ils restent les mdmes pour chaque 
substitution donn6e ou qu'ils ne varient pas si l'on transforme d'une ma- 
ni6re continue le contour L dans un autre contour term6, s'ms passer 
par un point singulier, mais de mdme qu'ils sont inddpendants du change- 
ment de substitution qui a lieu en prenant pour point de d6part un autre 
point x 0 et un autre syst6me fondamentaI d'int6grales y ~ , . . . , y , . ~  

On peut montrer que ]e problbme de reprSsenter analytiquement les 
invariants des substitutions qui correspondent ~ une ligne ferm6e L quel- 
conque peut toujours dtre reduit ~ celui de rcprdsenter ]es invariants des 
substitutions correspondant s une autre ligne fermde, ~e se coupant pas 
elle-mdme et situ6e enti6rement entre deux cercles dont le centre est 
l'origine des coordonndes, dont chacun passe par un point singulier et qui 
enferment un anneau circulaire C, lequel ne contient pas de point sin- 
gulier k son int6rieur. 

MM. HAMBURGER u et POINCAR]~ a ont 6t6 les premiers K traiter ce 

' FUCHS. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veriinderlichen 
Coefficienten. w 3. J o u r n a l  f i i r  M a t h e m a t i k .  Bd. 66. 

HAmBURgeR. Uber ei~ Princi~ zur Darstellung des Verhaltens mehrdeutiger 
Functionen einer comFlexeu Variabeln, insbesondere der lntegrale linearer Differen- 
tialgleichunge n in der Umgebung singulgirer Punkte. J o u r n a l  f t l r  M a t h e m a t i k .  

Bd. 83. 

* POI~CAR]~. Sur les troupes des d~uations diffdrentielles lindaires, page 2I  I. 

Ce journal, Tome 4. 
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dernier probl~me de representer analytiquement les invariants qui corres- 
pondent k une ligne L enferm~e dans un anneau circulaire, C. 

La m~thode de M. HAMBt~E~ ne peut ~tre appliclu~e clue si les 
rayons des deux cercles limites de ranneau circulaire consid~r~ satisfont 

une eertaine in~galitg: de plus darts Ies sSries au moyen desquelles M. 
HAMBURG~a exprime les invarianfs, entre la quantit~ x0, quoique les in- 
variants eux-mdmes en soient ind~pendants. ~ 

M. POI~CAR~ s'est affranchi de la supposition comportant une restric- 
tion k la g~n~ralit~ des rSsultats obtenus par M. HA~BtTa~ER. Mais en 
examinant de plus pros les expressions obtenues par M. PO~NCAR~ on volt 
qu'elles dependent, non seulement comme les s~ries de M. H~_~aunG~a, 
de la quantit~ arbitraire xo, main encore d'une autre Cluantit~, qui eat de 
mr arbitraire dans cert~ines limites et dont lea invariants sont ind,- 
pendants aussi bien clue de x0. On obtient les expressions de M. Po~-  
c ~  en donnant k ces deux quantit~s arbitraires certaines valeurs parti- 
culi~res. 

M. FUCHS s'est oceup~ de ce probl~me ~ bien avant MM. HA~BUnG~a 
et POINOXR]~; mais son but parait avoir ~t5 plutSt:de montrer que pour 
chaque ~quation diffSrentielle lin~aire et homog~ne dont les coefficients 
sont des nombres donn~s, il existe toujours certaines operations, au moyen 
desquelles on peut ealeuler la valeur num~rique des invariants, que de 
trouver des expressions qui ~tablissent la d~pendance des invariants d'une 

z Je veax profiler de ce~te occasion pour faire ressortir ]a eireonstanee suivant% 
qui para~t ne pas avoir dtd remarqude jusqu'~ prdsent: M. HAMBURGER darts le rod- 

moire citd qui a paru en I877~ a trouvd dans les expressions qu'il donne pour les in- 
variants toute une elasse de sdries~ qui jouissent de la propridtd de reprdsenter des eon- 
stautes diffdrentes daus diffdrentes portions du plan. L'importauce de sdries pareilles au 
poin~ de vue de la th~orie des fonctions ressort des m~moires suivants~ qui on~ paru postd- 

rieuremeut ~ celui de M. HAMBURGER: 
WEmRSTRASS, Zur Eunc~ionenlehre. M o n a t s b e r i c h t  der  K 0 a i g l .  A k a d e m i e  

de r  W i s s e n s e h a f t e n  zu Berl in~ August I88o. 
HERMITE. SU~" quel~ues 2oints de la thgorie des fonctions. A c t a  S o e i e t a t i s  

S e l e n t i a r u m  F enn i em .  T. I2. Helsingfors I88 I .  J o u r n a l  f a r  M a t h e m a t i k ,  
Bd. 9 I .  Berlin I88I .  

FuoHs. Uber die Darstell~ng der Functionen comTlezer Variabeln, ins- 
besondere der Ingegrale linearer Differentialgleichungen. J o u r n a l  f i ir  B Ia thema t ik .  

Bd. 75. Berlin t873. 
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6quation diff6rentielle lin6aire de ses constantes au point de vue de la 
th~orie des fonctions. De plus la m6thode de M. FUCHS n'est applicable 
que sous une restriction importante. 

Dans son m~moire c~l~bre dans le tome 66 du j o u r n a l  de Bor- 
chard t ,  ~ M. Fucks a montr~, qu'on peut toujours choisir un syst~me 
fondumental d'int6grales y~, . . . ,  y~ de telle manibre que toutes les valeurs 
de y .  (m -~ I , 2 , . . . ,  n) k l'int6rieur de l'anneau circulaire C peuvent 
dtre exprim6es par une expression analytique de la forme suivante: 

(3) + fm,( ) ogx + + . . .  + 

Dans cette expression les Z~ d6signent des constantes par rapport k x et 
fmo(x), fm,(z), . . . ,  f~ . (x )  sont des s6ries proc6dant d'apr~s les puissances 
enti~res positives et n6gatives de x. C'est seulement dans un cas tr~s 
sp6cial que M. Fccns a pu calculer les coefficients des diff6rents termes 
de ces s6ries: dans celui oh les s6ries ne contiennent les puissances n~ga- 
rives de x qu'en hombre fini. Mais dans le calcul des invariants il 
suppose connus les coefficients des s6ries f ~ 0 ( z ) , . . . ,  fm~.(~c)toutes les 
lois qu'on prend comme l'origine des coordonn6es un point singulier de 
l'~quation diff6rentielle et que le cercle limite int6rieur de C se r~duit 
ce point. La m6thode ne peut donc ~tre appliqu6e m~me au calcul 
num6rique des invariants que dans le cas off toutes les int6grales de 
l'6quation diff6rentielle ont la forme r~guli~re dans l'entourage de chaque 
point singulier situ6 dans une portion finie du plan. 

En d6montrant qu'il existe toujours un syst~me fondamental d'int6- 
grales ym (m ----- I ,  2 , . . . , n )  tel que toutes les valeurs de ym correspon- 
dant k un point k l'int6rieur de l'anneau circulaire C peuvent ~tre 
repr6sent6es par des expressions de la forme (3), M. Fucks n'a point, 
comme nous l'avons d6j~ fait remarquer, r~solu le probl~me de former 
r6ellement ces expressions. Pour le cas oh le cercle int6rieur limitant 
C se r6duit ~ un seul point, la solution de ce probl~me a 6t6 donn6e 
par M. PmA~D. ~ Pour le cas g6neral, off le cercle limite int6rieur de 
l'anneau circulaire C ~ un rayon quelconque, on en trouvera la solution 
complete dans le w i du pr6sent m6moire. 

1 Zur Theorie etc. 
2 Comptes rendus, mars I879. 
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Duns 1~ w 2 je donne une expression des invariants, qui d6coule 
des s6ries de M. POINCAa~, mais qui est lib6r6e de la quantit6 arbitraire 
superflue x o. Pour t an t  chaque terme de ces invariants contient encore 
une certaine quantit6 positive, arbitraire entre deux limites donn6es, dont 
les invariants eux-m~mes sont absolument ind6pendants. 

Duns le w 3 je d6veloppe toute une classe d'expressions nouvelles, 
qui sont routes affranchies de la quantit6 arbitraire x 0. En faisant la 
mSme restriction que M. HAMBURG~a on retrouve parmi ces expressions 
celle donn6e par lui, seulement pr6scnt6e sous une forme qui ne contient 
plus la quantit6 arbitraire x 0. 

Supposons que les coefficients de rdquation diff~rentielle proposde 
soient des fonctions rationnelles de x, de mani6re que l'on puisse l'6crire 
sous la forme 

(B) d"Y q_ P,(z) d"-,~y P.(z)  
d.-  Po(*) + "'" + p-f Y = o 

off 

P , ( z )  = + A, x + . . .  + (v~l~ ...~n) 

a 1 , a s , . . . , a ~ , A ~  ( v - - - - I , z , . . . , n , q = o , I , . . . , p ~ )  d6signant des con- 
stantes donn6es et q l , q 2 , . . . , ~  6rant des nombres entiers positifs. 

Les invariants qui correspondent ~ une ligne L quelconque, peuvent, 
du moins duns le cas oh l'6quation diffdrentielle cst du 2 m~ ordre, dtre 
exprimds alg~briquement au moyen des invariants correspondant b~ un 
certain hombre de substitutions, que l'on obtient lorsque l'on suppose que 
le contour ferm6 L ne circonscrit qu'un seul ou tout au plus deux points 
singuliers. ~ Dans le w 4 on ramdne l'dtude de ces derniers invariants 

1 Voir POINCARI~, Les fonctious fuchsiennes et l'arithmdtique, J o u r n a l  des  
m a t h .  p u r e s  et  a p p l i q u d e s ,  4 ~me sdrie~ tome 3. Quand le mdmoire prdsent dtait 

ddj~ termind l 'auteur a o l  eonnaissance d'une thbse de M. VoGT (Sur les invariants 
fo~damenlaux, des gquations diffgrentielles lindaires du second ordre. Paris I889)  

dans laquelle ee thdor~me de M. POn~CARt~ se trouve expos4 en ddtail. 0n  y trouve 

aussi des expressions analytiques pour les invariants d'une dquatiou diffdrentielle de 2 me 

ordre dont je me propose g un autre endroit de faire ressortir les rapports avec les ex- 
pressions d~j~ connues. 
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celle des invariants d~j~ trait~s dans les w167 2 et 3 et il se trouve que ces 
derniers invariants peuvent ~tre repr~sent~s par des expressions analytiques 
absolmnent de m~me forme que celles trouv~es dans les paragraphes cites. 

w 1. S u r  [a reprdsentation analy t ique  des intdffrales d 'une  dquation 

dif/drentielle [indaire et homog~l,e dans  l ' in tdr ieur  d ' u n  a n n e a u  

c ircalaire  qui  n 'embrasse  a u c u n  p o i n t  s ingul ier .  

(A) 

ConsidSrons l'dquation diff~rentielle 

d ~y , , d~-ly 
d*" + p ,  i x ) ~ *  . . .  + p,(X)y = 0 

en faisant par rapport aux coefficients p l ( x ) . . . p , , ( x )  les mdmes suppo- 
sitions que dans rintroduction, c'est ~ dire qu'ils sont des fonctions ana- 
lytiques uniformes de la variable ind~pendante x n'ayant dans chaque 
domaine fini de cette variable qu'un nombre fini de points singuliers. 
D~signons par C l'int~rieur d'un anneau circulaire, dont les deux cercles 
limites ont l'origine pour centre et passcnt par des points singuliers de 
l'~quation diffdrentielle (A), mais de mani~re qu'aucun point singulier ne 
soit contenu dans C m~me. 

Soit y une int~grale de l'~quation diffdrentielle A et posons 

(,) x = y ' ,  Ix] = p 
Pour une valeur donn~e de x ~ l'int~rieur de C la valeur correspondante 
de y n'est point en gSn~rul ddfinie d'une mani~re univoque, car cette 
valeur n'est pas cn g~n~ral fonction pSriodique de 3. Mais si nous fixons 
d'une mani~re arbitraire qu'un dl~ment fonctionnel donn~ de rint~grale 
y dolt correspondre ~ une paire de valeurs donnSes P0, g0, il n'y aura 
plus rien d'ind~termin~, ct ~ chaque paire de valeurs donn~es p ,  t9 s l'in- 
tdrieur de C ne correspondra qu'une seule valeur de y. 

Soit x 0 un point quelconque ~ l'int~rieur de C. Menons de l'origine 
x o une ligne droite et prenons sur cette ligne deux points x 1 et x2, 

tous les deux appartenant ~ C et tels que l'on ait 

(:) I Ix'l <Ix2f' 



O n  a 

(3) 

S u r  les gquat ions  diff~rent ie l les  l in~aires  et  homoghnes .  

X~ : X oe h 

X 1 = X o e - - h ~  

h 6tant une quantit6 positive 

(4) h = ~- log ~ .  
2 "J a~ t 

D6signons par X l'anneau cireulaire, limit6 par deux eercles dont le 
centre commun est ~, l'origine et dont les rayons sont 6gaux respective- 
ment ~ [xll et ~ ]x~]. 

Si l'on pose alors 

(5 )  x = Xoe" 

l'anneau circulaire X dans le plan de x sera represent6 dana le plan 
de z par une bande K, situde entre deux lignes droites parall~les, formant 
un angle droit avec l'axe r6el et coupant cet axe respectivement aux 
distances h et - - h  de l'origine. A chaque point z ~ l'int6rieur ou ~ la 
limite de K correspond une, et seulem'ent une, paire de valeurs to, 8, d& 
terminant un point x ~ l'int6rieur ou ~ la limite de XI Et r6ciproque- 
ment ~ chaque paire de valeurs p,~9, d6finissant un point k l'int6rieur ou 

la limite de x ,  correspond un seul point z k l'int6rieur ou ~ la li- 
mite de K. 

Introduisons~maintenant une nouvelle variable t, d6finie par l'6quation 

(6) t = 
e la~ - -  I 

0 ta~ + I 

oh la constante a eat d6finie par l'6quation 

(6') ah -~ ~ - - e  

2 

A la bande K dana le plan de x correspond dans le plan de t u n  cercle 
H qui a pour centre l'origine et pour rayon l'unit6. Au point infini- 
ment 61oign6 oh les deux lignes parall~les, qui limitent la' bande K ,  se 

coupent au-deasus de 1'axe des x, correspond le point t - - - - -  i, et au 
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point d'intersection de ces deux lignes au-dessous de raxe des x corres- 
pond le point t---- -t- :. Au point z = o  correspond le point t : o . :  

En dliminant z des 6quations (5) et (6) on trouve 

w~ 

(7 )  t - , 

2h  

(7') x = z0 t /  

A l'aide de cette relation, l 'anneau circulaire X dans le plan de x est 
repr6sent6 conform6ment sur le cercle H dans le plan de t, de mani6re 
qu's chaque paire de valeurs p ,  ~, ddfinissant un point x ~ l'intdrieur 
ou ~ la limite de X, ne correspond qu'un seul point z ~ l'int6rieur 
ou ~ la limite de H,  et r6ciproquement, ~ chaque point t ~ l'int6rieur 
ou ~ la limite de H, h l'exception seulemcnt des deux points t = -  i, 
t = ~ - : ,  ne correspond qu'une seule paire de valeurs p ,  ~, d6finissant 
un point ~ l'intdrieur ou ~t la limite de X. A la paire de valeursp0, O0 
ddfinissant le point x0, correspond lc point t = o. 

Soit maintenant f(x) une fonction analytique, qui se comporte r6- 
guli6rement partout ~ l'int6rieur de X. Si ron pose 

(()") , + = F ( t )  f (x)  = f Xo 

en fixant l'41&nent de f(x) qui doit correspondre ~ po,Oo (x o ~---poe '~176 F(t)  
repr~sentera une fonction r~guli+re et uniforme k l'int~rieur de H, ct 
pourra par consequent ~tre d~velopp~e en une s~rie proc~dant suivant les 
puissances enti+res et positives de t, et convergente k l'int~rieur de H. 

' Cette substitution a dtd employd par M. POINCAR]~ dans le probl~me des trois 
corps de la mgcanique (Comptes  rendus~ 27 fdvrier I882) ainsi que dans le calcul des 

invariauts d'une dquation diff~rentielle lingaire et homog~ne (Sur les groupes des gquations 
lindaires. Ce journal~ T. 4~ page 2I I). Cf. w 2 de ce mdmoire. 
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Sur les gquations diffgrentielles lin~aires et homog~nes. 

On a par consequent 

- - -  + 

L\~o/ 

/ \ ~ o 1  

L\~o/ 

est une s~rie enti~re qui pour chaque paire de valeurs p ,  ~ d~finissant un 
point a~ k l'int~rieur de X donne la valeur correspondante de f(x). Les 
coefficients des diff~rentes puissances de 

rt/ 

n-/ 

i 

~ o /  

dans cette expression peuvent ~tre obtenus sans difficult~ si ron con- 
nait les coefficients de l'~l~ment fonctionnel de f (x)qui  correspond k 
Po, ~o (x-----Xo = poe'OO. D~signons en effet par ~(x m x0 ) cet ~l~ment. 
On a alors dans le voisinage imm~diat du point x o d6fini par ces va- 

leurs P0, #o 
f(~) = ~(x - -  Xo), 

d'oh il suit, pour le voisinage imm~diat du point t = o, 

f(x) = ~ zOL\,_t / 

Cette s~rie 6tant uniform~ment convergente dans le voisinage imm~diat 
de t = o, on peut, d'apr~s un th~or~me de M. WE[ERSTRASS,~ 1 la trans- 

i voir page 73 dans Zur Functionenlehre. A b h a n d l u n g e n  aus der  F u n e t i o -  
n e n l e h r  e. Berlin I886. 

Acta mathematlea. 15. Imprim~ le 3 mai  1890. 
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former en une s6rie proc6dant d'apr+s les puissances enti~res positives de 
t et convergente dans le voisinage imm~diat de t-----o. Cette s6rie doit 
~videmment ~tre identique k la s6rie P( t )  dont nous venons de d6montrer 
l'existence et qui est convergente pour toutes les valeurs de t telles que 
It l <  i. Les coefficients de P ( t )  peuvent donc ~tre exprim& d'une ma- 
nitre simple k l'aide des coefficients de la s6rie ~ ( x -  x0). 

Dans le cas que nous consid~rons f ( x )  est une int6grale de l'dqua- 
tion diff6rentielle (A) et les coefficients de ~ ( x -  a~0) sont donc donn6s 
imm~diatement en fonctions des constantes de cette 6quation diff6rentielle. 
Ecrivons cette 6quation de la mani6re suivante: 

(8) Po(~)a"u v,(.) a--,u + ~ + . . .  + / ' . ( x ) y  = o. 

On a alors 

(9) [ d~+Yy 
d a n +  ~ 

G(~+~)(pp, . . . tg~)) d , - l y  p(~+a)foo, p(O) d,~-,y 
----- v~, - - -~  d,~"-' Jr ""-~ ~ '~+; ' "  d,._~ F - . .  

(v) 
~(~+')/ ,o '  G(oV+X)(pp'... p ! y .  

. . .  + ~ ,  ,,~_~+i..v(~')ay + 

Les symboles G repr&entent des fonctions enti6res de dimension (u + x) 
des fonetions P0, P , , . . ' ,  P- et des d6riv&s de ces fonctions jusqu'k 
l'ordre ~. I1 est k remarquer que les coefficients de G sont des nombres 
entiers. 

Choisissons maintenant un syst6me fondamental d'int6grales y~, . . . , y ,  
de telle mani6re, qu'k la paire de valeurs Po, #0(x0 ~ P o  e'~*) correspondent 

d~ ~ ---~o, p ~ n - - m , p < _ ~ n - -  I ;  dz.-,n ------ I. 

On a alors dans le 
de valeurs P0, ~0 

voisinage imm~diat du point x, d$fini par la paire 

+ v.o ' ~ 1 7 6  . . . . .  " '  

les coefficients ~,+V(x0) dans cette 6quation ~tant d(~finis par l%quation 
(9), lorsque l'on pose dans cette derni6re x----x 0 et qu'on prend en con- 
siddration l'dquation (xo). 
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Si 1'on pose darts l'6quation (I I) 

1I 

X ~ X o ~ X 0 
(1 + ~ _  ] 
\ I  - -  t /  I 

et que l 'on d6veloppe le c6t6 droit de cette 6quation en s6ries Pro(t) 
proc6dant d'apr6s les puissances croissantes de t, et convergentes pour 

tou tes  les valeurs de t telles que ]t I <  i ,  ces s6ries repr6senteront des 
int6grales de l '6quation diff6rentielle (A), si l'on introduit  dans cette der- 
ni6re la yariable ind6pendante t au lieu de x. 

Soit v~ ( t ) , . . . ,  v.(t) un syst6me fondamental d'int6grales de l '6quation 
diff6rentielle transform6e, d6fini par les conditions suivantes 

dt~ = ~  v < > n - - m , v < n ~ x ;  d~_------- ~ - -  ~ pour t = o .  

On aura alors 

ainsi que 

oo 
t "-m , ~  d~+y g~+~ 

(m=lp 2~'..., n) 

(I41 P.(t)  = cl.,v,(t) + c , . , v , ( t )  + . . .  + c . . , , , . ( t ) .  , , .o, , ,  ..... ., 

Pour obtenir les constantes 

~+~ et Cr,,. 

n o u s  introduisons les notations suivantes. On a 

r ~ l s ~ , . . q n j  

" 

(i + @ _  '{(hq)o + (hq)lt + } (i 5) \ l - t /  ~ = - - . t  . . 

oh (hq) 0 ----- I ~ et (hq), (u ~ i ,  2 , 3 , . . . 1  d6signe une fonction enti6re ra- 
2h 

tionnelle de -~ et de q de degr6 u par rapport  k ehacune de ces deux 

quantit6s et dont les coefficients sont des nombres rationnels. On a de 
plus [oq], = o aussi bien que [ho]~-----o. Nous fixons de m6me que 

(161 [hq] , - -  o pour u - -  - -  I , -  2 , - -  3 ,  . . . .  
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En 6galant les coefficients des mgmes puissances de t du c5t6 droit et 
du c6t6 gauche de l '6quation (I4) on obtient pour les constantes c~. 
1'expression suivante 

/ 4h \"-"  (i7) c.. --  In--~" . [h, n - - m ] . , _ . ~ X o )  ,,..a,,,...,.,t '"-1,' ..... 'q 

d'oh il suit 

(I8) 
(4h ) ' - '~ 

Cram ~ ~0 cr .----o si r > m  

o~ si r < n .  

Les coefficients r peuvent s leur tour dtre exprim6s en fonctions des 
coefficients ~o k l 'aide des formules de r6cursion: 

091 
[h. n --.m].,+ ~ 4h " " 4h ,,,+1 

= (-~xo) [h,,n+ - -  

�9 . . + ( - ~ X o )  [ h , n - t -  ~ - -  I]1 i n +  v _  I 

+ -~xo [h,  n + ~]0 ~~176 , 

ml r 

n + v  + I , ~ - ~ [ h  r (Xo) 
�9 "" ~ - m  , ~ - m ] o [ X u  

f;,+'(~'o) + ... 

( m ~  l ,  9 ,  . . . ,  n'~ 
u=O~ 1,2~ ... ] 

lesquelles deviennent pour m = n: 

(2o) 

n+v 
0. (~o) 
[ .n+v  

t / ' ~ 4 h  "[h,  -, ~o~(zo)__L_ 4h ,,+1 ~"+l(zo) = = \ - ~ x . )  , . . .  

~'. (z.) 
. . . +  ,~o) [h,,+~]o [;,u ,~-~ 

Nous avons donc compl6tement r6solu le probl6me que nous nous sommes 
propos6 au commencement de ce paragraphe. Nous avons d6montr6 
en effet: 



Sur les gquations diffdrentielles lin6aires et homog~nes. 

que les expressions du Mbi droit des dquations 

I 

f t  

- -  :wi - -  

, 

n--~t 

~z IZo) + -; 

\ x o /  

( m ~  1,2"~... ,  n)  

13 

+ v  < 

\xo/ 
t - -  m 

~oI + t  

dans l'~quation (2I) sont des fonctions rat, ionnelles et entiSres de h ~ 
7~b 

Vu que Y l , . . ' , Y ,  forment un syst~me fondamental d'int4grales et 
que chaque int4grale de (A) dolt pouvoir ~tre exprim~e en fonction ho- 
mog~ne lin~aire ~ coefficients constants de YI~... ,Y,) on obtient donc par 
lk une expression semblable qui donne la valeur de chaque inr 
pour une paire quelconque de valeurs p ,  ~ correspondant ~ un point 
l'int~rieur de X. Toutes les quantit~s ind~pendantes de x dans cette ex- 
pression sont des fonctions analytiques des coefficients de l%quation diffd- 
rentielle propos~e, du point x 0 choisi arbitrairement k l'int~rieur de X 
et de la quantit~ positive 2h, le logarithme naturel du rapport des rayons 
des deux cercles qui limitent l'anneau circulaire X. Cet anneau se confond 
avec C si l'on donne ~ h sa plus grande valeur h0, en prenant x 2 sur le 
cercle limite ext~rieur, et x~ sur le cercle limite intdrieur de C. 

Les coefficients des diff&entes puissances de 

repr~sentent ~ l'int&ieur de l'anneau circulaire X un syst~me fondamental 
d'intdgrales de l'~quation dif[&entielle (A). Ces expressions repr~sentent les 
valeurs des int~grales pour chaque paire de valeurs p ,  ~ (x -~ pd~), qui 
correspondent 5 un point ~ l'int&ieur de l'anneau circulaire consid&& Pour 
x - ~ x  o et 0 ~ - 0  o les relations (Io) ont lieu. Les constantes c~,~ sont dd= 
finies par les formules (~7) et les coefficients ~)~+'(xo) par les formules de 
recursion (I9), dans lesquelles les expressions ~(Xo) sont donn~es en fonc- 
tions des constantes de l'~quation diff&entielle consid&~e. 
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Si l'~quation diff~rentielle (A) a la forme (B) de l'introduction, tous 
ces coefficients sont de plus, par suite de l'4quation (9), des fonctions 
rationnelles et enti~res des coefficients A~q (r ~ i ,  2 , . . . ,  n;  q ~ o ,  i ,  ..., p~) 

et des fonctions rationnelles de x 0 et des z6ros de Po(x) .  Les coefficients 
de ces fonctions sont des nombres entiers. On peut ainsi transformer 
(2 I) en une s~ric qui proc~de selon les puissances enti~res et positives des 
quantit6s A~ et de t et qui est convergente pour tous ]es syst~mes de 
valeurs finies A~q et pour I t [ <  t.1 

Les int~grales y ~ , . . . , y , ,  consid6r6es comme fonctions de la variable 
auxili6re t ,  ont des propri6t6s qu'il est bien de remarquer. 

On a 

(~) y ~ ( ~ )  = P ~ ( t ) =  ~ ,  cA., + v~ 1 ; u  r + ,  

La s~rie du c6t4 droit de cette ~quation qui proc~de suivant les puis- 
sances enti6res et positives de t est convergente comme nous savons pour 
routes les valeurs de t pour lesquelles on a It I <  i. 

Lorsque x se trouvc dans le voisinage immddiat du point x, defini 
par les valeurs Po, ~0, on a 

s ~ ( x )  = ~ . . ( x  - -  ~o) - t ' . . ( t ) ;  ( re=l ,  2~ ..., n) 

et lorsque x se trouve dans le voisinage du point Xo, d6finie par les 
valeurs P0,790 -b 2z:, on a 6galement 

Quand x passe du point x, d~fini par P0,Oo au point x o d4fini par 
Po, ~o -b 27c, t se transforme en t' et l'on a par suite de l'6quation (7) 

(~3) 
aa 

t' § i K t + x - - ;  
[ ~ - ~  t - - i ;  K ~ e  

Vu que la s~rie P~(t) est convergente pour toutes les valeurs de t 
pour lesquelles It I <  i, on doit avoir 

P~( t ' )  = ~ ( t ) .  

i V o i r  page 2 I .  
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Mais il suit des formules (~4) et (~7) que les fonctions/),~(t) ( m = , , z , . . . , n )  
repr4sentent un systSme fondamental d'int~grales de l'~quation diff~ren- 
tielle transform~e en t par ]a substitution (7'). Le syst~me d'intdgrales 
~,~(t) de cette ~quation diff~rentielle en t peut donc dtre exprim5 en 
fonctions lin~aires ~ coefficients constants des/9,~(t) (m = ~, 2 , . . . ,  n). 
On a donc le r~sultat suivant: 

z~ I tl < ~  et que l'on a_~plique la substitution (23) on a 

P . ( t ' )  = c , . P , ( t )  + . . .  + c . . _ p . ( t ) .  , . ~ , , ~  ..... ~, 

Les ~quantit~s C~, , , . . . ,  G., sont des constantes indgpendantes de t. 

On peut ~noncer de mdme que si le second terme de l'~quation 
diff4rentielle (A) est ~gal k z~ro les constantes C ~ , . . . ,  C., sont assujet- 
ties ~ la condition suivante 

2: + v ~ , v , . . ,  c , ,  - -  ~.' 

La propri~t~ que nous avons obtenu pour les fonctions / )1(~),  ~  
est tout ~ fait analogue h celle qui caract~rise les fonctions nominees 
par M. POI~CAR~ fonctions z~tafuchsiennes. 

w 2. Une  p r e m i e r e  m~thode  de r e p r e s e n t e r  les i n v a r i a n t s  d ' u n e  
substt t~etion qu i  c o r r e s p o n d  ~e u n e  l igne  f e r r u l e  qu i  embrasse  les 

m ~ m e s  p o i n t s  s i n g u U e r s  que l 'annea~e c i r cu la i re  C. 

Soit ~ comme dans le paragraphe precedent vl(t  ), . . . , v . ( t ) u n  syst~me 
fondamental d'int~grales de l'~quation diff~rentielle (A) transform~e en t, 
ddfinies par les conditions que, pour t----o, on ait 

dvvrn P ~ n ~ m dn-mvm 
(~) d t ~ - -  o ,  ; d ~ , - -  = ~' p ~ n - - i  

et qui, par consequent, peuvent dtre repr4sent~es par les s4ries suivantes 

t "-~ ~ d~+~( x ~ t'+~ 
- - - -  (m=l,2,.., n) :~) ~.(t) l,~_ ~ + ~ . ,  o , i ; u  ~ 

1 Voir PO~CAR~., Sur les grou2~s etc., pag. 202. 
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proc6dant selon les puissances enti6res et positives de t et convergentes 
pour toutes les valeurs de t, pour lesquelles It I <  I. Les coefficients 
~b~,+'(x0) dans ces s6ries sont d6finis par les formules de recursion (I9) 
du paragraphe pr6c6dent. 

Le c6t4 droit de l'6quation 

\~o/,~-7 
( 3 )  z . ( x )  = V m (~__~,h.aff I (m=, ,2  ..... n) 

\ zo /  

off 
wl 

\ zo /  

pour 
P = P0, ~ ---= t9 o (x p d  ~ ~ X o ~ /90 e~'qo) 

nous fournit donc une expression qui permet de calculer les int6grales 
d'un syst6me fondamental 1 qui correspondent k un point quelconque x, 
situ6 ~t l'int6rieur de l'anneau circulaire X limit6 par deux cercles dont 
le centre commun est situ6 en ~c = o et dont les rayons sont 6gaux respec- 

tivement g Ix1 I et g Ix2[. 
Posons maintenant 

d~-av,,,(t) 
(4) v ,~a( t )~-  dr._,. , 

\ ~o 2' e h - -  I 
( s )  to = - 

\ %  / 

En posant de plus comme au paragraphe pr6c6dent 

t ' +  r - - z t +  x 
- -  - - e  - - 7  (6) t ' - -  I t - - I  

t I I  rgsulte imm4diatement de la formule (I4) du paragraphe pr4egdent que zl(z)~ 
. . . ~  z~(~) forment un syst~me fondamental d'int~grales. 



(9) 

oh 1'on a 
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on a, comme on s'assure facilement, 

(7) v.,(t ') = v~( to)v~( t )  + vm~(to)v2(t) + . . .  -4- vm.(to)v.( t) .  (.,=~,~ ..... .) 

Soit maintenant ~ l ( X  - -  X 0 ) ,  o. o , ~ . ( X  - -  X0) les 616ments des fonctions 
z~(z) ,  . . . ,  z~(x)  qui correspondent au point x o et b~ la paire de valeurs 
Po, #o- Lorsque la variable x d6crit un  contour ferm6 L ,  qui ne se 
coupe pas lui-mdme et qui embrasse les mgmes points singuliers que 
l 'anneau circulaire C, ces 616ments subissent une substitution lin6aire 

'vn(to) vn(to) . . . .  v,,(to) I 
I 

(s)  s =  . . .  
I $ $ $ l I r I I I I @ 

i 
v.l(to) v.2(to) . . .  v..(to)l 

lqous obtenons donc pour les coefficients de cette substitution les expres- 
sions suivantes 

J 

k , ~ x = o  pour 2 < m  mais 

( i o )  , 
k ~  - - ~  pour ~ >_> m. 

e-~-  + 

La quantit6 h qui entre dans l '6quation (9)est  une quantit6 positive, 
laquelle, le point x 0 6tant fix6, peut 6tre choisie arbitrairement,  pourvu 
pourtant que sa valeur ne d6passe pas ce l le  que le membre droit de 
l '6quation (4) au w I obtient, lorsque r u n  des deux points x 1 ou z 2 est 
situ6 sur un cercte limite de C, tandis que rau t re  de ces deux points 
est situ6 sur t 'autre cercle limite ou ~ l ' int6rieur de C. Jt 

Si  en d~signant par  Pl et p~ les rayons des deux cercles limites de C 

( P l  < /92) l'0n pose xl = p~ , x 2 -~- P2, et par  consdquent x o ----- ~/p,p,, on ob- 

tient les expressions des coefficients de substitution donndes par  M. POlI~CAIcL 

1 Voir POINCAR~, Sur  les groupes etc.~ pag. 2I Z. 
Aola mathematlea. 15. Imprim6 le 3 mai 1890. 
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Soit x 0 un point quelconque, appartenant k un anneau cireulaire X o, 
concentrlque k l'anneau C et situ~ k l'int~rieur de ce dernier. 

Les s~ries 
~ . ~ ( t ) ,  c "='  ..... "~ 

\ 1~1 ,  ..., n /  

de mdme que les s~ries 

(i i) 
(F , . , I ,  9,..., u) 

qui repr~sentent les coefficients des diff~rentes puissances de o dans 

( ~  I ) n ,  

V l I ( t ) - -  W q ) 1 2 ( t )  �9 �9 �9 q ) I n ( t )  

~,,,(t) ~, , ( t )  - -  ,,, . . .  ~,,.(t) 

�9 o . o �9 o + . . . �9 o 

~,.,(t) ~,.,(t) . . .  , , . . ( t ) - -  , , ,  

,,," + v , ( t ) . , , , . - ,  + . . .  + v , ,_ , ( t ) . , , ,  + v.(t) 

sont convergentes pour routes les valeurs de t, pour lesquelles I tl < I. 
Les fonctions 

r  c - - , , ,  . . . . .  .~  ~, ~=0,1,  9 , . . . /  

. . .~  j ~ r x o " ,  r " = ' , *  ..... "~ \ v ~ O j  1,2j . . . /  

sont form6es par l'addition et par la multiplication des coefficients de 
l'dquation diff~rentielle (A) ,v1(xo),. . . ,p,(xo), des d6riv6es de ces coeffi- 

cients, de x0, de _he t  de certains nombres rationnels (voir formule (I9) 
T U b  

du paragraphe pr6c6dent). Si par consdquent pl(xo), . . . ,p,(xo) sont repr6- 
sent6s k l'intdrieur de C par des s6ries proc6dant selon les puissances 
enti~res positives et ndgatives de x0, on obtiendra aussi ~b~,+~(x0)et ~/~(x0) 
exprim6es sous la m~me forme. 

Soit maintenant h o la limite sup6rieure de h lorsque x o varie 
l'int6rieur et sur la limite de Xo; prenons 

o < h  I < h < h ,  



et posons 

On a alors 
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I ~ 0 ht  

I + e  h, 

I ~ e - - i  

i + e- 'K 

I>R, >R>o. 

Si l'on fait alors pareourir k x 0 tous les points k l ' int6rieur et sur la 
l imite de X 0 et si l 'on donne h t toutes les valeurs pour lesquelles 
l tl < R1, il existe une limite sup6rieure que les modules des coefficients 
de l '6quation diff6rentielle (A), t ransform6e en t, ne peuvent jamais d6- 
passer. De cette circonstance, ainsi que de la proc6dure employ6e par 
WEIERSTRASS ~ ainsi que par  BRIOT et BOUQUET ~ pour  d6montrer la con- 
vergence des s6ries 

v.(t), ( ,n: , , ,  . . . . .  . )  

i l  r6sulte imm6diatement que les s6ries 

vJt~v / ( a-~" ...... ~,m= 1, 2, . . . ,  n ]  

ainsi que les s6ries 
V ~ ( t )  (t,=l,~ ..... n) 

consid6r6es comme fonctions de x o aussi bien que de t, sont uniform&nent 
convergentes dans le domaine X 0 et l ti < R. 

De cette derni~re circonstance r6sulte que les s&ies 

t~o+ ~ 
(9) = v, (to) = + 

,=o ].2 + ~  

I Wr:ml~sTRXss, ~ e r  die Theorie der analytlschen Faeultdten. Journa l  ftir Ma- 
themat ik ,  Bd. 5I, pag. 43~ et 8OPHI~ KOWALEVSKI, Zur Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleiehungen. .Einleilung. Journa l  fiir Mathemat ik ,  Bd. 80. 

a BRIOT et BOUQUET. Recherches sur les propri~tds des fonetions ddfinies par des 
dquaiions diff~rentielles. Deuxi~me mdmoire. Journa l  de l '6eole polyteehnique.  
Cahier ~6 (Tome 2I)~ page 133 sqq. 
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et 

(13) v,(t0) = 
v = 0  

( t a = l , 2  . . . . .  n) 

les quantit6s h e t  t o dtant des constantes donndes, sont uniformdment con- 

vergentes pour toutes les valeurs de x 0 appartenant  au domaine X o. 
Les sdries (9) et (13) peuvent donc, en vertu d'un th6or6me de M. 

WEIERSTRASS, 1 dtre transformdes en s6ries proc6dant selon les puissances 

positives et ndgatives de x 0 et convergentes dans le domaine X o. 
Les s6ries 

v (to) ..... ,> 

sont les invariants chereh~s pour  l 'anneau cireulaire C. Ils sont indd- 

pendants de x o et si l'on pose par cons6quent 

(14) 

chacune des quantitds 

(i5) 

 (x0) = X: (p.= I, 2, ..., n) 

| . /~=-],-~,-3 .... \ 
~o~ '~ ' to  ~ ~' ~' ~'"'/ \ / ~ =  1, 2j ..., n ] 

doit 6tre 6gale ~ z6ro et l'on doit avoir 

(I6) Vt'( t~ = ~=o= ~~176  (z=],2 ..... .) 

Cette formule nous donne l 'une des expressions, que nous nous 
sommes propos6 de d6duire pour les invariants. Elle ne contient plus 
x0, comme le fait l 'expression donnde par M. Pm~cAn~, mais e]le con- 
tient encore la quantit6 positive arbitraire h, dont la valeur de r in-  

variant  est inddpendante. Les coefficients ~ 0  ~ = I, 2, . . . , n ,  v = o,  I,  2, ...) 

-~, et pour t o on a l'expression sont des fonctions rationnelles de 

7r 2 

e - ' ~ - -  I 

t o ~ ~ 

e-~-+ z 

' WEIERSTRASS. Zur Functionenlehre. Abhandlungen a u s  d e r  F u n c t i o n e n -  

l e h r e .  Berlin I886. Pag. 73. 
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La quantit6 h e s t  positive et comprise entre les limites 

21 

_ 1 (I 7) o < h < i logP_,, 
2 p~ 

designant le rayon du eercle limite int6rieur et p~ le rayon du cercle P~ 
limite ext6rieur de C. 

Supposons que les coefficients de l'6quation diff6rentielle (A) soient 
des fonctions rationnelles de x, de mani@e que cett9 6quation puisse s'6erire 
sous la forme (voir l 'introduction) 

(B) 

oh 

dny P,(z) d"-ly P~(z) d"-2y P.(x) 
d~. + Po(~) d~-~  + Po(~) d~'-~ + "'" + P-PT(-~ y = o, 

P0(x) = (x "-- a~)q,(x - -  %)q~... (x - -  a~) q~ 

et 

t )~(z)  = A~o + A,~z + A ~ z  ~ A: . . .  + A ~ , z  ~'. ,=~,~ ..... ~) 

Supposons de plus que les coefficients r (m--~ I ,  2 , . . . ,  n, 
= o,  i ,  2 , . . . )  darts les expressions (9, w I) des coefficients de substitution 

soient exprim6es explicitement en fonetions de P o ( x ) , . . . , P , ( x ) e t  de 
leurs d6riv6es. Les fonctions ~+"(x0) sont alors des fonctions rationnelles 
de xo ,  a l , . . . ,  ap et des tbnctions enti6res rationnelles de A,.r ( r =  i, 2,...,n, 

h 
r I ,  2 , . . . , p~)  et du quotient -- .  Tous les  coefficients de (es fonc- 

tions sont des hombres entiers. 
Si on calcule les coefficients ~(xo)  ~ = I , 2 , . . . , n , ~ - - - - o ,  1 , 2 , . . . )  

dans les expressions (I3) qui repr6sentent les invariants substitutionnels, 
ces coefficients seront aussi des fonctions rationnelles de x0, a a , . . . ,  ap et 

des fonctions enti6res rationnelles de A,q et de h dans lesquelles les 

coefficients seront des nombres entiers. 
I1 n'est point difficile de montrer, que les s6ries (9) et (~6) sont 

uniform6ment convergentes clans chaque domaine fini des quantit6s A~q 
(r =- I ,  2 ,  . . . ,  n ,  q -= o ,  i , . . . ,  p,); ces s6ries peuvent doric 4tre ordonn6es 
selon les puissances enti6res et positives de la variable t o et de ces quart- 

x voir la formulo (5) du w I.  
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tit~s Arq et elles restent convergentes pour tous les  syst6mes de valeurs 
finies des A~q. ~ Les coefficients des diffdrentes puissances de t o et des .d~q 
dans ]es coefficients substitutionnels sont des fonctions rationnelles de 

h 
x0, a~ , . . . , a~  et des fonctions enti6res rationnelles de -~, et dans les in. 

variants ce sont des fonctions rationnelles de a ~ , . . . ,  a~ et des fonctions 

entmres de _ .  

Nous pouvons donc 6noncer le th$or6me suivant: 

Soit X un anneau circulaire dans le plan de x, ayant l'origine pour 
centre et ne contenant clans son int~rieur aucun point singulier de l'dqua- 
tion diffdrentielle (B). 

Les invariants substitutionnels pour chaque substitution que l'on obtient 
en faisant parcourir a la variable ind~pendante x un parcours feting, ne se 
coupant pas soi-m~me et embrassant les mdmes points singuliers que l'anneau 
circulaire X ,  peuvent ~tre repr~sentds toujours sous la forme de sdries procd- 
dant selon les pMssances entiOres et positives des coefficients 

et de la quantitd 

~-A q (,-1,9 ..... ~ ~ 
,~q~O, l ,  .., j ~ /  

e - - z -  [ 
to ~ 7r~ 

e--~ + r  

h signifiant une quantitd positive arbitraire, contenue entre les limites (I 7). 
Ces s~ries sont convergentes pour tousles syst~mes de valeurs finies des 

quantitds A~q. Les coefficients de ces sdries sont des fonctions rationnelles 
h 

des quantitgs a l , . . .  , ap et des fonctions entiOres rationnelles de --: dont les 

coefficients sont des nombres entiers. Zes invariants, dont les valeurs sont 
reprdsentdes par les sommes de ces sdries, sent ind@endants du choix de 
la quantitd arbitraire h, pourvu que cette derniOre soit prise entre les limites 

fizzes. 

voir POINCAR~. Sur les groupes etc., w 3. 
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w 3. Une seconde man t~re  de representer  les i n v a r i a n t s  d ' une  sub- 

s t i tut ion qui  correspond ~ u n  p a r c o u r s  f e r m ~  embrassan t  ~es 

m $ m e s  po in t s  s ingul iers  que F a n n e a u  circtt laire C. 

Soit x o un point quelconque b~ l ' int~rieur de C et introduisons darts 
l 'gquation diffgrentielle (A) au lieu de la variable ind~pendante x une 
autre variable z, d6finie par l '6quation 

(~) x = ~ o ~  ~. \ 

D~signons de plus par ul(r  , x0) , . . . , u . ( r ,  x0) un syst6me fondamental  
d'int~grales de l '~quation difftrentielle transform~e, d~fini par les condi- 
tions que pour r -  o on ait 

d v u ,~ d . - m u m 

(2) de = o ,  ~ n - - m ,  ~ < ~ - - i ;  d~-----~= ~" 

Dans le voisinage de r = o ces int~grales sont repr~sent~es par des s6ries 
de la forme 

,Fn--m ~ v " + v ( X  '~ ,/-n+v (re=l,2 ..... n) 
(3) u . ( r ,  Xo) = ] ,~--m -I- i.~,t-~=o ' ~  + ~" 

Les coefficients Z"+'(z0) (m = x, 2 , . . . , n ,  ~ = o ,  I ,  2 , . . . ) p e u v e n t  
4tre obtcnus de la m4me mani&re que les coefficients r dans le 
w i .  On obtient aussi des formules de r6cursion absolument analogues 
k celles que nous avons obtenu (I9) w x: 

n + y /  x n + v  
I ' ~ - '  [~ ,~ z,_c~_~ [ " -  ~ .[~ ,,~ z., " ( ~  

�9 = - -  j , . _ , l , ~ + ~  -t 
? " t , - - ' i l b  

n-t-y/  

I ~ - ~  [ n _ , , q o  z .  t~o~ 

(4) [~ --  ~Jm+. ~:  (z.) f".+'(Xo) 

I ~- -~-  + ~ : [ ' ] "  I_" + ~ :+" [ "+  ']~-' ]~u ~ + 
n-l-v 

~'+'- '  ('~ + ~'+' [n + "]o ~" ('~ . . . .  o �9 [ ~  -t-'P 
,-~+'-' [ , ~ + ~ - i ] , 1 . + ~ _  ' 

+ o . ,  0 �9 �9 

v~Oi It  2i . . .1 
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Dans ces formules [q]~ (v = o ,  I ,  2 , . . . )  d6signe une constante d6finie 
par l '~quation 

(5) ( e -  ~)~= u'l[q]o + [~?~,, + [qLu' +...1. 

On a par cons6quent: 

(6) [q]o = I et [o]~---- o, (~:o,~,~,...) 

Nous poserons de plus 

(7) [ q ] , = o  pour v - - - - - i , - - 2 ,  . . . .  

Le symbole F,~+~(x0) (m = I ,  2 , . . . ,  n ,  v = o ,  I , 2 , . . . )  ddsigne l'expres- 

sion de d"+~Y d,.+ , que l 'on obtient en diff6rentiant (A), en posant ensuite 

x----x0 et en ayant  6gard aux  6quations (IO) du w I. Le rayon de 
convergence des s6ries (3) peut 6tre obtenu de la maniSre suivante. On 
prend sur la l igne droite qui unit  le point x = o avec le point x = x0 
deux points x' et x", I x'l < Ix"i, de mani~re que l 'une de ces deux 
points au moins soit situ6 sur la limite, et l 'autre k l ' int6rieur ou k la 
limite de C, et que l 'on ait en plus 

(8) *o = ~ r  

Le rayon de convergence des s~ries (3) est 

" i t  

(9) h' ' ---- ~ log ~ .  

]1 est ~ remarquer aussi que le rayon de convergence de ces s6ries reste 
6gal k h', si l 'on introduit  partout  Xo e~ k la place de x0, ~ d~signant 
une quantit6 r6elle quelconque. 

On remarque facilement que, de mOne que ul(r , x0), . . . , u , , ( r ,  x0) 
~o t i t  repr6sentent un systeme fondamental  d mt%rales de l 'dquation diff6ren- 

tielle transform6e (A), de m~me les quantit6s 

--~- - -  X 0 , ( m = l ~ 2 , . . . , n )  (~o) r u,. loz~0, 

dans lesquelles log ~ - - =  i pour p p0 et 0-~ Oo (x--~pd ~ = , xo  = p o  e*~') 
X o 
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repr6sentent un syst6me fondamental d'int6grales de l'6quation diff6ren- 
tielle primitive en x. 

I1 r6sulte aussi de la mani6re mSme, dont nous avons trouv6 les 
s6ries (3), que les quantit6s 

u = ( ~ - -  iO,  x0e '~) <=-~,~ ..... ., 

repr6sentent un syst6me fondamental d'int6grales de l'6quation diff6ren- 
tielle (A) transform6e en r i~ l'aide de l'6quation (I); et que les quantit6s 

le, u.(lo=  xoe ) (m=l j2 : . . . , n )  

dans lesquelles ~ _ L =  I pour p = P o e t  ~ = z9 o + O, repr6sentent un 

syst~me fondamental d'int6grales de l'6quation diff6rentielle primitive en x. 
Posons maintenant 

(i~) u=~(r Xo) d=-===(~,=o) r=-,,= . . . . . .  

et soit 1 un nombre entier positif, suffisamment grand pour que l'on ait 

( I2)  T<2= h'. 

2~/ appartient dans ce cas au domaine de convergence Le point r ~ i 0 + - / -  

des s6ries qui repr6sentent les valeurs des fonctions 

u=(r - -  iO , Xo e'") (m=l j  ~j ..,j n) 

dans le voisinage de r----iO. 
On volt maintenant sans difficult6 clue dans le voisinage imm6diat 

de r------T-' et par cons6quent pour toutes les valeurs de r, on a les re- 

lations 

u=(r, Xo)=U=~ T,xo)U~kr--T,xoe-i- + . . .  

(2 = ) (  ,= ,j) 
Ae~a mathemai'ioa. 1~. Imprlm* le 5 mai 1890. 4 
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desquelles d6coule 

(~4) 

, Xo e T )  

2~i ~ )  
u,,, Z - -  2 T , xoe 

O. Mittag-Leffler. 

2~i xodr u~ r--:2 T xoe ' + 

(,= ' / ) (  ,- ,j) 
+ u = .  T , X o  u. r - - 2 T , x  o , 

2~ , ) U l ( r _ _  2~ Xoe , )  ." Uml  T 1} xO e :~ 3 T + .. 

%, ( ,= 
+u,~. T , X o e  u= r - - 3 T , X o e  , 

2rd Xoe ) 2ri 
u= r - ( /  I )T ,  =u=l T - , Xoe )u~(~- 2~,Xoe ~'') +... 

+ ~"" T '  Xoe )~.(~-- :~, xo~'~) 
( m ~ l ,  ~ . . ,  n) 

Si l'on pose maintenant 

en remarquant que 

on volt que 

(~7) 

r = 2 m +  r', 

~'=(~', xo e~) = ~'=(r ~o), (m = 1~ 2~...~ n) 

l u.(2~ + 2w/ ) u~ .. 
e, Xo) = ~=~ T '  xo if', Xo) + 

(~=) + ~'~ T '  x~ u.ff', xo). (m=l ,~ , . . . , n )  

Les quantit6s amx ,X 0 ( m =  1, 2,  . . . , n , / t =  1 , 2 , . . . , n )  sont 

les coefficients de la substitution clue l'on obtient en appliquant l'une 
apr~s l'autre les substitutions dont les coefficients sont 

( ) ( ) ( ,,1~ 2hi 2hi ~ 2 . i  xoe }" 
u~ T ' %  , u ~  T ' x ~ J  ' ' " '  ~~ T '  
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Nous exprimons ceci par l'~quation suivante: 

�9 2rd 
gil(-~--, Xo) 9 " ' "  , a ' l ( ~  

u,: ( T  

(:8) 

e * e  

* �9 ~ ~ , ,  �9 o o  �9 �9 �9 

2 r d  

U~l T '  x~ , . . . , U . ~  7 - ,  X o U~l - T '  

,,,, 
, ~ * �9 ~ �9 

2 n ' i  <,-,,:) 
Unl ~ g6oe 

Des 
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a . : ( ~ -  , xo) , . . . , a n , ( l  , Xo) 

, XO 9 " " ~ , U:n - - ~  , XO Ul l t -"  ~ , XO e~-  , " �9 " , U l n  , XO e-~- 

, - - . , u . ~ \ -  T ,  

27~'~ Xoe ) 

<,_,~\ 
27L~ Xoe ) 

9 " ' "  ~ i n n  T 9  

6qu~tions (:o) et (:7) il r6sulte que lorsque la variable ind6. 
pendante x en partant du point Xo d4crit le contour ferm~ L, qui ne 
se coupe pas et qui embrasse ]es mdmes points singuliers que l'anneau 
circulaire C, les 61~ments des int6grales ~ ( x ) ,  ~ ( x ) ,  . . . ,  r qui cor- 
respondent au point x0 et ~ la paire de valeurs P0,00, se transforment en 
d'autres 616ments ~ l'aide de la substitution: 

~ �9 �9 ~ . . . ~ . 

Les expressions que nous avons obtenu pour les coefficients d'une pareille 
substitution peuvent dtre pr6sent5es sous la forme de s~ries: 

(2m ) ~-, ~ , ./2~iw ~m=~., ~ ...... 
\ ]~ = 1, 2, . . . , n /  (I9) ~'~ T '  Xo z..z,,,,,,~Cx0)t,T) 

l l ~ { }  
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dans lesquelles les fonctions 

peuvent ~tre exprim~es imm~diatement par les fonctions 

x=+' ,Xoe ' / .  

Les invariants sont les coefficients 

des diff~rentes puissances de o~ dans 

0[11  ~ ~ 0  ~ 0 . )  ~ �9 �9 �9 ~ ( Z l n  ~ X 0 

- -  I )  n 

v=O, 1, ~, . . .  / 

( ~ 1 ; ~ 1 ,  2 , . . . ,  n 
k = O ,  1 , 2 ,  . . . ,  1 - - 1 ]  
~ 0 , 1 , 2 , . . .  / 

( p f f i l ~ g ~  . . . , m )  

�9 �9 . �9 �9 ~ ~ �9 , 

(so) 
O~al ~ ~ X O  ~ �9 �9 �9 ~ ~ n n  ~ X o - -  ( / )  

T / 2 r / \  ,, 1 2 n ' /  

et peuvent ~tre repr~sent~s sous la forme 

les expressions des coefficients: 
s ...... \ ~ 0 ,  1 , $ ,  . . . /  

l'aide des coefficients des s~ries (t9) s'obtenant imm~diatement. 

Les  expressions des coefficients substitutionnels que nous venons de trouver 

co~'ncident pour l ~ i avec celles donn~es par  M.  .~AMBURGER. 1 

Pour la convergence il est alors n~cessaire que la quantit~ positive 
h' soit assez grand pour qu'on puissc mettre en (I 2) 1 ~ I. C'est cette con- 
dition qui fait la restriction ~ la m~thode de M. HAMBURGER et dont M. 
POINCA~ 2 ~tait parvenu d~j~ ~ se libSrer, mais d'une toute autre mani~re 
que celle que nous venons d'employer. 

t ~ber  ein Pr inc i~  etc. 

voir page 3. 
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Tout k fait de la m~me mani~re, que nous l'avons fait pour les 
fonctions v,.x(to), V~(to) au w % on peut d6montrer maintenant, que les 
sdries 

( 2 z / )  r.,=~,, ...... 
a ~  - T  ' xo ~,~=1,~ ...... ) 

et 

2rd 
(/~=1,2~ ..., n) 

pour des valeurs suffisamment grandes de l, peuvent 6tre transform6es en 
s6ries proc6dant d'apr~s les puissances positives et n6gatives de x0. 

Vu que les invariants 

T (p.= 1,2, ...,n) 

sont ind6pendants de Xo, les s6ries doivent se r6duire pour eux ~ un seul 
terme ind6pendant de Xo. On n'a besoin de calculer, par cons6quent, que 
le terme X;~,z,o dans le d6veloppement de 

(22) 

et l'on obtient alors: 

v (tL=l,2 ..... n~ X 

kt) (t~=l,2, ...,n) 

Dans cette expression des invariants l d6signe un hombre entier 
positif quelconque, assujetti seulement k remplir la condition 

27r I . p~ 
(24} 

--/- < E , 

oh p~ est le rayon du cercle limite ext6rieur et P l l e  rayon du cercle 
limite int6rieur de C. 

On obtient des formules particuli~rement int6ressantes en faisant 
croitre l k l'infini et en calculant les limites auxquelles tendent alors les 
termes diffdrents dans l'6quation (23). Nous allons 6tudier ce cas dans 
un autre m6moire. 
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Si l'~quation diff~rentielle propos~e a la forme (B) - -  voir 1'intro- 
duction - -  les coefficients: 

/ , ,=1,2 ..... n '  / 

zb., (Xo ) ( ...... j 

duns l'expression (I9) des coefficients substitutionnels sont des fonctions 
2~ri 

rationnelles de e T ,  de xo, de al ,  . . . ,  ap et de Ar~ dont les coefficients sont 
des nombres entiers. Les coefficients 

\v~O,l,~,'"] 

duns les expressions (23) des invariants ~ -1- sont des fonetions ration- 

nelles de e -/- et de a i ,  . . . ,  % et des fonctions entigres rationnelles des Are 
dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Les s~ries (I9) et (23) peuvent ~tre gerites sous la forme de sgries 
em 

proc~dant selon les puissances enti~res et positives de --F et des quan- 

tit~s A~q. Par rapport ~ ees derni~res elles sont toujours convergentes 
(voir page 2I). Les coefficients de ees sfiries sont des fonctions ration. 

2 ~  

nelles en x0, a l , . . . ,  ap et e n e  i-  qui duns Ia formule (23) ne contient 
plus x. et dont les coefficients sont des nombres entiers. 

Nous pouvons done entre autres ~noneer le thfior~me suivant: 

Soit X un anneau circulaire, qui a l'oroine pour centre et qui embrasse 
un certain nombre de points singuliers de l'~quation diffdrentielle (B). .Les 
invariants de chaque substitution, que l'on obtient en faisant parcourir d la 
variable ind~pendante x un contour feting q~d ne se coupe pas soi-m~me et 
qui embrasse les mdmes points singuliers que l'anneau circulaire X ,  peuvent 
tou]ours dtre reprdsentds sous la forme de sdries ordonndes selon les puis- 
sances enti~res positives des coefficients 

A~  (,=1,~ ..... ~ kq=O~ 12 2. **.~Pr/ 

et de la quantitd 

-7-' 

o5 l d~signe un nombre entier positif qui peut ~tre fixd arbitrairement h 
partir d'une limite infdrieure donnde. 
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Ces sdries sont convergentes pour tousles  syst~mes de valeurs finies des 

A~.  Les coefficients de ces sdries sont des fonctions rationnelles des a~,..., ap 
2r~  

et de e -i- dont les coefficients sont des nombres entiers. 

w 4. ~ e p r ~ s e n t a t i o n  a n a l y t i q u e  des  i n v a r i a n t s  d~une s u b s t i t u t i o n  

e o r r e s p o n d a n t  ~ u n e  l igne  i~ q u i  e m b r a s s e  des p o i n t s  s i n -  

guliers~ tous  s i tu~s  s u r  u n e  m ~ m e  l igne  dro i te .  

Soient a et b deux points singuliers quelconques. Parmi les ellipses 
confocales, dont les foyers sont les points a e t  b, il y en a une infinit~, 
qui jouissent de la propridtd de ne point embrasser d'autres points sin- 
guliers que ceux qui sont situds sur la ligne droite allant de a k b. Dfi- 
signons pa r  a et fl le grand et le petit axe d'une telle ellipse. 

Posons 

z+ +- -y-  

A l'aide de eette substitution, la partie du plan des x,  limit~e par la 
ligne droite allant de a ~ b et par la pdrifSrie de l'ellipse consid~rde, 
est projet@ dans le plan des z soit sur un anneau circulaire dont le 
cercle l imite int6rieur a pour rayon l'unit~, tandis que le cercle limite 
extdrieur a un rayon 

a + p  

soit sur un a utre anneau circulaire, dont le cercle limite ext~rieure a 
l'unit~ pour rayon, tandis que le rayon Pl du cercle l imite int~rieur est 

ddtermin~ par l'dquation 

A la ligne droite double, allant de a ~ b, correspond par consequent 
dans eette substitution le eerele dont le rayon est ~gal ~ l'unit~, tandis 
clue la pgriph~rie de l'ellipse eonsiddrde est projetde rant sur le eerele 

dont le rayon est p que sur le eerele dont le rayon est ~gal ~ i .  
P 
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Si l'on consid6re dans |e plan des x une ligne ferm6e continue L~ 
qui n'a pas de points doubles, qui entoure la ligne droite (ab)et qui 
n'embrasse pas d'autres points singuliers que ceux situ6s sur cette ligne, 
les coefficients de la substitution correspondante ne changent point, si au 
lieu de la ligne primitive L~ nous prenons une ligne ferm6e quelconque 
sans points doubles, situ6e route enti@e dans la partie du plan des x 
limit6e par ]a ligne droite (ab) et par la p6riph6rie de l'ellipse consid6r~e. 

A l'aide de l'expression de x en z la lignc L~ se trouve projetde 
sur deux lignes L'~ et L'z', dont chacune appartient toute enti6re ~ l'in- 
t6rieur de l 'un des deux anneaux circulaires correspondant ~ l'int6rieur 
de l'ellipse. 

Si l'on parvient ~ reprdsenter lcs invariants des substitutions qui 
correspondent aux lignes L" et /~;' pour l'6quation diff~rentielle (A) trans- 
form6e en z, on trouve par lk mdme l'expression des invariants de la 
substitution correspondant ~ la ligne L~ pour l'6quation diff6rentielle 
proposde. 

Si 1'on observe maintenant que les deux constantes dans l'expression 
de x en ~ sont des fonctions enti6res rationnelles de a et b, a et b 6rant 
deux points singuliers de l'6quation diffdrentielle propos6e, on volt imm6- 
diatement, que dans le cas off les coefficients de l'dquation diff6rentielle 
sont des fonctions rationnelles, c'est k dire dans le cas oh l'6quation diff6- 
rentielle a la forme (B), les deux th6or6mes 6nonc6s k la fin des paragraphes 
2 et 3 subsistent avec le changement suivant: au lieu de dire que le 
rparcours~ dont il est question dans ces thdor6mes peut toujours gtre 
inscrit dans l'int6rieur d'un anneau circulaire sans passer par aucun point 
singulier, on doit dire maintenant que ce parcours embrasse toujours les 
mgmes points singuliers, situ6es sur une m~me ligne droite. 


