SUR LES GROUPES DES EQUATIONS LINEAIRES

PAR

H. POINCARE

A PARIS.

Dans trois mémoires (Acta Mathematica T. 1, p. 1—62: Sur les
groupes fuchsiens; Acta T. 1, p. 193—294: Sur les fonctions fuchsiennes;
Acta T. 3, p. 49—92: Sur les groupes kleinéens) jai étudié les groupes
discontinus formés par des substitutions linéaires et les fonctions uniformes
qui ne sont pas altérées par les substitutions de ces groupes. Avant de
montrer coufment ces fonctions et-d’autres analogues donnent les intégrales
des équations linéaires a coéfficients algébriques, il est nécessaire de
résoudre deux problémes importants:

1°. Etant donnée une équation linéaire a coéfficients algébriques,
déterminer son groupe.

2°. Ftant donnée une équation linaire du 2 ordre dépendant de
certains paramétres arbitraires, disposer de ces paramétres de maniére que
le groupe de 1'équation soit fuchsien.

§ 1. Invariants fondamentaux.

Occupons-nous d’abord du premier de ces problémes.
Considérons une équation quelconque a codfficients algébriques:
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Dans cette équation les ¢ sont des fonctions rationnelles de deux variables
x et y lices entre elles par une relation algébrique

(2) g(r, ) = o.

Supposons que l'on considére un systéme fondamental d’intégrales
de I'équation (1)

Viy Vyy «vny Uy

1?

et quon fasse décrire &4 « un contour fermé C tel que g revienne & la

méme valeur; les intégrales v, v ., v, prendront des valeurs nou-

L Ugy o
velles w,, w,, ..., w, qui seront des fonctions linéaifes de leurs valeurs

initiales, de telle sorte que I'on ait:
W, = a0,

En d’autres termes, les intégrales v , v,, ..., v, subiront une substitu-
tion linéaire
S = (), Vyy «voy Up3 Wy, Wy, +eny W0,)

que l'on pourra représenter par le tableau a double entrée des coéfficients:

Ay g - Gy
gy Ay -« Ay
- S R

Si Lpn opére ainsi pour tous les contours C possibles, on obtiendra
un ensemble de substitutions lindaires qui formeront un groupe G. Ce
sera le groupe de Uéquation (1).

On peut toujours supposer que dans I'équation (1), le cosfficient
¢, est ideuntiquement nul; car si cela n'était pas, on ramenerait au cas
ot ce codfficient est nul par unc transformation bien simple et bien
connue. On en conclut que le déterminant de la substitution § est égal
a l'unité; on a donc:

(3> Z ._*:. allaQ‘l v ann = 1.
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La connaissance de l'équation (1) et du contour C ne suffit pas pour
déterminer la substitution S. En effet cette substitution dépend en outre
du choix du systéme d'intégrales fondamentales v, v,, ..., v,.

Supposons qu'on les remplace par p autres intégrales fondamentales:

Upy Uyy ooy U,

Ol‘l aura
U, = zﬁikvi
de sorte que la substitution

0= (U, Vyy oony Uy Uy, Uy, ouey U

sera linéaire. En décrivant un contour C et en partant des intégrales
W,y Uy, --., U,, on obtiendra alors une substitution linéaire:

o 'Se.

L’ensemble des substitutions ¢7'Se formera un groupe que lon
pourra désigner par la mnotation ¢ 'Ge et qui pourra, aussi bien que G,
étre regardé comme le groupe de I'équation (1), si au lieu denvisager le
systéme des intégrales v, on,envisage celui des intégrales «. On sait que
le groupe o7'Go sappelle le transformé de G par la substitution linéaire o.

Afin de n’avoir qu'un seul groupc pour l'équation (1) nous ne con-
sidérerons pas comme distincts le groupe G et ses transformés par les
diverses substitutions linéaires.

Cela posé, cherchons les invariants de la substitution S, c'est a dire
les fonctions de ses coéfficients qui demeurent invariables quand on rem-
place § par ¢7'So. Formons I'équation:

oy + ¢ Qg e Oy
Qg1 ay .y,
(4) = Q.
%y %0 ceea, + 8

Les racines de cette équation, et par conséquent aussi ses coéfficients,
ne changeront pas quand on remplacera S par ¢ 'So. Ce seront des

invariants de S.
14 - 665006 Acta mathematica. 4
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Ces invariants sont au nombre de p— 1. En effet I'équation en ¢
(4) est de degré p; elle a donc p + 1 coéfficients.  Mais le coéfficient
de ¢ et le terme tout connu sont égaux a I; il reste donc p— 1 in-
variants. Ces invariants, qui sont des coéfficients de I'équation (4) seront
des fonctions cnticres des a.

Supposons que les intégrales v, v,, ..., v, soiecnt définies de la
maniére suivante: Au point initial du contour C (pour x == o par exemple)
v, est égal a4 1 et ses p— 1 premicres dérivées sont nullqs; v, est nul,
ainsi que ses p — 1 premicres dérivées, a 'exception de la dérivée d'ordre
i— 1 qui est égale a 1. Soit maintenant w; ce que devient I'intégrale
v, quand z revient au point initial aprés avoir décrit le contour C et wj
ce que devient sa dérivée d'ordre { — 1; on aura:

w, = 2w wh = ay.

Il en résulte que les invariants sont des fonctions rationnelles entiéres
des wj}.
Supposons en particulier p = 2; I'équation (1) devient:

g—} + vg,(r, y) =o
et I'équation (3) s'écrit:

wi ¢ty

w? w; + ¢
ou

£+ tlw; + wy) + 1 = o.

La substitution S admet alors comme invariant unique w} + wj. Si
k est son multiplicateur, cet invariant est précisément £ + T

Si Ton connaissait les invariants de toutes les substitutions S, le
groupe G serait complétement déterminé, puisque nous ne le regardons
pas comme distinct de ses transformés ¢ 'Ge. Mais il ne sera pas néces- -
saire de connaitre tous ces invariants, il suffira d’en connaitre un certain
nombre que nous appellerons invariants fondamentaur et dont tous les
autres ne seront que des fonctions.
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Combien y a-t-il d'invariants fondamentaux? Supposons que le groupe
G soit dérivé de u substitutions fondamentales. Les codfficients de chaque
substitution seront au nombre de p® mais & cause de la relation (3), il
n'en restera que p°’— 1 d'indépendants. Pour les n substitutions cela
fait en tout n(p*— 1) cosfficients. Mais nous ne considérons pas comme
distincts le groupe G et ses divers transformés. Il faut donc retrancher
p*— 1 du nombre précédent ct on arrive 4 cectte conclusion que- pour
déterminer le groupe G, il faut (n — 1)(p’ — 1) conditions.

Si donc on se donne (n— 1)(p* — 1) invariants quelconques (pourvu
qu’ils soient indépendants) tous les autres n'en seront que des fonctions.
On choisira par exemple pour invariants fondamentaux les invariants de
(n — 1)(p + 1) substitutions convenablement choisies.

On peut toujours supposer que ’équation (1) a ses coéfficients ration-
nels. En effet supposons que cela ne soit pas ct que I'équation (2) soit
une relation algébrique de degré m de telle facon quh chaque valeur de
x corrcspondent n valeurs de ¥

?/0’ y17 L} ym—l‘

On pourra toujours tracer dans l¢ plan des x, m — 1 contours
C, G,y ..., C,, tels que quand z~décrit le contour C,, y, se change

en y,. Soient maintenant:

0 0 0
vl’ U‘Z) R | /Up

p intégrales fondamentales de 1'équation (1) correspondant & la valeur
4, de y. Soient

i i i
Vyy Uy -0y U,

ce que deviennent ces intégrales quand x a déerit le contour C,. Cela
posé les mp fonctions

m-—1 ym—1

vl ’ '12 ) "'7'0114
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satisferont &4 une équation (1’) linéaire et d’ordre mp dont les coéfficients
seront rationnels en x. La connaissance du groupe de (1') suffira
pour déterminer le groupe de Véquation (1).

Supposons donc que l'équation (1) ait scs coéfficients rationnels et
qu'elle présente » 4 1 points singuliers, en y comprenant le point oo
il y a lieu et en n'y comprenant pas les points a apparence singuliére.
Le groupe est alors dérivé de » substitutions fondamentales dont on
connait immédiatement les invariants, 4 l'aide de 'équation déterminante,
pourvu que les intégrales soient régylicres; ce sont les substitutions aux-
quelles on cst conduit en faisant décrire &4 la variable un contour fermé
qui n'enveloppe qu’'un seul point singulier. Il reste donc & calculer les
invariants de (n — 1)p — 2 substitutions.

Soit @ un point singulier quelconque ct soient

Dy Ay ovey 2

18

les racines de l'équation déterminante correspondante.

Il y aura dans le voisinage du point @, p intégrales particulierement
remarquables. La &° d’entre clles scra égale & (x — a)* multipliée par
une fonction holomorphe.  Soient:

Vs Vyy «nny U,

ces p intégrales que jappellerai intégrales canoniques par rapport au
point a. Lorsque la variable déerira un cercle infiniment petit autour
du point a, ces p intégrales v subiront la substitution linéaire:

O O ...¢e"

que jappellerai substitution canonique relative au point b.
Soient de méme:

Wy Wyy ovny W,

les intégrales canoniques par rapport & un second point singulier b.



Sur les groupes des équations linéaires. 207

Joignons les deux points @ et b par un chemin quelconque amb,
Lorsque la variable partant du point @ et décrivant le chemin amb
sera parvenue dans le voisinage du point b, les intégrales canoniques
Uyy Vg, -.., U, seront devenues des fonctions linéaires des intégrales cano-
niques w,, w,, ..., w,, de telle sorte que l'on ait:

v, = 2 Bt

La substitution linéaire:

Bu Pu -+ P
ﬂw ﬂ-n o ﬂp?

ﬂIP ﬂﬁ’"'ﬂp}’

sappellera la substitution auxiliaire relative aw chemin amb. Silon connait
cette substitution auxiliaire on connaitra aussi une substitution du groupe
de. Yéquation (1), ce sera celle que subissent les intégrales canoniques
Uy, Vg, - -+, ¥y, quand partant du voisinage du point g, la variable décrit
le chemin amd jusque dans le voisinage du point &, décrit ensuite un
cercle infiniment petit autour du point b, et revient enfin dans le voisinage
du point @ par le chemin bma.

Soit 3 la substitution canonique relative au point 4. Quand la
, variable décrira le contour précité, les intégrales » subiront la substitu-

tion §7'XS.

Supposons que l'on joigne entre eux les » 4 1 points singuliers par
n chemins quelconques, de facon que Yon puisse circuler entre deux quel-
conques de ces points singuliers & l'aide de ces # chemins; lorsque l'on
connaitra les substitutions auxiliaires relatives a ces » chemins, le groupe
de I'équation (1) sera complétement déterminé.

Soient en effet @ l'un des points singuliers et b, b,, ..., b, les n
autres. Joignons par exemple le point a & chacun des points &; par une
droite. Soient Y, X, X,, ..., 2, les substitutions canoniques relatives

n

respectivement aux points a, b, b,, ..., b,; soient S, S,, ..., S, les
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substitutions auxiliaires relatives aux chemins ab,, ab,, ..., ab,. Le groupc
de l'équation (1) sera dérivé des » + 1 substitutions:

x, S7xS, 8758, ..., S7'L.8,
entre lesquelles il y a d’ailleurs la relation:

SN 8, 8718,8, ... 8788, = 1.

Supposons maintenant que l'on distingue deux des points singuliers
a et b; et soient ¢, ¢,y ..., ¢,y les n — 1 autres. Joignons a et / par
n — 1 chemins différents am b, am,b, ..., am, ;b ct soient S, 8,, ..., 8, 4
les substitutions auxiliaires correspondantes. Ces #— 1 chemins partageront
le plan en n — 1 régions; supposons que chacune de ces régions contienne
un point singulier.c¢, et un seul. Le groupe de I'équation (1) scra en-
ticrement déterminé. Si en effct 3 et X sont les substitutions canoniques
relatives aux deux points a et b, le groupe sera dérivé des n substitutions:

v —1 —1 -1 —1
2, Sx 29 S? Sw veey Sn-2 n—1) Ln——IS'

Supposons que le point ¢, soit contenu dans la région limitée par les
deux chemins amb et am,, b, décrivons un contour situé tout enticr dans
cette région et enveloppant le point ¢;; quand la variable décrira ce con-
tour, les intégrales canohiques»relatives au point a subiront la substitution:

—1
8784

1

On voit que pour déterminer le groupe de l'équation (1) il suffit de
connaitre, soit les invariants fondamentaux, soit certaines substitutions

auxiliaires.

§ 2. Caleul numérique des invariants fondamentanx.

Les invariants fondamentaux qui définissent complétement le groupe
d'une équation linéaire sont évidemment des fonctions des coéfficients de
cette équation; d’ol le probléme suivant qui se pose tout naturellement:
déterminer ces invariants en fonctions de ces codéfficients. Mais en réalitc
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ce probleme est double: on peut se proposer de calculer numériquement
ces invariants quand on a affaire & une équation numérique donnée; mais
il n'est pas non plus indigne d'intérét d'étudier, au point de vue de la
théorie des fonctions, la facon dont varient les invariants quand on fait
varier les coéfficients. ILes méthodes propres au calcul numérique ne
nous apprennent rien sur la nature de ces fonctions, pendant que les
formules les plus instructives a4 ce dernier point de vue conduiraient a
des calculs pénibles si on voulait les traduire en nombres.

Au point de vue du calcul numérique, un grand nombre de mé-
thodes ont déja été proposées, parmi lesquelles je citerai celle de M. Frcus
(tome 75, Journal de Crerrk) et celle de M. HaMBURGER (tome 83,
Journal de Crerrg).

La méthode de M. Fucus consiste a distinguer deux des » + 1 points
singuliers, a et 4, comme & la fin du paragraphe précédent, puis a diviser

le plan en n-— 1 régions par » — 1 chemins am b, am,b, ..., am, b,
de facon que chacune de ces n — 1 régions contienne un des n — 1
autres points singuliers ¢, ¢,, ..., ¢,_, et un seul. Le savant géometre

d’'Heidelberg donne ensuite un développement des intégrales canoniques
relatives au point a et ce développement est valable dans une certaine
région R,. De méme les intégrales canoniques relatives au point b sont
susceptibles d’un développement valable dans une région R,. Les deux
régions B, et R, ont » — 1 parties communes P, P,,..., P,_;,. On peut
d'ailleurs tracer le chemin amh de telle facon qu'il reste constamment
intérieur a l'une des régions R, et R, ou a toutes deux a la fois, et qu'il
traverse la région P,. Il suffit alors de comparer les deux développe-
ments de M. Fucus pour une valeur de z quelconque intérieure a P,
(région dans laquelle les deux développements sont valables a la fois)
pour pouvoir calculer les coéfficients de la substitution auxiliaire relative
au chemin amb. Le groupe de l'équation (1) est ainsi entiérement
déterminé.

On peut varier cette méthode a l'infini; supposons en effet que nous
joignions deux points singuliers quelconques @ et & par un chemin quel-
conque amb et que nous cherchions la substitution auxiliaire relative a
ce chemin. Tracons autour des deux points a et & deux régions quel-
conques R, et R, telles 1° que la premiére contienne l'unique point
singulier @ et la seconde l'unique point singulier b; 2° qu’elles aient une
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partie communc P; 3° que le chemin amb restc constamment intérieur au
moins & l'une des régions R, ct R, et traverse la région P. Supposons
que deux fonetions f,(x) (et f,(z}) soient telles que quand x reste intérieur
a la région R, (ou & la région R,) la fonction f, (ou la fonction f;)
alent constamment leur module inférieur a4 1, de telle sorte que ces deux
fonctions donnent respectivement la représentation conforme du cercle de
rayon 1 et de centre o sur la région R, et sur la région I2,. Je sup-
pose de plus:

f.(a) = o, f,(b) = o.

Les intégrales canoniques relatives au point a se développeront suivant
les puissances de f,(z). Ce développement dont les coéfficients se calculent
par récurrence sera valable dans toute la région R,. De méme les inté-
grales canoniques relatives au point b -seront dans toute la région R,
développables suivant les puissances de f,(x). Il suffira de comparer les
deux développements pour un point de la région P (ou ils sont valables
a la fois) pour caleuler les cocfficients de la substitution auxiliaire cherchée.
On choisira les régions R, ct R, de telle facon que les fonctions £,
et f, solent aussi simples que possible. On pourra prendre par exemple
un rectangle, on un fuseau limité par deux ares de cercle qui se coupent,
ou la portion du plan comprise entre deux droites paralleles.
Voici maintenant en quoi consiste la méthode de M. Havmburcrg.
Soit 0 un des points singuliers et «,, a,, ..., a, les n autres, rangés
¥

0, leurs module

par ordre de module croissant; solent p,, £, - ..,

construisons les deux cercles qui ont pour centre l'origine et pour rayon
p; et piy,.  Considérons un contour fermé € compris tout entier dans la
région annulaire limitée par ces deux cercles. Soit A un point de-ce
contour C; supposons par cxemple:

4 = NOiPigr -

Soit #,, v,, ..., v, un systcme fondamental d’intégrales dans le voisinage

du point 4. Soient w,, w,, ..., w, ce que deviennent ces intégrales quand

on revient au point A aprés avoir décrit le contour C. Les intégrales »
peuvent se développer suivant les puissances croissantes de

lr — 14



Sur les groupes des dquations linéaires, 211
et si on a:
log,, —14"> 27

les développements sont encore valables quand on fait
lr — 14 = 2iz.

En substituant alors 2ix a la place de lr—14 dans les développe-
ments des intégrales » et de leurs dérivées, on aura les valeurs des inté-
grales w et de leurs dérivées, ce qui suffit pour déterminer la substitution
du groupe de l'équation (1), qui correspond au contour C.

La méthode de M. HamBURGER peut étre aisément étendue au cas ou

lpigr — 14 < 2z.

Nous poscrons pour abréger

IIOH—I — 14 == »

20

puis nous dévclopperons les intégrales o suivant les puissances de

wi(/. — Aiu.

Q:ia + Aia

|

e

Le développement scra encore convérgent pour

r = Ae'
ou:

—27u

e -1

6—21\’« + 1

2 =

En remplacant dans les dévelogpements des intégrales v et de leurs
dérivées 2 par cette valeur, on aura les valeurs des intégrales w et de
leurs dérivées et par conséquent la substitution qui correspond au contour C.
Il suffit de réfléchir un instant & la nature de ces méthodes pour
comprendre qu'on peut les varier & linfini. Le calculateur devra sc
guider dans son choix d’aprés la convergence plus ou moins rapide des
séries employées. Or cette convergence dépend avant tout de la position
relative des # 4 1 points singuliers. C'est donc cette position qui déter-
minera le choix d’une méthode. '
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Mais aucune des méthodes ainsi proposées ne nous apprendrait ricn
sur les propriétés des invariants fondamentaux considérés comme fonctions
des codfficients ct étudiés au point de vue de la théoric des fonctions.
C'est cette étude que nous allons aborder dans le paragraphe suivant.

8§ 3. Propriétés des invariants fondamentaur,

Ecrivons I'équation (1) sous la forme suivante:

d’y - A d'v
(1) - = — -
dx (£ — a;) dx
k

Pour écrire ainsi cette équation nous avons décomposé en éléments
simples les coéfficients des diverses dérivées de v, qui par hypothese sont
des fonctions rationnclles de »r. Nous avons suppos¢ de plus que ces
fonctions rationnelles n'admettaient pas de partie entiere, car il est toujours
permis de faire cette hypothese.

Les invariants fondamentaux que nous cherchons seront des fonctions
des @, et des A,,. Considérons d'abord les ¢, comme des constantes et
les A comme seules variables. Je dis que les invariants seront des fonc-
tions entiéres des A. ,

Pour le faire voir il suffit de démontrer ce qui suit: Ecrivons
l'équation (1) sous la forme suivante:

d'y d'v Y dtv
1 ! _ roo g /y —
( ) 2 Z 9‘ d,l}k + 1 9}' dwt

da?

Les ¢, et les ¢, sont des fonctions rationnelles de¢ x que je supposc
enticrement déterminées; a et 3 sont des paramcétres que je vais regarder
comme variables. Il suffit, disje, de démontrer que les invariants sont
des fonctions enticres de « et de f§3.

Considérons un' point quelconque ¢ du plan et décrivons de ce point
comme centre un cercle K issez petit pour ne contenir aucun point



Sur les groupes des équations linéaires. 213

singulier.  Soient v, v,, ..., v,, p intégrales assujetties aux conditions
suivantes:
Pour © == «, v, = 1, ses p— 1 premicres dérivées sont nulles,
v; = O, ses p— 1 premiéres dérivées sont nulles,

excepté la dérivée d'ordre i — 1 qui est égale a 1.

Les intégrales v, v,, ..., v, sont développables a l'intérieur du cercle
K suivant les puissances croissantes de x — a. Le coéfficient de (z — a)”
est un polynéme d’ordre m —p + 1 en « et en 5. On a donc un dé-
veloppement de ces intégrales suivant les puissances de z —a, de a et
de 3. Il reste a faire voir que ce développement est convergent.

Si on regarde v comme fonction de x, de a et de j3, I'équation (1)
peut étre regardée comme une équation aux différences partielles et le
théorécme de M™ de Kowarevsky (J. de Crerrg, T. 80) appliqué a cette
équation montre que v peut étre développé suivant les puissances de z — «,
de «a —a, et de 3 — B, pourvu que x soit intérieur au cercle K et que
les modules a —a, et 83— B, soient suffisamment petits. Ainsi v est
une fonction holomorphe de « et de § dans le voisinage d’un point quel-
conque a,, fF,; cest donc une fonction enticre de a et de 3 et le dé-
veloppement de o suivant les puissances de = —a, de 2 et de B est
convergent quels que soient « et 8 pourvu que x soit intérieur au cercle K.

Il faut maintenant démontrer que si z est regardé comme une
constante, v est encore fonction entiére de « et de 3, quand méme x est
extérieur au cercle K. Pour définir complétement la fonction v dans ce
cas, il ne suffit pas de se donner la valeur de z, il faut encore connaitre
le chemin amz par lequel eette variable a atteint cette valeur, en partant
du point a.

Supposons pour fixer les idées que & soit un point intérieur & K,
que K’ soit un cercle ayant son centre en { et ne contenant aucun point
singulier, que x soit intérieur au cercle K’ et extérieur a K, enfin que
le chemin ama soit tout entier intérieur 4 la figure formée par l'ensemble
des deux cercles K et K'.

Soient w, , u,, ..., u, un systéme fondamental d'intégrales défini comme
il suit: w, devra satisfaire pour x = / aux mémes conditions auxquelles
était assujettie v, pour r = a. ’
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SOitv l/"- 1& .valeur de U, pour I = b l}l-' ! la valeur de Sib dél‘iVéC ke,
i i p ’ i
On aura:

Zvuk

Or les v} sont des fonctions entiéres de « et de § puisque le point d est
intérieur au cercle K, et les u, sont aussi des fonctions entiéres de a et
de 3 puisque le point = est intérieur au cercle K'. Donc les v, sont
aussi des fonctions enticres de « et de f§.

Le raisonnement serait le méme si au lieu d'avoir & considérer seule-
ment deux cercles de convergence K et K’, il était nécessaire d'en en-
visager plusieurs.

Supposons maintenant que le chemin amz se réduise a un contour
fermé C. Les valeurs des intégrales v, et de leurs dérivées ne sont alors
autre chose que ce que nous avons appelé w; dans le § 1. Or les in-
variants fondameutaux sont des polynomes entiers par rapport aux wf,
ce seront donc des fonctions enticres de a et de f.

Ainsi quand on regarde les @, comme des constantes, les invariants
sont des fonctions entiéres des A, et peuvent par conséquent étre dé-
veloppées suivant les puissances de ces quantités 4,,,. Considérons un
quelconque des coéfficients de ces développements, ce sera évidemment
une fonction des o, et cest la nature de cette fonction qu’il nous reste
a ¢étudier. Il est aisé de voir que ces fonctions s'expriment a l'aide de
quadratures successives. Ecrivons en effet 1'équation (1) sous la forme
(1) et considérons le développement de lintégrale v, suivant les puis-
sances de a et de j3:

= 2 Vimn@" 3"

Je dis quon peut obtenir le coefficient v,,, par de simples qua-
dratures. Je suppose cn effet que cela soit vrai pour v, ,_; . et v, .. .13
cela sera vral aussi pour v,,, car on a identiquement:

-imn

dv,,,.,, Z ¢, F w1 dt A V. mo1.n ,,._1 oy z d'v, . ,?_1

et la dérivée p° de v,,, Sexprimant a l'aide de quadratures successives,
il en sera de méme de la fonction v, elle-méme.
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Soit maintenant 4w}, le coéfficient de 23" dans le développement
de wf. Ce coéfficient s'exprimera pour la méme raison par des quadratures,
et il en sera de méme des coéfficients qui entrent dans le développement
des invariants, car ce sont des polyndmes ‘entiers par rapport aux i, .
On peut d'ailleurs pousser plus loin l'étude du développement de la
fonction . A cet effet posons:

»

Ax, o)) = /~d—w

r— o,

x

Az, a, 2) :j ded(z, a,)

x—q,
0 2

T

ded(x, a,, oy, ..., @;_1)
Az, oy gy ooy 2y, @) = / (la LA .
. r—a,

0

Remarquons maintenant qu'on peut mettre 1'équation (1) sous la
forme de p équations simultanées du 1% ordre. Si les intégrales sont
régulicres dans le voisinage de chacun des points singuliers, nous pourrons
introduire p variables simultanées u, = v, u,, ..., #, et remplacer I'équa-
tion (1) par les p équations simultanées

d'u.i
dz

— cuts.

Les ¢, seront des fonctions rationnelles de la forme suivante

A
xr—a, ’

(2) Ca =

les A, .., étant des constantes. Supposons par cxemple p = 2, I'équation
(1) s’écrira:

dv P
i @Y

@ sera le produit (r —a)(* —a,)...(xr—a,) et P sera un poly-
nome en 2 de degré 2rn — 2. Nouns pourrons toujours trouver deux
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polynomes entiers 4 et C de degré n — 1 en z et satisfaisant identique-
ment a la relation:

Cq A’ 4 AQ— AQ = P.

Posons alors » = #, et introdunisons une variable auxiliaire #,. Nous
pourrons écrire

du, A I
de ~ Q “ + _Q?("’
du, C  — A

%=6u1 +—————Q u,.

Les équations sont bien de la forme (2).

Il est aisé de voir maintenant que si on développe lintégrale v,
suivant les puissances des 4,,, le coé¢fficient d'un terme quelconque sera
une somme de fonctions telles que A on les paramétres a, a,, ..., a, ne
seront autre chose que les points singuliers @, a,, ..., a, se succédant
dans un ordre quelconque et chacun d’eux pouvant d’aillenrs étre répété
un nombre quelconque de fois,

§ 4. Fonctions inverses.

Nous avons jusqu'ici étudié les invariants fondamentaux comme fonc-
tions des coéfficients de 1'’équation (1); mais si an contraire on regarde les
coéfficients comme des fonctions des invariants fondamentaux, on est
conduit a des transcendantes intéressantes qui jouent par rapport aux
équations linéaires le méme réle que la fonction modulaire par rapport
aux intégrales algébriques.

Mais ici il importe de faire une remarque; reprenons l'équation

d¥v Z d'v
I — == ——
( ) dxp 5;“ dzk
et considérons les infinis des coéfficients ¢,; ils seront de- deux sortes:

les uns seront des points singuliers proprement dits et quand la variable
z décrira un contour fermé autour d'un de ces points, les intégrales
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subiront une substitution linéairc; les autres seront de simples poles des
intégrales ou bien encore si a est un pareil point, toutes les intégrales
se mettront sous la forme

(z — a)'¢ (),

A étant une constante qui est la méme pour toutes les intégrales et ¢ ()
étant. holomorphe. Il en résulte que quand r déerit un contour fermé
autour du point a toutes les intégrales sont multipliées par un. méme
facteur et que leurs rapports reprennent leurs valeurs primitives. Ces
points s’appelleront des points & apparence singuliere. Pour qu’un
infinl des codfficients ¢, soit un point a apparence singuliére, il faut

P+2)(p—1D
2
Supposons donc une équation de la forme (1) admettant » points
singuliers outre le point oo, savoir ¢,
b ey by
Je suppose que les intégrales soient partout régnlicres. I’équation
(1) s'écrira alors:

conditions.

.3 -+ -y @, €t ¢ points a apparence

singuliére b, b

k=p-—-2 k
APy L3Py d

P p—k 3 & °
dz”. = Q' dx

Nous posons:

Q=@—a)r—a)...r —a)x—0b)x—10,)...(r—10,)

et. I, est un polynoéme d’ordre

(p—Fm 4+ q—1).

['équation (1) contient alors

plp + 1)

() —
2000 gy —

2

parametres, a savoir:
1°. Les n 4+ ¢ infinis @, @
2°.  Les

0.

9

coy Wy Dy D

2 ° 23 °*

+g—0D@+2)p—1
2

+p—1

cotfficients des polyndmes P,.
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Mais nous avons

q(p + 2)2(}’—_1_)

conditions cxprimant que les points & sont & apparence singnliére. Il
reste donc
+ 1) (p—1)

paramétres indépendants.
Remarquons de plus qu'on peut toujours supposer

‘car si cela p’était pas, on ferait un changement linéaire de variable. Il
faut donc encore de ce chef, retrancher deux paramctres.

Si nous supposons de plus qu’il n'y a pas de points 4 apparence
singuliére, il restera enfin

(2) S+ plp—H_ o,
2 2

paramétres.  Mais le groupe G de l'équation (1) est dérivé de n substitu-
tions et nous avons vu au § 1 qu'un pareil groupe &, si on ne le regarde
pas comme distinet de ses transformés par les diverses substitutions
linéaires, dépend de

(3) (n— 1)(p*— 1)

invariants fondamentaux.

Si p =2 les expressions (2) et (3) se réduisent toutes deux & 3n — 3.
Le nombre des paramctres de 'équation est alors égal an nombre des
paramétres du groupe; d'ou la conséquence suivante:

On peut en général trouver une équation du 2° ordre, sans points a
apparence singuliére qui admette un groupe donné.

Je veux dire par la que pour que cette équation existe, il n'est pas
nécessaire qu'il y ait aucune relation entre les invariants du groupe et
que. si on doit leur imposer certaines conditions, ce ne sont que des condi-
tions d’inégalité. D’ailleurs on pourra trouver une infinité d’équations
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du 2% ordre qui auront des points 4 apparence singuli¢re et qui admcettront
un mdéme groupe.

Supposons maintenant p > 2 et bien entendu n > 1. On voit aizé-
ment que lexpression (2) est toujours plus petite que lexpression (3);
d’ont cette conséquence:

On ne peut pas en général trouver une équation d’ordre supéricur
au secoud, sans points a apparence singuliére et qui admette un groupe
donné.

Il faut donc en général, si 'on veut construire une équation ayant
un groupe donn¢, lui donner,des points a4 apparence singuliére.

Cest pour éviter ces points qui compliqueraicnt notablement les
résultats ct les démonstrations que je me bornerai ici au cas des équa-

tions du 2¢

ordre. Je supposerai donc que jai affairc a une equation
du 2% ordre sans point & apparence singulicre.
Considérons sur la sphére les » + 1 points singuliers

a, =0, (4, =1, Q, G, ...y @y, A, = OO

et joignons les par m» coupures
Gy, A, ..y G0, .

Considérons deux intégrales quelconques de l'équation (1) et leur rapport
z; quand @ parcourra la sphére sans franchir les coupures, z parcourra
unc certaine région R. Cette région sera analogue aux polygones généra-
teurs des groupes fuchsicns et kleinéens, mais elle pourra se¢ rccouvrir
particllement elle-méme; clle aura 2n cotés:

U Gyy OOy «oey G0,
ct

alﬂ‘l’ ﬁ‘)ﬁa RS | llalt+1
répondant aux n coupures:

1855 Qalyy o ovy Qi

A ’ - . ’ b 1

Les cotés Bfiy1 €t aa; seront conjugués et on passera de l'un a

I'autre par une substitution linéaire S,. Les sommets o, et a,,, formeront
15 - 665006 Acta mathematica. 4
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chacun un cycle. 11y wwra 0 — 1 autres cycles formés respectivenent
des sommets «, et 3. La somme des angles «, et 3 est alors égale a

27(1 — 24)

J; étant la plus petite racine de l'équation déterminante relative au point

singulier «,.  De méme les angles «, ¢t a,,, sont égaux a
2m(1 — 22)) et 2x(1 — 2A4,4.).
Quand on connait les valeurs de

(4) a[? a-_g) R au+l7 ]?2’ [9;;? M ] [l?u’ )‘17 )‘;57 ey /‘n+]

les substitutions 8, sont cntiérement déterminées ct comme ce sont les
substitutions fondamentales du groupe @, les invariants fondamentaux de
ce groupe s'exprimeront aisément en fonctions des quantités (4). Nous
regarderons donc les coéfficients de I'équation (1) comme des fonctions
des quantités (4).

La région R n'est pas enti¢rement déterminée quand on se donne
les quantités (4); en cffet on peut faire varier arbitrairement la forme
des cotés aya,, a2, ..., 24,5, et il sen suit des variations correspon-
dantes des cotés conjugués a,3,, B3 -+ Futurn- Toutefois toutes les
régions R obtenues de la sorte sont équivalentes, au sens donné a ce mot
au § 3 du mémoire sur les groupes kleinéens (Acta Mathematica, T. 3,
p- 63). On pourra dailleurs tracer les coupures

Wayy ooy Gll,y
de telle fagon que les cotés
1142, ceey X0

aient telle forme que Pon veut.

Il résulte de 1i, que sl existait deux équations (1) conduisant &
un mdéme systéme de valeurs des quantités (4), on pourrait toujours
tracer les coupures de telle fagon que la région B soit la méme pour
I'une et pour lautre équation.

Imaginons maintenant des fonctions de 2 jouissant des propriétés

suivantes: 1° elles seront uniformes quand 2 parcourra la région R; il
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est clair que si la région R se recouvre particllement elle-méme, a deux
points z, ct £, de cette région pourra correspondre un méme point du
plan; dans ce cas la fonction pourra prendre deux valeurs différentes
aux points z, et z; 2° elles reprendront la méme valeur en deux points
correspondants du périmétre de R; 3° elles n'auront d'autre singularité
que des poles (ct des points singuliers logarithmiques dans le cas on
quelques-uns des angles « ou 3 sont nuls).

Il est clair que toutes ces fonctions s'exprimeront rationnellement a
l'aide de l'une d'entre elles. (Cf. Schorrky, J. de Crerre, T. 83 ct M-
moire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. 1, p. 228)

Si l'on regarde maintenant 2 comme une fonction de 2, cc seru
précisément une des fonctions dont nous venons de parler, ¢t il est clair
(ue toutes les autres scront rationnelles en .

Supposons maintenant qu'il y ait deux équations (1) qui conduisent
a un méme systéme de valeurs des quantités (4) ct par conséquent i unc
méme région R, Soient x et x; les variables correspondantes quc nous
regarderons comme des fonctions de 2 D'aprés ce qui précede, x sera
rationncl en x, et x, e¢n x et par conséquent on aura entre ces variables
une relation de la forme:

Arxz, + Br + Cr, + D = o.

Soient maintenant a; et a; les valeurs de & ct de r, qui correspon-
dent a la valeur 2z = g;. Ce seront des points singulicrs des deux équa-
tions (1) et par hypothése on aura:

1
1

— — — I 1 — o
a = a a, =a, =1, Uppy = Gppy = O0.

C'est a dire qu'on aura:

pour s=a@a, z=a,, = a,,.
Il en résultc que o sera identiquement égal & r,. Les deux équa-
tions (1) dont nous avions supposé l'existence seront donc identiques.
Il résulte de la que quand les quantités (4) sont entiérement dé-
terminées il en est de méme de I'équation (1) et que les coéfficients de
cette équation somt des fonctions uniformes des quantités (4).
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Ainsi nous sommes conduits a une nouvelle classe de fonctions uni-
formes de plusicurs variables. Ces fonctions-demcurent invariables quand
on fait subir aux quantités (4) certaines substitutions dont je vais dire
quelques mots.

Reprenons pour cela le polygone R défini plus haut et appelons S,
la substitution linéaire qui change 3,3, en aa,.,. Convenons en outre
de poser pour plus de symétric dans les notations:

ax = /92’ Aipngr = %iy ﬂi+n+1 = ‘Bi'

:/9

10 %

1 2

La substitution suivante:

Ay ﬂl’+1—~—i Sk
(5> ﬂi y Lpgri
| Ay A |

appliquée aux quantités (4) laissera inaltérée la fonction dont nous nous
occupons. Nous avons, gracc au tableau (5) les nouvelles valeurs des
quantités a, # et A cn fonctions des ancicnnes, car les coéfficients dé la
substitution linéaire S, s'obtiennent aisémnent cen fonctions des a, des f et
des A.

§ 5. Enoncé du deuxiéme probléeme.

. Nous avons montré dans les quatre paragraphes précédents comment
on peut résoudre le probleme suivant:

Trouver le groupe dune équation donnée, soit au point de vue du
calcul numeérique, soit au point de vue de la théorie des fonctions.

Voici le second probléme que jai a résoudre avant d’aller plus loin.

On donne une équation du second ordre:

d*v
(I> det ¢("C> 3/)0

ou ¢ est une fonction rationnelle de deux variables 2 ct y liées par une
relation algébrique

(2) ¢(r, y) = o.
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On suppose que la fonction ¢ dépend d'un certain nombre de paramétres
et on demande de disposer de ces paramétres de telle maniére que z soit
une fonction fuchsienne du rapport: des intégrales. Nous dirons alors
pour abréger que I'équation (1) est fuchsienne.

Nous ne mnous occuperons dans ce qui va suivre que des fonctions
fuchsiennes qui n'existent qu'a Vintérieur du cercle fondamental (1*e, 2°
et 6° familles). Nous laissons donc Systématiquement de c6té les fonctions
fuchsiennes qui existent dans tout le plan.

Pour que Téquation (1) soit fuchsienne, il faut qu'elle remplisse
d’une part certaines conditions algébriques, d’autre part un certain nombre
de conditions transcendantes.

Commengons par énoncer les conditions algébriques.

Les points singuliers de 1'éqation (1) sont de deux sortes:

1°.  Les points ot y cesse d’étre une fonction holomorphe de z et
les points ou x ou y cessent d’étre finis.

2°.  Les points singuliers proprement dits.

Il v’y a pas a s'inquiéter des premiers, car on peut poser:

r = 0(x’7 yl)’ y= 01(23', yl)
0 ct 6, étant des fonctions rationnelles, et s'arranger de telle fagon que
dans le voisinage du point considéré, les mnouvelles variables 2z’ et ¥
restent finles et que y' soit holomorphe en z'.

Quant aux points singuliers proprement dits, &4 chacun d'eux corres-
pond une équation déterminante et la différence des racines de cette équa-
tion doit étre nulle ou ume partie aliquote de l'unité. Ce sont 1a les conditions
algébriques qu'il s'agissait d’énoncer et quand elles seront remplies, Je
dirai que I'équation (1) est normale.

Considérons d’abord deux équations normales:

2 2
Tor@o,  TE=a)
ott nous supposerons que ¢ et o, sont des fonctions rationnelles de x et
de x,. Si lon peut passer de la premiére de ces équations & la seconde
¢n posant
_ax, +b
ce, + d

nous ne regarderons pas ces deux équations comme distinctes.
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Congidérons maintenant une équation normale plus générale:

0 T, () ¢y =o
et posons:
(3) x = 0('7:’ ?/)7 .7/’ = 01(m’ y)

Si on laisse de coté certains cas exceptionnels, on pourra tirer des
équations (2) et (3) x et y en fonctions rationnelles de o' et de y'. Je
supposerai que ces cas exceptionnels ne se présentent pas.

On trouvera alors

: a* o , o
(+) o = ¢,y (') @, y) =o.

Je ne regarderai pas come distinctes les équations (1) et (17).
Jesdirai que deux équations

d%

ORI 6) gl ) =o
(1) =l o () $o )= o

appartiennent au méme fype si les deux relations (2) et (2') sont identiques
et si les points singuliers des équations (1) et (1’) sont les mémes ainsi
que les équations déterminantes relatives 4 chacun d'eux.

11 va-sans dire que si une équation

7” d. ! 4 ’ 1" I ’ '
(1) ==, y) (2") ¢, y)=o

ne doit pas étre regardée comme distincte de (1') en vertu de la conven-
tion faite plus haut, je dirai encore que (1) et (1”) appartiennent au
méme type.

Voici le probléme qu'il s'agit de résoudre.

1°.  Recommaitre si parmi les équations dun type domné, il y a une
équation fuchsienne.

2°.  Trouver cette équation si elle eriste.
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Mais il faut d’abord faire une distinction et classer les types d'équa-
tions normales en types fuchsiens, elliptiques et rationnels.

Supposons que z soit une fonction fuchsienne du rapport des inté-
grales de I'équation (1); cette fonction admettra un polygone générateur
R, qui aura 27 cotés et 2nm sommets de la premiére sorte. La somme
des angles du polygone devra étre plus petite que

n(2n — 2).

Soit ¢ le genre de la relation (2); p le nombre des points singuliers
de I'équation (1); a,, a,, ..., a, ces points singuliers; a, la différence des
racines de P'équation déterminante relative au point a,.

Si p > o, les sommets de R, se répartiront en cycles; on aura:

n=2q+p—1
et la somme des angles sera égale a
272 q.

On doit done avoir Yinégalité:
(4) Ta, <29+ p—2.

Si p = o, les sommets de R, formeront un seul cycle et la somme
des angles sera 27. On aura:

n = 2q
d’ou l'inégalité
(4) g>1.

Si les inégalités (4) ou (4') sont satisfaites, le type considéré sera un
type fuchsien.

Supposons maintenant que z soit fonction doublement périodique du
rapport des intégrales de (1), on aura les égalités
(5) Eai=29+p_27

ou bien

(5" g=1, p =o.
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Le type sera alors elliptique.
Voici d'ailleurs 1'énumération des types elliptiques: (")’

I I I
_(1::0 p:3 a1:-3— a2=-3— as_:g'
I I
q=20 p=3 S iy a2=4— a:]:Z
I I 1
qg=0 p=3 @ =3 a2:3— % =35
I
q:::o p:4 alza?:a3:a4:5.

Supposons enfin que x soit fonction rationnelle de z on anra les
inégalités

(6) Za, > 2+ p— 2,

I'hypothése p = g = o devaut étre rejetée.
Le type est alors rationnel. Voici 'énumération des types rationnels,
d’ailleurs bien connus:

gm0 pm3 4=l m=l =t
q=20 pP=13 a]:I_ a-):l_ a.‘:__l_
2 3 ’ 3

I 1

qg=o0 P =3 4 = 2, = 3 2 =5
q=0 p=3 a1=l %:I— a.]:zi.
2 3 ) 5

Cela posé, les équations d'un méme type dépendent d'un certain
nombre P de paramétres arbitraires, de telle sorte que ce type se com-
pose de co” équations distinctes.

() 8i ¢ =0, on ne peut supposer p = O uwi p = I. Si on suppose p = 2, on
est amevné 3 l'équation

d Av

de* (v — ap*’
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Ces P parameétres étant complexes, correspondent & 2P paramétres
réels.  Or le nombre de ces paramétres réels est précisément celui des
conditions transcendantes auxquelles doit satisfaire l'équation (1) (qui est
supposée appartenir au type donné) pour que z soit fonction fuchsienne
de 2 (ou bien fonction doublement périodique, ou rationnelle dans le cas
d'un type elliptique ou rationnel).

(Cf. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. 1,
p- 234, 257, 262 ct 272.)

Si au lieu de conditions transcendantes, il s'agissait de conditions
algébriques, on pourrait conclure de la que parmi les équations d'un
méme type, i1l y cn a toujours une qui est fuchsienne. Mais ici cette
conclusion n’est pas légitime et une démonstration spéciale est nécessaire.
C'est cette démonstration qui fait l'objet principal du probléme qui nous
occupe.

Il est aisé d'en comprendre I'importance.

Supposons en eftet que I'équation

M =, g (2)  ¢lo, ) =o

soit fuchsienne. Soient
x=a,y=10), @=a,y=10), ..., &=a, y=2~0)

les points singuliers de I'équation (1) et 7 la différence des racines de

i
I'équation déterminante relative au point (a;, 3,). k, sera un nembre
entier positif ou bien infini.
Considérons une fonction de z ¢t de y n'admettant d’autres points
singuliers que les points

(al’ bl)’ (a27 b?)’ e (ap! by)

et cela de telle fagon quelle revienne & sa valeur primitive quand le
point analytique (z, y) a décrit k, tours autour du point singulier (a;, b).
Cette derniére condition doit étre supprimée quand k, = co.

Cette fonction sera uniforme en z.

Il en sera ainsi des intégrales de 1'équation:

dw d*w
(7) e == z @i, ?/)EQ:T
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si les fonctions ¢, sont rationnelles en x et y et sil n'y a d'autres points
singuliers que

(al’ bl)’ (az’ bz)’ cey (ap’ bp)

de telle sorte que toutes les racines de l'équation déterminante relative

au point (a,, b,) soient des multiples de ;E (cette derni¢re condition
étant supprimée quand %, = oo).

Il en sera de méme de toute fonction rationnelle de x et de y et
d’'un grand nombre de fonctions algébriques.

Par conséquent, si on démontre que dans tout type fuchsien il y a
une équation fuchsienne, on aura fait voir:

1°.  Qu'étant donnée une équation linéaire quelconque a coéfficients
algébriques, la variable et les intégrales peuvent sexprimer en fonctions
uniformes d'une méme variable auxiliaire 2.

2°.  Qu'étant donnée une courbe algébrique quelconque, les coordon-
nées z et y d’'un point de cette courbe s'expriment en fonctions uniformes
d’'une méme variable auxiliaire z.

§ 6. Subordination des types.

Considérons deux équations normales:

v
(1) 7 = ¢l yp
' d*
(1) T = nilz, Y.

- Les coéfficients ¢ et ¢, sont des fonctions rationnelles de deux variables
z et y qui sont liées entre elles par une relation algébrique

(2) 9/)(37’ ?/) =0

que je suppose étre la méme pour les deux équations (1) et (1').
Je suppose que l'équation (1) admette p points singuliers:

(a,, b), (a,, b,), ..., (5, &)
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de telle fagon que la différence. des racines de l'équation déterminante
1
E.

Je suppose que l'équation (1) admette les mémes points singuliers
(a,, ) (a5, 8,), ..., (@,, b,) que léquation (1) ct en outre g autres
points singuliers:

relative a (a,, b,) soit

(ap+n bypt1)s (@25 bpys)y <o o) (@1q5 bptq)

et cela de telle sorte que la différence des racines de 1'équation détermi-
I
R

Je suppose enfin que N, soit divisible par k,, N, par k,, ..., N,
par k,. Si k, est infini, N, devra étre aussi infini. Si N, = oo, la
condition de divisibilité sera regardée comme remplie, quel que soit k.

Je dirai alors que le type dont fait partie 1’équation (1’) est
subordonné au type dont fait partie I'équation (1).

Soit un type fuchsien 7" subordonné & un autre type fuchsien T.
Je suppose que chacun d'eux contienne une équation fuchsienne; le
premier I'équation E” et le second l'équation E. Soit z le rapport des
intégrales de l'équation E’ et ¢ celui des intégrales de I'équation E. 1l
est aisé de voir que ¢ est une fonction uniforme de 2 Cette fonction
n’existe évidemment que quand z est intérieur au cercle fondamental.
De son coté ¢ ne peut prendre aucune valeur extérieure a ce cercle; ¢
prend au contraire une infinité de fois toute valeur intérieure au cercle
fondamental.

Soient encore (a,, b,), (a,, b,), ..., (a,, b,) les points singuliers

nante relative a (a;, b,) soit

du type T et % la différence des racines de 'équation déterminante rela-
4

tive au point (a;, b). Soit F une fonction du point analytique (z,y) qui
ne présente d’autre point singulier que les points (a,, b,), (2,, b,), - -, (85, b)
et de telle facon qu'aprés k; tours autour du point (4, b) la fonection
reprenne sa valeur primitive. F sera par exemple une intégrale de
I'équation linéaire (7) du paragraphe précédent. F sera une fonction
uniforme de ¢ et par conséquent de .

Mais supposons qi'on ne sache pds si le type T contient une équa-
tion fuchsienne, qu'on ne puisse pas, par conséquent, démontrer I'existence
de ¢, mais qu'au contraire on sache que 7" contient une équation fuchsienne
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et que la fonction z existe. Il est aisé de voir que F est cncore une
fonction uniforme de 2.

Ainsi pour démontrer le résultat suivant: Les intégrales d'une équa-
tion linéaire & eoéfficients rationnels en x et y peuvent sexprimer ainsi que
xr et y en fonctions uniformes d'une méme variable auxiliaire, il n’est pas
nécessaire de faire voir que tout type fuchsien contient une équation
fuchsicnne; il suffit de montrer que parmi les types subordonnés a un
type fuchsien donné, il en est toujours un qui contient une équation
fuchsienne.

De la I'importance de cette notion de la subordination des types.

En particulier, considérons une¢ équation E & coéfficients rationnels
et soient

a

Ly Gy ey @

ses points singuliers. Soit %, un nombre entier tel que toutes les racines
de l'équation déterminante relative au point a; soient des multiples de

I , . . .
e S'il n’existe pas de pareil nombre entier, on fera k, = co.

4]

Aun lien d’envisager le type T qui admet les points singulicrs
a, a,, ..., a,, de telle facon que les différences des racines des équa-

. . . I 1 I .
tions déterminantes soient R R on pourra envisager un type
1 3 b

1" subordonné a TI. On supposera par exemple que 71" admette outre les
points singuliers a,, a,, ..., @
b, by, ..., b,, et que chacune des p + n équations déterminantes corres-
pondant & ces divers points singuliers ait une racine double.

Supposons que ce type 71" conticnne une équation fuchsienne E’;
alors & sera une fonction fuchsienne du rapport z des intégrales de cette
équation. La propriété caractéristique de cette fonction fuchsienne cest
de ne pouvoir prendre aucune des valeurs a,, a,, ..., a,, b, b, ..., b,
et, si elle existe, il est ¢vident que les intégrales de l'équation E seront
des fonctions uniformes de 2.

Ainsi il suffit de démontrer que P'on peut toujours trouver une fonc-
tion fuchsienne qui ne puisse pas prendre n valeurs données (a,, a,, ..., a,)
pour faire voir que toutes les équations linéaires & coéfficients rationnels
peuvent s'intégrer en n'employant que certaines fonctions uniformes que

je me réserve d’ailleurs d’étudier dans un mémoire ultérieur.

p autres points singuliers quelconques

n?
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Il en est de méme des équations a coéfficients algébriques, car on
sait que lintégration d’'une équation a coéfficients algébriques se ramene
a celle d’'une équation d’ordre plus élevé i coefficients rationnels.

§ 7. Lemme fondamental.

Aucun type fuchsien ne peut contenir plusieurs équations fuchsiennes
distinctes.

Supposons en effet quun type T contienne deux équations fuchsiennes
E et E'; soit z le rapport de deux intégrales w, et w, de I'équation E;
soit ¢ le rapport de deux intégrales u; et u, de l'équation E'.

On sait que z ne peut prendre d'autres valeurs que celles qui sont
intérieures & un certain cercle fondamental. On peut toujours choisir les
intégrales u,, u,, u; et wu; de telle facon: 1° que le cercle fondamental
relatif & 2, de méme que le cercle fondamental relatif & ¢, ait pour centre
le point o et pour rayon l'unité; 2° que les deux variables z et ¢ s'an-
nullent en méme temps, pour = = @ par exemple; 3° que pour une autre
valeur de x, pour x == b, 'argument de 2 soit égal & celui de ¢.

Il est clair que 2z sera fonction uniforme de ¢, et réciproquement que
t sera fonction uniforme de z. Il résulte alors des hypothéses faites plus

¢ y . . . .
haut que - considéré, soit comme fonction de ¢z, soit comme fonction de

t, Wexiste pas & lextérieur du cercle fondamental et qu'a lintérieur de
ce cercle, ce rapport reste holomorphe et ne peut s’annuller.

v, t .
Considérons par exemple S comme fonction de 2. Posons:

2=£&4 1y

u = log modg;

u sera une fonction de & et de 3, holomorphe i lintérieur du cercle
fondamental et satisfaisant a 1'équation:

7 =

d*u d*u
(1) T
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Considérons dans le plan des z un cercle C concentrique au cercle
fondamental et ayant pour rayon r < 1.

Le long de ce cercle, ¢ est constamment de module inférieur a l'unité,
et par conséquent on a:

I
(2) u< log mod:.

Mais toute fonction holomorphe satisfaisant a 1'équation (1) ne peut devenir,
a lintérieur d'un contour quelconque, supérieure & la plus grande des
valeurs qu'elle prend le long de ce contour. L'inégalité (2) subsiste donc
pour tous les points intérieurs au cercle C.

Mais je puis prendre le rayon de ce cercle C aussi voisin que je
veux de l'unité. Quand je fais tendre r vers l'unité, le second membre
de Tinégalité (2) tend vers o. Il résulte de la qu'a Pintérieur du cercle
fondamental, » ne- peut prendre aucune valeur positive; d'ou:

i
mod - < 1.
;=
Or rien ne distingue ¢ de z; on peut donc écrire aussi:

mod: < 1

o~ N

d'out
mod z = mod ¢

d’ou

@ étant une constante.
Mais, par hypothése, ¢ et z ont méme argument pour z=b; on
a donc

=0 et =2z

Ainsi les deux équations E et E’ ne sont pas distinctes.

C. Q F. D

Ce lemme important a été énoncé d'abord par moi dans une com-
munication faite & I'Académic des Sciences de Paris (17 Octobre 1881,
Comptes Rendus, T. 93, page 582). Il I'a été depuis par M. Kimix
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(Mathematische Annalen, Bd XXI, p- 209). M. Kieix l'étendait
d'ailleurs au cas des fonctions qui existent dans un domaine limité par
une infinité de cercles. (Cf. Mémoire sur les groupes kleinéens, § o,
Acta Mathematica, T. 3, p. 83). Mais je ne dirai rien ici de cette
extension qui ne me serait pas utile pour mon objet.

§ 8. Premier aper¢u de la méthode de continuité.

M. KrLe¥ et moi, nous avons été conduits indépendamment 'un de
lautre & une méthode qui permet de démontrer que tout type fuchsien
contient une équation fuchsiennc et que lon peut appeler méthode de
continuité. Nous avons fait de cette méthode différentes applications.
(Voir Comptes Rendus, T. 92, p. 1200 ¢t 1486; KrriN, Mathe-
matische Annalen, Bd XIX p. 565, XX p. 49, et XXI p. 2115
Poixcark, Comptes Rendus, T. 94, p. 1038.) Voici quels sont les
principes fondamentaux de cette méthode.

Supposons d’abord une variable réelle = et une fonction réelle y de
cette variable; je suppose que pour toutes les valeurs finies ou infinies
de x, 1l y ait unc valeur de y et une seule, et que cette valeur soit une
fonction analytique de 2, (holomorphe ou méromorphe); que y ne puisse
pas reprendre deux fois la méme valeur. On pourra évidemment cn
conclure que y prend une fois et une seule toutes les valeurs possibles
depuis — o0 jusqu'a + co.

Supposons au contraire que la variable x, par sa nature méme, ne
puisse varier quentre deux limites a et b; que pour toutes les valeurs
comprises entre a et b, on sache que y est une fonction analytique de
x, mais que pour ces limites elles-mémes, on ne sache rien; que y ne
puisse jamais reprendre deux fois la méme valeur. Quand z tendra vers
a, y tendra vers unc certaine limite 4 et quand x tendra vers b, y tendra
vers B. On sait alors seulement que y est constamment croissant ou
décroissant et peut prendre toutes les valeurs intermédiaires entre A et B.

Au lieu d'une seule variable indépendante, considérons-en n, 1, z,, ..., Z,
ct n fonctions réelles de ces n variables, y,, y,, ..., y,. Je suppose que
pour toutes les valeurs des iz, les y soiecnt des fonctions analytiques et
que ces fonctions ne puissent jamais reprendre denx fois le méme systéme
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de valeurs. Cela suffit pour que lon soit certain que les y peuvent
prendre tous les systémes de valeurs possibles. Soit en particulier # = 2.
Regardons #, et x, comme définissant la position d’un point sur une
sphére §; y, et y, comme définissant Ja position d’un point sur une sphére
S'. A chaque point de la sphére S correspond un point et un seul de
la sphére § et & aucun point de S ne peut correspondre plus d'un point
de 8. Cela suffit pour qu'a tout point de & corresponde un point de S.

Il en est encore de méme si § et § au lieu d’étre deux spheres
sont deux surfaces fermces quelconques. Mais supposons maintenant que
8 nest pas une surface fermée, mais une surface ouverte, présentant une
sorte de bord, de fronti¢re. Supposons que les coordonnées de chaque
point m’ de S soient des fonctions analytiques des coordonnées du point
correspondant m de §, lorsque ce point m n'est pas sur le bord de cette
surface, mais que nous ne sachions rien lorsque le point m vient sur le
bord de S. 11 ne sera pas possible alors de conclure des hypothcses
faites plus haut qu'a tout point de S correspond un point de S.

La méme chose arrivera, lorsque S et § seront regardées comme
des surfaces situées dans lespace a plus de trois dimensions, seront des
Manwigfaltigheiten {(multiplicités) & plus de deux dimensions, comme disent
les Allemands.

Supposons toujours qu'a tout point m de S corresponde un point m’
et un seul de S de telle facon que les coordonnées de m' soient des
fonctions analytiques de celles de m, & moins que m ne vienne sur le
bord de la multiplicité S, dans le cas ot cette multiplicité en aurait un.
Supposons qu'a aucun point de S’ ne puisse correspondre plus d'un point
de S. Si S est une mudtiplicité fermée nous serons certains qu'a tout
point de S8’ correspondra un point de S. Si aun contraird S est une
multiplicité ouverte présentant un bord, une frontiére, nous ne pouvons rien
affirmer.

Appliquons maintenant ce qui précede an probléme qui nous occupe.

Nous dirons que deux types:

d*
(1) =g, e (2) e, ) =o0

@

d* ,
(1) = el g (2)  &(r,y) =0
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apparticnnent & la mcéme classe lorsque les deux relations (2) et (2')
scront de méme genre, ct lorsque les deux équations (1) ct (1°) auront
le méme nombre de points singuliers, de telle facon que ces points
singuliers sc correspondent chacun 2 chacun et que les équations dé-
terminantes relatives a deux points singuliers correspondants soient les
mémes.

Cela posé, & chaque type d'une méme classe €', nous ferons corres-
pondre un point d’unc certaine multiplicité §'.

De méme nous dirons que deux groupes fuchsiens (des 1 et 2° ou
6° familles) appartiennent a4 une méme classe lorsque le polygone généra-
teur aura le méme nombre de cotés, et lorsque les sommets se répartiront
en un méme nombre de cycles, de telle fagon que ces cycles se corres-
pondent chacun a chacun et que la somme des angles de deux cycles
correspondants soit la méme.

A chaque classe €’ de types correspond une classe C de groupes, de
telle fagon que si une équation fuchsicnne appartient a la classe (', son
groupe appartiennc a la classe C.

A chaque groupe de la classe €, faisons correspondre un point d'une
multiplicité 8. ’

A chaque point de S correspondra un point et un seul de S'; il
suffit pour le voir de se reporter a la théorie des fonctions fuchsienncs qui
montre qu'a chaque groupe fuchsien correspond une ¢gnation fuchsienne.

De plus, en vertu du lemme fondamental, a aucuan point de S’ ne
peut correspondre plus d’'un point de S.

Il resterait & faire voir qu'a tout point de S’ correspond un point de S.

Pour cela, d'aprés ce qui précéde, il suffit que S soit une multiplicité
fermée, qu'elle n'ait pas de bord. Cela n'est nullement évident @ priori.

En cffet, parmi les groupes d'une classe, il y en a une infinité qui
pourraient étre des groupes limites, correspondant a des points du -bord
de la multiplicité S. Ce sont les groupes dont le polygone générateur
présente un ou plusieurs cotés infinitésimaux. On voit en effet qu'on
peut toujours construire un polygone générateur dont un des cotés soit
aussi petit que lon veut. Cela ne suffit pas d’ailleurs pour que S soit
une multiplicité ouverte; car, en vertu du § 9 du Mémoire sur les groupes
fuchsiens, un méme groupe peut étre engendré par une infinité de

polygones équivalents et il est possible que parmi ces polygones, on
" 16 - 665008 Acta mathematica. 4
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puisse toujours en choisir un dont tous les cotés soient supéricurs a une
limite donnée.

Adnsi, il n’est pas évident que S est unc multiplicité fermée et i
cst nécessaire de le démontrer, par une discussion spéciale a chaque cas
particulier, avant d'affirmer qu'a tout point de S’ correspond un point
de 8. Cest ce que M. KLeiv a négligé de faire. Il y a la une difficulté
dont on ne peut triompher en quelques lignes.

8§ 9. Deuxiéme lemme.

Supposons que nous fassions varier notre polygone R, d'unc fagon
continue et de telle maniére que les éléments de ce polygone soient des
fonctions continues d'un certain paramétre ¢. Envisageons maintenant
‘équation fuchsienne que l'on peut former a l'aide de R et le type T
auquel appartient cette équation. Soit:

d!

(1) T = @ 9 (2) ¢ y)=o (de gemre p)

cette équation fuchsienne. Le type 7 sera défini quand on connaitra les
3p — 3 modules de la relation (2) et les points stnguliers de l'équation
(1); ces quantités s'appelleront les paramétres du type.

J'ai fait voir au § 1 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes que
les fonctions 6 que l'on peut former & l'aide de R, sont des fonctions
continues de ¢ et l'on peut en conclure que les parameétres du type T
sont aussi des fonctions continues de ¢, ce qui est fort important au point
de vue de lapplication de la méthode de continuité.

Je vais pousser la chose plus loin. Je suppose que lorsque ¢ tend
vers 0, deux ou plusieurs cdtés décroissent indéfiniment. (Il s'agit ici de
leur longueur géométrique et non de leur L.) Je supposerai par exemple
que deux cétés conjugués, ou que 2¢ cotés, conjugués deux a deux, devien-
nent infiniment petits, de telle fagon que ceux des cdtés de R, qui restent
finis soient encore conjugués deux a deux. R, est alors un de ces polygones
limites que nous étudierons en détail un peu plus loin.

Passons a la limite, et faisons ¢ = o, de telle fagon que les 2q cotés
infinitésimaux de R, s'annullent absolument et que R, se réduise par
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conséquent a un autre polygone R, n'ayant que 2n — 2q cotés conjugués
deux a deux. Considérons le groupe G engendré par R,. A chaque
paire de cotés conjugués de R, correspond une substitution de G, c'est
celle qui change I'un de ces deux cétés en son conjugué, et le groupe
G est précisément dérivé des n substitutions qui correspondent ainsi aux
divers cotés de R,. Parmi ces substitutions nous en distinguerons » —¢
qui correspondront aux % — g paires de cotés de R, qui restent finis.
Le groupe dérivé de ces m — g substitutions s'appellera G et sera contenu
dans G. Soit G’ le groupe engendré par R;; il sera isomorphe a G”
puisqu'a chacun des cotés finis de R, correspond un cdté de R,. Lorsque
t tend vers o, le transformé de R, par une substitution quelconque de
G", tend vers le transformé de R; par la substitution correspondante de G'.

Nous appellerons 4 la portion du cercle fondamental qui est occupée
par les transformés de R, par les substitutions de G" et B celle qui est
occupée par les transformés de R, par les substitutions de G qui n’ap-
partiennent pas a G”.

Le polygone R, est par hypothese de la 1** famille, ou du 1** ordre
de la 2° ou de la 6° familles; 4 la limite, le polygone R; appartiendra
a la 2° ou a la 6° familles, mais il pourra appartenir au 1 ou au 2°
ordre de ces familles, c'est & dire qu'il pourra ne pas admettre ou admettre
des cycles hyperboliques.

Dans le premier cas, R,
la 2° catégorie.

Dans le premier cas, les transformés de R, par les substitutions de
G’ remplissent tout le cercle fondamental (cf. Mémoire sur les groupes
fuchsiens § 6). Par conséquent, lorsque ¢ tendra vers o, la superficie
totale de B tendra vers o, et en méme temps la plus petite distance de B
a Porigine tendra vers 1, c'est & dire vers le rayon du cercle fondamental.

Dans le second cas, ce sera l'inverse et la superficie de B ne tendra
pas vers o.

Supposons donc que R, soit dc la 1% catégorie. Dans ce cas R,
engendrera une équation fuchsienne

sera de la 1 catégoric, dans le second de

a%

() T =@ v (2) ¢@ 9 =o

qui appartiendra & un type 7’ moins compliqué que 7. Supposons pour
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fixer les idées g = 1. Dans c¢ cas Ry aura deux cotés de moins que
R,. 11 arrivera alors, ou bien que I'équation (1) aura un point singulier
de mowms que l'équation (1), ou bien que la relation (2’) sera de genre
p—1 au lieu d’étre de genre p et que l'équation (1') admettra deux
points singuliers de plus que l'équation (1). (Vide infra page 262.)

Supposons par exemple, pour fixer les idées que ce soit le premier
cas qui sc présente. Je dis que les modules de la relation (2) vont tendre
vers ceux de la relation (2') et que les points singuliers de l'équation (1)
vont tendre vers ceux de l'équation (1°) de telle fagon que parmi les
points singuliers de I'équation (1) il y en ait deux qui tendent vers un
seul et méme point singulier de I'équation (1°).

Je vais montrer d'abord que les fonctions thétafuchsiennes engendrées
par R, tendent vers celles qui sont ¢ngendrées par R,.

Considérons les séries:

Uiz ?i M2
6, H) = X H(“E8) s + 0

y 'i ?,i ’ M- 2m
8('3’-11) = ZH(?—:%’I&T) (Tiz + 0i> *

ot H cst l'algorithme d’une fonction rationnelle quelconque et on

2+ iz + 7 , o . . .
2, #ET ) et |2 a,d £l deSIgnent respectivement unc  substitution
7z + 0 vz + 0%

quelconque du groupe G et du groupe G'. Je dis que

lim 8(2) = 6'(2).

t=0

On peut trouver un contour C entourant le point z ct assez petit

pour qu'il soit intérieur a R, et a R, et qu’il reste intérieur a R, pour
toutes les valleurs suffisammment petites de ¢ On appellera ¢ la § de ce
contour, 4 la L du plus grand arc de cercle orthogonal au cercle fonda-
mental qui puisse étre tracé a4 lintérieur de C; on appellera r unc
~quantité quelconque, 4 la L de la droite oz et on posera comme dans
le § 1 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta Mathematica,
T. 1, p. 206)

T /24 —24 m 244 2mr
— € 2
@ e+ 2)me

K —
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Appelons §, et §) la somme des termes des séries § et 8 qui corres-
az + B iz + B
7i% + 0 ¢ 7z + 0%
dont le centre est l'origine et dont le R est (v — 1)r. Soit:

situés a l'intérieur du cercle M

pondent & des points

8 =258, + R, 8 =5, + R,

Soit h la plus grande valeur que puisse prendre le module de H
pour des transformés du point z; nous aurons:

Kh n(1—m)r 3 n(l—m)r
mod R, < he mod R, < Khe
I i

Nous pourrons done prendre n assez grand pour que:
e , ¢
mod R, < 3 mod R, < 3

¢ étant une quantité donnée.

Le nombre n est désormais fixe ct par conséquent le cercle M.

Nous pourrons maintenant prendre r assez petit pour que ¢ variant
de 7 & o, aucun des transform.s de z ne sorte du cercle M ou n’entre
dans ce cercle et pour que les divers transformés de z par les substitu-
tions de G qui n'appartiennent pas & G soient tous extérieurs & ce cercle.

Alors ¢ variant de = & o, S, sera une fonction continue de ¢ puisque
cest une somme d'un nombre fini de fonctions continues de ¢; pour ¢ = o,
S, se réduira & S,; on pourra donc prendre ¢ assez petit pour que:

mod (S, — 8,) < §
On aura alors:
mod (8 — #) < e

quelque petit que soit <.

C. Q F. D

Les fonctions fuchsiennes 2 et y qui entrent dans l'équation (1)
peuvent étre choisies arbitrairement; nous poserons

__ B(z, H) 8z

ryr = — —_— ) 2

8z, H)’ AT
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3

H, H et H, étant trois fonctions rationnelles arbitrairement choisies.
Faisons de méme:

c — 96 H g — e H)
1T 9G, B ' 7 96, H)
il viendra
z, = limz, y, = limy.
t=0 t=0

On voit donc qu’a la limite, la relation qui lie z et y se réduira
a celle qui lie =, et y, et que par conséquent les modules de la relation
(2) se réduisent d ceux de la relation (2').

De méme nous aurons:

T2 (x) 4 ()

2 () 4 ().

. 1 a2"x 2N 1z )
hm[ 3()] 3
1

#, «”, ... désignant les dérivées premiére, seconde, ... de z par
rapport & 2.
11 résulte de la:

limg(x, ¥) = ¢'(z,, Y,)

et par conséquent les points singuliers de I'équation (1) tendront vers
ceux de (1').

C. Q F. D

Rien de tout cela ne reste vrai si le polygone R est de la 2°
catégorie,

Dans le cas on le polygonec R, cst symétrique, la chose peut se
démontrer d'une maniére toute différente.

Supposons par exemple un quadrilatére curviligne afyd, dont les
cotés soient des arcs de cercle orthogonaux an cercle fondamental, et
dont les angles soient des parties aliquotes de =; je les appelle a, 3, 1, @.
Si nous prenons le symétrique de ce quadrilatére par rapport au c6té fy,
nous obtiendrons, en adjoignant ces deux quadrilatéres I'un & l'autre, un
hexagone qui engendrera un systéme de fonctions fuchsiennes. Mais on
peut aussi engendrer ces mémes fonctions en cherchant a faire la repré-
sentation conforme dn quadrilatére afyd sur un cercle de centre o et de
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rayon 1, Si z est un point intérieur au quadrilatére et z le point corres-
pondant du cercle,  est une fonction fuchsienne de 2. .

Supposons maintenant que le coté y¢ devienne infiniment petit, puis
gannulle, le quadrilatére se réduira & un triangle afy, dont le sommet ;
sera sur -le cercle fondamental et de telle facon que l'angle ayf soit nul.
Considérons donc le quadrilatére afyd; je suppose que le coté 7 soit déja
trés petit, mais ne soit pas encore nul. On peut mener une infinité de
cercles f3y, tangents en y, au cercle 3y et coupant en f, le cercle af sous
un angle égal & 3. Mcnons un de ces cercles 3,7, de telle fagon que le
triangle a7, soit tout entier intéricur au quadrilatére, mais soit d’ailleurs
aussi grand que possible. Menons encore un autre de ces cercles f,r,,
de telle fagon que le quadrilatére soit tout entier intérieur au triangle
af,r,, mais que ce triangle soit d’ailleurs aussi petit que possible.

Soit 2, un point intérieur & afy,. Supposons qu'on fasse sur le
cercle de rayon 1 et de centre o, la représentation conforme de af,r,,
puis de afyd, puis de af,r,, de telle facon qu'au point 2, corresponde le
centrec o. Soient respectivement z,, z et x, les points du cercle ql‘li
correspondent & un point 2z de af,7,, ou de afyd, ou de af,y,. On aura:

mod z; > modz > mod z,.

Lorsque le coté o fannullera tout A fait les deux triangles af,r, et
aB,i, se confondront et il est ais¢ de montrer qu'on aura:

limmod 2, = limmod 7,
d’ou

limmod z, = lim mod r

limz, = limz.

C. Q F. D.

Cette démonstration dont je n'ai d'ailleurs donné qu'un aper¢u ne
sappliquerait pas au cas ot R ne serait pas symétrique.
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§ 10. Types symétriques.

Je vais appliquer d’abord 4 un cas simple la méthode de continuité.
Soit :

une équation telle que ¢ soit rationnel en z, que les points singuliers
solent tous réels et que 1'équation déterminante relative a chacun d’eux
ait une racine double. Le type T dont fait partie cette équation sera
dit symétrique, parce que si ce type contient une équation fuchsienne, le
polygone générateur correspondant est symétrique.

Je dis que tout type symétrique contient une équation fuchsienne.

Si le nombre des points singuliers est égal & 3, on peut toujours,
par un changement linéaire de variable, supposer que ces points sont
précisément o, 1 et oo; alors on sait qu'il existe une équation fuchsienne
dans le type 7, car cette équation est précisément celle qui définit le
carré du module d’une transcendante elliptique en fonction du rapport
des périodes.

Supposons maintenant que le type T admette 4 points singuliers; on
peut toujours par un changement linéaire de variable supposer que ces
quatre points sont

o, 1, @ et o0

a étant une quantité réelle positive plus grande que 1.

Soient maintenant a, f, 7, ¢ quatre points situés sur le cercle fonda-
mental, et je suppose qu'en parcourant ce cercle, on les rencontre précisé-
ment dans l'ordre a, §, y, 0. Décrivons quatre cercles, orthogonaux au
cercle fondamental, et passant respectivement par les points a et 3, Set p,
7y et 6, 0 et a Nous aurons ainsi un certain quadrilatére. Construisons
le quadrilatére symétrique du premier par rapport au cercle da par
exemple; l'ensemble de ces deux quadrilatéres formera un polygone R,
qui engendrera un groupe fuchsien symétrique de genre o et de la 2°
famille que jappelle G.
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Formons les fonctions fuchsiennes correspondantes ct en particulier
la fonction:

r = f(2)

a l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement. Pour
achever de définir cette derniére fonction nous écrirons:

et nous poserons:

¢ sera réel positif et plus grand que 1. Algrs ¢ scra défini en fonction
de  comme le rapport de deux intégrales de 1'équation fuchsienne:

dv
dr = ¢ (zp

ol ¢ est rationnel en z, ou les points singuliers seront o, 1, ¢ et co et
de telle sorte que chaque équation déterminante ait une racine double.

Pour faire voir que T contient une équation fuchsienne, il suffit
donc de montrer qu'on peut choisir a, f, y, ¢ de telle sorte que

cC = da.

Supposons donc que les points a, 3, ¢ restent fixes et qu'on fasse
décrire au point p, larc 3¢ du cercle fondamental, depuis le point g
jusqu'au point 4.

JVoici ce qui se passera:

1°.  Les séries thétafuchsiennes définies au § 1 du Mémoire sur les
fonctions fuchsiennes seront des fonctions continues de j, car elles sont
uniformément convergentes, comme je lai fait voir dans ce paragraphe.

2°. Il en sera donc de méme des fonctions fuchsiennes elles-mémes
et par conséquent de c. v

3°. En vertu du lemme fondamental, ¢ ne pourra prendre deux
fois la méme valeur.

4°. Lorsque le point y se rapprochera indéfiniment du point 8, le
quadrilatére affyd se réduira au triangle afd, et le polygone R, se réduira
au quadrilatére Ry formé de ce triangle et du triangle symétrique par
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rapport au cercle ad. Le¢ sccond lemme nous apprend done que ¢ tendra
vers Lunité. _

5°. Pour la méme raison quand y tendra vers &, ¢ tendra vers
l'infini.

En résumé, quand 7 variera en suivant le cercle fondamental depuis
f jusqu’a &, ¢ croitra d'une fagon continue depuis 1 jusqu'a linfini.
¢ prendra donc la valeur ¢ qui est comprise entre 1 et linfini.

C. Q F. D.

Supposons maintenant un type T admettant non plus 4, mais 5
points singuliers. On pourra toujours supposer par un (hancement linéaire
dec variables que ces 5 points singuliers sont:

o, 1, @, b, ©©

avec les inégalités-
(1) 1<a<b

a et b étant des quantités réelles.

Si nous regardons a et b comme les coordonnées d’'un point dans le
plan, nous verrons qu'a chaque type T correspond un point d’une région
plane limitée par les deux droites ¢« = 1, a = b et par la droite b = co
Cette région n’est autre chose que la multiplicité S’ définie dans le para-
graphe 8. On voit qu'avec notre maniére de considérer les choses, cette
multiplicité est ouverte.

Prenons maintenant sur le cercle fondamental cing points a, 3, 1, d, €
se succédant sur ce cercle précisément dans cet ordre. Il en résulte
que l'on a:

arga > argff > argy > argo > arge.

Construizons le pentagone afyds, puis le pentagone symétrique par rapport
au coté ac et nous aurons un polygone R qui engendrera un groupe
fuchsien G. Parmi les fonctions fuchsiennes correspondant & ce groupe,
appelons & = f(2) celle a l'aide de laquelle les autres s'expriment ration-
nellement et qui de plus est telle que

fla) = o, fB) =1, fle) = co.
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Les quantités

) = a, f6) =b

sont réelles positives et telles que
I<a<b.

Lorsque y— 3 tendra vers o, a tendra vers 1; lorsque y — ¢ tendra
vers 0, a — ) tendra vers o; enfin lorsque ¢ — ¢ tendra vers o, b croitra
indéfiniment. De plus lorsque a, B et ¢ restant fixes, on fera varier r
et J, a et b seront des fonctions continues de y et de &.

N

Si T'on considére les arguments de y et de ¢ comme les coordonnées
d’'un point dans un plan, ces arguments étant soumis aux inégalités:

argff < argy < argo < args

le point correspondant sera situé a lintérieur d'un triangle limité par les
trois droites

argf = argy, argy = arga, argg = arge.

Ce triangle ne sera autre chose que la muitiplicité § qui sera ouverte
comme la multiplicité S

Cela posé, a chaque point de S correspond un point et un seul de
S'; & chaque point de S ne peut correspondre plus d’un point de S. A
chaque point de la périphérie de § correspond un point de la périphérie
de §. 11 résulte de la nécessairement qu'a tout point de S correspond
un point de S.

En d’autres termes, on peut toujours choisir le pentagone afyds, de
telle fagon que @ et b aient des valeurs données, c'est & dire que tout
type fuchsien symétrique n’admettant que 5 points singuliers contient une
équation fuchsienne.

La démonstration est absolument la méme pour un plus grand
nombre de points singuliers; d’'ou cette conclusion:

Tout type fuchsien symétrique contient une équation fuchsienne.

On voit que dans le cas particulier des types symétriques l'applica-
tion de la méthode de continuité ne présente aucune difficulté.

On peut tirer de cc qui précéde une conclusion importante.
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Considérons une fonction y de z, qui ne peut cesser d'étre holomorphe
en # que si z prend une des n valeurs ¢, a,, ..., a,; supposons de
plus que ces » valeurs sont réelles.

Considérons le type fuchsien symétrique qui admet les # points
singuliers a,, @,, ..., a,. Il contient une équation fuchsienne et dans
cette équation la variable est une fonction fuchsienne du rapport z des
intégrales:

z = f(2).

Cette fonction n’existe pas a lextérieur du cercle fondamental; si nous
supposons @, = oo elle est holomorphe & l'intérieur de ce cercle et elle
ne peut prendre aucune des valeurs @, a,, ..., a,.

Il résulte de la quas lintérieur du cercle fondamental y est holo-
morphe en z.

Donc si y est une fonction de x admettant seulement un nombre fini de
points singuliers qui soient tous réels, on peut trouver une variable z telle
que y et x exprimées en fonctions de z wexistent pas & Vemtérieur du cercle
fondamental et soient holomorphes & Uintérieur de ce cercle.

On peut supposer en particulicr que y est une fonction algébrique,
ou Vintégrale d'une équation lindaire & coéfficients. algébriques, telle que
tous les points singuliers: soient réels.

§ 11. Généralisation du théoréme précédent.

Nous n’avons encore appliqué la méthode de continuité qu’aux types
symétriques, mais avant d’aborder l'étude de types plus compliqués, nous
allons tirer du résultat obtenu tout le parti possible. Soit:

d2
= el

une équation telle que ¢(z) soit rationnel en x, que les points singuliers
solent @, @,, ..., a,, mais ne soient pas tous réels et que chaque équa-
tion déterminante ait une racine double.

Appelons T le type dont fait partie cette équation.
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Je démontrerai plus loin que ce type contient une équation fuch-
sienne, mais ce n'est pas cela que j'ai en vue pour le moment; je veux
faire voir qu'il y a un type subordonné & 7' qui contient une équation
fuchsienne; en d’autres termes, qu'il existe une fonction fuchsienne, qui
ne peut. prendre a lintérieur du cercle fondamental aucune des valeurs
@, a4, ..., a, et qui de plus ne peut prendre non plus certaines autres
valeurs b, b,, ..., b,.

Nous nous regardons donc comme libres d'adjoindre au tableau des
quantités @, telles quantités qu'il nous conviendra d'y ajouter. Nous
pouvons toujours supposer que si le tableau des nombres a contient une
quantité imaginaire, il contient aussi sa conjuguée; car si cette conjuguée
n'y était pas contenue, on l'y adjoindrait.

Je suppose que le théoréme soit vrai quand le tableau des quantités
¢ ne contient que g — 1 couples de valeurs imaginaires et je vais faire
voit qu'il est vrai quand ce tableau contient ¢ semblables couples. Cela
suffira, car dans le paragraphe précédent, j’ai démontré le théoréme pour
le cas ou toutes les quantités a sont réelles.

Supposons donc que le tableau des quantités @, @,, ..., a, contient
n — 2¢ quantités réelles

(1) Ay Qgy ony Gy
et 2¢ quantités imaginaires conjuguées deux a deux
(2) Ay, oy ooy G
Posons:
’ ’ 7\,
plr) = (@@ —a)(r— a) ... (€ — ay,);
¢(r) sera un polyndéme entier & coéfficients réels. L'équation:
! —
(@) =o

aura au moins une racine réelle, et par conséquent au plus ¢ — 1 couples
de racines imaginaires. Soient

€y Cyy v nny Cogy

les racines de cette équation. Posons:

n— 2q = p, 2q — 1 = m.
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Parmi les quantités suivantes

(4) o, ¢(a), ¢(a), .., ¢(@); ¢(c), ¢(G), - ¢(a)

il y aura au plus ¢ — 1 couples de valeurs imaginaires.

On peut donc construire une fonction fuchsienne F(z) qui ne peut
prendre aucune de ces valeurs puisque le théoréme est supposé vrai pour
un systéme de valeurs ne contenant que ¢ — 1 couples de quantités
imaginaires conjuguées.

Posons

p() = F(2).

On voit d’abord que =z est fonction uniforme de z; en effet cela ne pourrait
cesser d’avoir lieu que si l'on avait:

¢'(x) =o
d’ou
T == ¢ F(z) = ¢(c)
ce qui est impossible.
De plus z ne peut prendre aucune des valenrs

Ay Byy ooy @

sans quoi l'on aurait:
F(e) = ¢(a)

ce qui est impossible, ni aucune des valeurs:

@, iy ..., @,
sans quoi l'on aurait
F(@) =o0

ce qui est impossible.

La dérivée de x par rapport & z ne peut jamais s'annuller, sans quoi
celle de F par rapport & z s'annullerait ¢également, ce qui n'a jamais lieu.

D'ailleurs z est une fonction fuchsienne de 2. En effet soit:

F(s) = ¢(x) = v, v = %



Sur les groupes des équations linéaires. 249

on aura, puisque F est une fonction fuchsienne
d'v
o = ¢

¢(y) étant une fonction rationnelle en y.
Si nous posons ensuite
P

. dz
Y=V i
d’on
b = wyy(a)
il viendra:
d*w . , 2 3 [¢"(=) 2_ pr"ul
e = |wereleen + 2[£0] — 2@,

ou le coéfficient de w est une fonction rationnelle en z.

Ainsi z est une fonction uniforme de 7 c'est & dire du rapport des
deux intégrales de I'équation (5). C'est donc une fonction fuchsienne.

Ainsi x est une fonction fuchsienne qui ne peut prendre aucune des
valeurs (1) et (2), mais qui de plus ne peut prendre non plus aucune
des valeurs telles que ¢(z) = p(a) ou p(@) = p(c).

Appelons

b, b, ..., b

19
ces valeurs.
L’équation (5) qui est une équation fuchsienne admet comme points
singuliers
Ay Gay ooy Gyy Giy Qgy vy Bgyy by, by o) B,
et de telle sorte que toutes les équations déterminantes aient une racine
double. Elle appartient donc a un type subordonné a T.

Ainsi il est toujours possible de trouver une fonction fuchsienne
z = f(2) qui ne peut prendre n valeurs données

T
et qui ne peut prendre non plus % autres valeurs non données

by byy . eny by
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A cette fonction fuchsienne correspond une équation fuchsienne dont
les points singuliers sont les a et les b et dont toutes les équations dé-
terminantes ont une racine double. Cette équation fait partie d’'un type
subordonné a 7.

Soit maintenant y une fonction de z qui n'admet d’autre point
singulier que les a. Si on pose z = f(2), y sera fonction uniforme de z.

C’est ce qui arrivera en particulier lorsque y sera lintégrale d'une
équation linéaire a coéfficients algébriques.

Ainsi on peut towjours trouver une variable z, dont la varialle x et les
intégrales d'une pareille équation sont des fonctions umiformes.

§ 12. Polygones limites,

Je dirai que deux polygones générateurs R, et Ry de deux groupes
fuchsiens G et G appartiennent & une méme classe lorsqu'ils satisferont
aux conditions suivantes:

1°. Le nombre des cotés des deux polygones est le méme.

2°. Si deux cétés de B, sont conjugués, les deux cotés de méme
rang de R, sont également conjugués. Il en résulte que les sommets
des deux polygones se répartissent en un méme nombre de cycles de
telle fagon qu'a chaque cycle de R, corresponde un cycle de R; et
réciproquement.

3°. La somme des angles de deux cycles correspondants est la. méme.

Les polygones d'une méme classe dépendent d’un certain nombre de
paramétres. Supposons par exemple pour fixer les idées qu'ils soient
complétement définis (') lorsqu'on se donne trois paramétres x, y, 2, mais
que ces trois parameétres ne soient pas indépendants ct soient liés entre
eux par une relation

(1) flz, y, 2) = o.

(") Il reste bien entendu que deux polygones pe sont pas distincts lorsqu’on peut
passer de I'un & l'autre par une substitution linéaire qui n’altdre pas e cercle fondamental.
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Si nous regardons x, y et 2 comme les coordonnées d'un point dans
I'espace, a chaque polygone de la classe correspond un point d'une surface
S, définie par T'égalité (1) de sorte qua.la classe tout entiére correspond
cette surface ou une portion de cette surface.

Mais en général, pour que le polygone R, puisse étre le polygone

génératenr d'un groupe fuchsien, z, y et 2 doivent satisfaire non seulement

.

a lUégalité (1), mais encore i certaines inégalités (2). Aussi & la classe
considérée correspond seulement une partic de la surface S et cette partie
est limitée par certaines courbes fronticres dont on obtient 1'équation en
remplagant dans une des inégalités (2) le signe de linégalité par celui
de Tégalite.

Prenons un exemple. Soit un polygone R, de la seconde famille et
du genre o; cc sera par exemple un hexagone abedef. Les cOtés ab et
be, cd et de, ef et fa sont conjugués de telle sorte qu'il y a quatre cycles
b, d,  ct ace. Les six sommets devront satisfaire 4 la relation suivante:

—(@—=bl—dle—f) =0b—)d—eFf—a).

Soit ¢(p) le rapport anharmonique de g par rapport aux trois points
b, d et [ de telle sorte que:

Posons

Le polygone R, sera entiérement défini quand on connaitra x, y et 2;
mais entre ces trois parameétres nous avons la relation suivante:

() (1 —2) = 2(1 —y).

C'est I'équation d'un paraboloide.
Mais x, y et 2 doivent satisfaire en outre aux inégalités

(2 r<o<iz<1<y

N

de sorte quon ne doit conserver qu'une portion du paraboloide (17).
Cette portion doit étre regardée comme limitée par les six droites

suivantes
17 — 665006 Acta mathematica. 4
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(3) £=2=0
(4) s =o y=1
(5) y=z2=1
(6) z2=1 = 00
(7) T =y = O
(8) ¥ = o0 z = o.

Ce seront les courbes fronticres de la portion utile du paraboloide;
a chaque point de cette portion utile correspondra un polygone de la
classe envisagée et réciproquement.

Supposons maintenant que, dans la classe considérée, il faille p
paramétres x,, ,, ..., £, pour définir complétement le polygone R, ct
que ces p paramétres satisfassent d'une part & une ¢égalité (1), d’autre
part a certaines inégalités (2). Si l'on regarde z,, z,,..., 2, conme les
coordonnées d'un point dans l'espace a p dimensions, cette égalité et ces
inégalités définiront une portion de surface, une multiplicité (Mannigfaltigkeit),
comme disent les Allemands. J'appellerai M, cette multiplicité qui aura
p— 1 dimensions. Elle sera en ‘général ouverte et sera limitée par des
multiplicités fronticres de p — 2 dimensions, puisque les z satisfont non
seulement a une égalité, mais encore a des inégalités. Ces multiplicités
frontiéres sont analogues aux courbes frontiéres dont il a été parlé plus
haut et on obtient leurs équations en remplacant dans l'une des inégalités
(2) le signe de l'inégalité par celui de l'égalité.

Considérons un point de la multiplicit¢ M, qui soit infiniment voisin
de Yune des multiplicités frontiéres. A ce point correspondra un polygone
dont certains éléments seront infinitésimaux et que juppellerai pour cette
raison polygone limite.

Nous allons envisager d'abord une classe de polygones R, du genre
o, de la 2* famille; le nombre des cotés sera 2n; chaque c6té de rang
impair sera le conjugué du coété dont le rang est plus élevé d’une unité
(Je coté de rang 2p — 1 sera le conjugué du coété de rang 2p). De cétte
facon, si je désigne par la notation a, le sommet qui sépare les cotés de
rang p et de rang p — 1, chaque sommet d'indice impair formera un
cycle 4 lui tout seul, pendant que tous les sommets d’indice pair formeront
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un seul cycle. 1l y aura donc en tout 4 1 cycles et tous les sommets
seront dailleurs sur le cercle fondamental. Pour définir un pareil poly-
gone il suffit de se donner 27 — 3 de ces sommets, les trois autres étant
supposés fixes. D'ailleurs entre ces 2m — 3 paramétres nous avons la
relation:

(1) — (@~ @)ty —ay) ..o (Byyy — @) = (Rpy — @) (g — @)+ (Agyy — Xpu_y)

outre les inégalités:
1 o P «
(2 arga, < arga, < arga, <...<arga,, < arga, + 27.

Je considére d’autre part les fonctions fuchsiennes engendrées par R,
et parmi elles, une dc celles a I'aide desquelles toutes les autres s’expri-
ment rationnellement.  Je Tappelle f(2). Les points singuliers de 1'équa-
tion fuchsienne correspondante sont alors au nombre de n 4 1; ce sont:

f‘(al)’ f(a;;)’ LR ] f(a'hl—l)
et

fla,) = f(a,) = ... = fla,).

Je vais chercher quels sont les polygones limnites de la classe en
question.  Pour les trouver il faut dans I'une des inégalités (2) remplacer
le signe de I'inégalité par celui de l'égalité; d’oli:

arga; = arga,,;; A; = A4y

cest a dire qu'un des cotés du polygone R, doit devenir infiniment petit.
Mais en vertu de l'équation (1”) si un c6té de rang pair devient infini-
ment petit, il faut quun c6té de rang impair le devienne également, et
réciproquement. Il y aura donc toujours au moins deux cotés qui
s'annulleront. De la trois espéces de polygones limites.

1°. Ceux dont deux c6tés conjugués s'annullent.

2°. Ceux dont deux cotés non conjugués s'annullent.

3°. Ceux dont plus de deux cétés s'annullent 3 la fois.

Ainsi dans le cas du paraboloide (1'), les droites frontiéres (3), (5)
et (7) correspondent a des polygones limites de la 1 espéce; les droites
(4), (6) et (8) & des polygones de la 2° espéce et les points:

T=2z2=0, y=1I; r=o0, y=2s=1; etc,
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qui appartiennent a la fois & deux de ces droites frontiéres correspondent
a des polygones de la 3° espcce.

Les polygones limites de la 3° espéce sont ¢évideminent des cas
particuliers de ccux des deux premicres. Laissons les pour un instant de
¢Oté ct cherchons & montrer que ceux de la 2° espéce sc ramenent a
ceux de la 1™

En effet si nous envisagcons un polygone de la 2° cspéce, I'un de
ses cotés infinitésimaux sera de rang pair.  Je puis supposer que l'on ait
numeéroté les cotés de telle facon que ce soit précisément le coté de rang
2, aa,. Lautre coté infinitésimal sera par exemple aya,,.,. Ces deux
cotés seront séparés par p— 1 paires de cotés conjugués a,x, et a.a,;
a; et g ete.; ay, a4y, ¢t a,, a,,. Joignons, par un arc de cercle
orthogonal au cercle fondamental, «,,_, & =«,; nous partagerons ainsi le
polygone R, en deux autres r, et »y; r, couticndra par exemple le sommet
@, et r, le¢ sommet a,. Soit »y le transformé de », par la substitution

qut change a,, ,a,, , en a,2,, ;, et posons
’ . n2
R, = r, + 7y

Le polygone R, scra équivalent a Iy, il admettra deux cotés infinitési-
Inaux, 4 savoir a,a,,., et le transformé de az,. Ces deux c¢oOtés ne seront
plus s¢parés que par p — 2 paires de cotés conjugués. Ln opérant sur
R; comme on a opéré sur R,, on obtiendra un polygone Rj ou les deux
coOtés infinitésimaux ne seront plus séparés que par p— 3 paires de cotés
conjugués, et en continuant de la sorte, on finira par arriver & un poly-
gone S, équivalent & R, et dont les deux cOtés infinitésimaux seront
consceutifs.  Tous les polygones R,, R, Ry, ..., S, auront une partic
commune qui sera 7,. Le coté infinitésimal a,a,,,., et son conjugué
g, 41%,1, appartiendront done & S,. Le second co6té infinitésimal sera par
exemple fa,,. Joignons maintenant fa,,,, par un arc de cercle orthogonal
au cercle fondamental. Le polygone S, se trouvera divisé en deux parties;
le triangle ay,fa,,,, = s; et s, = S, — s;. Soit y le transformé de j par
la substitution qui change ayz,,,.; €N @y, 00, €b S0it ay, opay,, = s le
triangle transformé de s; par cette substitution. Le polygone S;=s, + sy
sera équivalent & S, et il est aisé de voir quil n’a que deux cotés
infinitésimaux, a savoir fa,,,, et ya,,, qui sont conjugucs.
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Il est vrai que le polygone §; quoique équivalent &4 R, n'appartient
pas a la méme classe, parce que les paires de coOtés conjugués sont
distribuées d’'une autre maniére; mais il est aisé, par des transformations
convenables, de ramener le polygone S; a un polygone équivalent Sy
admettant comme S| les cotés infinitésimaux conjugués fa,,,; €t yag,,, et
dont chaque coté de rang impair est conjugué du coété pair qui le suit.

Nous sommes ainsi amenés & nous occuper principalement des poly-
gones limites de la 1*° espéce.

Considérons un pareil polygone dont les deux cotés conjugués soient
a2, et ay,a. Nous distinguerons deux catégories de polygones de la
1% espéce.

1°. Ceux de la 1% catégorie seront tels que

a, — ad, _ I,

d2p — &

2° et ceux de la 2° catégorie seront tels que

R I
A2y — @,
Dans le premier cas, on a entre les sommets du polygone les rela-
tions suivantes

(9) a) = oy = dy,
(1% — (g — ) v oo (Gopy — &) = (o — ag) v+ (Ggn_y — %ppy)-

Le polygone R, se réduit donc (lorsque passant & la limite on annulle
ses cotés infinitésimanx) & un polygone R, tout & fait analogue, mais dont
le nombre des cétés n'est plus que 27 — 2 au lieu de 2.

Disons quelques mots des groupes G et G’ engendrés par ces deux
polygones R, et R;. Appelons S; la substitution parabolique qui change
a,_,%; en a,,a, (i étant essenticllement impair). Le groupe G sera dérivé
des » substitutions

Sty 85y vvvy Spuma
La résultante

S.8,S, .- - Sy

sera parabolique et admettra le point double a,,.
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Lorsque R, se réduit & R, les substitutions S, ..., S,, , devienuent
Si, ...y Si._y ct restent paraboliques, mais la substitution S, devient
illusoire et n'a plus aucun sens. Le groupe G’ est donc dérivé des n—1
substitutions

Sy vvey Sona-
En vertu de la relation (1*) la résultante

S5 S
est parabolique.
Donc les sommets d’ordre pair de R, forment un cycle parabolique
(3° sous-catégorie) et par conséquent R; et ses transformés par les diverses
substitutions de G rempliront tout le cercle fondamental (cf. Théorie des
groupes fuchsiens § 6). .
Alors en appliquant le 2? lemme, on verrait que la différence

f(ax> - f(a'.-)

tend vers o et que le type 7, dont fait partie l'équation fuchsienne
engendrée par B, se réduit & un type 7" plus simple n'admettant plus
que 7 points singuliers.

Supposons maintenant que deux cotés a,a, et a,a, tendent vers o
de telle fagon que

a — & <1
-a =
dgq — &,

lim
La relation (1*) cessera d’avoir lieu. La résultante
S;S.; L ;n—l

sera hyperbolique et non parabolique; les sommets d’ordre pair de R,
formeront un cycle hyperbolique (4° sous-catégorie) et par conséquent
les transformés de R, par les substitutions de G' ne rempliront pas tout
le cercle fondamental, mais seulement une portion de cercle limitée par
une infinité de circonférences. (Cf. Théorie des groupes fuchsiens § 6.)

Le 2% lemme n’est donc pas applicable, ce qui montre quelle diffé-
rence profonde sépare les polygones limites de la 1°° et de la 2° catégories.
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On pourrait faire une théorie tout a fait analogue des polygones
limites de la 3° espéce qui ne sont que des cas particuliers de ceux de
la 1% et de la 2°

Comme deuxiéme exemple, nous considérerons un polygone R, du
genre O, dont les cotés seront disposés comme dans 1'exemple précédent,
mais qui appartiendra & la 1°* famille et dont par conséquent tous les
sommets seront a l'intérieur du cercle fondamental et tous les cycles seront
elliptiques (1** catégorie).

Nous appellerons

Gyy Qgy o cvy Ogpy
les angles de ce polygone qui ont leurs sommets en
al , a' ’ LI I 3 , a?”—l

et b la somme des autres angles du polygone. Ces divers angles doivent
étre des parties aliquotes de 27; je les regarderai comme donnés; la
classe a laquelle appartient R, est alors parfaitement définie. Dans ce
qui va suivre, nous envisagerons la L des cdtés de ce polygone et non
leur longueur géométrique. Dans l'exemple précédent, quand nous disions
qu'nn coté était infiniment petit, cela g'entendait de sa longueur; ici au
contraire cela s'entendra de sa L (qui n’est autre chose que la longueur
au point de vue de la géométrie non-euclidienne; cf. Groupes fuchsiens § 1;
Fonctions fuchsiennes § 1).

Cela posé, comment peut-on concevoir que le polygone R, devienne
un polygone limite? Cela pourrait se concevoir de trois manieres.

1°. Si un coté devenait infiniment petit.

2°.  Si un angle s’annullait.

3° Si un coté devenait infiniment grand.

Il est aisé de voir que les deux premiers cas ne se présenteront
jamais, sans que le troisiéme se présente également; examinons donc le
troisiéme.

Supposons qu’'un coté de RB,, a,a, par exemple, devienne infini; il
en sera de méme du conjugué aa,. Mais l'angle de ces deux cotés qui
est a, est donné et fini. Donc la diagonale a,,a, est infinie. Mais cette
diagonale est plus petite que la somme des 27 — 2 autres cotés. Donc
I'un ‘de ces cotés est infini. Ce sera par exemple a,,_,a,, ; et il en sera
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de méme par conséquent de son conjugué a,,_,a,,. Joignons par un arc
de cercle orthogonal au cercle fondamental, les deux sommets a;, a,,_,.
Nous aurons ainsi divisé B, en deux polygones partiels: 7, qui comprendra
le sommet a,, et 7, qui comprendra le sommet a,,. Soit maintenant
7y’ le transformé de », par la substitution qui change aja, en aa,. Le
polygone Ry = r, + r;’ qui est équivalent & R a comme lui quatre cotés
infinis, mais ces quatre cotés sont consécutifs. Il résulte de la que nous
pouvons toujours supposer que les 4 cotés infinis de R, sont apo, a0,
a,a,, aa,. Cest ce que nous ferons.

On peut supposer aussi que R, a,plus de quatre cotés infinis; mais
ce n'est qu'un cas particulier que nous laisserons de c6té pour le moment;
nous supposerons donc que les 2n — 4 autres cotés sont finis. Dans ce
cas, on peut démontrer sans trop de difficultés que la diagonale a,a, est
finie. Appelons r, le triangle a,a,a, et 7; le reste de B . Appelons ry’
les triangle a,fa, transformé de r, par la substitution qui change a,a, en
a,a,. Le polygone Ry = r; + r; sera équivalent a R, et il n’aura plus
que deux c6tés infinis am,, et Fa, qui seront conjugués, pendant que les
deux cotés -conjugués a a, et o f seront finis. Ces deux derniers cotés
ont leur L finie, mais leur longueur géométrique est infiniment petite.
Supposons que nous passions & la limite et que ces deux cotés s'annullent.
Le polygone R, se réduira alors a un polygone R qui n'aura plus que
2n — 2 cOtés par suite de la confusion des trois sommets «, a, et f.
Parmi ces cotés, il y en a 2n — 4 qui ne différent pas de ceux de R;
les deux autres sont les cOtés a,,a, et aya, qui sont conjugués; le sommet
a, qui est situé sur le cercle fondamental, forme a lui tout seul un cycle
qui peut étre parabolique ou hyperbolique.

S'il est parabolique, ce qui arrive lorsque le cercle qui passe par
aa, et o, est tangent au cercle fondamental, le polygone limite est de
la 1% catégorie.

S'il est au contraire hyperbolique, le polygone limite est de la 2°
catégorie.

Les propriétés des deux catégories gont les mémes que dans Vexemple
précédent. Ainsi si G est le groupe engendré par R , ce groupe sera
dérivé de n substitutions elliptiques:

Sl? SB’ S S?"—l
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de telle facon que S, ait pour point double «,. Le groupe dérivé de
S; Sy oy, S et de S S,

n—1

s'appellera G”. Lorsque R, se réduira & Ry, les substitutions S;, S;, ..., Sp,_4
tendront vers des substitutions elliptiques S;, S;, ..., S;,_, et S S, tendra
vers une certaine substitution X. S, et S, deviendront illusoires. Le
groupe G' engendré par R, sera dérivé de

r r
Sss Siy ooy Spy €t X

et sera isomorphe a G".

Si le polygone est de la 1*° catégorie, 2 sera parabolique; les trans-
formés de Ry par le groupe G rempliront tout le cercle fondamental.
Lorsque R; tendra vers R, le transformé de R, par une substitution de
G" tendra vers le transformé de R; par la substitution correspondante
de @, et la surface recouverte par les transformés de R; par les substitu-
tions de G qui n'appartiennent pas a G, tendra vers o. En appliquant
le deuxiéme lemme et en conservant les mémes notations que plus haut,
on verrait que la différence f(a,) — f(a,) tend en méme temps vers o.

Si au contraire le polygone est de la 2° catégorie, X' est hyperbolique
et les transformés de Ry ne remplissent pas tout le cercle fondamental.
Les déductions précédentes ne sont donc plus possibles et l'on ne peut
affirmer que f{«,) — f(a,) tende vers o.

On traiterait de méme le cas ou il y a plus de quatre cotés infinis.

Comme troisiéme exemple, nous choisirons un polygone R, de genre
p, de la 1”° famille, de 4p cotés, dont les cotés opposés sont conjugués
et dont tous les sommets forment un seul cycle, pendant que la somme
des angles est égale a 2m

Ici encore on pourrait concevoir trois cas ou le polygone deviendrait
polygone limite.

1°. Si T'un des cotés s'annullait (cela s'entend toujours de la L de
ce coté).

2°. Si un angle g'annullait.

3° Si un coété devenait infini.

Comme dans l'exemple précédent, les deux premiers cas ne se
présenteront jamais sans que le troisiéme se présente en méme temps et
c’est ce troisieme cas qu'il nous reste a examiner.
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Jappelle comme plus haut a, le sommet de rang 7 et je suppose
que le coté a,a, et son conjugué aya,,,, deviennent infinis. Soit 8, le
milieu de a,a,. (J'entends par 1a que la L de a8 est égale a celle de
fia)) et B, le milieu de ay,a,,,. Joiguons §,6, par un arc de cercle
orthogonal au cercle ‘fondamental. Ce sera ume sécante de notre polygone
R, et cette sécante sera finie. Cette sécante partagera le polygone R, en
deux autres: r, qui contiendra le sommet a,, et 7; qui contiendra le
sommet a,,. Soit maintenant S, la substitution qui change a,,,, en son
conjugué a,a,,,,. Cette substitution changera

r, = haa, ... Uap1tapf0s
en

7y = Blogoy . . . G185

’ ’
Xy == dgpy1s Opp1 = Ggp-

Le polygone R; = r; + 7’ sera équivalent a R ; il aura 4p 4 2
sommets qui se succéderont dans l'ordre suivant:

’ ’ ’
ﬁ;alag v a;agp+ga31,+3 “ e, a4pﬂ1ﬂ,agp+1a,p+2 .o aapa‘;+aap+3 .o agpﬂz .

Ces 4p 4+ 2 sommets forment deux cycles qui sont d'ailleurs tels
que la somme des angles de chacun d'eux est égale a 2. Quatre cotés
sont infinis & savoir flaj, a8, P> amfs- La L des cotés §,f, et
f.f; est finie et leur longueur géométrique est infiniment petite.

Si nous passons 4 la limite cette longueur g'annullera absolument et
les sommets §, et §,, 4 et fB; se confondront. Le polygone R, se réduira
slors & un autre polygone R, qui n'aura plus que 4p sommets, deux sur
le cercle fondamental §, et §; et 4p— 2 en dehors de ce cercle. Chacun
des sommets B, et g forme & lui tout seul un cycle qui peut étre

- parabolique ou hyperbolique.

Etudions maintenant le groupe G' engendré par le polygone R; ou
ce qui revient au méme par R,. Si nous appelons S, la substitution qui
change le c6té aa,, de R, en son conjugué s, @y, le groupe G
sera dérivé des 2p substitutions

SU Sn very S’p
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entre lesquelles nous avons la relation

S.S, .- Sp = SpySeps - 5,5,

1771

Quelles sont les substitutions de G qui changent chaque c6té de Ry
en son conjugué? Ce seront:

S, qui change 8,8, en 88
Sy » » Apyifs €N apf
S§;7'8,S, » » Py en B
et
Sp—lS( D » *a;  €n Oap 4 Paptitl

Lorsque le polygone R; se réduit a R;, la substitution S, devient
illusoire et les substitutions S,,, S;'S,,S, et S;'S; se réduisent a certaines
substitutions X, 3’ et S;. De ces sibstitutions dérive un groupe G' qui
est précisément engendré par Ry et de telle fagon que £ et 2’ sont les
deux substitutions qui changent la premiére a,,,5 en a8, la seconde
af en aif; . _ ’

Si les multiplicateurs de ¥ et de 2’ sont égaux a 1, ces deux
substitutions sont paraboliques; le polygone R, sera dit alors de la 1**
catégorie et ses transformés recouvriront tout le cercle fondamental. On
en conclut, comme dans les deux exemples qui précédent, que le deuxiéme
lemme est applicable et que par conséquent les fonctions fuchsiennes
engendrées par R, tendent vers les fonctions fuchsiennes engendrées par
R}, quand R, tend vers R,'.

Entrons dans plus de détails. Soient 2 et y deux fonctions fuchsien-
nes engendrées par R;; il y aura entre ces deux fonctions une relation
algébrique

p(@, y) =0

qui sera de genre p, puisque R; est de genre p. Si cette relation est
regardée comme l'équation d'une courbe de degré m, cette courbe aura

(m—1)m—2)-

Py p
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points doubles. Lorsque R, se réduira & Ry, lc genre de cctte courbe
devra diminuer d'une unité, puisque le polygone Ry est de genre p — 135
cest & dire que la courbe devra acquérir un nowveaw point double. A ce
point double correspondront en réalité deux points analytiques diftérents
(selon que le point double sera regardé comme appartenant a l'une ou
a l'autre des branches de courbe qui y passent) et par conséquent dewz
points réellement distincts du polygone Ry. Ces deux points seront S, et
B qui sont comme on le sait sur la circonférence du cercle fondamental.
Il résulte de la que les deux fonctions fuchsiennes limz et limy ne
peuvent prendre & lintérieur du cercle fondamental les deux valeurs qui
correspondent au nouveau point double.

Il ne peut pas arriver que l'un des multiplicateurs de X et de 2"
soit égal & 1° et l'antre différent de 1, de telle facon que l'une de ces
substitutions soit parabolique et V'autre hyperbolique. En effet I'on a:

mult §,, = mult §;'S,,S,
d’ou:
lim mult S,, = lim mult S;'S,,S,
et

mult ¥ = mult 2"

Il peut arriver au contraire que les deux multiplicateurs soient
différents de 1 et les deux substitutions hyperboliques. Dans ce cas Ry
est dit de la 2° catégorie. Le deuxiéme lemme n’est plus applicable et
les fonctions fuchsiennes engendrées par R, ne tendent pas vers celles qui
sont engendrées par R;'.

On traiterait de méme le cas ou plus de deux cétés de R, devien-
" draient infinis.

Les exemples qui précédent suffiront, je pense, pour montrer comment
doit étre traitée dans chaque cas, la question des polygones limites.

Dans le cas du second exemple, nous dirons que le polygone limite
B, est:

1° de la 1% espéce #'il n'a que 4 cotés infinis et quils soient
consécutifs,
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2° de la 2° espéce &Il n'a que 4 coOtés infinis et qu'ils ne soient
pas consécutifs,. (Nous avons vu qu'un polygone de la 2° espéce peut
toujours étre ramené a un polygone de la 1°).

3° de la 3° espéce s'il a plus de 4 coOtés infinis; on démontrerait
aisément qu'on peut toujours ramener au cas ou tous les cotés infinis sont
consécutifs.

Dans le cas du troisiéme exemple, nous dirons que le polygone
limite R, est:

1° de la 1*° espéce §'il n'a que 2 cotés infinis.

2° de la 3° espéce, g'il a plus de deux coOtés infinis.

§ 13. Polygones réduits.

Nous avons vu qu'aux différents polygones d’une méme classe corres-
pondaient un par un les différents points d’une multiplicité M,. Mais
a un méme groupe fuchsien correspondent une infinité de polygones
générateurs et par conséquent une infinité de points de M . En effet le
procédé du § o du Mémoire sur les groupes fuchsiens permet de- trans-
former le polygone R, en un autre R; équivalent & R, et engendrant le
méme groupe fuchsien. De la une infinité de transformations qui changent
un polygone en un autre équivalent, et par conséquent un point de M,
en un autre point de cette multiplicité. Ces substitutions forment un
groupe que jappelle " et qui est évidemment discontinu. La multiplicité
M, va se trouver partagée en une infinité de domaines D, D, ..., D,, ...,
de telle facon qu’'a chaque substitution de I corresponde un de ces do-
maines et que ce domaine soit précisément le transformé de D, par cette
substitution. Cette subdivision de A a Vaide du groupe /' est tout &
fait analogue &4 la subdivision du cercle fondamental en une infinité de
polygones R, R/, ... a Yaide d'un groupe fuchsien quelconque. Nous
allons d'ailleurs éclaircir ce qui précéde par une comparaison simple.

Supposons que dans le plan des xy, le point x, y représente la
quantité imaginaire 2= x + 4y et considérons un parallélogramme rectiligne
R,, ayant pour sommets o, 2, 2, et z + z,. On pourra subdiviser le
plan en une infinité de parallélogrammes égaux a R, et on engendrera
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sinsi le groupe (2, 2 + a2, + f7,) ol a et § sont des entiers quelconques;
de ce groupe dériveront les fonctions doublement périodiques qui ont pour
période 2z, ef z,. Mais ce parallélogramme peut étre remplacé par un
autre dont les sommets soient: '

0, azx + 1922’ 74 + 322, (a + T)zx + (A@+ 3).62

olt a, B, 1, J sont des entiers tels que ad — By = 1. Ce second parallélo-
gramme est équivalent au premier; je l'appellerai E;. Pour définir R,,

z . ’ rd
nous nous donnerons le rapport 2 = w. Aux différents parallélogrammes
z
1

possibles correspondront différents points du plan des w ou plutét de la
partie de ce plan qui est au dessus de I'axe des quantités réelles, partie
que j'appellerai partie positive du plan. A R, correspondra le point
dw + 7
Bo + a’
partagée en une infinité de domaines qui se transformeront les uns dans

de sorte que la partie positive du plan des w va se trouver

les autres quand on appliquera a  la substitution (w, g%}t—;) A toute
fonction doublement périodique correspondra un point de chacun de ces
domaines et un seul. Mais parmi tous les parallélogrammes ¢équivalents
a R, il y en a un qui est plus simple que tous les autres; cest celui
qui est tel que la forme quadratique positive:

mod? (&2, + %2,)

ou £ et » sont des indéterminées enticres, soit une forme réduite. On
peut dire alors que ce parallélogramme est lui méme réduit. On pourra
définir ce parallélogramme réduit de la facon suivante:

1°. 11 devra étre tel que la partic imaginaire de @ soit aussi grande
que possible.

2°.  Et parmi ceux qui correspondent & ce maximum de la partie
imaginaire de ® et qui sont en nombre infini, il devra étre tel que la
valeur absolue de la partie réelle de @ soit aussi petite que possible.

On voit aisément alors que o doit satisfaire aux inégalités

1 . , 1
— 5 < partie reelle de w < > modw > 1.
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Les points @ qui correspondent a des parallélogrammes réduits sont
alors compris dans un domaine D, défini par ces inégalités et limité par
deux droites et un cercle. Ce domaine D, et ses transformés par les

aw + 3
yo + ¢

diverses substitutions du groupe (w, ) remplissent alors toute la

partie positive du plan des w.

Nous pouvons opérer tout 4 fait de méme dans le probléme qui
nous occupe car il est tout a4 fait analogue, si ce n'est que les- parallélo-
grammes sont remplacés par des polygones générateurs d’un groupe
fuchsien, les fonctions doublement périodiques par des fonctions fuchsi-
cnnes, et la partie positive du plan des @ par la multiplicité M.

Parmi les polygones équivalents &4 R, il y en aura un que nous
regarderons comme plus simple que tous les autres et que nous appellerons
polygone réduit. Voici comment nous pourrons définir ce polygone réduit.
Soit ¢ une fonction des coordonnées d'un point de la rmultiplicité M,.
Je supposerai que cette fonction est constamment comprise entre o et 1,
et quelle n'atteint la valeur o que sur les frontiéres de la multiplicité
M,, cest & dire aux points qui correspondent aux polygones limites.
Elle pourra d'ailleurs étre choisie arbitrairement. Cela posé, aux différents
polygones équivalents a R,, correspondront différents points de M| et par
conséquent différentes valeurs de ¢. Le polygone que nous appellerons
réduit sera celui qui correspondra & la plus grande valeur de ¢.

Cela posé, les points de M, qui correspondront aux polygones réduits
rempliront un certain domaine que jappelle D,. Ce domaine et ses
transformés par les diverses substitutions de /" rempliront toute la multi-
plicit¢ M. Le domaine D, sera limité par un certain nombre de
multiplicités m, , m,, ..., m, qui auront p — 1 dimensions, si je suppose
que M, en a p. Voyons quelle sera la forme des équations de ces multi-
plicités frontiéres. Soit « un point de M,, a. S le transformé¢ de a par
une substitution S convenablement choisic dans le groupe ['; les équations
cherchées seront de la forme suivante:

(1) ¢(a) = ¢(a.S)

¢ désignant la fonction définie plus haut. Si nous considérons un point
a appartenant a l'une des multiplicités frontiéres m,, m,, ..., m,, par
exemple & celle qui est définic par V'équation (1), ce point correspondra
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4 un polygone réduit, et il en sera de méme du point a.S qui corres-
pondra 4 un polygone réduit équivalent au premier et qui appartiendra
aussi 4 une multiplicité frontiére. Clest ainsi que certaines classes de
formes quadratiques contiennent deux formes réduites et qu'a un point
d'un c6té du polygone générateur d'un groupe fuchsien, correspond un
point équivalent du coté conjugué. Les multiplicités my, m,, ..., m, se
répartissent donc en paires de multiplicités conjuguées a la fagon des
cotés du polygone R,. Ces multiplicités m sont limitées par des multi-
plicités m’.de p— 2 dimensions; celles-ci le sont elless-méme par des
multiplicités m” de p — 3 dimensions et ainsi de suite. Ces multiplicités
m', m", etc. se répartissent en cycles & la facon des sommets du polygone
R,. Ces cycles peuvent d'ailleurs contenir une, deux, ou plusieurs d’entre
elles: si un de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de
deux polygones réduits équivalents a un polygone donné.

Ainsi, en général, il n'y a qu'un polygone réduit équivalent & un
polygone donné, mais dans certains cas exceptionnels il peut y en avoir
deux ou plusieurs. Clest tout a fait ce qui arrive pour les formes
quadratiques définies. On peut présenter la chose d'une autre maniere.
En général, parmi les valeurs de ¢ qui correspondent & une infinité de
polygones équivalents, il y en a une qui est plus grande que toutes les
autres; mais il peut arriver exceptionnellement qu’il y en ait deux ou
plusieurs qui soient égales entre elles et plus grandes que toutes les autres.

Nous allons maintenant nous occuper d'une question fort importante:
quand un polygone limite est-il réduit? et nous examinerons successive-
ment les trois exemples du paragraphe précédent.

Reprenons d’abord le polygone R, du 1* exemple, en supposant que
les deux cotés conjugués a,a, et ayz, sont infiniment petits. Nous avons
vu qu'en laissant de coté le cas exceptionnel des polygones limites de la
3° espéce, tous les polygones limites pouvaient étre ramenés a ce cas.
Nous négligerons donc devant les quantités finies, les quantités de l'ordre
de a,a, et de aa,,.

Je joins ay,_ya,. (Il faut entendre par la, ici comme dans tout ce
qui va suivre, que je trace un arc de cercle passant par ces deux points
et orthogonal au cercle fondamental.) Je divise ainsi le polygone B, en
deux autres: vy, = d,y, 0% €t g = R, — 7.
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Transformons », par la substitution linéaire qui change a,a,, , ¢n
Ogn_s%s, 1 5 NOUS obtiendrons pour transformé un quadrilatere

RY

Yo = Rop2%gp 1% 1%2.1-

Posons maintenant:
’ rr
Ry, =r + 1.
Le polygone R, , qui sera équivalent a R, aura pour sommets ay,, i,

Gouy Gyy Ogy - ooy Gan gy Gpuny %11y Gp.q- O voit que B, , a un sommet
infiniment voisin de chacun des points

Agy Azy o 0oy Ggug

et trois sommets infiniment voisins de a,, ,. Quant a la longueur des
cotés infiniment petits, elle sera donnée par la relation:

a )(aZn—2 - (»‘2n—1)2
: (a2n—1 —dg,)*

(2) al.l—az.lz(al"_

Joignons maintenant a, ;a,,_;, nous partagerons le polygone R, , en deux
autres: 7y, = o 1% 1Ay 28y, € 7) ;= R, , — 7,.,. Soit maintenant
Ty = Oy 9% y%p,_40y, 3 le transformé de 7, ; par la substitution linéaire
qui change @, ;de,_s €0 Gy 3%, 4. Soit enfin By , =7, + 75, ,. Il est
aisé de voir que R, ,, qui est équivalent 4 R, ;, a un sommet infiniment
voisin de chacun des points

Ayy gy + 00y Gop o

et trois sommets o, ,, @, 1, % , infiniment voisins de a,,_,. On aura
d’ailleurs:

(a'hl—‘l —_ a2n—1)(“2n—4 — a?n——s) 2
2’ . — 0 o = (a4, — & [ ] .
( ) 2 2 ( ! 2) (t2n — tan—1){tlan—2 — U3p—3)

Nous allons opérer sur R, , comme nous avons opéré sur R et sur
R, ,. Clest & dire que nous joindrons a, ,a,,_; et que nous poserons, en
appelant 7", le transformé de 7, , par la substitution linéaire qui change
Olpp—g%on—p €N Ogp ¢Uy,_s
18 - 665006 Acta mathematica. 4
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To.9 = Ogp_(Xgn—s%1. 3%3. 3y To.2 = Lty g —Tq 4
’ 1?
Ry, =r.+71,.

On opérera ensuite sur R, , commec sur R, , et ainsi de suite.
Il est aisé de voir que R, , a un sommet infiniment voisin de chacun
des points

Agy Azy «+vy Ogn2

et trois infiniment voisins de a,, .

Considérons en particulier le polygone R, , ,. Il aura trois sommets
infiniment voisins de @, et par conséquent de a,,. Ce seront les sommets
dyy .1 €t @y, (quil ne faut pas confondre avec ay,.,). Il résulte de
la que R, ,_, différera infiniment pcu de R . Ces deux polygones sont
d’ailleurs équivalents, d’'ou il résulte que la transformation I' qui change
R, en R, ,_, appartient au groupe I.

Posons

—_ (a, — (l,)(a‘ — as) " (@2n—y — a3n1)
H= la, — a @, — &) ... (dzn—1 — @)

Nous aurons la relation suivante qui est au polygone R, . , ce que les
relations (2) et (2') sont aux polygones R, ; et R, ,:

2
A gl = g gy = (al —_ az)H
et de méme

A~ O 41 = (azu —_ aJ)HQ-

Cela posé, reprenons notre fonction ¢ et supposons qu'elle se comporte
réguliérement, ce qui ne présente pas de difficulté puisque cette fonction
est presque entiérement arbitraire. Pour un polygone qui a des cotés
infiniment petits, la fonction ¢ est infiniment petite par hypothése. Nous
supposerons qu'elle est du 1 ordre ainsi que a, — a,. En négligeant
les infiniment petits du 2° ordre, on peut dire que les trois quantités g,
@, — o, et a, — a,, sont proportionnelles. On a donc pour le polygone R,

p = (@, —a,)F
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F ne dépendant que de la position des points
Ggy Ggy Ry »oey Gy

¢t non de la longueur des cotés infiniment petits aja, et aa,,.
Appelons ¢’ et F’ les valeurs de ¢ et de F qui correspondent &
R, . ; nous aurons:

F' = F & des inf. petits prés du 1* ordre
¢ = ¢.H* & des inf. petits prés du 2° ordre.

Si donc H?> 1, la substitution 7' transforme R, en un polygone
équivalent qui correspond & une valeur de ¢ plus grande. Le polygone
R, n'est donc pas réduit.

Si au contraire H? < 1, la substitution inverse de T transformera
R, en un polygone équivalent correspondant a une valeur de ¢ plus
grande, de sorte que R, ne sera pas non plus réduit. |

Reste le cas ot H? = 1. Mais H est essentiellement négatif. On
aura donc H = — 1. Mais cette relation qui n’est autre que la relation
(1*) du, paragraphe précédent, exprime que le polygone R, est de la
1¢* catégorie.

Ainsi un polygone limite ne peut étre réduit que s est de la 1**
catéqgorie.

Nous allons obtenir le méme régultat dans les 2° et 3° exemples.
Nous allons traiter d'abord le 2° exemple, en supposant pour fixer les
idées:

a =0, = ... = Gy, _,-

Je définirai dans le 2% comme daus le 3° exemple, le polygone réduit
de la maniére suivante. Parmi les polygones équivalents a un polygone
donné, jappellerai ainsi celui qui sera tel que le plus grand de ses cotés
soit aussi petit que possible. §il y en a plusieurs qui satisfassent a cette
condition, je choisirai parmi eux celui qui sera tel que le 2* cété (par
ordre de grandeur -décroissante) soit aussi petit que possible et ainsi de
suite. (Ici comme dans le paragraphe précédent, en ce qui concerne le
2% et le 3° exemple, quand je dis qu'un coté est grand ou petit, il sagit
de sa L et non de sa longueur géométrique.)
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Voici une proposition que je me borne a énoncer, et que je vais
appliquer a mon dessein.

Soit un triangle ABC qui se déforme de telle facon que ses trois
sommets tendent respectivement vers trois points 4’, B’ et ( situés le
premier sur le cercle fondamental, les deux autres & lintéricur de ce
cercle. Les deux cotés AB et AC croissent indéfiniment, pendant que
BC reste fini; mais la différence des deux cotés AB et AC tend vers une
limite finie A:

lim (4B — AC) = A.

Cette limite ne dépend que de la position des trois points A, B, C' et
non de la maniere dont 4, B, C tendent vers 4’, B, C'. Par les points
B’ et (" on peut faire passer deux cercles tangents intéricurement au
cercle fondamental. Soient M et N les points de contact. Joignons
MN par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Cet arc de
cercle coupera B'C" en un point P tel que la L de PB soit égale &
celle de PC’; je supposerai que B’ est a gauche de MN et (' & droite.
La limite A sera positive si A’ est & droite de MN, négative si 4’ est a
gauche; elle sera nulle si 4’ est en M ou bien en N.

Considérons donc le polygone R, dont nous allons faire croitre in-
définiment les cotés oy, @y, o, o2, comme on 'a vu au paragraphe
précédent. Il arrivera alors que les deux sommets a,, et a, tendront
vers deux points B’ et (' intérieurs au cercle fondamental, pendant que
a, tendra vers un point A4’ situé sur ce cercle lui-méme. En méme
temps, les points a, et a, tendent aussi vers A’, car les cotés a,a, et a,a,
qui ont leur L infiniment grande, ont leur longueur géométrique infini-
ment petite.

Nous pourrons trouver sur le cercle fondamental lcs points M et N
définis plus haut; nous joindrons MN; je suppose d'abord que A’ soit
comme B’ 4 gauche de MN. On aura en vertu du lemme que je viens
d’énoncer

lima,, = B, lima, ="C, lima, = lima, = lima, = A4’

A0ty > Oolly,,y agoly > Qa0 .
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Dans les deux triangles aya,a,, a2y, on a

!12&3 - 13{14, ala-;; - alaQ,,
angle d,a,a,, = angle a a2,
et
A%y > U2y,
d’ou

Ao, > a4 a,.

Le coté a,a, = a,a, est done le plus grand coté de R, puisque tous
les autres que aya,, ag,, aa;, 2,2, sont finis.

Je dis qu'on peut trouver un polygone équivalent & R, dont le plus
grand coté soit plus petit que a,a,.

Joignons a,,, nous aurons partagé le polygone R, en deux autres:

. — " —
Yo = 0y, %%y, Yo = 03%d5 - o« gy

Transformons #»; par la substitntion qui change a2, en a,a,. Nous
obtiendrons

e ’

. _ [ ’
Yo = 03043 .« . . Oy,
avec

’ ’
3 = A, Ay = Qg

Le polygone R; = r, 4 ) est équivalent & R . Il a 2n — 4 cotés égaux
aux 2n — 4 cotés finis de R;. Il admet aussi deux cOtés infinis

Aoy == A%y,

qui appartiennent & R, et les deux cotés infinis
—_— !
R3Ugp == Ayly,

qui n’appartienncnt pas a R,. Si au, > aa,, cest aa,, qui est le plus
grand coté de R et on a:

ARy, < Ay .

C. Q F. D
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Si aya,, < qa,, cest aa, qui est le plus grand cété de R et on a

aa, < a.a,.
e S A C. Q F. D.

Ainsi, si le point 4’ est 4 gauche de MN, le polygone R, n’est pas
réduit; mais comme rien ne distingue la gauche de la droite, il n’est pas
réduit non plus si A’ est & droite de MN. Il faut donc que A’ soit en
M ou en N. Mais alors le cercle A'B'C' est tangent au cercle fonda-
mental, ce qui veut dire que le polygone limite est de la 1% catégoric.

Ainsi tout polygone limite réduit est de la 1°° catégoric.

Passons au 3° exemple, c’est 4 dire & un polygone R, de 4p cotés
dont les cotés opposés sont conjugués. Joignons les sommets opposés;
nous obtiendrons ainsi 4p diagonales. Je dis que si R est réduit, le
plus grand des 4p cotés du polygone est plus petit que la plus petite
de ces 4p diagonales. J'appelle & cette plus petite diagonale; si ce
coté était plus grand que ¢, on partagerait le polygone R, en deux
autres 7, et 7, en tracant la diagonale 4. On appellerait ensuite #y
le transformé de 7, par la substitution qui change le plus grand des
cdtés de R, en son conjugué. Le polygone Ry = »; 4 7y serait cquiva-
lent & R; il aurait ses cotés opposés conjugués; de plus il admettrait
tous les cotés de R, sauf le plus grand qui serait remplacé par la diago-
nale ¢, qui par hypothése est plus petite. Le plus grand coté de R;
serait donc plus petit que celui de R, et R, ne serait pas réduit.

Cela posé, supposons, comme dans le paragraphe précédent, que les
deux cotés a,a, et a,a,,, croissent indéfiniment; il en sera dc méme des
diagonales a,,2,, et a,a,,,,; tous les autres cotés resteront finis. Supposons
que les sommets a,, et a,,,, tendent vers deux points B’ et (' intérieurs
au cercle fondamental. Les sommets a;, a,, ..., a,, tendront vers un méme
point A’ situé sur la circonférence de ce cercle et ce point A’ est égale-
ment celui avec lequel tendent & se confondre les sommets §, et 3, du
polygone R,. De ce fait résulte I'identité suivante:

Yim (@2, — ty545) = 1im (a2, — e32141)-

Mais si le polygone R, est réduit, on a d’autre part, puisque les cotés
sont plus petits que les diagonales

A8y < X\ Ugpyy s CGapllep S BapPopia e
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Donc on a

lim (2,a,, — aya,,,) = O.

On en conclut, comme dans l'exemple précédent, que le cercle A'B'C’
est tangent au cercle fondamental et que le polygone R, est de la 1°°
catégorie.

Ainsi tout polygone limite réduit est de la 1 catégorie.

Tout ce qui précéde ne s'applique qu'aux polygones de la 1*° espéce.

Passons d’abord aux polygones de la 2° espéce qui peuvent comme
nous l'avons vu étre ramenés a un polygone limite de la 1*° espece.
Supposons donc que P, soit un polygone de la 2° espéce; ce polygone
sera équivalent & un autre B de la 1°™ espéce; si R, n'est pas de la
1" catégorie, je dis que P, nest pas réduit.

En effet envisageons la fonction ¢ définie plus haut; cette fonction
dans le cas du 2! et du 3° exemple sera, pour fixer les idées, l'inverse
du plus grand coté de R, .

La fonction ¢ correspondant soit- au polygone P,, soit au polygone
R, sera infiniment petite. Solent a et b les points de M, qui corres-
pondent &4 R, et 4 P,; chacun de ces deux points sera infiniment prés
d'une des frontiéres de la multiplicité M, ; soient ¢ et d les points de
ces fronticres qui sont respectivement le plus rapprochés l'un de a et
lautre de 5. Les coordonnées du point a sont fonctions de celles du
point b, puisque les deux polygones correspondants R, et P, dérivent
l'un de l'autre d'aprés une loi déterminée. Si a et b sont trés voisins
des fronti¢res, comme nous le supposons ici, la position du point ¢ dépend
de celle du point d, de telle fagon que les coordonnées d'un de ces points
solent fonctions continues de celles de l'autre. Maintenant si les points
c et d restant fixes, « des infiniment petits prés, le point a se rapproche
du point ¢ de telle fagon que la distance infiniment petite ac diminue
de moitié par exemple, la distance infiniment petite bd diminuera aussi
de moitié.

Si nous appelons ¢, et ¢, les valeurs de ¢ qui répondent aux points
a et b, nous aurons a des infiniment petits prés du 2 ordre

¢, = ac-f£(¢), ¢, = bd. ,(d)

les fonctions £, et f, étant des fonctions finies, en général et ne dépendant
que de ¢ et de d.
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Si donc les points ¢ et d restant fixes ou ne variant qu'infiniment
peu, la distance ac diminue dans un certain rapport, les deux fonctions
infiniment petites ¢, et ¢, diminueront dans le méme rapport.

Cela posé, nous avons vu que si R, n'est pas de la 1°° catégorie,
ce polygone n’est pas réduit et qu'on peut trouver un polygone équivalent
R; correspondant & une plus grande valeur de ¢. Soit P, le polygone
de la 2% espéce qui dérive de Ry comme P, de R ; soient o, &', ¢, d’ les
points qui sont & R et P, ce que les points a, b, ¢, d sont & R et a
P,; soient ¢; et ¢; les valeurs de ¢ qui correspondent a E; et a P;.
Les points ¢ et d’, il est aisé de le constater, différeront infiniment peu
de ¢ et de d; on aura donc

¢t = () = aeh(o)
¢y = Vd'f,(d) = Vd'f,(d)

a des infiniment petits prés et par conséquent

$__ &
¢ 125
Mais on a
1> ¢
on aura donc
¢2 > ¢

et par conséquent le polygone P, ne sera pas réduit.

Ainsi, un polygone limite de la 2 espéce ne peut étre réduit que s'il
est équivalent « un polygone de la 17° espéce et de la 17 catégorie.

Le cas des polygones de la 3° espéce qui sont un cas particulier
de ceux de la 1% et de la 2° se traiterait d’'aprés les mémes principes.
Nous n’allons étudier ici quun seul exemple. Nous fixerons ainsi les
idées, et le lecteur se rendra mieux compte de la fagon dont nous sur-
montons les différentes difficultés que si nous étudiions directement le cas

général.



Sur les groupes des équations linéaires. 275

Nous choisirons le polygone R, du 2% exemple en supposant que les
siX cotés ayay, oay, Aoy, aux,, a; et a,a, croissent indéfiniment.

Nous supposerons que ce polygone est réduit, et nous allons faire
voir qu’il est de la 1*° catégorie, cest & dire que les cing sommets
@, &, %, o, o tendent & se confondre en un seul point situé sur la
circonférence du cercle fondamental, et cela de, telle sorte que le cercle
a0 soit tangent au cercle fondamental.

Pour cela nous nous appuierons sur les deux principes suivants:

1°. Si le polygone R, est réduit, les cotés issus d'un sommet de
rang impair sont plus petits que la diagonale qui joint ce sommet & un
sommet quelconque de rang pair. En effet, soit C le coté aa,, par
exemple, et D une diagonale joignant a, 4 un sommet quelconque de
rang pair. Il est aisé de construire un polygone R, équivalent a R, et
admettant mémes cotés (en grandeur) que R,, sauf que le coté C est
remplacé par D. Si l'on avait C > D, le plus grand co6té de R, serait
plus grand que le plus grand eété de R, et R, ne serait pas réduit.

2°.  Supposons que les trois sommets d’'un triangle 4BC tendent
respectivement vers trois points A, B, (7, situés, le premier a lintérieur
du cercle fondamental, et les deux autres sur la circonférence de ce
cercle. Si les deux points B’ et C' sont distincts Uun de Uautre, les trois
cotés croitront indéfiniment, l'angle BAC tendra vers une limite finie,
ainsi que la différence

AB 4+ AC — BC

et par conséquent le coté BC sera plus grand que chacun des deux autres.
Cela posé, supposons que dans le polygone réduit R, les deux som-
mets a,, et a, tendent vers deux points fixes B’ et ¢’ du plan. Les cing
sommets a , a,, a, a,, a; dont la distance a «, est infinie, tendront vers
certains points du cercle fondamental.
Si on avait:

. _—
lima, Z lima,
on aurait en vertu du 2 principe
A0y > Oy,

ce qui est contraire au premier principe.
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De méme si on avait:
. - . - . _—
lima, Zlima,, lima, Z lima, ou limeg, Zlime
on aurait

Tglly > Olallyy s Ay > Ay, ou a,a > o

ce qui serait contraire au premier principe.

Donc les cing sommets a,, a;, .., a, tendent vers un seul et méme
point 4’ du cercle fondamental.

Joignons les deux points M et N définis plus haut. Si 4’ était a
gauche de MN (c'est a dire du méme coté que B’) on aurait:

A5y, < Uy
et s'1l était & droite

2 < A2y,

ce qui serait contraire au premier principe.
Ainsi 4’ est en M ou en N, c'est a dire que le cercle A’B'(" est
tangent au cercle fondamental, c'est & dire que R, est de.la 1° catégoric.

C. Q F. D

§ 14. Déthode de continuwité.

Tous les lemmes que nous avons établis vont nous periettre ‘d'appli-
quer avec toute rigueur la méthode de continuité.

Considérons une infinité de types 7' appartenant & une méme classe
et définis par un certain nombre de parameétres qui seront, si I'équation
générale du type s'écrit

(1) = (e g () $@ g =o

les modules de la relation (2) et les points singuliers de I'équation (1).
Soit ¢ le nombre de ces paramétres. Ces paramétres vont définir un
point d'une certaine multiplicité M a ¢ dimensions. Je dis que cette
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multiplicité est fermée et ne présente pas de frontiére. En effet Riemany
a démontré que si une multiplicité & ¢ dimensions était limitée par une
autre multiplicité, cette autre multiplicité devrait étre a ¢ — 1 dimensions.
Clest ainsi qu'une surface, par exemple, ne peut étre découpée (zerschnitten)
que par une ligne et non par un point.

Or en fajsant varier les paramétres du type, on ne pourrait arriver
a la frontiecre de M qu’en atteignant certains points singuliers de cette
multiplicité, correspondant au cas ou le type 7 se réduit a un type I”
plus simple (cf. § 9, page 238). Or cela ne peut arriver que de deux
manieéres:

1° ou bien, si deux points singulicrs de (1) venaient a se confondre;
mais il faut pour cela une condition complere, c'est & dire deux condi-
tions réelles.

2° ou bien, si le genre de la relation (2) s'abaisse d'une unité, cest
a dire si la courbe représentée par cette relation acquiert un nouveau
point double. Mais ici encore il faut pour cela deux conditions réelles.

Ainsi dans l'un comme dans P'autre cas, il faut s'imposer deux condi-
tions, et les points singuliers qui satisfont &4 ces conditions forment une
multiplicité &4 ¢ — 2 dimensions qui ne peut servir de frontiére a M qui
en a ¢. J'appellerai #,, a,, ... ces multiplicités & ¢ — 1 dimensions que
je viens de définir.

Considérons maintenant le domaine D, défini au § 13. A chacun
des points de ce domaine correspond un polygone B et par conséquent
une équation fuchsienne. Considérons les paramétres du type auquel elle
appartient: ils définiront un certain point de la multiplicit¢ M. Ainsi a
tout point de D, correspondra un point de M et un seul. D’autre part,
a tout point g de M correspondant & un type fuchsien qui contient une
équation fuchsienne, correspondra un point ¢ de D, et un seul. Il y a
exception toutefois si le point ¢ se trouve sur l'une des multiplicités
m,, m,, ... qui séparent D du reste de la multiplicit¢ M,. Dans ce
cas en effet, il y a deux ou plusieurs polygones équivalents réduits, de
sorte qu'au point g correspondent deux ou plusieurs points . Au domaine
D, tout entier correspondra ou bien une portion de M, ou bien cette
multiplicité tout entiere.

Je dis que le premier cas ne se présentera pas. En effet, §'il se
présentait, la multiplicité M serait partagée en deux parties, celle qui
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correspond a D et celle qui ne correspond pas a D,, et ces deux parties
devraient étre séparées 1'une de l'autre par une multiplicité frontiére, qui
devrait avoir, d’aprés le théoréme de Riemaxy, ¢ — 1 dimensions.

Or comment pourrait-il arriver que, le point ¢ de D, se mouvant

0
dans ce domaine, le point correspondant p de M atteignit cette multiplicité
frontiére hypothétique?

Est-ce parce que le déterminant fonctionnel des coordonnces de u par
rapport & celles de ¢ sannullerait? Mais cela n'arrivera jamais puisque
le lemme du § 7 montre qu'a tout point p ne peut correspondre qu'un
seul point 4.

Est-ce parce que le point 4 atteindrait l'une de ces multiplicités
m,, M,, ... qui séparent le domaine D, des autres parties de la multi-
plicité M, ? Mais supposons, par exemple, que le point ¢ franchisse une
multiplicité m, qui sépare le domaine D, d'un autre domaine D,. Lec
point s franchira alors une certaine multiplicité sz, qui correspondra a
m,; mais le point ¢ étant entré dans le domaine D, gui fait encore partie
de la multiplicité M,, & ce point ¢ correspondra encore un polygone R,
et par conséquent une équation fuchsienne et un point de la multiplicité
M. La multiplicité s, ne sépare donc pas les types fuchsiens qui contien-
nent des équations fuchsiennes, de ceux qui n'en contiennent pas.

Est-ce enfin parce que le point ¢ atteindrait la limite méme de la
multiplicité M,? 11 arriverait alors que le polygone R, correspondant
deviendrait un polygone limite. Mais comme ¢ est intérieur & D, le
polygone R est réduit et par conséquent de la 1°° catégorie ou équivalent
a un polygone de la 1% catégorie. Mais le 2% lemme nous a fait voir que
lorsque R tendait & se réduire & un polygone limite de la 1°° catégorie,
le type correspondant 7 tendait & se réduire & un type plus simple 717
c'est & dire que deux des points singuliers de (1) tendalent a se confondre,
ou bien que le genre de (2) tendait a s’abaisser d’une unité. Donc lorsque
le point ¢ en restant intéricur a D,, tend vers une des frontiéres de M,
le point correspondant p tend vers l'une des multiplicités o, a,, ...
Mais ces multiplicités n'ont que ¢ — 2 dimensions. Elles ne peuvent done
partager M en deux parties.

Donc M ne se partage pas en deux parties, 'une correspondant &
D,, Tautre ne correspondant pas a D,.

Donc tout type fuchsien contient ume équation fuchsienne.
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§ 15. Application particuliére.

Nous allons donner des principes qui précédent une application
particuliére. Nous choisirons pour cela le cas le plus simple qui puisse
se présenter, c’est a dire le 1 exemple du § 12, en supposant que R,
n'a que 6 cotés. Clest le cas du paraboloide (1) du § 12. Cet
exemple facilitera I'intelligence de ce qui précede.

Dans le cas qui nous occupe, la multiplicité M, est représentée
comme on l'a vu par le paraboloide (1'). Voyons ce que devient la
multiplicité M. )

L’équation fuchsienne engendrée par R, admet 4 points singuliers et
de telle facon que les 4 équations déterminantes aient chacune une racine
double.

Soient @, f, r, 0 ces quatre points singuliers. Soit ¢(u) le rapport
anharmonique de s par rapport aux trois points f, y, ¢ de telle sorte que

¢(f) = o, S@r) =1, ¢(6) = co.

Posons:

Le type auquel appartient I'équation fuchsienne considérée est entiére-
ment défini quand on connait X. La multiplicit¢ M se réduit donc & la
sphére ou au plan représentatif de la quantité complexe X.

Quand on permute de toutes les maniéres possibles les quatre points
singuliers, on obtient pour X les 6 valeurs suivantes:

I 1 I X
® Rl bt e
On peut partager le plan des X en 6 régions

Po'l"lo(,n L1 +P;} ,02+,0;, Ps +P;, P4 +P;; Ps +;0:5
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La figure 1 indique cette subdivision; les deux cercles et les droites
qui y sont représentées ont pour équations:

mod X =1, mod(1 — X) =1, partie réelle de X=%
partie imag. de X = o.
On voit aisément que si X est intérieur a p, et si X, est la quan-

H X
1— X’ X—1’

tité imaginaire conjuguée de X, les quantités 1 — X,

_XL’ ff’ 1— X, X, —XI_O’ I_%;’ Xo)-(il’ I—IXo
ment Pal‘ﬁe de P1s P2y P35 Piy Pss Poy Pis Pr Psy Piy Ps-

Maintenant il sagit de subdiviser
le paraboloide (1) en une infinité de
domaines D,, D,, ... comme il a été
dit au § 13, cest a dire de telle facon
que D, contienne les points de ce para-
boloide qui correspondent a des polygones
R, réduits et qua chaque point de M
corresponde un point et un seul de chacun
de ces domaines. Ce ne sera pas tout.
De méme que M se partage en 12 ré-
gions p et o, de méme D, se partagera en 12 régions partielles qui
correspondront respectivement aux 12 régions de M; et il en sera de
méme de chacun des domaines D,, D,, etc.

La figure 2 représente le paraboloide (1) projeté sur le plan

des zy; la droite BCF a pour équation
Fig: 2 y =1 et la droite BAE, z = o.” La

B . .
e g droite £ = 0, y = 1 se projette tout
o ’ o)

\\\

1

font respective-

Rig. 1.

entiére au point B. La partie non hachée
représente la projection de D,. Cette pro-

jection est limitée par les droites CG et

we AG et par les paraboles AB et BC. Elle

est subdivisée en douze régions par les

s (s droites AC, CE, AF, BG et par deux
“ courbes.
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Ces droites ont pour équations:
CG, 2 +y=o0; BG,z.4+y=1; AG, x +y = 2; AC, 2 —y = —1;
AF, y = 2; CE, z = — 1.

Les deux paraboles 4B et BC sont tangentes aux droites AC et BG.
Enfin les deux autres courbes tracées sur cette figure sont des arcs de
coniques. On voit que le domaine D, est divisé en 12 régions u, et w;
correspondant respectivement aux 12 régions p, et p;.

Voici comment il faut &'y prendre pour démontrer que quand le
point & parcourt sur la multiplicit¢ M, le domaine w, ou %, le point
correspondant u de la multiplicité M parcourt la région p, ou p;.

Soit R; le polygone symétrique de R, par rapport & sa diagonale
be. J'appellerai a'b’'cd’ef" les sommets de R,, mais afin qu'ils se présentent
dans le méme ordre circulaire que ceux de R, @' sera le symétrique de
c, ¢ celui de a; d’' sera le symétrique de £, f° celui de d; quant & &' et

¢ ils ne différeront pas de b et e. Grice & ces conventions, on voit
aisément que les nouvelles valeurs de r, y, z sont respectivement:

11—y, 1 —z, 1 — 2.

Soit maintenant X' la valeur de X qui correspond au polygone R,
on voit aisément que l'on a:
X' =1—X,.

Si en particulier le polygone R, est symétrique par rapport & be, il ne
différe pas de R;; on a:

Il

AR

z4+y=1, z
X=1—X.

L]
Si donc le point ¢ décrit la droite B@, le point u décrira la droite:

I

partie réelle de X = 3

On voit de méme que si on change R, dans le polygone symétrique

) . I i I
par rapport a la diagonale cf, 7, y et z se changent en o0 g et et
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On en conclut que si R, ecst symétrique par rapport a cf,

I
X en X—‘—o.

cest & dire si le point ¢ déerit la droite C'E, le point g déerit le cercle:
mod X = 1.

Le polygone R, est équivalent & un polygone R; qu'on obtient en joignant
bf, et en transformant le triangle baf par la substitution qui change ba
en bc. On obtient ainsi un polygone dfedef’; [ étant le transformé de
f par la substitution en question. Prenons le symétrique de Rj par
rapport a la diagonale bd. Ce symétrique pourra étre regardé comme
g Y 2
dérivé d'un certain polygone R; de la méme fagon que R; de R,. On
voit aisément qu'en changeant R, en Ry, on change ur, y et z en

z. 1+ﬁz—w——l)etzetXenX0.

Si donc le point ¢ déerit la droite AC, le point p décrira la- droite

X=X, partie imaginaire de X - o.

Le probléme suivant: Etant donné un type fuchsien, trouver le groupe -
fuchsien qui engendre une équation fuchsicnne contenue dans ce type, est
un probléme trés compliqué dont nous dirons quelques mots plus loin.

Mais, d’aprés cé qui précéde; dans les cas particuliers suivants:

Xo—h, X—a x-S x o 12)ES

2 ’ 2

1
X:E) )

il se résout par de simples considérations dc symétrie, ct on trouve
respectivement pour les paramétres qui définissent le polygone générateur
du groupe fuchsien correspondant:

xr = ! '1—3 g ==

T 2 Yy=3 T2
I

Fr = —1 H — 2 2 —= —
Y 3 3

2

X = —2 Yy =2 Z2 = —
3

T I ? 2 z—l
— ./_ _2
I 1
X = — — y:i g = —.
4 4 2
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Jappelle S, S, et S, les opérations dont il a été question plus
haut et dont voici la définition d'aprés les changements qu'elles font
subir a4 2z, y, 2 et X.

S, (¢, ¥y 2 1 —y, 1 —x, 1 —2) (X, 1 — X))

1 1 L I
S2 <1"7 Yy 25 ;7 ;) '_l/_> <Xa X—>
o

2
S;; (r, y, 2; o I+

z2(z — 1)
x

) 2) (X, X,)-

0

Envisageons:

1°. Le groupe I, dérivé de ces trois substitutions. Si on transforme
le triangle u, par toutes les substitutions de ce groupe, on obtiendra une
infinité de triangles analogues qui rempliront toute la multiplicité M, .

2°. Le groupe [, formé de toutes les combinaisons en nombre pair
des substitutions S, S, c¢t S,. Ce que ce groupe a de rcmarquable,
c'est qu'il est isomorphe au groupe

/z az + 3
\# 53)
ot a, 3, 1, ¢ sont des entiers tels quc a0 — fy == 1.

3°.  Le groupe /" formé de toutes celles des substitutions du groupe
I qui naltérent pas X, Si 'on applique & D, toutes les transformations
de [}, on obtient unc séric de domaines D, D,, ete. qui remplissent toute
la multiplicité M,. Le groupe /' est isomorphe au groupe des substitutions

n

( az + /9‘)

"y 4+ 0
ou a, 3, r, ¢ sont entiers et ou:

N

0=1, f=r=o (mod 2)

Il

w—fr 1, 4

cest & dire au groupe que l'on rencontre dans T'étude de la fonction
modulaire.

Chacun des domaines D
19 — 665006 Acta mathematica. 4

D,, etc. est divisé en 12 régions de la

17 27
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méme fagon que D, est divisé en w, et w;. Mais D peut étre regardé

]
aussi comme divisé en 2 triangles:

Ty = uy + ug + Uy + uy + u; + u;
et
Ty = uy + uy + wy + g + ug + u;.

De méme chacun des domaines D,, D,, etc. seront regardés comme
partagés en 2 triangles T, et T;, T, et Ij etc. Clest ce mode de
subdivision que nous avons adopté dans
les figures 3, 4 et 5 qui représentent en
perspective des portions du paraboloide (17).

Dans la figure 3 la droite BKL re-
présente la génératrice x = o, y == 1 qui
dans la figure 1 n’était représentée que par
le point B. On remarquera aussi dans
cette figure les cinq triangles T), Tg, T,
T}, T, non hachés, et les portions P, a P,
du paraboloide ou la subdivision n’est pas
représentée et qui sont couvertes de hachures. On verra aussi que chacun
des deux triangles 77 ct 7, a deux de ses sommets confondus ¢n B.

La figure 4 rcprésente & plus grande échelle la subdivision de la
région T, 4+ P, 4 P,. La portion P, a
¢té diviséce en un triangle T, ct deux
régions hachdes P, et P,. Les régions

Fig. 4.

hachées sont dans les quatre figures 2, 3,
4 et 5 celles ot la subdivision n'est pas
repreésentée.

Enfin la figure 5 repreésente le détail
de la région P, qui est divisée en un
triangle 7, ct deux régions hachées P, et P,,. On voit que le triangle
T, a ses trois sommets confondus cn B.

Ces figures suffisent pour quon sc¢ rende compte de toutes les
particularités de la subdivision. En effet la région P, ou CKL se traite
comme la région AKB; les régions P, et P, sc traitent comme la région
ABLC, sauf qu'une partie de la figure est rejetée 4 linfini. Les régions
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P, et P, se trattent comme P,; enfin P,, P,
P, et P, sc traitent comme P,.

Les points des droites BE et FL corres-
pondent & des polygones de la 1% espéce, et sur
ces droites, les points 4 et C sont les seuls qui
correspondent & des polygones de la 1% catégorie;
ce sont les seuls aussi qui fassent partie de D).
Sur la droite BL qui correspond & des polygones
de la 2° espéce, le point K est le seul qui fasse partic de D,. Lt en
effet la substitution S, le change dans le point

1
T =Y = 00, 2=

qui correspond a un polygone de la 1°° catégoric.

§ 16. Théorie des sous-groupes.

Nous venons de démontrer que tout type fuchsien contient une équa-
tion fuchsienne; il faut maintenant trouver 1'équation fuchsicnne contenue
dans un type fuchsien donné, ou bien encore trouver le groupe fuchsien
correspondant.

Mais avant d'aborder ce probléme, il faut dire quclques mots des
sous-groupes contenus dans un groupe fuchsien donné.

Ces sous-groupes sont de deux sortes:

1°. Les sous-groupes d’indice fini, c'est a dire ceux qui sont tels
quw'on peut obtenir toutes les substitutions du groupe principal en multi-
pliant toutes les substitutions du sous-groupe par un nombre fini de
substitutions.

2°.  Les sous-groupes d’indice infini

A un autre point de vue, les sous-groupes sont encore de deux sortes:

1°.  Les sous-groupes distingués (ausgezeichnet) comme disent les
Allemands, c'est & dire ceux qui sont permutables a toutes les substitu-
tions du groupe principal.
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2°.  Les sous-groupes non distingués.

(Cf. Kiety, Mathematische Annalen, Bd XVII; Wavrraer Dyck,
Ueber regulire Riemannsche Fliche, Gruppentheoretische Studien. Mathe-
matische Annalen.)

Les sous-groupes d’indice fini ne sont autre chose que des groupes
fuchsiens: Soit G le groupe principal et g le sous-groupe qui y cst contenu.
Soit R, le polygone générateur de G5 R, R,, ... ses divers transformés
par les diverses substitutions de ce groupe. Soit F, le polygone générateur
de g. Il est aisé de voir que P, est formé par la réunion d'un certain
nombre de polygones R, R, R,, ..., R,.

Choisissons d’'une manicre quclconque % + 1 polygones parmi les
polygones:

L, R, R, ...

Soient par exemple R,, R, R,, ..., I}, ces n 4 1 polygones et supposons
que leur cnsemble forme un seul tout simplement connexe.  Soit P, cet
ensemble.  Un' certain nombre de ¢otés des polygones R resteront libres;
ce seront les cotés de P,. Il reste & voir comment ces cotés doivent
étre distribués cen paires de cotés conjugués. Soit @b, un coté de R,
ayly son conjugué; soient b, a;b; les cotés homologues de Ry; by, ab;
ceux de R,, cte. Parmi les » 4+ 1 cotés @b, 1l y en aura un certain
nombre p qui restcront libres; de méme purmi les » 4 1 cotés b il y
en aura p, cest & dire un nombre précizsément égal, qui resteront libres,
Nous pourrons alors conjuguer chacun des cotés ad, restés libres a l'un
des cotés alb, restés libres et cela d'une maniére arbitraire  Tous les
cotés de P se trouveront ainsi répartis en paires de cotés conjugués.

Il y a encore unc condition pour que P, puissc engendrer un groupe
discontinu; ¢est que si Ton répartit ses sommets en cyeles, la somme des
angles de chaque cyele soit une partic aliquote de 27. Si cette condition
est remplie, P, cngendrera un groupe fuchsicn qui sera un sous-groupe
de . On obticndra d'ailleurs de la sorte tous les sous-groupes d'indice

fini de G.

Soient maintenant:

() X =1

™
S
>y
e
\
I
]
- -
N
Y
S
>y
)
N
e
N~
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les fonctions fuchsicnnes cengendrées par G et

(2) r = 1(5>? 3/:&(2‘), ﬁ;(5>’

les fonctions fuchsicnnes engendrées par g. TLa classe des fonctions
fuchsiennes (2) contiendra la classe des fonctions (1) tout entiére comme
:as particulier.

Supposons d’abord que G ct g solent tous deux de genre o. Alors
toutes les fonctions (1) s'expriment rationnellement en X, toutes les fone-
tions (2) rationnellement en 2. On en conclut que X est une fonction
rationnelle de . I1 est d’ailieurs facile de trouver les codéfficients de
cette fonction rationnelle, quand on connait les valeurs de X pour les
différents sommets de R, .

Si maintenant G est de genre o ¢t g de genre p, toutes les fonctions
(1) sont rationnclles en X et X est rationnel en r ct en .

Il peut arriver enfin que ni &, ni ¢ ne soient de eenre o. Dans
ce cas X et T sont rationnels en x et y et la réciproque n'est pas vraie.

[ est & romarquer que cette théorie est tout i fait analogue h celle
de la transformation des fonctions elliptiques.  Qu'est-ce en cffet que
cette transformation? Elle consiste & étudier la relation qui a leu entre
les fonctions clliptiques engendrées par le groupe

(3) (¢, mo, + 10,) (w,, o, périodes données; m, n entiers queleonques)

et les fonctions elliptiques engendrées par le groupe

(4) (2, m& + n&)

en choisissant ces nouvelles périodes 2, 2, de telle sorte que ce second
groupe soit un sous-groupe. du premier. Remarquons également que si
Ion applique ces principes aux fonctions fuchsiennes engendrées par
I'équation de la série hypergéométrique, on retrouvera sans peine les
“résultats obtenus par M. Goursart dans sa remarquable thése.

Dans le cas particulier ol g est un sous-groupe distingué, la sub-
division de P, en n + 1 polygones R est régulicre, méme aprés qu'on a
pli¢ et déformé P, de facon i recoller ensemble les cotés conjugués et
a faire de ce polygone une surface fermée. De plus les relations entre
X, ¥, x et y sont d'une nature particulicre.  Ainsi, si par exemple @ et
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g sont tous deux de genre o, le groupe de I'équation algébrique qui lie
X et z est une seule fois transitif.

Considérons cn particulier un exemple qui nous sera utile dans la
suite.  Supposons que R, soit un polygone

A A2y v - - anan-Hﬂn/?n——] e [?;;/92

symétrique par rapport A sa diagonale aa,,, de telle sorte que f soit
symétrique de a,. Je suppose de plus que les cotés symétrigues sont
conjugués et que tous les sommets sont sur le cercle fondamental et tous
les angles nuls. Soit X — F(z) une des fonctions fuchsiennes engendrées
par R, ct & l'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnelle-
ment. On aura pu choisic F(z) de telle facon que cette fonction reste
réelle sur tout le périmcétre de R, et sur la diagonale aya, . (Cf. Mémoire
sur les fonctions fuchsiennes, Acta Mathematica, T. 1, p. 232 et 272.)

Cette fonction donnera alors la représentation conforme dn polygone

Vo 7= ALy e o ALK, 0

sur un demi-plan.  Soit maintenant R le transformé de R par la
substitution qui change ff4.,, en aa,,. Ce polygone sera symétrique de
R, par rapport & a,a,,,. Considérons maintenant le polygone P, = R, + R,
et regardons comme conjugués deux cotés de ce polygone s'ils sont symé-
triques par rapport 4 aa,,. Tous les cycles de ce polygone étant
paraboliques, il engendrera un systéme de fonetions: fuchsiennes. Je
choisirai parmi elles une de celles & laide desquelles tfoutes les auntres
sexpriment rationnellement ct qui de plus restent réelles sur tout le
périmétre de R et de L.

Je Tappellerai » = f(¢). Cette fonction donncra la représentation
conforme sur un demi-plan, non plus de 7, comme dans le cas précédent,
mais du polygone R tout entier.

Pour achever de définir # je supposerai:

f(al) = 0, f(a,,H) = OC

. X — Fla,)
r= i \/X—- F((l”+1)'

et jaurai:
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Nous pourrons prendre indifféremment le signe + ou le signe —.

Poussons la chose plus loin. Soit P, le polygone symétrique de P,
par rapport & un de ses cotés que jappelle C. Soit @ = P/ + P, et
regardons comme conjugués deux cotés de @, symétriques par rapport a
C. Soit y une fonction fuchsienne engendrée par @, et a I'aide de laquelle
toutes les autres s'expriment rationnellement. Je suppose que y soit réel
le long du périmétre de @, et par conséquent le long de C.

Je pose d'ailleurs:

¥y = ¢, ¢(a) = o, ¢(a1) = 00
d’ou:
\/ — F(a F(a) — F(a,)
y — \/ & — fla) _ X — Flanp) Y (F(a)— Flansr)
*— flaiyr) X — Fa,) . \/ Flag) — F(a,)
X — F(aw) Faiy1) — F(ant1)

Cet exemple montre quelle cst la nature des relations qui existent
entre les fonctions fuchsiennes dérivées d'un groupe fuchsien G et celles
qui dérivent d'un sous-groupe de G.

Nous allons maintenant dire quelques mots des groupes distingués
d'indice fini ou infini. Voici comment on peut étre conduit & envisager
de tels groupes. Soit

-1
AP

dPw
(5) W+¢P—1W:l+"'+¢0’w=vo

une équation linéaire oni les coéfficients ¢ soient rationnels en x. Supposons
que les points singuliers de cette équation soient:

Ay Gy ovvy @y

et de telle facon que les racines de l'équation déterminante relative a a,

soient toutes des multiples de K, étant un entier positif. Si on ne

1
K’
peut trouver aucun nombre entier tel que ces racines soient multiples de

I
£ on fera K, = co.
1
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Nous pourrons en vertu des § 8 & 14, trouver une équation fuchsienne:
d*
(6) i J(x)v
admettant pour points singuliers

Qs Ayy o vvy G,

et de telle facon que la différence des racines de 1’équation déterminante
I
Ec
fuchsien que jappelle T.

Soit # le rapport des intégrales; z sera une fonction fuchsienne de z
et jappelle G le groupe de cette fonction. Les intégrales

relative 4 @, soit Cette équation fuchsienne appartiendra a un type

Wy Wyy Wyy onvy W,

de l'équation (5) sont des fonctions uniformes de 2. Soit § une substitu-
tion de G. Quand nous appliquerons a 2 cette substitution, les intégrales

w deviendront:
1

1 1 1
Wy, Wy, Wiy -..y Wy
et il est clair que les w! sont des fonctions linéaires des w,; jappellerai
Y la substitution linéaire qui fait passer des w, aux w} et jécrirai pour
abréger:

(7) wie. 8) = [0(z)] 2.

Cette équation exprimera que quand z subit la substitution &, les
w subissent la substitution X.

Les substitutions Y formeront un groupe I’ qui sera isomorphe a G;
mais cet isomorphisme pourra étre holoédrique ou mériédrique. Sl est
mériédrique, il y aura une infinité de substitutions:

) 8y 8y eeey Sy e

du groupe G auxquelles correspondra la substitution unité dans le groupe
I Ces substitutions (8) formeront un sous-groupe g du groupe G. Je
dis que ce sous-groupe est distingué. En effet soit s une substitution de
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G ne faisant pas partie de g, et o la substitution correspondante du groupe
I. Soit 8, une substitution de g; je dis que s'S,s fera aussi partie de
g- En eftet nous aurons:

w(2S,) = w(2)

w(zs8,) = w(es™)
(25) = [w(d)]o
(25718,8) = [w(2s™'8)))e = [w(zs™)]e

g

g

w(2) = w(zs™'s) = [w(es™)]e
ou enfin
w(zs™18,s) = w(2).

C. Q. F. D

Nous sommes ainsi conduits 4 envisager des groupes g distingués et
a indice fini ou infini et des fonctions w de 2z qui ne sont pas altérées
par les substitutions de ces sous-groupes. Supposons que V'équation (5)
s'intégre algébriquement, alors le groupe des substitutions Y est d’ordre
fini; donc g est un sous-groupe dindice fini. Ainsi la question de I'in-
tégration algébrique des équations linéaires se raméne a celle des Sous-
groupes distingués d'indice fini et de la transformation des fonctions
fuchsiennes.  Nous nous occuperons de tout cela plus tard.

Lorsque g est d'indice infini, on peut trouver néanmoins quelque
chose d’analogue au polygone générateur d’'un groupe fuchsien. Soient
en effet

(9) I, 81y Spy Syy veny Spy onn
une infinité de substitutions de G, choisies de telle sortc que si

(IO) L, 6,y 04 055 -5 Gy

sont les substitutions correspondantes de I, le tableau (10) contienne
chacune des substitutions de /I’ et ne la contienne qu'une fois.
Soient maintenant

R, I,R,R,..., R

PRI
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les polygones analogues 4 R, et correspondant aux diverses substitutions
du tableau (9). L’ensemble de ces polygones formera une région ¢, qui
sera une sorte de polygone générateur du groupe g.

Si en particulier I'équation (5) cst du 2° ordre et que nous appelions
t le rapport des intégrales, ¢ sera une fonction uniforme de ¢z, inaltérée
par les substitutions de g. Supposons maintenant que (5) appartienne
au type 7 et que z soit une fonction kleinéenne de ¢ n’existant que
dans un de ces domaines D dont la limite n'est pas une courbe analytique
ét dont il a été question dans le Mémoire sur les groupes kleinéens.
Alors le groupe g se réduira i la substitution unité et ¢ ne pourra
prendre qu'une fois et une seule chacune des valeurs intérieures a D.
La relation entre ¢ et z nous donne alors la représentation conforme de
D sur un cercle.

Jarrive au point le plus important. Je suppose que (5) soit une
équation fuchsienne -appartenant & un type T et que le type I' soit
subordonné a 7I'. Alors x est fonction fuchsienne de £ Il arrive alors
que ¢ est fonction uniforme de z inaltérée par g. Elle peut prendre
toutes les valeurs intérieures au cercle fondamental et n’en peut prendre
d'autres. Elle ne peut prendre d’ailleurs chacune d’elles qu'une seule fois
a lintérieur de @,, mais elle peut prendre chacune d’elles une infinité
de fois & l'intérieur du cercle fondamental.

Il reste a4 examiner ce qui se passe quand les coéfficients ¢ de
Yéquation (5) au lieu d'étre rationnels en z, sont rationnels en z et y
ces deux variables étant liées par la relation:

(r1) 6(x, y) = o.
Je vais considérer une équation (6)
d*v
(6) d—z—, = sb(ﬂ?)?)
ol ¢ est rationnel en z et qui admet pour points singuliers non seule-
ment ceux de I'équation (5) mais encore ceux de I'équation (11), c’est a
dire les valeurs de z pour lesquelles % — 0. Si b est un point singulief
de cette espéce et si dans le voisinage de ce point singulier A valeurs de
y se permutent entre clles de la maniére bien connue, la différence des
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racines de l'équation déterminante de (6) devra étre K étant un

1
K’
multiple de . Remarquons bien ce qui suit pour éviter toute confusion;
a chaque vileur de z correspondent plusicurs points de la surface de
RiemMaxy (11). Si T'un de ces points est un point singulier de (5), en
général il n'en sera pas de méme des autres, et cependant tous ces points
analytiques sont alors des points singuliers de (6); car ¢(x) est rationnel
en & et indépendant de y et par conséquent, il n'y a pas lieu de s'in-
quiéter de savoir 4 quel feuillet de la surface de Riemaxx, appartient le
point analytique correspondant.

Cela posé, soit G le groupe de l'équation (6), z le rapport des inté-
grales, © sera une fonction fuchsienne de z; y sera une fonction uniforme
de 2z, mais elle ne restera pas inaltérée par toutes les substitutions de .
Si jappelle ¢ le groupe formé par toutes les substitutions de G qui
n'altérent pas y, ce groupe sera un sous-groupe d'indice fini de G; mais
il ne sera pas distingué en général. (A moins que le groupe de l'équa-
tion algébrique (11) ne soit une seule fois transitif.)

Si au contraire je considére 4 la fois les m valeurs de y qu'on peut
tirer de I'équation (11) en la supposant de degré m en y, ct si jappelle
g" le groupe formé par les substitutions de G qui n'altérent aucume de
ces m valeurs, ¢” sera un sous-groupe distingué.

Appelons enfin g le groupe formé par les substitutions de & qui
naltérent pas les intégrales de 1'équation (5), ce sera un sous-groupe
dordre fini de G et de ¢. Considéré comme sous-groupe de @, il ne
sera pas distingué; comme sous-groupe de g’, il sera distingué.

Nous pourrons regarder le groupe g' comme engendré par un poly-
gone P, formé par la réunion de m polygones transformés de R ; le
groupe g sera engendré par une région ¢, formée par la réunion d’une
infinité ‘de polygones transformés de P,. Quant a g”, il sera engendré
par un polygone P; formé par la réunion de w polygoncs transformés
de R,, o étant lordre du groupe de l'équation algébrique (11). Si ce
dernier groupe est une seule fois transitif, @ = m et ¢’ et g’ ne différent
pas l'un de l'autre.
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§ 17, Troisicime probléme. Types symétriques.

On a vu au § 10 avec quelle facilité on démontre que tout type
fuchsien symétrique contient une équation fuchsienne; nous allons faire
voir maintenant comment on peut calculer, avec une approximation in-
définie, les coéfficients de cette équation.

Considérons un type symétrique T':

d™

(1) 7 = d(r)v.

dr

¢ (x) étant rationnel en x, tous les points singuliers de cette équation sont
réels et toutes les équations déterminantes ont une racine double. Soient:

"

Ay Ay ooy @

les points singuliers réels en question. Au lieu de supposer que ces
points singuliers sont réels, nous supposerons qu'ils sont tous situés sur
le cercle de centre o et de rayon 1. Il est aisé en effet de passcr d'un
cas a l'autre par un changement linéaire de la variable x. Il s'agit de
déterminer les cosfficients restés arbitraires dans l'équation (1) de telle
facon que cette équation soit fuchsicrine. Supposons le probléme résolu.
Soit 2 le rapport des intégrales. La variable x sera une fonction fuchsienne
de 2 et le polygone génératcur R, de cette fonction sera symétrique et
aura tous ses sommets sur le cercle fondamental. Il sera partagé par
une de ses diagonales en deux polygones symétriques r, et ;. Je suppose
que le centre du cercle fondamental soit intérieur a r, et j'appelle b un
certain point que je suppose réel et intérieur également & r,. La fonction:

x = f(2)

sera une des fonctions fuchsiennes 4 'aide desquelles toutes les autres
s'expriment rationnellement. J’achéverai de la définir par les conditions
suivantes:

modz = 1, quand z est situé sur le périmétre de 7,
xr = 0, pour z =0

argx = o, pour z = b.
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La fonction 2 = f(2) nous donne alors la représentation conforme.du
polygone r, sur le cercle de centre o et de rayon 1. Cela posé, soient
R, R,, ... les divers transformés de R, par le groupe engendré par ce
polygone. Ces polygones rempliront tout le cercle fondamental et chacun
d'enx sera subdivisé en deux parties symétriques r, et 7y, 7, et »;, ete
Considérons un certain nombre de polygones 7, et r, dont Iensemble
forme un seul tout simplement connexe. Soit P, le polygone formé pas
cet ensemble. Considérons la fonction

y = 0()

qui donne la représentation conforme de P, sur le cercle de centre o et

rayon 1. Pour achever de définir g, je suppose:
6(o) = o, arg 0(b) = o.

Cette fonction #(2) sera une fonction fuchsienne dont le groupe g sera un
sous-groupe du groupe G de la fonction f(2). Il résulte de la que z est
une fonction ¢(y) rationnelle en y. Il est d’ailleurs facile (et nous
reviendrons sur ce point un peu plus loin) de trouver les cocfficients de
la fonction ¢(¥), quand on connait les points singuliers « et la situation
relative des différents polygones 7, et r; dont l'ensemble constitue P,.
Or les quantités a nous sont données et nous pouvons disposer arbitraire-
ment de la situation relative des polygones r, et 7,. Les coéfficients de
la fonction rationnelle ¢(y) peuvent donc étre regardés comme connus.

Nous pourrons toujours, a la condition de prendre un assez grand
nombre de polygones 7, et r;, choisir ces polygones de telle sorte que le
cercle de centre o et de rayon p soit tout entier intérieur a P, et cela
quelque grand que soit p pourvu, bien entendu, que ce rayon reste
inférieur & 1. On aura alors l'inégalité suivante:

modz < mody < m(;)dz.

On pourra donc choisiv un rayon p suffisamment voisin de 1 et par
conséquent un polygone P, suffisamment grand pour que la différence
entre modz et mody soit aussi petite que l'on veut. En d’autres termes
gquand p tend vers l'unité on a

limmody = mod 2.
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Mais ce n’est pas tout. Soit:
Y Y Y
=& 4y, u:logmod-z—, v = arg >
Supposons que z soit un certain point tel que:
modz<p, <p<1

p, étant une quantité positive convenablement choisie.
Nous aurons a l'intérieur du cercle de rayon p

o<u<logl.
°p

On en conclut qu'a lintérienr du cercle de rayon p,, on a

e
< N 4

du > du
I
Mais:
du dv du _ dv
i dy’ dy — d&’
dv dv . s
On en conclut que iz et a7 tendent wuniformément vers o quand p

tend vers 1. Or pour z =, on a ¢ = 0; on peut donc écrire:

2
v= |
3

limy = o, pour limp =1

dv ,_ dv
E*+@@'

d’oi Von conclut:

et
lim(u 4 ) = o0

=1, limy = 2.
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Je vais maintenant démontrer que pour une valeur quelconque de
z, la limite de la fonction rationmelle ¢(z) (qui n'est autre que ¢(y) on
y est remplacé par z) est précisement la fonction fuchsienne f(z). Nous
avons

y = 0()
Posons de méme

2 =0(2)
Je dis que

limg, = 2.

En effet lorsque z est & l'intérieur du cercle de centre o et de rayon
0,, Dous avons:

log<L>V‘§5
modd—y~ > 1 —~———£—7
dz /I—&)
\ P/

J'appelle pour abréger K le second membre de cette inégalité. Or
nous avons:
mod 2z < mod y
et par conséquent
modz, < modz < p,.
Il vient done

I
|2, — 2| <|y —2| %
Or
lim|y —2z|=o0 donc lim|z—g¢|=o0.
Nous avons d’ailleurs:

¢(2) = 1(z)-

Mais f(2) est une fonction continue et comme la différence 2 — 2, tend
vers O, NOUS aurons:

lim f(z,) = f{2)
ou
limgp(2) = flz).
C. Q F. D
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On démontrerait de méme que la limite de la dérivée »n° de ¢(2)
est la dérivée n® de f(2).

Il agit de profiter de ce qui précéde pour calculer les codfficients
restés arbitraires dans 1'équation (1). Soit p le nombre de ces coéfficients
que nous appellerons pour abréger les coéfficients ¢. Soient v, et v,
deux intégrales de l'équation (1) définie comme il suit:

dv,
pour x = O, ’UIIO? 71{‘—3———1
. dv,
pour x == O, v, = 1, - = 0.
v . . ’ .
Le rapport - est alors une fonction de x parfaitement définie. Cal-

2
culons dans le développement de cette fonction les coéfficients de

2, o5 ot ..., 2Pt

Ces p + 2 coéfficients s'exprimeront rationnellement en fonctions des
cosfficients ¢ et des points singuliers «. Mais nous aurons

() ho o

a et y étant deux constantes que nous ne connaissons pas encore. Nous
avons dans lidentité (2) une relation entre 2 = f(2) et 2. On peut en
tirer les p + 2 premicrs cocfficients du développement de f(2) suivant les
puissances de z en fonctions rationnelles de a, de 7, des ¢ et des a. On
peut donc avoir réciproquement les ¢, a et y en fonctions rationnelles des
a et des p 4+ 2 premiers cocfficients du développement de f(2). Or les a
nous sont donnés, les cocfficients du développement de f(¢) peuvent aussi
étre regardés comme connus puisque ce sont les limites des codfficients
du développement de ¢(2); les codfficients ¢ peuvent donc aussi étre
calculés avec une approximation indéfinie.

On peut se proposer, au lieu de calculer les coéfficients de I'équation
(1), de trouver directement le groupe de cette équation. Voici comment
on peut opérer.
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Supposons que x décrive dans le sens positif un contour fermé autour

du point singulier a,; 2 se changera en ;%%%’ la substitution
az +
5= (s 5553)

¢tant parabolique; en méme temps y se changera en y,. Si la valeur
Bi

)

1

y est o, sa valeur finale gappellera p,. La connaissance de A suffit pour
déterminer la substitution S;; mais quand on connait la fonction ration-
nelle ¢(y) la détermination de s n’est qu'une question d’algébre. On a
d'ailleurs:

initiale de 2 est o, sa valeur finale sera: &' = A;; si la valeur initiale de

A = limy,.

On  déterminera ainsi toutes les substitutions S, et par conséquent le
groupe G. 1l y a d’autre part entre les A une relation algébrique qui
facilitera le calcul.

Il reste maintenant & entrer plus profondément dans la question ct
& voir comment on peut cffectivement calculer les coéfficients de la fone-
tion rationnelle ¢(y). Le calcul dépend naturellement du choix des
polygones #; et 7; dont lensemble constitue P, Mais ce-choix est lui-
méme & peu prés arbitraire et nous sommnes forcés pour fixer les idées,
de choisir certains exemples particuliers. Il est bien entendu que ce ne
sont la que des cxemples, et nous ne voulons pas dire que le choix que
nous allons faire soit le meilleur ¢t le plus simple. 1l est méme probable
que l'expérience et la pratique conduiront & faire un choix différent.

Soient a,, a;, ..., a, les sommets de r, correspondant respectivement
aux points singuliers @, a,, ..., @,. Considérons le polygone F; formé
de 7 et du polygone symétrique de r, par rapport & 'un de ses cotés,
a aa, par exemple. Appelons y, la fonction y qui est engendrée par ce
polygone Pg, et 2 une fonction liée a y, par uve relation linéaire con-
venablement choisie ‘et dont nous déterminerons plus tard les coéfficients.
Nous aurons alors: '

20 - 665008 Acta mathematica. 4
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Considérons maintenant un polygone P; formé de P; et du polygone
symétrique de P, par rapport 4 un de ses cotés que jappelle C. J’appelle
Yy, et 2z, des fonctions qui sont & P! ce que y, et z sont a P et jappelle
b et ¢ les valeurs de 7, aux extrémités du coté C. Nous aurons alors:

2. =— \/’Z‘ . _ Az + B,
2 Vo —d’ y2_0222+D2'

On opérera sur P! comme on a opéré sur P) et ainsi de suite ad inf.
On calculera ainsi successivement les valeurs de

20y Zyy ouny Biy oo

Pour passer de 2 & y,, il faut connaitre les coéfficients de la relation
linéaire:
A+ B
%i== Cizi + Di’

On déterminera ces coéfficients de telle fagon que y, s’annulle avec z, ait
son module égal & 1 en méme temps que z, et soit réel pour une certaine
valeur réelle de z.

Il reste encore quelque chose d’arbitraire dans le mode de génération
des polygones Pj, Pi, ... Pour former Pj a l'aide de P, on annexe
a ce polygone son symétrique par rapport a4 un de ses cotés C'; comment
choisir ce cdté C? Il conviendra de choisir celui des cotés de P;~' dont
on suppose que la longueur géométrique doit étre la plus grande.

Je repéte que je n'ai voulu donner ici qu'un exemple et que mon
intention n'est pas de recommander ce mode de génération des polygones
P, de préférence a tout autre. Je crois au contraire qu'il serait plus
avantageux de sarranger de fagon que le groupe de’la fonction fuchsienne
0(2) soit toujours un sous-groupe distingué de G.

Dirigé de la sorte, le calcul des coéfficients ¢ de l'équation (1) ne
laisserait pas d'étre assez long si l'on voulait pousser 'approximation trés-
loin. Mais on peut pour la plupart des applications se contenter d’une
approximation grossiére. En effet si les coéfficients ¢, au lieu d’avoir
exactement les valeurs qui conviendraient a I'équation fuchsienne, sont
seulement suffisamment voisins de ces valeurs, la variable & n’est plus
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fonction fuchsienne du rapport z des intégrales, mais elle en est encore
fonction kleinéenne, ce qui suffit dans presque tous les cas.

Voici comment ce que l'on vient de voir peut s'appliquer au cas des
types non symétriques. Soit:

(3) I = g, (4) 6@, y) —o

une équation appartenant a un type 7. Ce type contient une équation
fuchsienne et, si jappelle ¢ le rapport des intégrales de cette équa-
tion fuchsienne, les variables x et y seront des fonctions fuchsiennes de +.
Mais nous ne nous proposons pas pour le moment de trouver les cosfficients
de cette équation fuchsienne elle-méme; nous voulons seulement trouver
une équation fuchsienne dans un type 7" subordonné & 7. Pour cela soit:

(5) a, Gy ..., G,

le tableau des points singuliers de l'équation (3) et de ceux de la rela-
tion (4). Nous avons vu au § 11 qu'il existe toujours une équation
fuchsienne

(6) Eﬂ? = F(x)v

ou F(r) est rationnel et qui admet pour points singulicrs non seulement
les » quantités données (5), mais encore % autres quantités non données
b, b,, ..., b.. De plus toutes les équations déterminantes ont une
racine double.

Or, si 'on se reporte a4 ce qui a été dit dans ce § 11, on verra
que nous avons formé cette équation (6) & I'aide d’une autre équation
fuchsienne dont tous les points singuliers étaient réels et qui, par consé-
quent, appartenait & un type symétrique. D’ailleurs nous venons de voir
que les codfficients d'une équation fuchsienne contenue dans un type
symétrique donné peuvent étre regardés comme connus. Il en sera donc
de méme de ceux de l'équation (6).

Cela posé, soit z le rapport des intégrales de (6); x sera une fonc-
tion fuchsienne de 2, ayant pour groupe G. Drailleurs y sera une fonction
uniforme de 2. Si g’ est le groupe des substitutions de G qui n'altérent
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pas y (cf. § précédent), y sera une fonction fuchsienne de z ayant pour
groupe g'; le groupe ¢’ eungendrera alors une équation fuchsienne qui ne
sera autre que:
dv v .

(6) o = F(x)v avee la relation (4) O(z, y) = o.

Cette nouvelle équation fuchsienne (que je regarde comme différente
de Téquation (6) non accompagnée de la relation (4)) fera partie d'un
type 1" subordonué a 7' et nous avons vu que ses coéfficients sont connus,
Le probléme que nous nous proposions cst donc résolu.

§ 18. Troisiéme probléme; cas général,

Reprenons les ¢quations (3), (4) et (6) du § précédent. Appelons
R, le polygone générateur de G, P, celui de g. Le groupe g formé des
substitutions de ¢’ qui n'altérent pas les intégrales de l'équation (3) est
un sous-groupe distingué¢ de g. Il est parfaitement déterminé et il est
engendré par une région (), qui jouc le role de polygone générateur,
mais qui a une infinité de cotés.  Ces cotés sont conjugucs deux a deux
de telle facon qu'un coté soit le transformé de son conjugué par une des
substitutions du groupe g. Deux points appartenant & ces deux cotés
conjugués seront dits correspondants lorsque I'un d'eux sera le transformé
de Yautre par cette substitution.

Maintenant il s’agit dc déterminer les coifficients restés arbitraires
dans I'équation (3) de telle fagon que cette équation soit fuchsienne. Soit
t le rapport des intégrales de I'équation (3) supposée fuchsienne ct z le
rapport des intégrales de l'équation (6); il s'agit de déterminer t en fonc-
tion de 2.

Je suppose pour déterminer complétement ¢, qu'il fannulle en méme
temps que 2. Alors ¢ sera une fonction uniforme de z, inaltérée par les
substitutions de g et de telle sorte que

mod ¢ < 1.

En outre ¢ pourra prendre toutes les valeurs dont le module est inférieur a 1.
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Ceci étant posé, je dis que l'on a l'identité suivante

2 + o
(7) log mod - Z logmod * Iz w TR

az +
Ti% + 0
g et le signe T se rapporte a toutes les substitutions de ce groupe. Cela
posé, considérons une infinité de cercles

Dans cette identité, les substitutions (z, ) sont les substitutions de

c, C, ..., C, .
ayant tous pour centre le point o et dont les rayons R, R,, ..., R,, ...
vont en croissant avec m et tendent vers 1 quand #» croit indéfiniment.

Parmi les termes de la série (7), il y en aura un certain nombre p
qui deviendront infinis a lintérieur du cercle C,. J'appelle leur somme
6,. Il dagit de démontrer que

lim @, = log mod% pour n = oo.

I r Vd ’_*
Je remarque de plus que logmod?, le terme général de la série

(7) logmodn i;, et par conséquent @, sont essentiellement réels et
positifs.
Soit

=&+ ip;

soit %, une fonction réelle de & ct de % qui a lintérieur de C, satisfasse
a I'équation:

d’u
(8) »-2 + = 0,

qui soit nulle le long de la circonférence de ce cercle, et qui enfin soit
telle que la différence

1
log mod 7 U
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soit holomorphe & lintérieur de ce méme cercle. Nous aurons les
inégalités:

1
0 < u, < logmod

et de plus

u’n < un +1

et on en conclut que w, est constamment croissant avec » et constamment
inféri a 1 d- i di = tend v
inférieur & logmod 3, ce qui veut direc que pour n = co, u, tend vers

une limite finie que jappelle w.

Jai inséré dans un des derniers Bulletins de la Société Mathé-
matique de France (Paris, Gauthier-Villars 1883) un petit travail
intitulé » Sur un théoréme de la théorie générale des fonctions» dans lequel
je démontre que si y est une fonction quelconque non uniforme de , on
peut toujours trouver une variable z telle que z et y soient des fonctions
uniformes de 2. On n’a qu'a répéter ici la suite des raisonnements que
j'ai faits dans ce travail pour voir que # est une fonction analytique de
¢ et de 7 et quon peut trouver une seconde fonction v de & et de
telle que u 4 i soit une fonction analytique monogéne de z. On aura
d’ailleurs l'inégalité:

log mod;—i %,

Il g'agit de faire voir que cest le signe = qu'il faut prendre et non le
signe de linégalité >. Pour cela, étudions de plus prés la fonction .
Je dis que cette fonction n'est pas altérée par les substitutions de g. En
effet soit:

Vune de ces substitutions et posons:

u,(2) = u, <::—+_*_—’;> .

Il y a une autre maniére de définir la fonction u,. En effet soit C, le
cercle transformé de C, par la substitution inverse de S. La fonction
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u, satisfera comme i, & Iéquation (8); elle sera nulle le long de C, et
la différence:

I
log mod - — u;,

sera holomorphe & l'intérieur de ce cercle.
Nous aurons donc une infinité de cercles:

4 4 1t
1y 2y ny **

ct une infinité de fonctions
Uiy Ugy oovy Uy oo

engendrées a l'aide de ces cercles comme les u, le sont a V'aide des ¢ercles
C;. Nous aurons d’ailleurs

. az 3
lim u, (2) = u( + C) pour » = oo.
e
Cela posé quelque grand que soit 2, on pourra trouver un cercle
C, tout entier extérieur & C, et un cercle C, tout entier extérieur a C,.
On aura alors:
u, (2) < up(2) < u,(2).

Mais pour # = oo, on a p = ¢ = co. Done:

limu, = limu, = u
donc:
Limu,(z) = u(2)

u(2) = u<az + ’Z) .

72 4+ 0

et enfin

C. Q. F. D.

On en conclut

az + 3
v <TZ T (7/) = v(7) + const.

Considérons maintenant la fonction:

1
V = log lnod ? — U
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dans le plan des ¢ et posons:
t=§& + iy,

La fonction V sera une fonction uniforme de ¢{. En effet quand ¢, aprés
avoir décrit un contour quelconque, revient a sa valeur initiale, z est
revenu a sa valeur initiale ou bien a subi une des substitutions du groupe
g. Dans l'un et l'autre cas la fonction u et par conséquent ¥V n’ont pas
été altérées.
D’ailleurs V satisfait & 1’équation
axv . awv
8 — + 55 =o0
®) az t
Considérons dans le plan des ¢ le cercle:
&+ 7 =p

p étant une constante plus petite que 1.
La fonction ¥V sera holomorphe(?) a l'intérieur de ce cercle; d’ailleurs
elle sera le long de la circonférence de ce cercle toujours comprise entre o

et log;—. Donc en vertu d'une propriété bien connue de I'équation (8'),

on aura « [lintérieur de ce méme cercle:
I
o< V<log—.
== p

Mais p peut étre choisi aussi voisin que lon veut de I'unité; il faut
donc que lon ait:
V=o
ou
log mod% = u.
C. Q F. D.

(") En effet il ne pourrait y avoir .doute & ce sujet que pour certains points isolés
qui correspondent & des sommets de R, situés sur le cercle fondamental. Mais ‘on sait
que si une fonction V est holomorphe A Il'intérieur d'un cercle, sauf en certains points
isolés pour lesquels on ne sait rien, si elle satisfait 3 1'équation (8'), si enfin elle est
uniforme et qu'elle reste comprise entre deux limites données, cette fonction reste holo-
morphe méme pour les points isolés en question.
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Mais d’autre part nous avons les inégalités suivantes faciles & dé-
montrer

'R *

I
log mod? >0, >u

. 1 .
Or pour # = o0, limwu, = log mod?, on a donc aussi

. 1
lim 4, = log mod-t—.
Ce qui démontre 'identité

T iz + B
(7) log mod .= z log mod )
qui donne ¢ en fonction de 2.
Ainsi en supposant l'existence de Yéquation fuchsienue (3) et par
conséquent de la fonction #, nous avons démontré que la série (7) est

;o Y e 1
convergente et que la somme de cette série est précisément logmod?.

Réciproquement, en supposant la convergence de la série (7), on pourrait
démontrer que la somme de cette série définit le logarithme du module
du rapport des intégrales d'une équation fuchsienne appartenant aG type
T. On démontrerait par conséquent que ce type contient une équation
fuchsienne. Mais cette démonstration serait fort longue et serait d’ailleurs
inutile.

On pourrait toutefois en faire un usage sur lequel je vondrais dire
quelques mots. Soit .7 un type tel que T soit subordonné a I"; T’
qui est subordonné a T, sera subordonné & T”. Supposons que l'on sache
que T" contient une équation fuchsienne; soit (3') cette équation et ¢
le rapport de ses intégrales. Soit g, le groupe des substitutions de G
qui n'altérent pas ¢; g sera un sous-groupe de g,. Nous aurons d’apreés
ce qui précede:

’ I ciz + d;
(7" log mOdE = _;_ log mod.m
aiz + b; Stant | bsti . inerale d Mais 1 ,o
2, P étant la substitution generale du groupe g . Mals la serie

(7) peut s'obtenir en supprimant certains termes de la série (7'). Elle
est donc convergente et par conséquent le type T contient une équation
fuchsienne. ‘
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Ainsi tout type subordonné a un autre type qui contient une équa-
tion fuchsienne contient lui-méime une équation fuchsienne. Ce principe
dispenserait dans un trés grand nombre de cas de l'application de la
méthode de continuité.

§ 19. Réflexions sur la convergence de la série précédente,

Voici comment on pourrait chercher & démontrer directement la
convergence de la série (7) du § précédent.

Au § 1 du Mémoire sur les fonctions fuchsiennes nous avons démontré
la convergence de la série suivante:

2 mod (r,2 + 6)*
\ uiz + A .. . . ~
ou (z, —‘—Z-+—‘;') est la substitution générale d’un groupe fuchsien ¢. Ln
Vi i/
revanche, toujours dans le cas d'un groupe fuchsien, la séric

(9) 2 mod (7 + 6,7

n'est pas convergente. Mais elle peut 'étre quand il s'agit non plus d'un
groupe fuchsien, mais d'un sous-groupe d’indice infini contenu dans un
groupe fuchsien, par exemple du groupe g dont nous nous occupons ici.

Je die que si la série (g) est convergente, il en est de méme de la
série (7). En effet soit:

p; = mod ﬁf—i/—%
7iz -+ 0
nous aurons:
mod (y;z 4+ 6,)7° = _l=pf
Ti ! 1 -— mod’z
et:
mod(yiz 4+ d)"?  pi—1 pit+1
108'1‘;‘ ~ logp; 1 —mod*z’

Quand ¢ croit indéfiniment g, tend vers l'unité et on a:

mod (7iz + 0)~7 2
I T 1 — mod’z’
log —
Pi

lim
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Ainst le rapport d'un terme de (9) au terme. corvespondunt de (7) tend
vers une limite finie, quand l'ordre du terme considéré croit indéfiniment.
Done les deux sérics sont convergentes ow divergentes en méme temps.
Cela posé, soit 2 un point quelconque intérieur & @,. Considérons
un cercle ¢ dont la S soit:

(10) %(e”‘ + ¢7F — 2)

et qui contienne & son intéricur le point z; soit F'(R) la § de la partie
de ce cercle qui est intéricure & @),. Soit maintenant f(R) la plus petite
valeur que puisse prendre F(R) quand on fait varier le cercle C, sa §
restant toujours constante, et le point z restant toujours a lintérieur de
C. Alors f(R) sera une fonction continuc de R, croissant constamment et
indéfiniment avee R.

a‘z+f:—" qui sont intéricurs au cercle
7iz + o;
qui a pour centre le point o et dont la S est précisément égale a l'ex-
pression (10). Nous aurons:

Soit N le nombre des points

= 2R —2R
N< P (e + e 2).

Soient maintenant R, R,, ..., R,, ... une série de valeurs de R,
positives et d’ailleurs croissant constamment et indéfiniment avec n. Soit
K, le cercle qui a pour centre le point o et dont le R est R,. Soit
U, la somme de tous les termes de la série (9) qui correspondent a des

. a2 + , . \ . \
points —l—& extérieurs a K, , et Intérieurs a K, .
7iz + 0;
La série (9) pourra étre remplacée par la série
(r1) U+U,4+...40,+ ...
ol NouS aurons
o g g 4 o K-;("Q(R"_R"")
n 2R —2R <
f(Rn)(g n—1 + e n-1 + 2) f(R”)

K et K’ étant deux constantes convenablement choisies.
Les séries (7), (9) et (11) seront done convergentes si l'on peut
choisir les R, de telle facon que la série:

AR — R )
c Y n—
(12) Z

F(R.)
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soit convergente. Or c'est ce qui a lieu si l'intégrale:

dR

(13) a FB)
a une valeur finie.

Telle est donc la condition suffisante de la convergence de la série
(7). 11 faudrait donc chercher & démontrer que lintégrale (13) est finie,
ce qui pourra se faire en étudiant la forme de la région €.

Lorsqu'on l'aura fait, cette démonstration dispensera dans tous les
cas de l'application de la méthode de continuité.

§ 20. Résumé.

Dans ce mémoire, aprés avoir montré a calculer les paramctres du
groupe d’une équation linéaire donnée, j'ai exposé quelques propriétés de
ces paramétres considérés comme fonctions des coéfficients de cette équa-
tion, ou ini:ersement de ces codfficients regardés comme fonctions des
paramétres du groupe.

J’ai abordé ensuite un autre probléme. Considérons une équation
de la forme suivante:

3

(M e 9o () 0y =o

ott ¢ et # sont rationnels en x et y. Je suppose que la relation (2) est
donnée ainsi que les points singuliers de Dl'équation (1) et l'équation
déterminante relative &4 chacun d’eux, mais que tous les autres cocfficients
de V’équation (1) restent arbitraires. Je suppose de plus que la différence
des racines de chaque équation déterminante est nule ou est une partie
aliquote de l'unité. J’appelle z le rapport des intégrales et je considére
z comme fonction de z.

Jai montré quon peut disposer d'une maniére et dune seule de ces
cosfficients restés arbitraires de telle facon que x soit fonction fuchsienne
de 2z, n'existant qu'a lintérieur d’un cercle et jai fait voir comment il
fallait diriger le calcul des coéfficients.

On peut disposer de ces mémes coéfficients dune infinité de maniéres
de telle facon que z soit fonction kleinéenne de z wexistant pas dans tout,
le plan. Enfin on peut encore disposer de ces codfficients d'une manicre



Sur les groupes des équations linéaires. 311

et dune seule, de telle sorte que 2 soit fonction fuchsienne ou kleinéenne

de 2z, evistant dans toute Uétendue du plan. Ce dernier point n’a pas été

démontré; il faudrait pour le faire appliquer la méthode de continuité.
Considérons maintenant une équation linéaire quelconque:

d™ v

de™ %@’

f(x, y) =o0

les ¢ et 0 étant rationnels en = et y. Soient v, v,, ..., v, les intégrales
de cette équation. On peut trouver une variable z de telle facon que 2
soit le rapport des intégrales d’une équation du second ordre a coéfficients
rationnels en z et y, et que v, v,, ..., v, ainsi que z et y soient des
fonctions uniformes de 2. Il peut arriver d'ailleurs que z, considéré
comme fonction de z, soit ou une fonction rationnelle, ou une fonction
doublement périodique, ou une fonction fuchsienne n'existant qu'a I'intérieur
d'un cercle, ou une fonction kleinéenne n’existant pas dans tout le plan,
ou enfin une fonction fuchsienne ou kleinéenne existant dans tout le
plan. Nous laisserons de c6té ce dernier cas.

Alors, ce dernier cas étant laissé de coté, on pourra choisir cette
variable z d'une infinité de maniéres en satisfaisant a toutes les conditions
énoncées plus haut. J'appelle 2, 2z,, ..., 2,, ... les différentes variables
z obtenues de la sorte. Mais parmi toutes ces variables, on peut en
choisir une et une seule que jappelle 2, et qui est plus simple que toutes
les autres. En geénéral x sera fonction fuchsienne de z, (n’existant qu'a
lIintérieur d’un cercle) mais dans certains cas particuliers, elle pourra en
étre fonction rationnelle ou doublement périodique. Dans tous les cas 2,
sera fonction uniforme des autres variables z,, ..., 2,,-... ce qui explique
pourquoi z, y et les v qui sont uniformes en z, sont aussi uniformes en
Aoy By vvey Bny voo

Ainsi nous pouvons exprimer les intégrales d’une équation linéaire a
codfficients algébriques par des fonctions uniformes d'une variable 2.

Il reste & étudier les propriétés de ces fonctions uniformes et a les
développer en séries. Clest ce que je ferai dans le prochain mémoire
qui sera le dernier de cette série.

Paris, 20 Octobre 1883.
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P.

. 85 dernitre ligne, an lew de: clest le signe -+, lire: cest le signe —.

Corrections et additions aux trois mémoires antérieurs. (*)

THEORIE DES GRQUPES FUCHSIENS.

54 1. 14 et 15, au lieu de: les substitutions S,, §,, S,, 8, s'écriront, lire: les
substitutions S,, S;', 7', S; s'éeriront,
54 1. 18, au lieu de: la combinaison des quatre substitutions S;, S,, S,, S,, lire:

la combinaison des quatre substitutions S;*, S;. S;, S,.
56 17135, de méme au lieu de S, 8., S,, S,, lire: 8%, 8,5, 8,, §,.
56 1. 17, mettre le signe — devant le second membre de 1'égalité (4).

MEMOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES.

229 1. 6, aprés ces mots: le geore de la relation (1), intercaler ce qui suit: est préeisé
ment ce que jai appelé dans le Mémoire en question, le genre du groupe G. Si
done le groupe G est de genrc o, il cn sera de méme de la relation (1) ...

229 1. 17, au lieu de:
d*x dx <d*m>’
Yar dz — S\@

dx

+(z)

d’x dx (d’z)*
zc—i?dz -3 dz?

(da: 4
4 d_z)

\

lire:

MEMOIRE SUR LES GROUPES KLEINEENS.

61 1. 20, au lieu de:

S, =8"'8s
lire:
S, =8"'S,8.
77 1. 22, mettre le signe — devant le sccond membre de la relation.

86 1. 3, mettre le signe — devant le second membre de la relation.

() Dans le nnmérotage des lignes, jai compté les formules pour des ignes, mais je nai pas compté

les titres de paragraphes,




