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Dans trois m~moires (Acta  M a t h e m a t i c a  T. I, p. I - - 6 : :  Sur les 
groupes fttchsiens; Acta  T. i, p. I93--294:  Szlr les fonctions fuchsiennes; 
Acta  T.. 3, P. 49- -92 :  Sur les groupes kleindens) j'ai dtudi5 les groupes 
discontinus formds par des substitutions lindaires et les fonctions uniformes 
qui ne sont pas alt(~r(~es par les substitutions de ces groupes. Avant de 
montrer con/ment ces fonctions et.d'autres analogues donnent les intdgrales 
des ~quations linSaires h coefficients alg(~briques, il est n~eessaire de 
rSsoudre deux problSmes importants: 

i ~ Etant donnSe une ~quation lin~aire ~ coefficients alg~briques, 
d~terminer son group e. 

2 ~ Etant donnSe une 5quation lin~aire du 2 a ordre dSpendant de 
certains paramStres arbitraires, disposer de ces paramStres de maniSre que 
le groupe de l'dquation soit fuehsien. 

w 1. Inva~'iants fondamenta) lx .  

Occupons-nous d'abord,du premier de ces probl6mes. 
Consid6rons une 6quation quelconque ~ coefficients alg(~briques: 

(i) d;c~ ~l-~vp-- 1 § ~p_2(:r, ~ j ) ~  § . . .  

�9 d v  

�9 . .  + ~ , (~ ,  y l ~  + ~oIx ,  yl~ , = o.  
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Dans Cette 6quation les ~ sent des fonctions rationnelles de deux variables 

as et y lides entre elles par une relation algdbrique 

( : )  y) = 6.  

Supposons que l'on considdre un systdme fondamental d'int(~grales 

de l 'gquation (i) 

et qu'on fasse d4crire ~ x un contour ferm~ C tel que /j revienne ~ la 

m4me valeur;  les int4grales z,~, v~, . . . ,  v~ prendront des valeurs nou- 
velles w~, w2, . . . ,  w qui seront des fonctions lindaifes de leurs valeurs 

initiales, de telle sorte que l'on ait: 

~)k = E ~2ikVi. 

En d'autres termcs, les int~grales v~, v~, . . . ,  vp subiront une substitfi- 

tion lin~aire 

S =  (v~, v2, . . . ,  vp; w~, w:,  . . . ,  wp) 

que l'on pourra reprdsenter par le tableau k double entr6e des coefficients: 

0~11 r  . . . O ~ l p  

%1 % ~ . . .  %p 

Si l~on opdre ainsi pour t o u s l e s  contours C possibles, on obtiendra 

un ensemble de substitutions lindaires qui formeront un groupe G. Ce 

sera le yroupe de l'dquatio~ ( i). 
On peut toujours supposer que d-ms l'6quation (I), le coefficient 

Vp-1 est identiquement nul ;  car si cela n'dtait pas, on ramdnerait au cas 
oh ce coefficient est nul  par une transformation bien simple et bien 

connue. On en conclut que le d6terminant de la substitntion S est 6gal 

k l'unit6; on a done: 

( 3 )  E • ~ , ,~ : , :  . . .  ~ .... = I .  
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La eonnaissance de l'6quation (I) et du contour C ne suffit pas pour 
ddterminer la substitution S. En effet cette substitution ddpend en outre 
du ehoix d u  syst&ne d'int6grales fondamentales vi, v=, . . . ,  %. 

Supposons qu'on les remplace par p autres int6grales fondamentales: 

O n  a u F g  

de sorte que la substitution 

Ul~ ~2~ " " "~ U p .  

u, = Zfl , , , , ,  

,, = ( v l ,  v , ,  . . . ,  v,,; , q ,  , q ,  . . . ,  ,,,,) 

sera lin6aire. En dderivant un contour C et en partant des int6grales 
%, u~, . . . ,  uj,, on obtiendra alors une substitution lin6aire: 

a-~Sa. 

L'ensemble des substitutions a-~Sa formera un groupe que l 'on 
pourra d6signer par la notation e- lGa et qui pourra, aussi bien que G, 
dtre regard6 comme' le groupe de l 'dquation (I), si au lieu d'envisager le 
syst6me des int6grales v, on.envisage celui des int6grales u. On salt que 
le groupe ~-lGa s'appellc le transform6 de G par la substitution lindaire (r. 

Afin de n'avoir qu'un seul groupe pour l'6quation (I) nous ne con- 
sid6rerons pas comme distincts le groupe G e t  scs transform6s par les 
diverses substitutions lin6aires. 

Cela pos6, cherchons les invariants de la substitution S, c'est g d-ire 
les fonctions de ses coefficients qui demeurent invariables quand on rein- 
place S par a--1Sa. Formons l'6quation: 

(4) 

lie changeront pas quand on remplaeera S p a r  a-lSa. 
invariants de S. 
1 4 - 6 6 5 0 0 6  Aeta mathemativa. 4 

{~11 " - ~  t 0{12 �9 �9 �9 O{l] , 

O .  

. . . .  ~ ~ ~ �9 

%,1 ~,~- " ' "  %v + t 

Les racines de cette 6quation, et par eons6quent aussi ses coefficients, 
Ce seront des 



204 H. Poineard. 

Ces invr~riants sont au n o m b r c  de p - -  J. En effet l 'dquat ion en t 

(4) est de dcgr5 p ;  elle a done /)-Jr- I co0fficients. Mais le eo0ffieient 

de U' et le t e rme  tou t  eonnu  sont 6gaux  k I;  il reste done p - - i  in- 

variants.  Ces invarianta,  qui sont des coefficients de l '6quat ion (4) seront  

des fonctions entidres des a. 
Supposons  que lea intdgrales  ~,~, v.~, . . . ,  v, soient dSfinies de la 

maniSre  suivante :  A u  point  init ial  du  con tour  C (pour :~ = o par  exemple)  
.v~ est 6gal "k I et sea p ~  i premiSres  dSriv6es sont  nul les ;  v~ est nul ,  

ainsi quc sea p ~ i premiSrcs  ddrivSes, k l ' except ion  de la d~riv6e d 'o rdre  

i ~ I qui est 6gale k I. Soit m a i n t e n a n t  w~ ce que devient  l ' intdgrale 
i v~ quand  x revient  au point  init ial  apr& avoir  d6erit  le con tour  6' et wk 

ec quc dcvient  sa dgriv6e d 'ordre  i ~ I ;  on aura :  

I1 en r&ul t c  quc los invariants  sont des loner.ions ra t ionnel les  cnti5rea 

des w~. 

Supposons  en par t icul ier  p = 2; l e l u a t l o n  (1) devien t :  

d ~v 
d,~ + v~:~(x, y) = o 

et l 'dquat ion (4) s'6crit: 

OU 

w~ wl + t 
= 0  

t ~ + t (wl  + u'~) -t- I = o .  

La subs t i tu t ion  S a d m e t  alors e m n m e  invar i 'mt  un ique  wl -a t- w'~. Si 
i 

k est son mul t ip l i ca teur ,  eet invar ian t  cst prb~cisdment k - t - - ~ .  

Si l 'on connaissait  les invar iants  de toutcs  lea subgt i tut ions S, le 

g roupe  (:,~ serait  eompl6 tcmen t  ddtermind,  pu isque  nous  ne le regardons  

pas c o m m e  dist inct  de ses t ransform6a #-IGa.  Mais il ne sera pas n d c e s -  

saire de connai t re  tous ees invariants ,  il suffira d 'en connal t re  un  certain 

n o m b r e  que nous appel lerons  invariants fondamentaux et don t  tous  les 

aut res  ne seront quc des foncti0ns. 
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Combien y a-t-il d'invariants fondamentaux? Supposons que lc groupe 
G soit d6riv6 de n substitutions fondamentales. Les coefficients de chaque 
substitution seront au nombre de p2 mais ~ cause de la relation (3), il 
n'en restera que p 2  I d'ind6pendants. Pour les n substitutions cela 
fait en tout n(p 2 - -  i) coefficients. Mais nous ne considdrons pas comme 
distincts le groupe G e t  ses divers transformds. II faut donc retrancher 
p ~ - - i  du hombre prfc6dent ct on arrive i~ cette conclusion q u e  pour 
ddterminer le groupe G, il faut ( n ~  ~ ) ( p 2  ~) conditions. 

Si done on se donne ( , n ~  i)(p'~ ~ I) invariants quelconques (1)ourv,t 
qu'ils soient ind6pendants) tous les autres n'en seront quc des fonetions. 
On ehoisira par exemple pour invariants fondamentaux les invariants de 
( n -  I)(p Jr- 1) substitutions eonvenablement ehoisies. 

On peut toujours supposer que l'6quation ( I ) a  ses coefficients ration- 
nels. En effet supposons que cela ne soit pas et quc l'6quation (2) soit 
une relation alg6brique de degr6 m de telle fa~on qu'k chaque valeur de 
x correspondent m valeurs de y 

fro ~ f f  ! ~ " " " ~ f i r e - - l "  

Oil pourra toujours tracer dans h; plan des x, m -  I contours 
6'1, 6'.,, . . . ,  C,n_, tels quc quand x-d6cri t  lc contour 6',, Y0 se change 
en y,. Soient maintenant: 

Vl~  V27 . . . ~  '/ 

p intdgrales fondamentalcs de l'5quation (~) correspondant g la valeur 
Yo dc y. Soient 

i i i 
V 1~ V 2 ~  �9 �9 .~  V p  

ee quc devicnnent ces intdgrales quand x a d6crit le contbur Q. Cela 
pos6 les mp fonctions 

Z2't' Y ~ '  ""  " '  4 

Vm -1  ~L~n--I m -1 



206 H. Poineard. 

satisferont ~ une 6quation (!') lindaire et d'ordre mp dont les coefficients 
seront rationnels en z. La connaissance du groupe de (I ' )  suffira 
pour d&erminer lc groupc dc l'6quation (:). 

Supposons donc que l'dquation (:) ait sos co(ffficients rationnels et 
qu'elle pr6sente u-Jr- : points singuliers, en y comprenant le point c'~ 
s'il y ' a  lieu et eu n'y comprenant pas les points ~ apparence singuli6re. 
Le groupe est alors d6riv6 de n substitutions fondamentales dont on 
connait immddiatement les invariants, ~ l'aide de l'6quation ddterminante, 
pourvu que los intdgrales soient rdgyiidres; ce sont les substitutions aux- 
quelles on cst conduit en faisant ddcrire '~ la variable un contour ferm6 
qui n'enveloppe qu'un seul point singulier. I1 reste donc ~ calculer les 
invariants de (n ~ I ) p - - 2  substitutions. 

Soit a un point singulier quelconque et soient 

,~,,, ,~,~, . . . ,  ),~, 

les raeines de l'6quation ddterminante correspondantc. 
I1 y aura dans le voisinage du point a, p intdgrales particuli6rement 

remarquables. La k ~ d'entre clles sera (~gale ~ ( x -  a) ~'k multipli~e par 
une fonction holomorphe. Soient: 

IJ 1 ~ l )  2 ~ . . . ~ U p  

ces p intdgrales que j 'appellerai intdgrales eanoniques par rapport au 
point a. Lorsquc la variable ddcrira tm eercle infinimenr petit autour 
du point a, ces p intdgralcs v subiront 1'~ substitution lin6aire: 

6 ~z~ 0 . . . 0 

0 e, i)'~ . . . 0 

. . . .  * ~ �9 

0 0 . . .  e ~zo 

que j 'appellerai substitution canonique relative au point b. 

Soicnt de mdmc: 

W 1 ~ ~l? 2 ~ . �9 . ~ " ~ p  

les intdgrales canoniqucs par rapport 'X tm second point singulier b. 
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Joignons les deux points a et b par un chemin queleonque arab. 

Lorsque la variable partant du point a e t  d6crivant le chemin arab 

sera parvenue darts le voisinage du point b, les int6grales canoniques 
v~, v2, . . . ,  vp seront devenues des fonctions lin6aires des intdgrales cano- 
niques w~, w.~, . . . ,  ws, de telle sorte que l'on ait: 

v , - -  Z fl,,w,. 

La substitution lin6aire: 

S _~ 

. . .  

�9 ~ �9 ~ ~ �9 

s'appellera la substitution auxiliaire relative au chemin arab. Si l'on co~nalt 
cettc substitution auxiliaire on connaitra aussi une substitution du groupe 
de  l'dquation (1), ee sera celle que subissent les int5grales canoniques 
v~, v : , . . . ,  vp, quand partant du voisinage du point a, la variable d6crit 
le chemin arab jusque dans le voisinage du point b, d6crit ensuite un 
cercle infiniment petit autour du point b, et revient enfin daas le voisinage 
du point a par le chemin bma. 

Soit 2' la substitution canonique relative a u  point b. Quand la 
variable ddcrira le contour pr~cit~, les int6grales v subiront la substitu- 
tion S-~ZS.  

Supposons que l'on joigne entre eux les n + i points singuliers par 
n chemins quelconques, de fagon que l'on puisse circuler entre deux quel- 
eonques de ces points singuliers k l'aide de ces n chemins; lorsque l'on 
connaltra les substitutions auxiliaires relatives k ces n chemins, le groupe 
de l'6quation (i) sera compldtement d~termin6. 

Soient en effet a l'un des points singuliers et b~, b~, . . . ,  b, les n 
autres. Joignons par exemple le point a k chacun des points b~ par une 
droite. Soient 2', Zv, 2"~, . . . ,  2:, les substitutions canonique~ relatives 
respeetivement aux points a, b~, b~, . . . ,  b.; soient S~, S~, . . . ,  S, lea 
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substitutions auxiliaires relatives aux chemins abe, ab2, . . . ,  ab.. Le groupe 

de l'6quation (i) sera d6riv6 des n + i substitutions: 

sc' ,E, s;"4s , . . . ,  

entre lesquelles il y a d'ailleurs la relation: 

--~'1 "~"1 " 1  "~2 ~'2 ~'2 . . . .  

Supposons maintenant, que l'on distingue deux des points singuliers 

a et b; et soient c~, q ,  . . . ,  e,,_~ les n - - i  autres. ,loignons a et b par 

' 1~-  I eheinins diff@ents am~b, am2b, . . . ,  am,, ~b et soient S~, $2, . . . ,  S,,_~ 

les substitutions auxiliaires eorrespondantes. Ces n - -  ~ ehemins partageront 
le plan en n ~ i %gions; supposons que ehaeune de ees rdgions eontienne 

un point singulier.c~ et un seul. Le groupe de l'6quation (i) sera en- 
ti6rement d(~termins Si en effet 2' et X' sont les substitutions eanoniques 
relatives aux deux points a et b, le groupe sera ddrivd des n substitutions: 

xv'x , . . . ,  s :sso_, ,  

Supl)osons que Io point c, soit eontenu dans la %gion limitd(~ par les 
deux chemins am~b et a,m~+~b, ddcrivons tin contour situ6 tout entier dans 

cette r6gion et enveloppant le point c,; quand la variable dderira ce con- 

tour, les int6grales canoniques-relatives au point a subiront la substitution: 

S •  1 S i +  1 . 

On voit que pour ddterminer le groupe de l'6quation it)  il suffit de 
eonnaltre, soit les invariants fondamentaux,  soit eertaines substitutions 

auxiliaires. 

w 2. Calc~tl n~tmdrique de.s ine(triaists  ]'o~tdamel~taztx. 

Les invariants fondamentaux qui d6finissent eo,npldtement le groupe 
d'une 6quation lindaire sont dvidemment des fonctions des co0fficients de 

cette 6quation; d'oh le probldme suivant qui se pose tout naturel lement:  
ddterminer ees invariants en foncti~ns de ees coefficients. Mais en rda]it6 
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ce problSme est double: on pout se proposer de calculer numdriquement 
ces invariants quand on a affaire ~ une 6quation numdrique donn6e; mais 
il n'est pas non plus indigne d'int6r~t d'6tudier, au point de vue de la 
th6orie des fonctions, la fa~on dont varient les invariants quand on fait 
varier les coefficients. Les mdthodes propres au calcul num6rique ne 
nous apprennent rien sur la nature de ces fonctions, pendant que les 
formules les plus instructivcs ~ ce dernier point de vue conduiraient h. 
des calculs p6niblcs si on voulait les traduire en hombres. 

Au point de rue  du calcul num6rique, un grand hombre de mS- 
thodes ont d6jk 6t6 propos6es, parmi lesquelles je citerai eelle de M. Ft 'cus 
(tome 75, J o u r n a l  de CRELLF.) et celle de M. HAMBURGER (tome 83, 
J o u r n a l  de CRELLr~). 

La m6thode de M. FUCHS consiste b~ distinguer deux des n-4- I points 
singuliers, a e t  b, comme b~ la fin du paragraphe prdcddent, puis ~ diviser 
le plan en n -  I r6gions par n -  I chelnins am~b, am2b , . . . ,  a,m,,_~b, 

de fac.on que chacune de ces n - - i  r6gions contienne un des n - - i  
autres points singuliers c~, c2, . . . ,  c,_~ et un seul. Le savant gdom6tre 
d'Heidelberg donne ensuite un d6veloppement des int6grales eanoniques 
relatives au point a et ce d6vcloppement est valable dans unc certaine 
r6gion R~. De m(~me les int6grales canoniques relatives au point b sont 
susceptiblcs d'un d~veloppement valable dans une r6gion R~. Les deux 
r6gions R, et R~ ont n ~ I parties communes /)1, P 2 , ' " ,  P,--I. On peut 

4 

d'ailleurs tracer le chemin amib de telle facon qu'il reste constamment 
int6rieur k l 'une des r6gions / / ~ e t  Rb ou ~ routes deux b~ la fois, et qu'il 
traverse la r6gion P~. I1 suffit alors de comparer les deux d6veloppe- 
merits de M. FccHs pour une valeur de x quelconque intdrieure /~ P~ 
(r6gion dans laquelle les deux d6veloppements sont valables b~ la lois) 
pour pouvoir calculer les coefficients de la substitution auxiliaire relative 
au chemin am~b. Le groupe de l'dquation (i) est ainsi enti6rement 
d6termin6. 

On peut varier cette m6thode b~ l'infini; supposons en effet que nous 
joignicms deux points singuliers quelconques a e t  b par un chemin quel- 
eonque amb et que nous cherchions la substitution auxiliaire relative h 
ce chemin. Tracons autour des deux points a et b deux rdgions quel- 
conques R, et Rb telles I ~ que la premi6re contienne l 'unique point 
.~ingulier a et la seconde l 'unique point singulier b; 2 0 qu'elles aient, une 
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,o que le ehemin arab rest(; eonstamment int&ieur au partie commune P; o 
moins ~ l'une des r6gions Ra et Rb et traverse la r6gion P. Supposons 
que deux fonctions f.(:r) (et fb(x)) soient telles que quand x reste int:rieur 
h la rSgion R. (ou k la r6gion R,,) la fonetion f~ (ou la fonction f,,) 
aient constamment leur module inf&ieur h i, de telle sorte que ces deux 
fonetions donnent respeetivement la l:epr5sentation conforme du cerele de 
rayon I et de centre o sur la r6gion R~ et sur la rbgion R,,. Je sup- 
pose de plus: 

f.(a) = o,  f/b) = o. 

Les intdgrales canoniques relatives au point a se ddvelopperont suivant 
les puissances de f,(x). Ce ddveloppement dont les co(~fficients se cMculent 
par r6currence sera valable dans toute la r6gion Ra. De mSme les int& 
grales canoniques relatives au point b. seront dans toute la rdgion Rb 
d6veloppables suivant les puissances de fb@). I1 suffira de comparer les 
deux d~veloppements pour un point de la rdgion P (off ils sont valables 
h la lois) pour calculer les co(!fficients de la substitution auxiliaire cherchdc. 

On ehoisira les r~gions R, et R~ de telle fa9on que les fonctions f, 
et fb soient aussi simples que possible. On pourra prendre, par exemple 
un rectangle, on un fuseau limit4 par deux arcs de cercle qui se coupent, 
ou la portion du plan comprise entre deux droites parall61es. 

Voici maintenant en quoi eonsiste la m6thode de M. HAMBURGI~R. 
Soit o un des points singuliers et a l ,  a2,  . . . ,  a,, les n autres, rangds 

par ordre de module croissant; soient p ~ ,  P 2 ,  ' '  ", ,o,, leurs modules; 
construisons les deux cercles qui ont pour centre l'origine et pour rayon 
p~ et fl~+~. Considdrons un contour ferm5 C compris tout entier dans la 
rdgion annulMre limitde par ces deux cercles. Soit A un point de-ce 
contour C; supposons par exemple: 

A == ~,pipi+l .  

Soit vl, %, . . . ,  %, un systSme fondamenta! d'intdgrales dans le voisinage 
du point A. Soient w l ,  w . , , . . . ,  tt), ce que deviennent ces intdgrales quand 
on revient au point A aprSs avoir dScrit le contour C. Les int6grales v 
peuvent se d6velopper suivant les puissances croissantes de 

l , r -  IA 
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les d6veloppements sont encore valables quand on fait 

lx ~ 1A = 2i7:. 

En substituant alors 2it: ~t la place de 1 .c - -1A dans les ddveloppe- 
ments des int6grales ,t, et de leurs d6riv6es, on aura les valeurs des intd- 
grales w e t  de leurs d6riv6es, ce qui suffit pour ddterminer la substitution 
du groupe de l'6quation (I), qui correspond au contour C'. 

La m6thode de M. HAMnUaGEIt peut dtre ais6ment 6tendue au cas oh 

Nous poserons pour abr6ger 

lp~+~ - -  1 A  < 27:,. 

lpi+l - -  1 A  r, 
2 t / .  ~ 

puis nous d6vclopperons les int6grales v suivant los puissances dc 

ia Aia 

~. Ai , i  = Z .  z + 

Le d6veloppement scra encore eonv6rgent pour 

OU: 

x - ~  A e  :~= 

e - - -  I 

- - 2 1 r a  
e + I  

En rempla(;ant clans les ddvelol~pements des intdgralcs v et de lcurs 
d6rivdes z par cette valeur, on aura les valeurs des intdgrales w e t  de 
leurs d6riv~es et par eons6quent la substitution qui correspond au contour O. 

I1 suffit de rSfl6chir un instant h la nature de ces m6thodes pour 
comprendre qu'on peut les varier ~ l'infini. Le calculateur devra se 
guider dans son choix d'apr6s la convergence plus ou moins rapide des 
sSries employ6es. Or cette convergence d6pend avant tout de la position 
relative des n + I points singuliers. C'est done cette position qui d6ter- 
minera le choix d'une m6thode. 
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Mais aueune des nl6thodes ainsi proposdes lie nous ~lpprendrait rien 
sur les propridtds des invariants fondamentaux considdrds comme tbnctions 
des coofficients et dtudi& au point de vue dc la thdorie des fonctions. 
C'est cette 6tude que nous allons aborder dans le paragraphe suivant. 

w 3. Prol,ri(;t(s des inearia, l ts  ]'oJ~dames,taux. 

Eerivons l'dquation (I) sous la forme suivante: 

; =  1 , - -2  i =  n 

&x (x - -  a~) ~ dz t " 
k = 0  i = 1  h 

Pour dcrire ainsi cette dquation nous avons ddcompos6 en 615ments 
simples les eo(~fficients des diverses d6riv6es de v, qui par hypoth6se sont 
des fonctions rationnelles de ;r. Nous avons suppos5 de plus que ces 
fonctions rationnelles n'admettaient pas de partie enti6re, car il est toujours 
permis de faire cette hypoth6se. 

Les invuriants fondamentaux que nous eherehons seront des fonetions 
des a, et des A,,,. Consid6rons d'al)ord les a~ eomme des eonstantes et 
les A eomme seules variables. Je dis que les invariants seront des fbnc- 
tions euli&es des A. 

Pour le faire voir il suffit de ddmontrer ce qui suit: Eci-ivons 

l'&tuation (I) sous la forme suivante: 

dx v - -  u Z V* dx-~ dx-~" 

Les ~, et les ,d', sont des fonetions rationnelles dc x que je suppose 
entifremcnt d6termin&s; a e t  t~ sont des param('tres que je vais regarder 
comme variables. II suffit, dis-je, de ddmontrer que les invariants sont 
des fonctions entidres de a et de ~. 

Consid6rons un 'po in t  qudconque a du plan et d6crivons de ce point 
comme centre un cercle K hssez petit pour ne contenir auctm point 
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suivantes: 

Sur les groupcs des dquations lindaires. 213 

Soient v~, v . ~ , . . . ,  v~, p intdgrales assujetties aux conditions 

Pour x = a ,  v~ ~ ~, ses p ~ i premi4res d~riv6es sont nulles, 

v~ = o, ses p - -  ~ premi6res d6rivdes sont nulles, 

except6 la d6riv6e d'ordre i - - I  qui est 6gale it i. 

Les intSgrales v~, v2, . . . ,  v~, sont ddveloppables ~ l 'intdrieur du cercle 

K suivant les puissances croissantes de x -  a. Le coefficient de ( x -  a)" 

est un polyn6me d'ordre m - - p A -  I en a e t  en ft. On a doric un d6- 
�9 PO" veloppement de ces mt%rales  suivant les puissances de x ~ a, de a et 

de ft. II reste ~r faire voir que ce d6veloppement est convergent. 
Si on regarde v comme fonction de x, de ~ e t  de j~, l '6quation (i) 

peut ~tre regard6e comme une 6quation aux diffdrences partielles et le 
th6or6me de M m~ de KOWALEVSKY (J. de C~ELLE, T. 8o) appliqud it cette 

6quation montre que v peut 6tre d6velopp6 suivant les puissances de x - -  a, 

de a - - %  et de f l - - r i o ,  pourvu que x soit int6rieur au cercle K et que 
les modules a - - %  et f l ~ f l 0  soient suffisamment petits. Ainsi v e s t  
une fonction holomorphe de a et de fl clans le voisinage d'un point quel- 

conque %, rio; c'est donc une fonction enti6rc de a e t  de t~ et le dd- 
veloppement de v suivant les puissances de : c - - a ,  de a e t  de fl est 
convergent quels que soient ~ e t  fl pourvu que J: soit int6rieur au cercle K. 

I1 faut maintenant  d6montrer que s i x  est regard6 comme une 

constante, v est encore fonction enti6re de a et de fl, q u a n d  mdme .~ est 

ex tdr ieur  au  cercle K .  Pour  d6finir compl6tement la fonction v dans ce 
cas, il ne suffit pas de se donner la valeur de x, il faut encore connaitre 

le chemin a m x  par lequel ~ t t e  variable a atteint cette valeur, en partant 
du po4nt a. 

Supposons pour fixer les id6es que b soit un point intdrieur it K,  

que K '  soit un cercle ayant son centre en b e t  ne contenant aucun point 
singulier, que x soit int6rieur au cercle K '  et ext6rieur it K, enfin que 
lc chemin a m x  soit tout entier intdrieur s la figure formde par rensemble 
des deux cercles K et K'. 

Soient u~,  % ,  . . . ,  .uj~ un syst6me fondamental d'int6grales d6fini comme 
il suit: 'a~ devra satisfaire pour x = b aux mdmes conditions auxquelles 
6tait assujettie v~ pour x- - :  a. 
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Soit v~ la valeur de v, pour x = b, v~ +1 la valeur de sa ddriv6c k e. 

On aura: 
k = p  

Or les v~ s0nt des fonctions enti6res de a et de fl puisque le point bcs t  

int6rieur au cercle K,  et les u~ sont aussi des fonctions cnti@cs de a et 

de i~ puisque le point x est intSrieur au cercle K'.  Donc les v~ sont 

aussi des fonctions entidres de ~ et de ft. 
Le raisonnement strait le mSme si au lieu d'avoir ~ considdrer seule- 

ment  deux cercles de convergence K et K' ,  il &ait n6cessaire d'en en- 
visager plusieurs. 

Supposons maintenant que le chemin a m x  se r6duise ~ un conto.ur 

ferm6 C. Les valeurs des intdgrales t,~ et de leurs d6riv&s ne sont alors 
autre chose que ce que nous avons appel5 w~ dans le w i. Or les in- 

variants fondament 'mx sont des polyn6mes entiers par rapport  aux w~, 

ce seront done des fonctions entidres de ~ et de ft. 
Ainsi quand on rcgarde les a~ comme des constantes, les invariants 

sont des fonctions entidres des Ah~ et peuvent  par cons6quent &re dd- 
velopp&s suivant les puissances de ces quantitds Ahk~. Consid6rons un 

quelconque des coefficients de ces ddveloppements, ce sera 6videmment 

une fonction des a~ et c'est la nature de cette fonction qu'il nous reste 
k &udier. Il est ais6 de voir que cos fonctions s 'expriment k Faide de 

quadratures suceessives. Ecrivons en effet l 'dquation (x) sous la forme 

(I') et consid6rmls le d6veloppement de l'int~grale v, suivant les puis- 
sances de a et de fl: 

v, = Z ". 

Je dis qu'on pout obtenir le coefficient v~ .... par de simples qua- 

dratures. Je  suppose cn effct que cela soit vrai pour v~. , ,_~. , ,  et v~ . . . . . . .  ~; 

cela sera vrai aussi pour %,, ,  car on a identiquement:  

d k v t  . m - - 1  . n d k v i  . m . 

dx  v dx  ~ d z  ~ 

et t a  d6riv6e pe de v, .... s 'exprimant i~ l'aide de quadratures successives, 

il en sera de m~me de la fonction v,m,, elle-mdme. 
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Soit maintenant k w~ .... le coefficient de a'~j~' dans le d6veloppement 
de w~. Ce coefficient s'exprimera pour la m~me raison par des quadratures, 
et il en sera de m6me des coefficients qui entrent dans le d6veloppement 
des invariants, car ce sont des polyn6mes "entiers par rapport aux ?llm n . 
On peut d'ailleurs pousser plus loin l'6tude du d6veloppement de la 
fonction v,. .k cet effet posons: 

�9 - -  (~1 0 

x 

"dzA@, ~,)  t(x, 
0 

~g - -  CZq 

0 

Remarquons maintenant qu'on peut mettre l'6quation (l) sous la 
forme de p 6quations simultan~es du I ~ ordre. Si les int~grales sont 
r6gu.li@es dans le voisinage de chacun des points singuliers, nous pourrons 
introduire p variables simultan6es u~ ~ v, u ~ , . . . ,  ~j~ et remplacer l'6qua- 
tion (I) par les p 6quations simultan6es 

dx 

(2) 

Les ~,,~ seront des fonctions rationnelles de la forme suivante 

les A~.~..~. ~ti~nt des constantes. 
(i) s'dcrira : 

Supposons par exemple p = 2, l'dqmttion 

d ' v  P 
d z '  : ~ v ; 

Q sera le produit  (x - -  a~)@ - -  a2) . . .  @ - - a , , )  et P sera un poly-  
n6me en :~ ,h~ degr6 2 n -  2. Nous pourrons toujours trouver deux 
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polyn6mes entiers A et C de degr6 n - -  I en .~ et satisfaisant identique- 
ment  ~ la relation: 

c + A + A 'Q  - -  AQ.' = p .  

Poson,~ alors v = u~ et introduisons une variable auxiliaire %. Nous 
pourrons 6crire 

du, A l 
dx - -  Q ul -}- -Q~"- 

d% C Q ' - -  A 
d~ - -  -~ u' + Q %. 

Les equations sont bien de Ia forme (2). 
I1 est ais6 de voir maintcnant que si on d~veloppe l'intdgrale v; 

suivant les puissances des A~., le coefficient d'un terme quelconque sera 
une somme de fonctions telles quc A oh les parametres a~, % , . . . ,  % ne 
seront autre chose que les points singuliers a~, a2, . . .  , a, se succedant 
dans un ordre quelconque et chacun d'eux pouvant d'ailleurs ~tre rdp&6 
un nombre quelconquc de fois. 

w 4. ~ o n c t i o n s  i n v e r s e s .  

Nous avons jusqu'ici 6tudi6 les invariants fondamentaux comme fonc- 
tions des coefficients de l'6quation (I); mais si an contraire on regarde les 
coefficients comme des fonctions des invariants fondamentaux, on est 
conduit a des transeendantes interessantes qui jouent par rapport aux 
equations lindaires le m~me r61e que la fonction modulaire par rapport, 

O,p �9 aux intSgrales al~,ebr~ques. 
Mais ici il importe de faire une remarque; reprenons l'6quation 

(i) d% _ Z ~k s 
d:rV dz ~ 

et considerons les infinis des coefficients Fk; ils seront d e  deux sortes: 
leo uns seront des points singuliers proprement dits et quand la variable 
x decrira un contour ferm6 autour d'un de ces points, le~ int~grales 
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subiront une substitution lin6aire; les autres seront de simples p61es des 

intdgrales ou bien encore si a est un pareil point, toutes les int6grales 
se mettront sous la forme 

(x - -  a)af (x), 

6tant une eonstante qui est la m4me pour routes les int~grales et f,(x) 
6rant holomorphe. I1 en r6sulte que quand .~ d~erit un contour ferm6 
autour du point a toutes les intdgrales sont multiplifes par un. m4me 
faeteur et que leurs rapports reprennent leurs valeurs primitives. Ces 
points s 'appelleront des points  it apparence sinyuliO, re .  Pour qu'un 
infini des eo6ffieients f~. soit un point h. apparenee singuli6re, il faut 

(p + z ) (p - -  i) conditions. 
2 

Supposons done une dquation de la forme (I) admettant n points 
singuliers outre le point r savoir al ,  %,  . . . ,  a,, et q points h, apparenee 
singuli6re b~, b~, . . . ,  bq. 

Je suppose que les intdgrales soient partout rdgnli6res. L'6quation 
(~) s'6erira alors: 

t-=p--2 
dPv --  Z PI' dtv 
dxV Q~,-~ dx ~ �9 

k = O  

Nous po.~ons: 

( j  = (~  - -  ( , ~ ) (~  - -  % ) . . .  (~  - -  , , , ) ( ~  - -  t , ) ( ~  - -  t.~) . . .  (:~ ~,,) 

et 1~ est un polyn6me d'ordre 

( p -  1,~)(,,, + q -  ,). 

L'dquation (1) eontient alors 

2 2 

param&res, k savoir: 
I o 

2 ~ , 

J , ( } ) -  I) 

Les n + q  infinis al ,  a2, . . . ,  a,,, h i ,  b,,. . . . ,  b,,. 

Les 

(7/, "4- ( / - - "  I)(1) Jr  2 ) (  1 ) - -  I )  
q - p - -  i 

2 

co;!ffieients de,~ polyn6mes I~,. 
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Mais nous avons 

q(P -~ 2 ) (~ - -  I) 
2 

conditions exprimant que Ies points b sont k apparenee singuliSre. 
reste done 

np(p  + ~) p(p  ~ i) 
2 + q  2 

I1 

param6tres ind6pendants. 
Remarquons de plus qu'on peut toujours supposer 

a 1 = O~  a 2 = I 

car si eela n'dtait pas, on ferait un changement lin6aire de wlriable. I1 
faut  clone encore de ee chef, retrancher deux param&res. 

Si nous supposons de plus qu'il n 'y a pas de points h apparenee 
singuli6re, il restera enfin 

(2) n p(p + ~) P ( P -  ~) 2 
2 2 

param6tres. Mais le groupe G de l '6quation (i) est d6riv6 de n substitu- 
tions et nous avons vu all w i qu'un pareil groupe G, si oil ne le regarde 
pas comme distinct de ses transform& par les diverses substitutions 
lingaires, d@end de 

(3) ( n - -  ~ ) (p~- -  ,) 

invariants fondamentaux. 
S i p  = 2 les expressions (2) et (3) se rdduisent routes deux g 3 n -  3- 

Le nombre des param6tres de l '6quation est alors 6gal au hombre des 
param&res du groupe; d'ofi la eonsdquenee suivante: 

On peut en gdndral trouver une 6quation du 2 a ordre, sans points g 
apparenee sb)guli6re qui admette un groupe donn6. 

Je veux dire par lg que pour que eette dquation existe, il n'est pas 
n6eessaire qu'il y air aueune relation entre les invariants du groupe et 
que  si on dolt leur imposer certaines conditions, e e n e  sont que des condi- 
tions d'in6galit6. D'ailleurs on ponrra trouver une infinit6 d'~quations 
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du 2 a ordre qui auront des points '~ ,pparcnee singulidre et qui admettront 
un m6me groupe. 

Supposons maintenant p > 2 et bien entendu n > i. On volt ais6- 
ment que l'expression (2) est toujours plus petite que l'expression (3); 
d'oh cette cons6quence: 

On ne peut pas en g6n6ral trouver une 6quation d'ordre sup6rieur 
au secoud, sans points g apparenee singuli6re et qui admette un groupe 
donn6. 

I1 faut donc en g6n6ral, si l'on veut construire une (~quation ayant 
un groupe donn6, lui donner,des points g apparence singuli6re. 

C'cst pour 6vitcr ces points qui compliqueraicnt notablement les 
rdsultats et les d6monstrations quc je me bornerai ici au cas des 6qu,- 
tions du 2 '~ ordre. Je supposerai donc que j'ai afl'aire it une 6quation 
du 2 a ordre sans point "~ apparence singulidre. 

Considdrons sur la sph6re les n q- i "points singuliers 

(/1 ---- O~ ~2 = I~ aa~ (~4~ . . . ,  a, , ,  an+ , = c ~  

et joignons les par n coupures 

Consid6rons deux int(~grales quelconques de l'6quation (I) et leur rapport 
z; quand x parcourra la sph6re sans franchir les coupurcs, z parcourra 
une certaine r6gion R. Cette r6gion sera analogue aux polygones g6ndra- 
teurs des groupes fuchsiens et klein6ens, mais elle pourra st reeouvrir 
partiellement elle-mOne; elle aura : n  c6t6s: 

ct 

~10~2~ O{20~a~ . . . ~  O~n~n+l 

AA,.. . ,  

r6pondant aux n coupures: 

ala~, a ~ a a ,  . . . ,  ana, ,+1 �9 

Les c6t6s f14~i+l (it a~i+l seront conjugu6s et on passera de l 'un g 
l'autre par une substitution lin6aire Si. Les sommets % et a,,+l formeront 
15-  665006 Aeta mathematiea. 4 
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chactm u,, cycle. II y aura J r - - i  autrcs cycles t'ormds resl~ectivcmc~tt 
des sommets ~ et fi~. La solmne des angles ~ et i~ est alors dgalc i~ 

2 r ( I  - -  2),,) 

2~ <;rant ht plus petite racine de l'6(lu'ltion ddtcrminantc relative au point 
singulicr ,~. 1)c m6mc los angles ~ et ~,,~, s,mt dgaux h 

2 ~ ( I -  2),1) ct 2 W ( I -  2)~,,+,). 

Quand on commit los valeurs de 

(4) % ,  . . . ,  fl , fl:,, . . . ,  fl,, ,  . . . ,  ),,,§ 

l~'s substitutions N~ sont cntidrcmcnt ddtcrmindes ct commc cc sont lvs 
substitutions fondamcntales (lll groupc G, les invariants fondamcntaux (1~ 
cc groupc s'exprimer~)nt ais6mcnt ell fonctions des quantitds (4). Nous 
rcgardcrons donc lcs co(!ffi(-ients de l 'dqu'aion (i comme dcs fonetions 
dcs quantitds (4). 

La rdgion R n'est pas entidrement ddtcrmindc quand on se donnc 
los quantitds (4); cn cfl'ct on peut fairc wtrier arbitrairemcnt la forme 
dcs cdtds ~L%, a~a:~, . . . ,  ~,,~,,+~ ct il s'en suit des wtriations correspon- 
dantcs dcs cStds conjuguds ql/)~, j ~ : : ,  . . . ,  fl,,a,,+~. Toutcfois toutes les 
rdgions R obtenucs dc la sorte sont dquivalentes, au sons dom16 i~ cc mot 
au w 3 du mdmoire sur les groapes kleindens (Acta  M a t h c m a t i c a ,  T. 3, 
p. 63). On pourra d'ailleurs tracer los coupures 

a l a . a ~  �9 . . ~  a , f l , , + l  

dc tellc faqon quc les cdt6s 

~X l ~ t  2 ~  �9 �9 �9 ~ ~ t n G t a + l  

aient telle forint que l'on veut. 
I1 rdsulte de l~b quc s'il existait dcux 6quations (l) conduisant h 

un mdme systdme de wdcurs des quantitds (4), on pourrait toujours 
tracer les eoupures de telle fa?on quc la rdgion R soit la mdmc pour 
l'une et pour l'autre dquation. 

Imaginons maintenant des fonctions de z jouissant des propri6tds 
suivantes: I ~ elles seront uniformes quand z parcourra la rdgion R; il 
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est clair que si la r6gion R se recouvre par t ic l lemcnt  elle-m~me, "k dcux  
points z, e t  ~ de cette r6gion pourra  correspondre un m6me point  du 
plan;  dans ce ca~ la fonction pourra  prendre deux  valeurs diff6rentcs 

aux points z 0 et Zl; 2 ~ elles reprendront  la mdme valeur  en deux poiiats 
correspondants du p6rim6tre de R;  3 ~ elles n 'auront  d 'autre  singularit6 
que des p61es (et des points singuliers logar i thmiques  dans le cas off 

quelques-uns des angles a ou fl sont nuls). 
II est clair que toutes ces fonctions s 'expr imeront  ra t ionnel lement  

l 'aide dc l 'une d 'entre elles. (Cf. SCHOTTKV, a. de CRELLE, T. 83 ct 316- 

moire sur les fonctions fuchsiennes, A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T. ~, p. 228.) 
Si l 'on rcgarde maintenant  x comme une fonction de z, ce scra 

prdcisdmcnt une des fonctions dont nous venons de parler,  ct il est clair 

que toutes les autres scront rat iom,elles en x. 
Supposons main tenant  qu'il y air deux  dquations (I) qui conduiscnt  

~t un m6me systdme de valeurs des quantitds (4) et par cons6quent i~ une 

mdmc rdgion R. Soient :e et x~ lea variables correspondantcs quc nous 
rcgardcrons comnle des fonctions de z. D'aprds ce qui pr$c6de, x sera 

rat ionncl  cl~ x~ et x~ cn x et par cons6quent on aura  entre ccs wtriablcs 
une rclati0n de la forIne: 

Axx~ + Bx + Cx, + D =  o. 
t .  

Soient main tenant  a, et a~ los wdeurs  de x ct de .r~ qui correspon- 

dent  ~ la va leur  z ~ a,. Ce seront des points singulicrs des dcux  6(~ua- 
tions (t)  et par hypothfse  on aura :  

al : a] : o, a2 : a~ : t ,  a,,+~ : a~+l : cx:. 

C'cst k dire qu'on aura :  

11 ca r6aulte que x ser~ iden t iquemcnt  6gal i~ .r~. Los  deux  dqua- 
tionJ ( i )  dont  nous avions suppos6 r e I i s t ence  seront donc identiques. 

I1 rdsulte de lk que quand les quantit~a (4) sont enti~.rement d6- 
termin6es il en est de mdme de l '~quation (I) et que les csgf~cients de 
eettt ~luatio~ sa~t des fonctions uniformes des quantit~s (4). 



222 H. Poincar6. 

Ainsi nous sommes conduits k une nouvelle classe de fonctions uni- 

formes de plusieurs variables. Ces fonctions_demcurent invariables quand 

on fait subir aux quantit6s (4) certaincs substitutions dont je vais dire 
quelques mots. 

Reprenons pour eela le polygone R ddfini plus haut et appelons S~0 

la substitution lin6aire qui change l~h.i~k+~ ell aj:akj_ 1 . Convenons en outre 
de poser pour plus de symdtrie darts les notations: 

0[1 : ]~1' ~ 2 - - - - A '  (~i+,,+ l "~- ~i  ' ~ i ' t - 'Jc l  "~- f l  i~ 

La substitution suivante: 

(5) 

fl,+,,S, 

f l i  ~ ~k+- l-- i  

),i , ),k+l-i 

appliqude aux quantitds (4) laissera in'fltdrde la fonction dont nous nous 
occupons. Nous avons, gr~'~ee au tableau (5) les nouvelles valeurs des 

quantit6s a, fl et ), en fonctions des aneicnnes, car les co(ffficients dd la 
substitution lindaire Sk s'obtiennent aisdmcnt en fonctions des a, des fl et 
des 2. 

w 5. ~J'J,o~,c# d'a deaxi icme probl~)me. 

�9 Nous avons montrd dans les quatre paragraphes prdcddents comment 
on peut r6soudre le probldme suivant: 

Trouver le groupe d'une dquatio~ donn~e, soit au point de vuc du 
caleul num6rique, soit au point de rue  de la thdorie des fonetions. 

Voici le second probldme que j 'ai h rdsoudre avant d'aller plus loin. 

Oil donne une 6quation du second ordre:  

- 

o u f  est une fl)nction rationnelle de deux variables x ct y lides par une 
relation algSbrique 

(5 )  r  y )  = o .  
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Oil suppose que la fonction ~ d6pend d'un certain nombre de param6tres 
et on demande de disposer de ces param6tres de telle mani6re que x soit 
une fonetion fuchsienne du rapport" des int$grales. Nous dirons alors 
pour ab%ger que l '6quation (I) est fuchsienne. 

Nous ne nous occuperons duns ce qui va suivre que des fonetions 
fuchsiennes qui n'existent qu'k l 'int6rieur du cercle fondamental (I ere, 2 e 
et 6 ~ f~imilles). Nous laisson~s done ~ystdmatiquement de c6td les fonctions 
fuchsiennes qui existent dans tout  le plan. 

Pour que l'6quation (x) soit fuchsienne, il faut qu'elle remplisse 
d'une part certaines conditions alg6briques, d'autre part un certain nombre 
de conditions transcendantes. 

Commen~ons par 6noncer les conditions ulg6briques, 
Les points singuliers de l'6qation (t) sont de deux sortes: 
I ~ . Les points off y cesse d'etre une fonction holomorphe de x et 

los points oh x ou y cessent d'gtre finis. 
2 ~ Les points singuliers proprement dits. 

"n i'~ I1 n 'y a pus k s l qu eter des premiers, car on peut poser: 

x = 6 ( x ' ,  y , ) ,  y = r 

O et 81 dtant des fonctions rationnelles, et s 'arranger de telle faqon que 
duns le voisinage du point considd%, les nouvelles variables x' et y' 
rcstent finies et que y' soit holomorphe en x'. 

Quant uux points singuliers proprement dits, h chucun d'eux corres- 
pond une ~quution d6terminante et la diffdrence des raci~es de cette dqua- 

tion doit dtre nulle ou une part@ aliquote de l'unitd. Ce sont l~ les conditions 
algdbriques qu'il s'agissait d'Snoncer et quand elles seront remplies, je 
dirai que l '6quation (I) est normale. 

Consid6rons d'abord deux 6quations normales: 

d~v d~v 
dz ~ = ~ (x ) v ,  ~U: = r  

oh nous supposerons que r et ~ sont des fonctions rationnelles de x et 
de xl- Si l'on peut passer de la premi@e de ces 6quations h~ lu seconde 
cn posant 

az~ + b 
X ~ cz~ + d 

nous ne regarderons pus ces deux 6quations comme distinctes. 
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Conaid6rona maintenant une 6quation normalc plus g6ndrale: 

dSv 

et posons: 

(3) x ' =  6(x, !t), Y' --  ax(x, Y). 

Si on laisse de c6t6 certains eas exceptionnels, on pourra tirer des 
6quations (2) et (3) x et y en fonctiona rationnelk's de x' ct de y'. ,le 
supposerai que ces cas excei)tionnels nc se prdscntent pas. 

On trouvera alors 

d | V  9r P ( I ' )  ,~,. = r  r 0 ' )  r (~, .r = TM 

Je ne reg'trderai pas co,,,,ne distinctea lea 6q,,ations (,) et (, ') .  
Je~dirai que deux dquations 

dgl) (,) ~ = r  y),, (5) r y) = o 

died 
(I ' )  d z '  ~'~ ~l(x '  ff)v (2') ~l(Z, y) = 0 

appartiennent au mgme type si lea deux relations (2) et (5') sont identiques 
et ai les points singuliers des dquationa (~) ct (~') sont les m~mes ainsi 
que les dquations ddterminantes relatives h chacun d'eux. 

I1 va 'sans  dire quc si une ~quation 

(I ") d ~ v  ' ~' ' a ~ , .  = ~,(~', .r 0" )  r  y ' )  = o 

ne doit pas ~.tre regardde commc distincte de (t') en vertu de la conven- 
tion faite plua haut, jc dirai encore que (I) et ( l " ) appa r t i ennen t  au 
mgme type. 

Voici h probl6me qu'il s'agit de r6soudre. 
I ~ tleconnaitre si parmi les dqualions d'un type donn:, il ?/ a une 

dquation fuchsie~ne. 
s ~ Trouver celte dquation si elle e.riste. 
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Mais il faut d'abord faire une distinction et classer les types d'~qua- 
tions normale~ en types fuchsiens, elliptiques et rationnels. 

Supposons que x soit une fonction fuchsienne du rapport  des int~- 
grales de l '6quation (i);  cette fonction admettra un polygone g6n~rateur 
R o qui aura 2n e6t6s et 2n sommets de la premi6re sorte. La somme 
des angles du polygone devra ~tre plus petite que 

 (2n- 2). 

Soit q le genre de la relation (2); p le nombre des points singuliers 
de l '6quation (I); al,  a~, . . . ,  % ees points singuliers; a~ la.diff~renee des 
raeines de l'~quation d6terminante relative au point a,. 

S i p  > o, les sommets de tRo se r@art i ront  en cycles; on aura: 

n =  2 q - t - p - -  i 

et la somme des angles sera 6gale k 

2 7/'E ~ .  

On dolt donc avoir r in6gali t6:  

(4) 

S i p  = o, les sommets de R 0 formeront un seul cycle et la somme 
des angles sera 2r,. On aura:  

d'o~ l'in6galit6 

(4') q > x .  

Si les in6galitds (4) oll (4') sont satisfaites, le type consid6r6 sera un 
type fuchsien. 

Supposons maintenant que x soit fonction doublement p~!riodique du 
rapport des int6grales de (i), on aura les 6galit6s 

(s) 

ou bien 

:~a~---- 2 q 4 - p - - 2 ,  

(5') q =  x, p = o .  
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Le type  sera alors elliptique. 
Voici d 'a i l leurs  l ' dnumdra t ion  des types  e l l ip t iques :  (~)" 

q ~  I p = O  

I I I 
q = o  p = 3  

t I [ 
q = o  P = 3  0[, = ~ -  % = ~ -  0[:, = ~ -  

I I I 
q = o  P = 3  0[' - - z  0[~ = ~ -  0[:' = 8  

I 
q = o P - - -  4 011 ~ 0[2 ~ 0[3 ~ 0[4 ~ 2 "  

Snpposons  enfin (tuc :c soit fonct ion ra t ionnel le  dc z, on a u r a  les 

indgalitds 

(6) Z 0 [ , >  2q + p - - 2 ,  

l 'hypoth6se p = q = o d e v a n t  dtrc rejet(,e. 

Le t ype  cst ah)rs ,ratiounel. Voici l ' dnumdra t ion  (Its types rat ionnels ,  

d 'a i l leurs  bien connus :  

t I I 

q ~ o  P - - - - - 3  0[~ - - 2  0[2 = ~ -  a:,-----7~ 

I I I 

q ==- o P = 3 0[~ 2 0['~ 0[:~ 3 

I I I 
q = o P = 3 0[1 --- ~- % --= ~ 0[:~ = ~- 

I I I 
q = o P = 3 011 z 0[~ ~ a:, = ~ .  

Cela pos(~, les 6quat ions  d 'un  

n o m b r e  P de pa ram6t res  arbitraires,  

pose de cop 6quat ions  distinctes. 

m d m e  type  ddpenden t  d ' un  cer ta in  

de tel le sorte que ce type  se corn- 

(~) Si q---=-01 on ne pout supposer ~)---~ o ni J ) ~  I. 

est. amend "5, l 'dquation 

d~v A v 
,Ix" ( , , : -  a) ~ 

Si on suppose ]~ = 21 on 
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Ces P paramdtres ~tant complexes, corrcsl)ondent /~ 2P param~tres 
r6els. Or le hombre de ces paramdtres r6els est pr6eisdment cclui des 
conditions transcendantes auxquelles dolt satisfaire l'5quation (I) (qui est 
suppos6e appartenir au type donn5) pour que x soit fonction fuchsienne 
de z (ou bien fonction doublement pdriodique, ou rationnelle dans le cas 
d'un Upe clliptique ou rationnel). 

(Cf. Mdmoire sat  les fonctions fachsiennes, A c t a  M a t h e m a t i c a ,  T. l, 
P. 234, 257, 262 et z72. ) 

Si au lieu de conditions transeendantes, il s',gissait de conditions 
alg6briques, on pourrait conelure de l'~ que 1)~rmi les 6quations d'un 
mOne type, il y e n  a toujours une qui est fuchsienne. Mais ici cette 
conclusion '~ nest  pus 16gitime et une d~monstration sp6ciale est n6cessaire. 
C'est cette d6monstration qui fait l'objet principal du probl6me qui nous 
occupe. 

II est ais~ d'en eoml)rendre l'importance. 
Supposons en effet (lue l'dquation 

d~v 
(I)  d x  2 - -  ~ ( : ~ ,  y) V (2) r  y )  ~ -  0 

soit fuchsienne. Soient 

y =  u = � 9  

! 
les l)oints singuliers de l'~quation (x) et ~ la difference "des racines de 

l'6quation d~terminante relative au point (a,, b~). k, sera un nombre 
entier positif ou bien infini. 

Considdrons une fonction de x et de y n'admettant d'autrcs points 
singuliers que les points 

(ax, b,), (a~, b~), . . . ,  (up, b,) 

et cela de telle fa(~on qu'elle revienne k sa valeur primitive quand le 
point analytique (x, y) a d~crit k, tours autour du point singulier (a~, b~). 
Cette derni~re condition dolt 6tre supprim~e quand k~ = c-~. 

Cette fonction sera uniforme en z. 
I1 en sera ainsi des int~grales de l 'dquation: 

(7) = y) 
d z  ~ d z  ~ 
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si les fonctions ~k sont rationnelles en x et y e t  s'il n'y a d'autres points 
singuliers que 

(a,, b,), (a,, ~,,), . . . ,  (~,, b~) 

de telle sorte que toutes les racines de l '6quation ddterminantc relative 

i (eette derni6re condition au point (a,, b~) soient des multiples de 

dtant supprim6e quand k~----cx9). 
Il en sera de mdme de toute fonction rationnellc de x et de y et 

d'un grand nombre de fonctions alg6briques. 
Par  consdquent, si on ddmontre que dans tout type fuchsicn il y a 

une dquation fuchsienne, on aura fait voir:  
I ~ Qu'6tant donnde une 6quation lindaire quelconquc "~ coefficients; 

alg6briques, la variable et les intdgrales peuvent s 'exprimer en fonctions 
uniformes d'une m~me variable auxiliaire z. 

2 ~ Qu'6tant donnde une eourbe alg6brique quelconque, les coordon- 
ndes x et y d'un point de cette courbc s 'exprimcnt en fonctions uniforInes 
d'unc mfime variable auxiLiaire z. 

w 6. Subord ina t ion  des types .  

(1) 

Consid6rons deux 6quations normales:  

d~v 
a~, = ~@, y)v 

dJl) 
( ,3  ~ = ~,(x, y)~. 

Les coefficients ~ et f~l sont des fonctions ratiommlles de deux variables 
x et y qui sont li6es entre elles par une relation alg6brique 

(~) r  y) = o 

que je  suppose ~tre la m~rae pour .les deux ~quations (i ) et (i'). 
Je suppose que l '~quation (i) admette p points singuliers: 

C.,, b~), (",,, b,), . . . ,  C",,, bp) 
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dc tellc fa~on que la diff6rence, des raeines de l'6quation d6terlninante 
I 

relative k (a~, bi) soit k-~" 

Je suppose que l'6quation (I') admette les m&nes points singuliera 
(al, b,), (a,, bs) , . . . ,  (%, bp) quc l'6quation (i) ct en outre q autres 
points sir~gulier~: 

. . . ,  b,+,) 

et cela de telle sorte que la diff6rence des raclnes de l'dquation d6termi- 
I nante relative ~ (a~, bi) soit ~ .  

Je suppose enfin que N 1 soit clivisible par kl, N~ par k~, . . . ,  Np 
par k v. Si k~ est infini, N, devra &re aussi infini. Si iV,----cxv, la 
condition de divisibilit6 sera regard6e comme remplie, quel que soit k,. 

Je dirai alors que le type dont fair pattie l'6quation ( I ' )  es t  

subordonnd au type dont fait partie l'6quation (1). 
Soit un type fuchsien T' subordonn6 k un autre type fuchsien T. 

Je suppose que chacun d'eux contienne une 6quatio n fuchsienne; le 
premier l'6quation E'e et le second l'6quation E. Soit z le rapport dea 
int6grales ~le l'6quation E '  e t t  celui des int~grales de l'6quation E. I1 
est ais6 de voir que t est une fonction uniforme de z. Cette fonction 
n'existe dvidemment que quand z e s t  int6rieur au cercle fondamental. 
I)e son cbtd t n e  peut prendre aucune valeur ext6rieure k ce cercle; t 
prend au contraire une infinit6 de fois toute valeur int6rieure au cercle 
fondamental. 

Soient encore (al, bl), (as, bs), . . . ,  (av, by) lea points singuliers 
i 

du type T ct ~ la diff6rence des racines de l'6quation d6terminante rela. 

tive au point (a,, b~). Soit F une fonction du point analytique (x, y) qui 
ne pr6sente d'autre point singulier que les points (a~, b~), (%, b~), . . . ,  (a v, by) 
et de telle fa~on qu'apr6s k~ tours autour du point (a,, b,) la fonetion 
reprenne sa valeur primitive. F sera par exemple une int6grale de 
l'6quation lin6aire (7) du paragraphe pr6c6dent. F sera une fonction 
uniforme de t et par cons6quent de z. 

Mais supposons qh'on ne sache ptts si le type T eontient une 6qua- 
tion fuchsienne, qu'on ne puisse pas, par cons6quent, d6montrer rexistence 
de t, mais qu'au contraire on sache que T' contient une 6quation fuchsienne 
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et que l a  fonction z cxiste. II cst ais6 dc voir quc F est encore unc 
fonction unifbrme de z. 

Ainsi pour d6montrer le r&ul ta t  suivant:  Les intdgrales d'une dffua- 
tion lindaire a coefficients rationnels en :c et y peuveut s'exprimer aiusi que 
x et y en fonctions uniformes d'u~e mdme variable auxiliaire, il n'est pas 
n6cessaire de faire voir que tout type fuchsien contient une 6quation 
fuchsicnnc; il suffit de montrer que parmi les types subordonn6s '~ un 
type fuchsien donnd, il ell est toujours un qui contient une dquation 
fuchsienne. 

De l'~ l 'importance de ccttc notion dc la sub6rdination des types. 
En particulier, consid6rons une 6quation E ~ co(~fficients rationncls 

et soient 

(gl ~ ~2~ �9 �9 .: i (('n 

ses points singuliers. Soit k~ un hombre entier tel que toutes les racincs 
de l '6quation d6terminante relative au poin t  a~ soient des multiples de 
I 
~.  S'il n'existe pas de pareil nombre entier, on fcra k~ ~ cx9. 

Au lieu d'envisager le type T qui admet les points singulicrs 
a~, a2, . . . ,  a , ,  de telle faqon que les diff6rences des racines des 6qua- 

tions d~terminantes soient x x i k, '  k, '  " ' "  k,-:' on pourra envisager un type 

T '  subordonn6 s T. On supposera par exemple que T' admette outre les 
points singuliers a~, a~, . . . .  , a~, p autres points singuliers quelconques 
b~, b~, . . . ,  bp, et que chacune des p - 4 - n  6quations d6terminantes corres- 
pondant ~t ces divers points singuliers air une racine double. 

Supposons que ce type T' contienne une 6quation fuchsienne E ' ;  
alors x sera une  fonction fuchsienne du rapport z des int6grales de cettc 
6quation. La propri6t6 caract6ristique de cette fonction fuchsienne c'est 
de ne pouvoir prendre aucune des valeurs al,  a~, . . . ,  a, ,  b~, b2, . . . ,  by, 
et, si elle existe, il est 6vident que les int6grales de l '6quation E seront 
des fonctions uniformes de z. 

Ainsi il suffit de d6montrer que l'on peut toujours trouver une fonc- 
tion fuchsienne qui Re iiuisse pas prendre n valeurs donn6es (a~, a2, . . .  , a,,) 
pour faire voir que toutes les 6qQations lin6aires K coefficients rationnels 
peuvent s'intdgrer en n 'employant que certaines fonctions uniformes que 
je me r6serve d'ailleurs d'6tudier darts un m6moire ult6rieur. 
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I1 en est de mSme des 6quations k coefficients alg6briques, ear on 
salt que l'intdgration d'une 6quation ~ coefficients algdbriques se ram6ne 
k celle d'une 6quation d'ordre plus 61ev6 h coefficients rationnels. 

w 7. Z e m m e  fondamen ta l .  

Aucun type fuehsien ne peut contenir plusieurs dquations fuchsiennes 
distinctes. 

Supposons en effet qu'un type T eontienne deux ~quations fuchsiennes 
E et E ' ;  soit z le rapport de deux intdgrales u~ et u~ de l'~quation E;  
soit t le rapport de deux intdgrales ul et u; de l'gquation E'.  

On salt que z nc peut prendre d'autres valeurs que eelles qui sont 
intdrieures k un certain ecrele fondamental. On peut toujours choisir les 
intdgrales u~, u2, ul et u', de lelle facon: I ~ que le cerele fondamental 
relatif ", z, de mdme que le cercle fondamental relatif k t, ait pour centre 
le point o et pour rayon l'unit5; ~o que les deux variables z et t s'an- 
nullcnt en mdme temps, pour x ~ a par exemple; 3 ~ que pour une autre 
valeur de x, pour .~--= b,. l 'argument de z soit 5gal g celui de t. 

II est clair que z sera fonetion uniforme de t, et %ciproquement que 
t sera fonction uniforme de z. I1 r&ulte alors des hypoth&es faites plus 

t 
haut que - consid5%, soit comlne fonetion de z, soit comme fonetion de 

z 

t, n'existe pas {~ l'ext(~rieur d u  cerele fondamental et qu'k l'int~rieur de 
ce ecrcle, ee rapport reste holomorphe et ne peut s'annuller. 

C()nsid~ron.~ par exemple t comme fonction de z. Posons: 
z 

u log mod t 
z 

u scra nne fonetion de $ et de 7, holomorphe k l'intdrieur du eercle 
fondamental et satisfaisant ~ l 'Squation: 

dS~ d'~u 
+ a ,?  - o .  
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Consid6rons dans le plan des z un cercle C concentrique au cercle 
fondamental et ayant pour rayon r < I. 

Le long de ce cercle, t e s t  constamment de module inffrieur k l'unitfi, 
et par consdquent on a: 

(2) u < log rood t 
It" 

Mais toute fonction holomorphe satisfaisant k l'6quation (i) ne peut dcvenir, 
k l'int6rieur d'un contour quelconque, sup6rieure k la plus grande des 
valeurs qu'elle prend le long de ce contour. L'in6galit6 (2) subsiste donc 
pour tous les  points intdrieurs au cercle U. 

Mais je puis prendre le rayon de ce cercle C aussi voisin que je 
veux de l'unit& Quand je fais tendre r vers l'unit6, le second membre 
de l'indgalit6 (2) tend vers o. I1 rdsulte de 1~ qu'b~ l'int6rieur du cercle 
fondamental, u ne peut prendre aucune valeur positive; d'oh: 

rood t_ < r. 
Z - -  

Or rien ne distingue t de z; on peut donc 6crire aussi: 

d'o~l 

d'o~ 

@ 6tant une constante. 

mod-Z < i 
t-~--- 

rood z ---- rood t 

t ~ Ze w 

Maia, par hypoth6se, t et z ont mdme argument pour z--= b; on 
a d o n e  

0----o et t = z .  

Ainli lel deux Squations E et E '  ne sont pas distinctes. 
C. Q. F. D. 

C~ lemme important a 6t6 6nonc6 d'abord par moi dans une com- 
munication faite k l'Acad6mie des Sciences de Paris (I 7 Octobre I88x, 
C o m p t e t  Rendus ,  T. 93, page 582). I1 l'a 6t6 depuis par M. KLmt~ 
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(Mathemat igche  A n n a l e n ,  Bd XXI, p. 209). M. KLEIN l'6tendait 
d'ailleura au cas des fonctions qui existent dans un domaine limit~, par 
une infini~ de eereles. (Cf. Mdmoire sur les groupes kIeindens, w 9, 
Acta  Mathemat ica ,  T. 3, P. 83). Mais je ne dirai rien iei de cette 
extension qui ne me serait pas utile pour mon objet. 

.~ 8. P r e ~ d e r  apev~t t  de  la  mPthode  de  c o n t t n u i t J .  

M. KLF~IS et moi, nous avons ~t6 conduits ind6pendamment  l 'un de 
l 'autre ~ une m6thode qui permet  de d6montrer que tout type fuchsien 
contient une 5quation fuchsienne et que l'on pent  appeler mfthode de 

continuit6. Nous avons fitit de cette m6thode diff6rentes applications. 
(Voir C o m p t e s  R e n d u s ,  T. 92, p. i2oo  et ~486; KJ,r.IS, M a t h e -  

m a t i s c h e  A n n a l e n ,  Bd XIX p. 565, XX p. 49, et XXI p. 2 i i ;  

POIXCAR~, C o m p t e s  R e n d u s ,  T. 94, p. to38.) Voici quels sont les 
principes fondamentaux de cette mdthode. 

Supposons d'abord une variable r6elle z et une fonction r6elle y de 
cette variable; je suppose que pour toutes les valeurs finies ou infinies 
de z, il y ait une valeur de y e t  une seule, et que cette valeur soit une 
fonction analytique de x, (holomorphe ou mdromorphe);  que y ne puisse 

pas reprendre deux fois la m6me valeur. On pourra 6videmment en 

conclure que y prend une fois et une seule toutes les valeurs possibles 
depuis ~ c,c jusqu'k + cx9. 

Supposons au contraire que la variable x, par sa nature m~me, ne 
puisse varlet qu ' en t re  deux limites a e t  b; que pour routes les valeurs 

comprises entre a et b, on saehe quc y est une fonction analytique de 

�9 . , m a i s  que pour ces limites elles-m(~mes, on ne saehe rien; que y ne 
puisse jamais reprendre deux fois la m(~me valeur. Quand x tendra vers 
a, y tendra vers une certaine limite A et quand x tendra vers b, y tendra 
vers B. On salt alors seulement que ?! est constamment croissant ou 
d6croissant et peut prendre routes les valeurs interm6diaires entre A e t  B. 

A u  lieu d'une seule variable inddpendante, considdrons-en n, x~, x2, ..., z.  

et n fonctions r6elles de ces n variables, y~, Y2, " " ,  Y." ,Je suppose que 

pour toutes les valeurs des :r, les y soient des fonctions analytiques et 
que ces fonctions ne puissent jamais reprendre deux fois le mSme systdme 
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de valeurs. Cela suffit pour que l'on soit certain que les y peuvent 
prendre t o u s l e s  systSmes de valeurs possibles. Soit en particulier n = :. 
Regardons x 1 et x 2 comme d6finissant Ia position d'un point sur une 
sph(~re S; ya et y~ comme d6finissant la position d'un point sur une sphere 
S'. A chaque point de la sphSre S correspond un point et un seul de 
la sphSre S' et ~ aucun point de S' ne peut correspondre plus d'un point 
de S. Cela suffit pour qu'h tout point de S' corresponde un point de S. 

I1 en est encore de m4me si S et S' au lieu d'4tre deux sph6res 
sont deux surfaces fermdes quelconques. Mais supposons maintenant que 
S n'est pas une surface ferm6e, mais une stlrfaee ouverte, pr6sentant une 
sorte de bord, de fronti6re. Supposons que les coordonndes de chaque 
point m' de S' soient des fonctions analytiques des coordonn~es du point 
correspondant m de S, lorsque ce point m n'est pas sur le bord de cette 
surface, mais que nous ne sachions rien lor.~que le point m vient sur l(~ 
bord de S. I1 ne sera pas pbssible alors de eonelure des hypoth&es 
faites plus haut qu'k tout point de S' correspond un point de S. 

La mdme chose arrivera, lorsque S e t  S' seront regard6es comme 
des surfaces situ6es dans l'espace k plus de trois dimensions, seront des 
Man,nigfaltigkeite~ (multiplicitds) fi, plus de deux dimensions, comme disent 
!es Allemands. 

Supposons toujours qu'k tout point m de S corresponde un point m' 
et un seul de S' de telle faeon que les coordonndes de m' soient des 
fonetions analytiques de celles de m, g moins que m ne vienne sur le 
bord de l'~ multiplieit6 S, dans le cas oh cette multiplicit~ en aurait un. 
Supposons qu'~ aucun point de S' ne puisse correspondre pins d'un point 
de S. Si S est une multiplicitO fermge nous serons certains qu'k tout 
point de S' correspondra un point de S. Si an eontrair(~ S est une 
,multiplicih ~ ouverte prbsentant un bord, une frontigre, nous ne pouvon.~ rien 
affirmer. 

Appliquon.a maintenant ce qui prdci;de au probldme qni nou~ oecupe. 
Nous dirons que deux types: 

d ~u 

d~v 
- , % ( " '  :'J)' (:') = o 



Sur les groupes des dquations lindaires. 235 

appartienncnt i~ la mdme ('lasse lorsque les deux relations (2) et (2') 
seront de lndme genre, et lorsque les deux 6quations (~) et (I') auront 
le mdme nombre de points singuliers, de telle fa~,.on que cos points 
singuliers se correspondent chacun h ehacun et que les 6quations d6- 
terminantes relatives h. deux points singuliers correspondants soient les 
mdmes. 

Ceta posd, k ehaque type d'une mdme elasse C', nous ferons eorres- 
pondre un point d'une eertaine multiplieit6 S'. 

De m@m nous dirons que deux groupes fuehsiens (des I ~~ et 2~ ou 
6 ~ families) appartiennent h une mdme elasse lorsque le polygone gdnO'a- 
teur aura le m~me nombre de e6tds, et lorsque les sommets se r6partiront 
en un m~me hombre de cycles, de telle fagon que ees cycles se corres- 
pondent chacun g chaeun et que la somme des angles de deux cycles 
eorrespondants soit la mdme. 

A chaque elasse C' de types correspond une elasse C de groupes, de 
telle fagon que si une 6quation fuehsienne appartient h la classe C', son 
groupe appartienne ~ la classe C. 

chaquc groupe de la classe C, raisons correspondre un point d'une 
multiplicit5 S. 

A chaque point de S correspondra un point et un seul de S' ;  il 
suffit pour le voir de se reporter "~ la thdorie des fonctions fuchsiennes qni 
montre qu'g chaque groupe fuchsien correspond une gquation fuchsienne. 

De plus, en vertu du lemme fondamental, i~ aucun point de S'  ne 
peut correspondre plus d'un point de S. 

I1 resterait '~ faire voir qu'g tout point de 8 '  correspond un point de S. 
Pour cela, d'apr6s Ce qui pr6c6de, il suffit que S soit une multiplicit6 

fermde, qu'elle n'ait pus de bord. Cela .n'est nullement dvident a priori. 
En effet, parmi les groupes d'une ctasse, il y c n  a une infinitd qui 

pourraient ~tre des groupes limffes, correspondant k des points du .bord 
de la multiplicit6 S. Ce sont les groupes dont le polygone g6n6rateur 
pr6sente un ou plusieurs c6tds infinitdsimaux. On volt en effet qu'on 
peut toujours construire un polygonc gdn6rateur dont un des c6t6s soit 
aussi petit que l'on /teut. Cela ne suffit pas d'ailleurs pour que S soit 
line multiplicit6 ouverte; car, en vertu du w 9 du M~moire sur les groapes 
fuchsiens, un m~me groupe peut dtre engendr6 par une infinit6 de 
polygones 6quivalents et il est possible que parmi ces polygones, on 
1 6 - 6 6 5 o 0 6  Acta  mathemat ica .  4 
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puisse toujours cn choisir un dont tous los c6t6s soient supdricurs a une 
limite donn6e. 

A4nsi, il n'eat pas 6vident que S eat unc multiplicit6 ferm6c et il 
est n6cessaire de le ddmontrer, par une discussion spdciale k ehaque cas 
partieulier, avant d'affirmer qu'k tout point de S' correspond un point 
de S. C'est ce que M. KLEIN a ndglig6 de fairc. I I  y a lit une d i f ~ t d  
dont on ne peat triomtd~er en quelques lignes. 

w 9. Deu~ci~me lemme.  

Supposons que nous fassions varier notre polygonc R o d'une fae, on 
continue et de telle mani6re que lea 616ments de ce polygone soient des 
fonctions continues d'un certain param6tre t. Enviaageona maintenant 
l'6quation fuchsienne que l'on peut former k l'aide de B 0 et le type T 
auquel appartient cette 6quation. Soit: 

d*v 
= u)v  r u )=  o (de genre p) 

cette 6quation fuchsienne. I,e type T sera d~fini quand on connaitra les 
3 P - - 3  modules de la relation (~) et les points ainguliers de l'6quation 
(I); cea quantit6s s'appelleront lea param6tres du type. 

J'ai fait voir au w I du Mgmoire sur les fonctions fuchsiennes que 
les fonctions 0 que ron peut former k l'aide de R o sont des fonctions 
continues de t et l'on peut en conclure que lea param6trea du type T 
sont aussi des fonctions continues de t, ce qui est fort important au point. 
de rue de l'application de la m6thode de continuit6. 

Je vais pouaser la chose plus loin. Je suppose que loraque t tend 
vers o, deux ou plusieura cbtda ddcroissent inddfiniment. (II s'agit ici de 
leur longueur g6om6trique et non de leur L.) Je suppoaerai par exemple 
que deux c6t6s eonjugu6a, ou que 2q c6t6s, conjugu6a deux k deux, devien- 
nent infiniment petits, de telle fa~on que ceux des c6t6a de//0 qui restent 
finis soient encore conjuguda deux k deux. R 0 eat alors un de ces polygones 
limitea que noua 6tudierona en d6tail un peu plus loin. 

Passona k la limite, et faisona t ---- o, de telle fa~on que les 2q c6t6s 
infinit6simaux de R 0 s'annullent absolument et que R o se r6duise par 
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cons6qucnt s un autre polygone R 0 n'i~yant que 2 n - - 2 q  c6t~s conjugu6s 
dcux s deux. Consid6rons le groupe G engendr6 par R 0. A chaque 
paire de cbt6s conjugu6s de R 0 correspond une substitution de  G, e'est 
celle qui change l'un de ces deux cSt6s en son conjugu6, et le groupe 
G est pr6cis~ment d6riv6 des n substitutions qui correspondent ainsi aux 
divers cbt6s de /~0" Parmi ces substitutions nous en distinguerons n - - q  
qui correspondront aux n - - q  paires de cbt~s de R 0 qui restent finis. 
Le groupe d6rivd de ces n - -  q substitutions s'appellera G" et sera contenu 
dans G. Soit G' le groupe engendr6 par R0; il sera isomorphe s G" 
puisqu's chaeun des c6t6s finis de R 0 correspond un c6tfi de R0. Lorsque 
t tend vers o, le transform6 de /~0 par une substitution quelconque de 
G", tend vers le transform6 de R 0 par la substitution correspondante de G'. 

Nous appellerons A la portion du cercle fondamental qui est occup~e 
par les transform6s de R 0 par les substitutions de G" et B celle qui est 
occup6e par les tranaformds de R 0 par les substitutions de G qui n'ap- 
partiennent pas s G". 

Le polygone R 0 est par hypoth6se de la I ~r~ famille, ou du I "  ordre 
de la e e ou de la 6" families; ~ la limite, le polygone P4 appartiendra 

la 2 e ou s la 6' families, mais il pourra appartenir au I ~ ou au 2 d 
ordre de ces families, c'est s dire qu'il pourra ne pas admettre ou admettre 
des cycles hyperboliques. 

Dans le premier cas, R 0 sera de la I ~'' cat6gorie, dana le second de 
la 2' cat~gorie. 

Dans le premier cas, les transform6s de Ro par les substitutions de 
G' remplissent tout le cercle fondamental (cf. M~nwire sur les groupes 
fuchsiens w 6). Par consdquent, lorsque t tendra vet's o, la superfieie 
totale de B tendra  vers o, et en mdme temps la plus petite distance de B 
'~ l'origine tendra vers x, c'est s dire vers le rayon du cercle fondamental. 

Dana le second cas, ce sera l'inverse et la superficie de B ne tendra 
paa v e r s o .  

Supposona doric q u e R  o aoit de l~ I ~" cat~gorie. Dana ce cas /~  
engendrera une ~quafion fuehsienne 

d'v 
( i ' )  = Y ) "  = o 

qui appartiendra h un type T'  moins compliqu~ que T. Supposons pour 
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fixer les id6es q -  i. Duns ce cas R'0 aura deux cbtds de moins que 
R 0. I1 arrivera alors, ou blen que l'6quation (t') aura un point singulier 
de m0k~s que l'6quation (:), ou bien que la relation (2') sera de genre 
p - - I  au lieu d'6tre de genre p e t  que l'6quation (i') admettra deux 
points singuliers de plus que l'6quation (I). (Vide infra page 262.) 

Supposons par exemple, pour fixer les iddes que ce soit le premier 
eas qui se pr6sente. Je dis que les modules de la relation (2)vont tendre 
vers ceux de la relation (2') et que les points singuliers de l'~quation (I) 
vont tendre vers ceux de l%quation (I') de telle fa(;on que parmi les 
points singuliers de l'6quation (:) il y e n  ait deux qui tendent vers un 
seul et mdme point siogulier de l'6quation (:'). 

Je vais montrer d'abord que les fonctions thdtafuchsiennes engcndrb, es 
par //0 tendent vers celles qui sont engendr6cs par R'0. 

Consid6rons les s~ries: 

+ Y,) :,,, O'(z,,H) : Z H ~ - ~ - ~  (T~z + . 

O t  ~ oh H est l al~,orlthme d'une fonction rationnellc queiconquc et off 

[ a,z + fl,~ ( u'iz + ~9'i~ ddsignent rcspeetivement une substitution z, ~'~z+3~] et ,z' r , z ~ ]  

queleonque du groupe G et du groupe G'. Je dis que 

lira O(z) = if(z). 
t = 0  

On peut trouver un e6ntour C entourant le point "z et assez petit 
t * �9 �9 pour q u ' i l  soit int~rieur k R0 et k t l  o e t  qu'il reste mterleur k R0 pour 

z 

toutes les valeurs suffisamment petites de t. On appellera a la S de ee 
contour, 2 la ~ du plus grand are de eerele orthogonal au eerele fonda- 
mental qui puisse 6tre trae~ k l'int~rieur de C; on appellera r u n e  
quantit~ queleonque, A la L de la droite oz et on posera comme dans 
le w i du Mdmoire sur les fonctions fuchsiennes (Aeta M a t h e m a t i e a ,  
T. I, p. 2o6) 

rr (e~A q_ e_~A + 2).,eSa+2,. , K=4- -  ~ 
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Appelons S, et S', la somme des termes des s6ries 0 et 0' qui eorres- 

a'~z + fl'~ situ~s ~ l'int6rieur du cercle M pondent k des points a~z +f l~  et ~ , 
r~z+ 3i y i z  + 3~ 

dont le centre est l 'origine et dont le R est ( n - - 1 ) r .  Soit: 

0----- 8.  + R., o' --- s :  + R ' .  

Soit h la plus grande valeur que puisse prendre le module de H 
pour des transform6s du point z; nous aurons: 

Khe, ,O- . ,  ). Khe . (  ~ - ,. ). 
mod R. < mod R: < 

I ~ e ( l - m ) ' '  ~ I - -  e ( l - ra ) r  " 

Nous pourrons done prendre n assez grand pour que: 

s rood R', < ~ rood R. < g ,  3 

z 6tant une quantit6 donn6e. 

Le nombre n est d6sormais fixe et par cons6quent le cercle M. 
Nous pourrons maintenant prendre v assez petit pour que t variant 

de v k o, aucun des transform& de z ne sorte du cercle M ou n'entre 
dans ce cercle et pour que les divers transform6s de z par les substitu- 
tions de G qui n'appartiennent pas k G" soient tous ext6rieurs ~ ce cercle. 

Alors t variant de v k o, S. sera une fonction continue de t puisque 
c'est une somme d'un nombre fini de fonctions continues de t; pour t-----o, 
S. se r6duira k S'.; on pourra done prendre t assez petit pour que: 

Oil a u r a  alors: 

qnelque petit que soit ~. 

mod ( S ' ~ -  S,) < ~-. 

r o o d ( 0 - -  0') < e 

C. Q. F. D. 

Les fonctions fnchsicnnes ~ et y qui entrcnt dans l'6quation (I) 
peuvent ~tre choisies arbitrairement;  nous poserons 

o(~, H) 0(z, H,) 
x -  O(z, H , ) '  Y -  0(z, G)  
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H, //1 et H~ ~tant trois fonetions rationnelles arbitrairement ehoisies. 
Faisons de m6me: 

il viendra 

0'(z, H) ~r(z, H,) 
x~ --  q(z, H,) '  Y~ --  0'(z, H,) 

x~ --=- lim x ,  y~ ~ lim y. 
f = O  t~O 

On volt done qu'k la limite, la relation qui lie x et y se rbduira 
k celle qui lie x~ et y~ et que par consdquent les modules de la relation 
(2) se r6duisent h ceux de la relation (2'). 

De m~me nous aurons: 

[f+'"+' 3(+")' 1 , 3 K>' 
lira (,~')--~ ~ 4 - ~  3 ~ ~-(~])' 4 (~])+ 

' x"  ddsignant les ddrivdes premi6re, ,~econde, de. x par X ~  ~ . . . . . .  

rapport, a z. 
ll  rdsulte de lh: 

li,n n ) =  .+J:) 

et par cons6quent le.~ points singuliers de l'g~qtmtion (i) tendront vers 

ce,+,x de (,'). 
G. Q. F. D. 

Rien de tout cela ne reste vrai si le polygone R 0 est de la ~+ 

catSgorie. 
Dans le eas off le polygone R o est symdtrique, la chose peat  se 

d6montrer d'une manila, re toutc diffdrente. 
Supposons par exemple un quadrilat6re curviligne afy3, dont les 

c6t~s soient des arcs de cercle orthogonaux au cercle fondamentaI, et 
dont les angles soient des parties aliquotes de 7:,; je les appelle a, f ,  y, 3. 
Si nous prenons le sym~trique de ce quadrilat6re par rapport au c5t6 fly, 

nous obtiendrons, en adjoignant ces deux quadrilat6res Fun ~t l'autre, un 
hexagone qui engendrera un syst6me de fonctions fuchsiennes. Mais oll 
peut aussi cngendrer ces m~mes fonctions en cherchant b~ faire la reprb- 
sentation eonforme dn quadrilat~re afly(? sur un cerele de centre o et de 
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rayon I. Si z e s t  un point intdrieur an quadrilat(~re et x le point corres- 
pondant du cercle, x est une fonction fuchsienne de z. 

#,  

Supposons maintenant que le c6td r 3 devienne infiniment petit, puts 
s'annulle, le quadrilat6re se r6duira ~ un triangle aflr , dont le sommet 7. 
sera sur .le cercle fondamental et de telle fa(;on que l 'angle a7.fl soit nul. 
Consid6rons donc le quadrilat6re aflT3; je suppose que le c6t6 7"0" soit d6jK 
tr6s petit, mats ne soit pas encore nul. On pent mener une infinit~ de 
cercles /~7"~ tangents en T~ an cerele /~ et coupant en /~ le cercle a~ sous 
un angle 6gal ~ 17. Menons un de ces cereles fl~7.~, de telle fa~on que le 
triangle a/~7.~ soit tout critter intdrieur au quadrilat6re, mats soit d'aillenrs 
aussi grand que possible. Menons encore un autre de ees cercles fl~7.2, 
de telle fa(;on que le quadrilat6re soit tout entier int6rieur au triangle 
afl.~T~, mats que ce triangle soit d'ailleurs aussi petit que possible. 

Soit z 0 un point intdrieur ~ ~fl~?~. Supposons qu'on fasse sur le 
cercle de rayon i e t  de centre o, la repr6sentation conforme de afl~7.~, 
puts de at~r3 , puts de ~fl27"~, de telle fa(;on qu'au point z 0 eorresponde le 
centre o. Soient respectivement x~, x et x~ les points du cercle q~'fi 
correspondent k un point z de afl~T~, ou de afl~3, on de afl~r~. On aura: 

modx~ > m o d x > m o d x  2. 

Lorsque le cStd •3 s'annullera tout h f a i t l e s  deux triangles afl~7.~ et 
afl.2"j3 se eonfondront et il est aisd de montrcr qu'on aura: 

d'o~l 

lira rood X 1 = lim rood x~ 

lim rood x~ ---- lira rood x 

l imx 1 = l imx.  
C . Q . F . D .  

C(~ttc d6monstration dont je n'ai d'ailleurs donn6 qu'un aper(;u ne 
s'appliqucrait pas 'm eas oh R o n e  serait pas symdtrique. 
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w 10. Types symdtriques.  

Je vais appliquer d'abord ~ un cas simple la m6thode de continuit6. 
Soit : 

d~v 
=  (x)v 

une 6quation tetle que F soit rationnel en x, que les points singuh~ers 
soient tous r6els et que l'6quation d6terminante relative s chacun d'eux 
air une racine double. Le type T dont fait partie cette dquation sera 
dit symdtrique, parce que si ce type contient une dquation fuchsienne, le 
polygone g6ndrateur correspondant est sym6trique. 

Je dis que tout type sym6trique contient une 6quation fuchsienne. 
Si le nombre des points singuliers est dgal ~ 3, on peut toujours, 

par un changement lin6aire de variable, supposer que ces points sont 
pr6cis6ment o, i et c~; alors oil salt qu'il existe une 6quation fuchsienne 
clans le type T, car cette 6quation est prdcis6ment celle qui d6finit le 
carr6 du module d'une transcendante elliptique en fonction du rapport 
des pdriodes. 

Supposons maintenant que le type T admette 4 points singuliers; on 
peut toujours par un changement lin6aire de variable supposer que ces 
quatre points sont 

0, I, a et C~ 

a 6tant une quantit6 r6elle positive plus grande que I. 
Soient maintenant a, fl, r, 3 quatre points situds sur le cercle fonda- 

mental, et je suppose qu'en parcourant ce cercle, on les rencontre prdcis6- 
ment dans l'ordre a, ,8, r, 3. Ddcrivons quatre cercles, orthogonaux au 
cercle fondamental, et passant respectivement par les points a et fl, fl et T, 
r et 3, 3 e t a .  Nous aurons ainsi un certain quadrilat6re. Construisons 
le quadrilat6re sym6trique du premier par rapport au cercle 3a par 
exemple; l'ensemble de ces deux quadrilat6res formera un polygone R o 
qui engendrera un groupe fuchsien symdtrique de genre o et de la 2 ~ 
famille que j'appelle G. 
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Formons Its fonctions fuchsiennes correspondantes e t c n  particulier 
la fonction : 

x = f(z) 

1'aide de laquelle toutes les autres s'expriment rationnellement. Pour 
achever de d6finir cette derni6re fonction nous @rirons: 

(~) = O~ 

et nous poserons: 

f ( f l )  = , ,  f ( 3 )  = o o  

f(T) ~ C .  

c sera rdel positif et plus grand que i. Alqrs z scra ddfini en foncfion 
de x colnme le rapport de deux intdgrales de l '6quation fuchsienne: 

d~v 

off ~ est rationnel en x, oll lcs points singuliers seront o ,  I, c et oo et 
de tclle sorte que chaque dquation d6terminante ait une racine double. 

Pour faire voir que T contient une 6quation fuchsienne, il suffit 
donc de montrer qu'on peut choisir a, /~, y, 3 de telle sorte que 

c = a ,  

Supposons donc que les points a, i?, 3 restent fixes et qu'on fasse 
d6crire au point y, l'arc /~3 du cercle fondamental, depuis le point /? 
jusqu'au point 3. 

Voici ce qui st passera: 
I ~ Les sSries th6tafuchsiennes d6finics au w I du Mdmoire sur tes 

fonctions fachsiennes seront des fonctions continues de y, car elles sont 
uniformSment eonvergentes, comme je l'ai fait voir dans ce paragraphe. 

2 ~ I1 en sera done de mdme des fonctions fuchsiennes elles-m~mes 
et par consSquent de c. 

5 % En vertu du lemme fondamental, c ne pourra prendre  deux 
lois la mSme valeur. 

4 ~ Lorsque le point y se rapproehera ind6finiment du point fl, le 
quadrilat6re airy3 se r6duira au triangle a•id, et le polygone R 0 st rdduira 
au quadrilat6re R0 form6 de ce triangle et du  triangle sym6trique par 
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rapport au cercle a,). Lc second lemmc nous apprend done que c tcndra 
vers l'unit6. 

5 ~ . Pour la mdme raison quand 7" tendra vers #, c tendra vers 
rinfini. 

En r6sum6, quand 7" variera en suivant le cercle fondamental depuis 
/3 jusqu'~ #, c croitra d'une fa(;on continue depuis i jusqu'~ l'infini. 
c prendra doric la valeur a qui est comprise entre I e t  l'infini. 

C. Q. F. D. 

Supposons maintenant un type T admettant non plus 4, mais 5 
points singuliers. On pourra toujours supposer par un changement lin6aire 
dc variables que ccs 5 points singuliers sont: 

avec les in6galit6s. 

( ' )  

O, I, ~ b~ c~ 

~ < a < b  

a e t  b 6tant des q_uantitds rdelles. 
Si nous regardons a e t  b comme les coordonn6es d'un point dans le 

plan, nous verrons qu'h, chaque type T correspond un point d'une rdgion 
plane limit6e par les deux droites a---= i, a ~ b et par la droite b----oo. 
Cette r6gion n'est autre chose que la multiplicit6 S'  d@finie dans le para- 
graphe 8. On volt qu'avec notre mani6re de consid6rer les choses, cette 
multiplicit6 est ouverte. 

Prenons maintenant sur le cercle fondamental cinq points a,/3, 7", el', z 
se succ6dant sur ce cercle pr6cis6ment dans cet ordre. Il en rdsulte 
clue l'on a: 

arg a > arg/3 > arg • > arg ~ > arg z. 

Construisons le pentagone afli.~)s , puis le pentagonc symdtriquc par rapport 
au c6td as et nous aurons un polygone R 0 qui engendrera un groupe 
fuchsien G. Parmi les fonctions fuchsiennes eorrespondant ~ ce groupc, 
appelons x ~ - f ( z )  celle ~ l'aide de laquelle les autres s 'expriment ration- 
nellement et qui de plus est telle que 

= o ,  f ( / 3 )  = , ,  = 
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f(r) = . ,  f(o) = b 
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sont rdelles positives et tellcs que 

l < a < b .  

Lorsque r ~ / ~  tendra vers o, a tendra vers I; lorsque r ~ 5 tendra 
vers o, a -  b tendra vers o; enfin lorsque 3 - - ~  tendra vers o, b croitra 
ind6finiment. De plus lorsque a, fl et e restant fixes, on fera varier r 
et 3, a et b seront des fonctions continues de r et de O. 

Si l'on consid6re les arguments de r et de 3 comme les coordonfi6es 
d'un point dans un plan, ces arguments 6rant soumis aux in6galit6s: 

a r g f l < a r g T < a r g 3 < a r g z  

le point correspondant sera situ6 k l'int6rieur d'un triangle limit6 par les 
trois droites 

argf l - -~arg~,  arg T = argO, arg ~ = arg e. 

Ce triangle ne sera autre chose que la multiplicit6 8 qui sera ouvcrte 
comme la multiplicitd S'. 

Cela posd, ~ chaque point de S correspond un point et un seul de 
S'; ~ chaque point de S' ne peut correspondre plus d'un point de S. )k 
chaque point de la p6riph6rie de S correspond un point de la p6riph6rie 
de S'. I1 r6sulte de l~ ndcessairement qu's tout point de S' correspond 
un point de S. 

En d'autres termes, on peut toujours choisir le pentagone aflT3e, de 
telle fagon que a et b aient des valeurs donndes, c'est ~ dire que tout 
type fuchsien sym6trique n'admettant que 5 points singuliers contient une 
6quation fuchsienne. 

La d6monstration est absolument la m~me pour un plus grand 
nombre de points singuliers; d'ofi cette conclusion: 

Tout type fuchsien symdtrique contient une dquation fuchsienne. 
On volt que dans le cas particulier des types symdtriques l'applica- 

tion de la m6thode de continuit6 ne pr6sente aucune difficult6. 
On peut tircr de ce qui pr6c6de une conclusion importante. 
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Considdrons une fonetion y de x, qui ne peut cesser d'6tre holomorphe 
err x que si x prend une des n valeurs a~, %,  . . . ,  a , ;  supposons de 
plus que ces n valeurs sont rdelles. 

Consid6rons le type fuchsien symdtrique qui admet les n points 
singuliers ai, a2~ . . . ,  an. I1 contient une dquation fuchsienne et dans 
cette 6quation la variable est une fonction fuchsienne du rapport z des 
int6grales : 

Z ~ f ( a ) ,  

Cette fonction n'existe pas ~ l 'ext&ieur du eercle fondalnental; si nous 
supposons a~-=-cx9 elle est holomorphe b. l'intdrieur de ce cercle et elle 
ne peut prendre aucune des valeurs a~, a~, . . . ,  a..  

I1 r&ulte de lg qu'i~ l'intdrieur du cercle fondamental y est holo- 
morphe en z. 

Donc s i y  es t  une fonction de x admettant seulement un hombre fini de 

points singuliers qui soien.t tous rdels, on peut trouver une variable z telle 

que y e t  x exprimdes en fonctions de z n'existent pas it l'extdrieur du cercle 

fondamental et soient holomorphes dt l ' int&ieur de ce cercle. 

On peut supposer en particulier que y est une fonction alg6brique, 
ou rint6grale d'une dquation lin6aire ~ coefficients alg6briques, tell~ que 
tous les points singuliers soient r6els. 

w 11. G d n d v a l i s a t i o n  d a  th~or&me  p vdcddent .  

Nous n'avons encore appliqu6 la mdthode de continuit6 qu'aux types 
symetmque., mais avant d'aborder l'6tude de types plus compliqu&, nous 
allons tirer du %sultat obtenu tout le parti possible. Soit: 

d~v 

d . '  = 

une 6quation telle que ~'(x) soit rationnel en x, que les points singuliers 
soient al, a2, . . . ,  an, mais ne soient pas tous rdels et que ehaque 5qua- 
tion d6terminante ait une racine double. 

Appelons T l e  type dont fait partie eette 5quation. 
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Je d6montrerai plus loin que ce type contient une 6quation ft~ch- 
sienne, mais ce n'est pas cela que j 'ai ell vue pour le moment;  je veux 
faire voir qu'il y a un type subordonn6 it 1' qui contient une dquation 
fuchsienne; en d'autres termes, qu'il  existe une fonction fuchsienne, qui 
ne peut  prendre ~ l 'int6rieur du cercle fondamental aucune des valeurs 
al,  a~, . . . ,  a. et qui de plus ne peut prendre non plus certaines autres 
valeurs b~, b~, . . . ,  bk. 

Nous nous regardons done comme libres d'adjoindre au tableau des 
quantit6s a, telles quantit6s qu'il nous conviendra d'y ajouter. Nous 
pouvons toujours supposer que si le tableau des hombres a contient une 
quantit6 imaginaire, il contient aussi sa conjugu6e; car si cette conjugu6e 
n'y 6tait pas contenue, on l 'y  adjoindralt. 

Je suppose que ]e th6orSine soit vrai quand le tableau des.quantit6s 
a ne contient que q ~ i couples de valeurs imaginaires et je vais faire 
voil' qu'il est vrai quand ce tableau contient q semblables couples. Cela 
suffira, car dana le paragraphe pt~c6dent, j 'ai d6rnontr6 le th6orSme pour 
le cas off toutes les quantit6s a ~ont r6elles. 

Supposons donc que le tableau des quantitSs a ~ ,  a 2 , . . . ,  a .  contient 
n -  2q quantit6s r6elles 

(~) a l ,  a 2 ,  . . . ,  a,,_~q 

et 2q quantit6s imaginaires conjugu6es deux ~ deux 

( : )  ai,  a;, . . . ,  

Posons : 

fZ(x) = ( x - -  a'm)(X ~ a;)  . . . ( x  ~ a;q); 

~(~) sera un polynSme entier ~ coefficients r6els. L'~quation: 

= o 

aura au moins une racine r6elle, et par cons6quent au plus q - -  i couples 
de racines imaginaires. Soient 

C l  ~ C2 ~ . . . ~ C 2 q - 1  

les racines de cette ~quation. Posons: 

n - -  2 q =  p ,  2 q - -  x - - - - -m.  
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Parmi les quantitds suivantes 

(4) o, ~(a,), F(a~), . . . ,  ~,(a,); ~r(c,), f (c , ) ,  . . . ,  f(c,,,) 

il y aura au plus q - - I  couples de valeurs imaginaires. 
On peut donc construire une fonction fuchsienne F(z) qui ne peut 

prendre aucune de ces valeurs i)uisquc le thdor('~mc est supposd vrai pour 
un syst6me de valeurs ne contcnant que q ~ ~ couples de quantitds 

imaginaires conjugu6es. 
eosons 

r  = ~(~). 

On voit d'abord que x est fonction uniforme de z; en effct cela ne pourrait 

cesser d'avoir lieu que si l'on avait:  

d'oh 

r  = o 

--- c , ,  F ( z )  = ~(~,)  

be qui est impossible. 
De plus x ne peut prendre aucune des valeurs 

sans quoi l'on aurai t :  

.F(z) = ~(a,) 

ce qui est impossible, ni aucune des valeurs: 

a',, ,;, . . . ,  a;q 
sans quoi l'on aurait 

/~'(~) = o 

ce qui est impossible. 
La d~rivde de x par rapport k z ne peut jamais s'annuller, sans quoi 

celle de F par rapport ~ z s'annullerait 5galement, ce qui n'a jamais lieu. 
D'ailleurs x est une fonction fuchsienne de  z. En effet soit: 

V/~ 
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on aura, puisque F est une fonction fuchsienne 

dSv 
- r  

~b(y) 6tant une fonction rationnelle en y. 
Si nous posons ensuite 

w---- d r / ~  

249 

d'ol l  

il vicndra: 

(5) d , '  --  [p'(x)] [q,(x)] -t- 7 L~--v~J = ~(z) l w 

oh le coefficient de w est une fonction rationnelle en x. 
Ainsi x est une fonction uniforme de z, c'est s dire du rapport  des 

deux int~grales de l%quation (5). C'est donc une fonction fuchsienne. 
Ainsi x est une fonction fuch~ienne qui ne peut prendre aucune des 

valeurs (x) et (2), mais qui de plus ne peut prendre non plus aucune 
des valeurs telles que ? ( x ) =  ?(a,) ou ? ( x ) =  ~(c , ) .  

Appelons 

bi, b,, . . . ,  b~ 
ces valeurs. 

L'dquation (5) qui est une (!quation fuehsienne admet comme points 
singuliers 

a l ,  a , ,  . . . ,  ap, a~, a'~, . . . ,  a ; , ,  b,, b,,  . . . ,  b, 

et de telle sorte que toutes les 5quations d~terminantes aient une racine 
double. Elle appartient donc s un type subordonn~ k T. 

Ainsi il est toujours possible de trouver une fonction fuchsienne 
x ~ f (z)  qui ne peut prendre n valeurs donndes 

a 1, 62, . . . ,  an 

et qui ne peut prendre non plus k autres valeurs non donn~es 

b l ,  bl, . . ~ ,  bt. 
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ik cette fonction fuchsiennc correspond une ~quation fuchsienne dont 
les points singuliers sont les a et les b et dont toutes les ~quations dd- 
terminantes ont une racine double. Cette dquation fait partie d'un type 
subordonn6 {~ T. 

Soit maintenant y une fonction de x qui n'admet d'autre point 
singulier que les a. Si on pose x----f(z), y sera fonction uniforme de z. 

C'est ce qui arrivera en particulier lorsque y sera l'intdgrale d'une 
6quation lin6aire ~ coefficients alg6briques. 

Ainsi on peut toujours trou,,er une variable z, dont la variable x et les 

int~grales d'une pareille dquation sont des fonctions uniformes. 

w 12. Po lygones  l imi tes .  

Je dirai que deux polygones gdn6rateurs R 0 et R~, de deux groupes 
fuchsiens G et G' appartiennent ~ une mdme classe lorsqu'ils satisferont 
aux conditions suivantes: 

I ~ Le nombre des cbt6s des deux polygones est le mdme. 
2 ~ Si deux c6t~s de R 0 sont conjugu~s, les deux cbt~s de mdme 

rang de R0 sont 6galement conjuguds. I1 cn rdsulte que les sommets 
des deux polygones se r6partissent en un mdmc hombre de c~'cles de 
telle fa~on qu'k chaque cycle de R o corresponde un cycle de R~ et 
r~ciproquement. 

3 ~ La somme des angles de deux cycles correspondants est la. mdme. 
Les polygones d'une mdme classe ddpendent d'un certain hombre de 

param~tres. Supposons par exemple pour fixer les" id6es qu'ils soient 
compl6tement ddfinis (1) lorsqu'on se donne trois param6tres x, y, z, mais 
que ces trois param6tres ne soient pus ind6pendants et soient li6s entre 
eux par une relation 

( i )  f ( x ,  y, z) - -  o .  

(t) II reste bien entendu que deux po]ygones ne sont pus distiucts lorsqu'on peut 

passer de l'un ;~ l'autre par une substitution ]indaire qui n'ahbre pas le cercle fondamental. 
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Si nous regardons x, y e t  z commc les coordonn6cs d'un point dans 
l'espacc, h chaque polygone de la classe correspond un point d'une surface 
,q~ d6finic par l'6galit6 (I) de sorte qu 'g . la  classe tout entidre correspond 
cctte surface ou une portion de cette surface. 

Mais en g6n6ral, pour que le polygone R 0 puisse ~tre le polygone 
g6n6rateur d'un groupe fuchsien, x, y et z doivent satisfaire non seulement 

l'6galit6 (~), mais encore ~ ccrtaines in6galitds (:). Aussi i~ la classe 
col~sid6rde correspond seulemcnt une pattie de la surface S~ et cette partie 
est limitde par certaines courbes fronti6res dont on obtient l '6quation en 
rempla(;ant dans une des in6galitds (2) le signe de l'in6galit6 par celui 
de l'dgalit6. 

Prenons un exemple. Soit un polygonc B 0 de la seconde famille et 
du genre o; ce sera par exemple un hexagone abcdef. Les ebt6s abe t  
be, cd et de, ef et fa sont conjugu6s de telle sorte qu'il y a quatre cycles 
b, d, f e t  ace. Les six sommets devront satisfaire k I'L relation suivante: 

- -  ( a  - -  b ) ( c  - -  d ) ( e  - -  [ )  = (b  - -  c ) ( d  - -  e ) ( f  - -  a ) .  

Soit ~(p) le ra,pport anharmonique de # par rapport aux trois points 
b, d et f de telle sorte que: 

i ) o so I l s  

Le polygone R 0 sera enti6rement d6fini quand on connaltr~ x, y e t  z; 
mais entre ces trois param~tres nous avons la relation suivante: 

( , ' )  x ( I  - -  = --y). 

C'est l '6quation d'un paraboloide. 
Mais x, y e t  z doivent satisfaire en outre aux in6galit6s 

(2') x < o < z <  i < y  

de sorte qu'on ne dolt conserver qu'une portion du parabolo~de (I'). 
Cette portion dolt 6tre regard6e comme limit6e par les six droites 
suivantes 
17-  665006 Acta mathematica. 4 
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( 3 )  ,x = z = o 

(4) 

( 5 )  y = z - -  

(6) Z = I 

(7) x = y = co 

(8) y = o o  

y----:  

X ~ C ~  

Z ~ O .  

Ce seront los eourbes frontiSres de la portion utile du parabololde; 
k chaque point de cette portion utile eorrespondra un polygone de la 
classe envisag~e et r6ciproquement. 

Supposons maintenant que, dans la classe considdrdc, il faille p 
param~tres x~, x2, . . . ,  x v pour d~finir compl/3tement le polygone R o et 
que ces p paramStres satisfassent d'une part k une 6galit6 (I), d'autre 
part k certaines indgalit~s (2). Si l'on rcgardc xl, x~ , . . . ,  xp comme les 
coordonn(~cs d'un point dans respace ~ p dimensions, cctte 5galit5 et ces 
indgalit6s ddfiniront une portion de surface, une multiplicit5 (Mannig fa l toke i t ) ,  

comme disent lea Allemands. J'appellerai M 1 cette muttiplicitd qui aura 
p - -  I dimensiona. Elle sera en gdndral ouverte et sera limit5e par des 
multiplicit6s frontiSres de p - - 2  dimensions, puisque les x satisfont non 
seulement k une ~galit~, mais encore k des in6galit~s. Ccs multiplicit6s 
fronti~res sont analogues aux courbes frontiSrea dont il a ~td parld plus 
haut et on obtient leurs ~quations en rempla(;ant dana l'une des inSgMit6s 
(2) le signe de llne~,an~e par celui de l egahte. 

Consid~rons un point de la multi plicit5 M~ qui soit infiniment voisin 
de l'une des multiplicit~s fronti~res. A c e  point correspondra un polygone 
dont certains dl&nents seront infinit~simaux et que j"appellerai pour cette 
raison polygone limite. 

Nous allons envisager d'abord une classe de polygones /~0, du genre 
o, de la 2' famille; le nombre des cSt6s sera 2n; chaque c5t6 de rang 
impair sera le donjugu~ du cbt~ dont le rang est plus ~lev5 d'une unit5 
(]e c6t~ de rang : p - -  i sera le conjugu6 du cSt~ de rang 2p). De c~tte 
fagon , si je d~signe par la notation % le sommet qui sgpare lea c6t4s de 
rang p et de rang p ~  I, chaque sommet d'indice impair formera un 
cycle k lui tout seul, pendant que tousles sommets d'indice pair formeront 
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un seul cycle. I1 y aura done en tout n + I cycles et tous les  sommets 
seront d'ailleurs sur le cercle fondamental. Pour d6finir un pareil poly- 
gone il suffit de se donner 2 n -  3 de ces sommets, les trois autres dtant 
supposds fixes. D'ailleurs entre ces 2 n - - 3  param6tres nous avons la 
relation : 

_ . . .  = . . .  

outre les indgalit6s: 

(2") argct~ < a r g ~  < a r g ~  < . . .  < arg~, ,  < argo,  4- 2ft. 

Jc consid6re d'autre part les fonctions fuchsiennes engendrdes par R 0 
et parmi elles, une de celles s l'aide desquelles toutes les autres s'expri- 
lnent rationnellement. Je l 'appelle f(z). Les points singuliers de l'6qua- 
tion fuchsienne correspondantc sont alors au hombre de n 4- I; ce sont: 

et 

. . . ,  

/'(%) : -  f(a4) . . . . .  f(~,,)" 

Je vais Chercher quels sont les polygones limites de la classe en 
question. Pour les trouver il faut dans l'une des in6galitds (2") remplacer 
lc signc dc J'indgalit6 par celui de l '6galit6; d 'oh:  

arg ~ -~ arg ~+~ ; G[f = ~ i + l  

c'est k dire qu'un des c6tds du polygone R 0 doit devenir infiniment petit. 
Mais en vertu de l'dquation (I") si un c6t6 de rang pair devient infini- 
ment petit, il faut qu'un c6t6 de rang impair le devienne 6galement, et 
rdciproquement. I1 y aura done toujours au moins deux c6t6s qui 
s 'annulleront. De lh trois esp6ces de polygones limites. 

t ~ Ceux dont deux c6tds conjugu6s s'annullent. 
2 ~ Ce'ux dont deux c6t6s non conjugu6s s'annullent. 
3 ~ Ceux dont plus de deux cbtds s 'annullent k la fois. 
Ainsi dans le cas du parabolo:ide (t ') ,  les droites fronti6res (3), (5) 

et (7) correspondent ;, des polygones limites de la I ~r' esp6ce; lea droites 
(4), (6) et (8) ~ des polygones de la 2" esp6ce et les points: 

x ~ z - ~ o ,  y~--- I ;  x - - - -o ,  y = s - - - -  I ;  etc., 
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qui al)partiennent h la lois ~ deux de ees droites frontidres correspondent 

des polygones de la 3 ~ espdee. 
Les polygones limites de la 3 ~ espdee sont dvidemlnent des cas 

partieuliers de eeux des deux premi&es, l~aissons les pour un instant de 

edt6 et eherehons ~ montrer  que ceux de la 2 ~ esp6ce se ramdnent 
eeux de la I 6re 

En effet si nous envisageons un polygone de la 2 ~ espdee, l 'un de 

ses edtt;s infinitdsimaux sera de rang pair. Je  puis supposer que l'on ait 
num&ot6 les edtds de telle far que ee soit prdcisdment le edt~ de rang 

2, %%. L'autre edtd infinitdsimM sera par exemple %,%,+~. Ces deux 

edtSs seront s6pards par / ) - - i  paires de eStds eonjugu6s % %  et %a4; 

a~a, et a~a6; etc.; %,_~%,_~ et ao.v_~% ,. Joignons, par un ar t  de eerele 
orthogonal au eerele fondamental, %, : it a,;  nous part agerons ainsi le 

polygone Ito en deux autres r0 et r0; r0 contiendra par exemple le sommet 
%, et r; le sommet a._,. Soit r0' le transformd de r0 par la substitution 

qui change %,_~%,_: en %,%,._:,  et posons 

R; = r0 + r; ' .  

Le polygone R'0 sera dquivalent it It0, il admettra deux edt& infinit&i- 
maux, g savoir %,%,+: et le transform5 de a~a..,. Ces deux cdtds ne seront 

plus sdpards que par l J -  2 paires de cdtds eonjuguds. En operant sur 

B0 eomme on a op6r6 sur B0, Oll obtiendra un polygone R0' oh Its deux 
edt6s infinit6simaux ne seront plus s6parf's que par 1 ) - -  3 paires de edtds 
eonjugu6s, et en eontinuant de la sorte, on finira par arriver "t un poly- 

gone So, 6quivalent h R 0 et dont les deux edtds infinit6simaux seront 

eonsdeutifs. Tous Its polygones R0, R0, /17o', . . . ,  SQ auront une partie 
commune qui sera ro. Le edt6 infinitdsimal a~%,+~ et son eonjugu6 
a~p+:%,;o appartiendront done h. So. Le second e6t6 infinit6simal sera par 

exemple fl%~. Joignons maintenant fl%,+~ par un are de eerele orthogonal 
au eerele fondamental.  Le polygone S O se trouvera divis6 en deux parties; 

le triangle a~pfla.2p+~ = So et So ----- So - -  s{,. Soit r le transform6 de fl par 
la substitution qui ehange %,a2p+~ en a>+2%,+~ et soit %,+@a2v+: = So' le 

triangle transform6 de so par eette substitution. Le polygone So = So + So' 

sera 6quivalent ~ S o et il est ais6 de voir qu'il n'a que deux e6t6s 

infinit6simaux, g savoir fl%o+~ et y%0+: qui sont eonjugu6s. 
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I1 est vrai que le polygone S~ quoiquc dquivalent i~ R0 n'appartient 
pas ~ la m~me classe, parce qu e les paires de c6tds conjuguds sont 
distribudes d'une autre mani~re; mais il est ais~, par des transformations 
convenables, de ramener le polygone S'0 b~ un polygone dquivalent S~' 
admettant comme S~) les c6t6s infinit6simaux conjuguds fla~p+~ et r~+~  et 
dont chaque c6t6 de rang impair est conjugud du c6td pair qui le suit. 

Nous sommes ainsi amends ~ nous occuper principalemcnt des poly- 
gones limites de la I ~r espdce. 

Considdrons un pareil polygone dont les deux c6tds conjuguds soient 
~a~ et a ~ .  Nous distinguerons deux catdgories de polygones de la 
I ~re espdce. 

I ~ Ceux de la i ~'e catdgorie seront tels que 

05] - -  g.ll 

~2 t t  - -  ~ t  

2 ~ et ceux de la 2 e catdgorie seront tels que 

r - -  a I < �9 

Dans Ie premier cas, on a entre les sommets du polygone les rela- 
tions suivantes 

9) ~ 1  ~ (~2 ~ 012n 

Le polygone R 0 se rdduit donc (lorsque passant ~, la limite on annulle 
ses cdtds infinitdsimaux) ~ un polygone R'0 tout b, fait analogue, mais dont 
le nombre des cbtds n'est plus que 2 n - - :  au lieu de 2n. 

Disons quelques mots des groupes G et G' engendrds par ces deux 
polygones R0 et R0. Appelons S, la substitution parabolique qui change 
ai__lO[i e,n ai+l~{ / ( i  dtant essentiellement impair). Le groupe G sera ddrivd 
des n substitutions 

S , ,  . . . ,  

La rSsultante 

sera parnbolique et admettra le point  double a2.. 
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Lorsque R o se rdduit ~t R0, les substitutions $ 3 , . . . ,  S~._i devien,ent 
S~, . . . ,  S~._~ et restent paraboliques, mats la substitution S~ devient 
illusoire et n'a p lu s  aucun sens. Le groupe G' est donc d~riv6 des n - -  i 
substitutions 

. . . ,  

En vertu de la relation (I') la r~sultante 

S3 �9 ~ �9 S2n--  l 

est parabolique. 
Donc les sommets d'ordre pair de R'o forment un cycle parabolique 

(3' sous-cat~gorie) e t  par consequent R0 et ses transform~s par les diverses 
substitutions de G' rempliront tout le cercle fondamental (cf. Th~orie des 
grouTes fuchsiens w 6). 

Alors en appliquant le 2 d lemme, on verrait que la difference 

tend vers o et que le type T, dont fait partie l'(~quation fuchsienne 
engendr~e par iR0, se r~duit k un type T' plus simple n'admettant plus 
que n points singuliers. 

Supposons maintenant que deux cStds aia 2 et a2,al tendent v e r s o  
de telle fa~on que 

l i m  a ,  - - . ,  < I 
a 2 a - - - a l  ~> " 

La relation (i ") cessera d'avoir lieu. La rdsultante 

S;S;... S;._l 

gera hyperbolique et non parabolique; les sommets d'ordre pair de R; 
formeront un cycle hyperbolique (4 0 sous-cat6gorie) et par consdquent 
les transform(is de /~0 par les substitutions de G' ne rempliront pas tout 
le cercle fondamental, mats seulement une portion de cercle limit6e par 
une infinit6 de circonfdrences. (Cf. 1~dorie des groupes fuchsiens w 6.) 

Le 2 d lemme n'est donc pas applicable, ce qui montre quelle diff~- 
fence profonde a6pare les polygones limites de la i "  et de la .2" categories. 
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On pourrait  faire une th6orie tout k fait analogue des polygones 
limites de la 3 ~ esp~ce qui ne sont que des cas particuliers de ceux de 
la i ~'~ et de la 2 ~ 

Comme deuxi~me exemple, nous consid~rerons un polygone R 0 du 
genre o, dont les c6t6s seront dispos6s comme dana l 'exemple p%cgdent, 
mais qui appartiendra k la I ~~ famille et dont par cons6quent t o u s l e s  
sommets seront k l 'int~rieur du cercle fondamental et tous les  cycles seront 
elliptiques (I ~'~ cat6gorie). 

Nous appellerons 

lea angles de ce polygone qui ont leurs sommets en 

~1~ 0ts~ . . . ~  0t'$~--I 

et b la somme des autres angles du polygone. Ces divers angles doivent 
~tre des parties aliquotes de 2zt; j e  les regarderai comme donn6s; la 
classe k laquelle appart ient  R 0 est alors parfaitement d6finie. Dans ce 
qui va suivre, nous envisagerons la / ,  des cbt6s de ce pojygone et non 
leur longueur g6om6trique. Dans l 'exemple pr~cddent, quand nous disions 
qu'nn c6t6 6tait infinimen t petit, cela s'entendait de sa longueur; ici au 
contraire cela s'entendra de sa L (qui n'est autre chose que la longueur 
au point de vue de la g6om6trie non-euclidienne; cf. Groupes fuchsiens w i; 
Fonctions fuchsiennes w I). 

Cela pos~, comment peut-on concevoir que le polygone R 0 devienne 
un polygone limite? Cela pourrait  se concevoir de trois mani~res. 

1 ~ Si un c6td devenait infiniment petit. 
2 ~ Si un angle s'annullait. 
3 ~ Si un c5t6 devenait infiniment grand. 
I1 est aisd de voir que lea deux premiers cas ne se pr6senteront 

jamais, sans que le troisi~me se p%sente 6galement; examinons donc le 
troisi~me. 

Supposons qu'un c5t6 de Ro, a2,a~ par exemple, devienne infini; il 
en sera de m~me du conjugu6 a~a~. Mais tangle  de ces deux c6t6s qui 
est a 1 est donn6 et fini. Donc la diagonale a2.a~ est infinie. Mais cette 
diagonale est plus petite que la somme des 2 n - - 2  autres cbt6s. Donc 
l 'un de  ces c6t~s est infini. Ce sera par exemple a~p_~a~p_~ et il en sera 
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de m~me par consequent de son eonjugu6 a2p_la~p. Joignons par un arc 
de cercle orthogonal au cercle fondamental, les deu:k sommets oh, a~p_~. 
Nous aurons ainsi divis6 /t  o en deux polygones partiels: r 0 qui comprendra 
le sommet a~, et r0 qui comprendra le sommet a2n. Soit maintenant 
r o' le transform6 de r0 par la substitution qui change a~a~ en ala~n. Le 
polygone R'a = r'o + r'o' qui est ~quivalent ~ /t  o a comme lui quatre c6t6s 
infinis, mais ces quatre cStSs sont cons6cutifs. I1 r~sulte de l~ que nous 

pouvons toujours supposer que les 4 cbt6s infinis de / t  o sont a2,,a~, ala:, 
a2a3, a~a 4. C'est ce que nous ferons. 

On peut supposer aussi que / t  o a, plus de quatre cbt6s infinis; mais 
ce n'est qu'un cas particulier que nous laisserons de c6t6 pour le moment;  
nous supposerons done que les 2 n ~ 4  autres cbt6s sont finis. Dans ce 
cas, on peut d6montrer sans trop de difficultds que la diagonale a~a~ est 
finie. Appelons r o le triangle %%~3 et ro le reste de R o. Appelons ro' 
le, triangle a3~a , transform6 de r o par la substitution qui chang2 %% en 
aa%.  Le  polygone Ro = ro + r'o' sera 6quivalent ~ R o et il n'aura plus 
que deux e6t6s infinis a~a~,, et fl% qui seront eonjugu6s, pendant que les 
deux cdtds.conjugu6s a~a 3 et %fl  seront finis. Ces deux derniers cdt6s 
ont leur L finie, mais leur longueur g6om6trique est infiniment petite. 
Supposons que nous passions ~ la limite et que ces deux cdtds s'annullent. 
Le polygone B'0 se r6duira ~dors ~ un polygone R'o' qui n'aura plus que 
2n ~ 2 cdtds par suite de la confusion des trois sommets a~, a~ et 15. 
Parmi ces c6t6s, il y e n  a 2 ~ - - 4  qui ne different pas de ceux de R0; 
les deux autres sont les cdtds a2~a~ et a~a4 qui sont conjugu~s; le sommet 
% qui est situ6 sur le cercle fondamental, forme ~ lui tout seul un cycle 
qui peut ~tre parabolique ou hyperbolique. 

S'il est parabolique, Ce qui arrive lorsque le cercle qui passe par 
a~a~,, et a~ est tangent au cercle fondamental, le polygone limite est de 
la I~e catfgorie. 

S'il est au contraire hyperbolique, le polygone limite est de la 2 ~ 
eat6gorie. 

Les propri6t6s des deux catdgo/'ies sont' les mdmes que dans l 'exemple 
pr6c~dent, Ainsi si G est le groupe engendr6 par Ro, ce groupe sera 
d6riv6 de n substitutions elliptiques: 

S,,  & ,  . . . ,  S,._l 
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de telle fa?on que S~ ait pour point double at. Le groupe d~riv6 de 

S~, $ 7 , . . . ,  S~,,_1 et de E $3 

s'appellera G". Lorsque R 0 se r6duira ~ R'0', les substitutions Sa, $7, ..., S~n_~ 
tendront vers des substitutions elliptiques S;, S ; , . . . ,  S~,,_1 et SIS 3 tcndra 
vers une certaine substitution 2:. S 1 et S 3 deviendront illusoires. Le 
groupe G' engendr6 par Ro' sera d6riv6 de 

S'~, S ; , . . . ,  S~_~ et 2: 

et sera isomorphe ~ G". 

Si le polygone est de la I ~ cat6gorie, 2: sera parabolique; les trans- 
form6s de R'0' par le groupe G' rempliront tout le cercle fondamental. 
Lorsque /~'0 tendra vers R'0', le transform6 de R'o par une substitution de 
G" tendra vers le transform6 de R'0' par la substitution correspondante 
de G', et la surface recouverte par les transform6s de R~ par les substitu- 
tions de G qui n'appartiennent pas ~ G", tendra v e r s o .  En appliquant 
le deuxibme lemme et en conservant les m~mes notations que plus haut, 
on verrait que la diff6rence f ( a l ) ~  f(a3) tend en m~me temps vers o. 

Si au contraire le polygone est de la 2 ~ cat6gorie, 2: est hyperbolique 
et les transform6s de R'0' ne remplissent pas tout le cercle fondamental. 
Les d6ductions prgcgdentes ne nont donc plus posnibles et 1'on ne peut 
affirmer que f ( a l ) -  f(a3) tende vern o. 

On traiterait de m~me le cas o~:~ il y a plus de quatre c6tds infinis. 
Comme troisibme exemple, nous choisirons un polygone R 0 de genre 

p, de la I ~~ famille, de 4P c6t6s, dont les c6tds oppos6s sont conjugu6s 
et dont tous les sommets forment un seul cycle, pendant que la somme 
des angles est~ 6gale ~ 2~'. 

Ici encore on pourrait concevoir trois cas off le polygone deviendrait 
polygone limite. 

~o. Si l 'un den c6tds s'annullait (cela s'entend toujours" de la L de 

ce c6t~). 
2 ~ Si un angle s'annullait. 
3 ~ Si un c6t6 devenait infini. 
Comme dans l 'exemple pr6c6dent, les deux premiers cas ne s e  

pr6senteront jamais sans que le troisi6me se pr6sente en m~me temps et 
c'est ce troisi6me can qu'il nous reste ~ examiner. 
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J'appelle comme plus haut a, le sommet de rang i e t  je suppose 
que le c6t~ a~a~ et son conjugud a~a~+~ deviennent infinis. Soit ~8~ le 
milieu de a~a~. (J'entends par lk clue la L de a~/~ est dgale ~ celle de 
~,a~) et fl~ le milieu de a~u~+~. Joignons / ~  par un arc de cercle 
orthogonal au Cercle "fondamental. Ce sera une s@ante de notre polygone 

~ ,  e t  cette sdcante sera finie. Cette s~cante partagera le po]ygone R0 en 
deux autres: ~'o qui contiendra le sommet %, et r~ clui contiendra le 
sommet a~. Soit maintenant S~ la substitution qui change %%+~ en son 
r a~ua~+~. Cette substitution changera 

e n  

0•------ ~.~+I } 0~§ 1 = 0 ~ ,  

Le polygone //~ ~ r~ + r~' sera dquivalent ~ Ro; il aura 4P + 2 
sommets qui se succ6deront dans rordre suivant: 

Ces 4P "b 2 sommet~ formeut <leux cycles qui sont d'ailleurs tels 
que la somme des angles de ehacun d'eux est ~gale ~ 2rr. Quatre cSt~s 
sont infinis g savoir ~ ' 1 ,  a4p~l, ~ p + l ,  a ~ .  La L des cSt~s ~1~ et 
~fi~ est fiuie, et leur longueur g~om~trique est infiniment petite. 

Si nous passons ~ la limite cette longueur s'annullera absolument et 
les sommets fl~ et fl~, /~ et ~ se confondront. Le polygonr R0 se rdduira 
slots k un autre polygone R;' qui n'aura plus que 4P sommets, deux sur 
le cercle fondamental ~ et ~ et 4P ~ 2 en dehors de ee cercle. Chacun 
des sommets /?~ et ~ forme k lui tout seul un cycle qui peut dtre 

parabol ique  ou hyperbolique. 
Etudions maintenant le groupe G engendr6 par le polygone R 0 ou 

ee qui revient au mdme par R;. Si nous appelons S~ la substitution qui 
change le c6t~ a,a,+l d e  R 0 en son conjugud av+~av+,+~, le groupe G 
sera ddriv6 des 2p substitutions 

S , ,  . . . ,  
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entre lesqueIIes nous avons la relation 

s,s  ... s,,= s,,s,,_, ... s,s,. 

26t 

Quelles sont les substitutions de G qui changent chaque c6t6 de B~ 
en son conjugu6 ? Ce seront : 

et 

 ls.z, 

qui change fl~fl~ en /~ff2 

t t 

t r 

Lorsque le polygone B; se r6duit a /to', la substitution" Sp devient 
illusoire et les substitutions S~p, S71S~pSp et S~-p 1S, se r6duisent ~ certaines 
~ubstitutions X, X' e t  S~. De ces sfibstitutions d61"ive-un groupe G' qui 
est pr6cis6ment engendr6 par / /0 '  et de telle faqon que 2: et 2" sont les 
deux substitutions qui changent la premi6re av+lfl 1 en a4pfll, la seconde 

Si les multiplicateurs de 2: et de 2:' sont 6gaux k 1, ces deux  
substitutions sont paraboliques; le polygone Ro' sera dit alors de l a x  ~'~ 
cat6gorie et ses transformgs recouvriront tout le cercle fondamental. On 
en conelut, comme d~ns les deux exemples qui pr6c6dent, que le deuxi6me 
lemme est ap21icable et que par cons6quent Ies fonctions fuchsiennes 
engendr6es par /~ tendent vers les fonctions fuchsiennes engendrges par 
R'o', quand R~ tend vers //;'. 

Entrons dans plus de d6tails. Soient z et y deux fonctions fuchsien- 
nes engendr6es par R;; il y aura entre ces deux fonctions une relation 
algfibrique 

y)=o 

q u i  sera de genre p, puisque R~ est de genre p. Si cette relation est 
regard~e comme l'6quafion d'une courbe de degr6 m, cette courbe aura 

2 w~ 
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points doubles. Lorsque R~ se rdduira h /~0', le genre de cette courbe 
devra diminuer d'une unitS, puisque le polygone R'0' est de genre p - - I ;  
c'est ~ dire que la courbe devra acqudrir un nouveau pob~t double. A ce 
point double correspondront en rdalitd deux points analytiques diff6rents 
(selon que le point double sera regardd comme appartenant ~ l 'une ou 

l 'autre des branches de courbe qui y passent) et par consdquent deux 
points rdellement distincts du polygone R'~'. Ces deux points seront fl~ et 
fl~ qui sont comme on le sait sur la circonfdrence du cerele fondamental. 
I1 r&ulte de l~ que les deux fonctions fuchsiennes lim x et l imy  ne 
peuvent prendre ~, l ' intdrieur du cercle fondamental les deux valeurs qui 
correspondent au nouveau point double. 

I1 ne peut pas arriver que Fun des multiplicateurs de 27 et de Z' 
soit 6gal ~ I" et l 'autre diff6rent de i, de telle far que l 'une de ces 
substitutions soit parabolique et l 'autre hyperbolique. En effet l'on a:  

d'ou : 

et 

mul t  S~p = mult  L,~pplS~pSp 

l im mult  S2p = lim mult  S~-plS~pSp 

mult  ~ ' ~  mult  2'. 

I1 peut arriver au contraire que les deux multiplicateurs soient 
diff6rents de I e t  les deux substitutions hyperboliques. Dans ce cas R'0' 
est dit de la 2 e cat6gorie. Le deuxi6me leInme n'est plus applicable et 
Ies fonctions fuchsiennes engendr6es par R0 ne tendent pas vers celles qui 
sont engendr&s par R'o'. 

On traiterait de m~me le cas off plus de deux cS~6s de R 0 devien- 
d r a i e n t  infinis. 

Les exemples qui pr6cSdent suffiront, je pcnse, pour montrer comment 
doit gtre trait6e dans chaque cas, la question des polygones limites. 

Dans l e  eas du second exemple, nous dirons que le polygone limite 

R 0 est: 
I ~ de la i ~r~ esp&e s'il n'a que 4 c6t~s infinis et qu'ils soient 

cons&utifs. 
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2 ~ de la 2 e esp~ce s'il n'a que 4 c6t6s infinis et qu'ils ne soient 

pas cons6cutifs. (Nous avons vu qu'un polygone de la 2' esp~ce peut 
toujours ~tre ramen6 ~ un polygone de la I~~ 

3 ~ de la 3 ~ espSce s'il a plus de 4 c6t6s infinis; on d6montrerait  
ais6ment qu'on peut toujours ramener  au cas oh tous l e s  eot6s infinis sont 
cons6cutifs. 

Dans le cas du troisi&ne exemple, nous dirons que le polygone 
limite R 0 est : 

I ~ de la I ~ esp~ce s'il n'a que 2 c6tgs infinis. 

2 ~ de la 3 ~ espSce, s'il a plus de deux cSt~s infinis. 

w 13, _Polygones r~duits.  

Nous avons vu qu'aux diff~rents polygones d'une mSme elasse corres- 

pondaient un par un les diff6rents points d'une multiplicit6 M~. Mais 
un m(~me groupe fuchsien correspondent une infinit5 de polygones 

g6n6rateurs et par eons6quent une infinit6 de points de 311. En effet le 

proe6dd du w 9 du Mdmoire sur les gro~lpes f~chsie~s permet d e  trans- 

former le polygone B 0 en un autre B0 6quivalent b~ B 0 et engendrant le 
mdme groupe fuehsien. De lb~ une infinit6 de transformations qui changent 

un polygone en un autre 6quivalent, et par consdquent un point de M 1 

en un autre point, de eette multiplicit6. Ces substitutions forment un 

groupe que j 'appelle F et qui est 6videmment diseontinu. La multiplieit6 

3/1 va st trouver partagde en une infinit6 de domaines Do, D~, . . . ,  D~, . . . ,  
de telle fa,con qu'h ehaque substitution de I '  eorresponde un de ees do- 

maines et que ee domaine soit pr6cis5ment le transformd de D O par eette 
substitution. Cette subdivision de M~ 5 l'aide du groupe I '  est tout 

fair analogue g la subdivision du cercle fondamental en une infinit6 de 
polygones ig0, R ~ , . . .  h l 'aide d'un groupe fuehsien queleonque. Nous 
allons d'ailleurs fielaireir ee qui pr~e5de par une eomparaison simple. 

Supposons que dans le plan des x,~J, le point x, y reprfisente la 
quantit6 imaginaire z = x + iy et consid~rons un parallSlogramme reetiligne 

B0, ayant pour sommets o, z~, z~ et z~ + z 2. On pourra subdiviser le 

plan en une infinitd de parall61ogrammes dgaux g t t  o e t  on engendrera 
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sinsi le groupe (z, z "t- ~ q- fizz) oh ~ et fl sont des entiers queiconques; 
de ce groupe d&iveront les fonctions doublement p~riodiques qui ont pour 
p~riode z~ et z 2. Mais ce parall~logramme peut  ~tre remplac~ par un 
autre dont les sommets soient: 

off a, fl, ~', ~' sont des entiers tels que a b ' -  fl~" = I. Ce second par.alldlo- 
gramme est ~quivalent au premier; je l 'appellerai R;. Pour ddfinir R0, 

nous nous donnerons le rapport ~ = co. Aux diff&ents paralldlogrammes 
Z t 

possibles correspondront diff~rents points du plan des ~o ou plutbt de la 
partie de ce plan qui est au dessus de l 'axe des quantit~s r&lles, partie 
que j 'appellerai partie positive du plan. :& R0 correspondra le point 
& o + r  ~o + ~ '  de sorte que la partie positive du plan ites o) va se trouver 

partagge en une infinit~ de domaines qui se transformeront les uns dans 

les autres quand on appliquera g o) la substitution o3, ~g + . 

fonction doublement p~riodique eorrespondra un point de ehaeun de ees 
domaines et un seul. Mais parmi t o u s l e s  paralldlogrammes dquivalents 
fi, /to, il y en a un qui est plus simple que tous les autres; e'cst eelui 
qui est tel que la forme quadratique positive: 

mod2(&, + r+z:) 

oh $ e t  r] sont des ind~termin&s entidres, soit une forme rSduite. On 
peut dire alors que ce parallSlogramme est lui mOne rSduit. On pourra 
dgfinir ce purall~logramme r~duit de la fa~on suivante: 

I ~ T1 devra ~tre tel que la pattie imaginaire de eo soit aussi grande 
que possible. 

2 ~ Et parml eeux qul correspondent k ee maximmn de la partle 
imaginaire de o) et qui sont en nombre infini, il devra 4tre tel que la 
valeur absolue de la partie r&lle de oJ soit aussi petite que possible. 

On volt alsement" ' alors que oJ dolt satisfaire aux megahtes" " " ' 

i I rood  w > x i < partie rdelle de ~o < ~ ,  
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Les points to qui correspondent k des parall61ogrammes r6duits sont 

alors compris dans un domaine D O ddfini par ces in6galitds et limitd par 
deux droites et un cercle. Ce domaine D O et ses transformes par les 

( a~o +B)  remplissent alors toute la diverses substitutions du groupe to, r~" §  

partie positive du plan des to. 
Nous pouvons op6rer tout k fait de mgme dans le probl6me qui 

nous oecupe car il est tout K fait analogue, si ce n'est que les para1161o- 
grammes sont remplacds par des polygones g5ndrateurs d'un groupe 
fuchsien, les fonctions doublement pdriodiques par des fonctions fuchsi- 
ennes, et la partie positive du plan des to par la multiplicitd M,. 

Parmi les polygones 6quivalents ~ R0, il y e n  aura un que nous 
regarderons comme plus simple que tousles autres et que nous appellerons 
polygone rdduit. Voici comment nous pourrons d6finir ce polygone rdduit. 
Soit ~ une fonction des coordonndes d'un point de la multiplicitg MI. 
Je supposerai que cette fonction est constamment comprise entre o et I, 
et qu'elle n'atteint la valeur o que sur les fronti6res de la multiplicit~ 
21/1, c'est ~ dire aux points qui correspondent aux polygones limitcs. 
Elle pourra d'ailleurs (~tre choisie arbitrairement. Cela pos6, aux diffdrents 
polygones 6quivalents i~ RQ, correspondront diffdrents points de M, et par 
consequent diff6rentes valeurs de ~. Le polygone que nous appellerons 
r6duit sera celui qui correspondra ~ la plus grande valeur de ~. 

Cela pos6, les points de 3/1 qui correspondront aux polygones r6duits 
rempliront un certain domaine que j'appelle D 0. Ce domaine et ses 
transformSs par les diverses substitutions de F rempliront route la multi- 
plicit6 M~. Le domaine D O sera limit6 par un certain hombre de 
multiplicitds m~, m~, . . . ,  m~ qui auront p - -  i dimensions, si je suppose 
que M~ en a p. Voyons quelle sera la forme des 6quations de ces multi- 
plicit6s fronti6res. Soit a un point de M~, a .  S l e  transform6 de a par 
une substitution S convenablement choisie dans le groupe l'; les dquations 
cherch6es seront de la forme suivante: 

( , )  = s )  

~, ddsignant la fonction ddfinie plus haut. Si nous considdrons un point 
a appartenant k l'une des multiplicit~s fronti6rcs m I , mr, . . . ,  m,, par 
exemple k celle qui est d6finie par l'6quation (t), ce point correspondra 
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un polygone r6duit, et il en sera de m~me du point a .  S qui corres- 
pondra ~ un polygone r6duit 6quivalent au premier et qui appartiendra 
aussi h une multiplicit6 fronti6re. C'est ainsi que certaines classes de 
formes quadratiques contiennent deux formes rdduites et qu'h un point 
d'un c6t6 du polygone g6ndrateur d'un groupe fuchsien, correspond un 
point 6quh, alent du c6t6 conjugu6. Les multiplicitds m~, m ~ , . . . ,  mq se 
r6partissent donc en paires de multiplicitds conjugudes h la facon des 
c6tds du polygone Ro. Ces multiplicit6s m sont limitdes par des multi- 
plicitds m ' .de  p - - 2  dimensions; celles-ci le sont elles-m~me par des 
multiplicitds m" de p ~ 3  dimensions et ainsi de suite. Ces multiplicit6s 
~n', ~#', etc. se rdpartissent en cycles ~ la fa(;on des sommets du polygone 
R 0. Ces cycles peuvent d'ailleurs contcnir une, deux, ou plusieurs d'entre 
elles: si un de ces cycles en contient plus de deux, il y aura plus de 
deux polygones rdduits 6quivalents ~ un polygone donn6. 

Ainsi, en gdndral, il n'y a qu'un polygone rdduit 6quivalent ~r un 
polygone donn6, mais clans ccrtains cas exceptionnels il peut y e n  avoir 
deux ou plusieurs. C'est tout ~ fait ce qui arrive pour les formes 
quadratiques ddfinies. On peut prdsenter la chose d'une autre mani6re. 
En g~n6ral, parmi les valeurs de ~ qui correspondent ~r une infinitd de 
polygones 6quivalents, il y e n  a une qui est plus grande que toutes les 
autres; mais il peut arriver exceptionnellement qu'il y e n  ait deux ou 
plusieurs qul soient dgales entre elles et plus grandes que routes les autres. 

Nous allons maintenant nous occuper d'une question fort importante: 
quand un polygone limite est-il rdduit? et nous examinerons successive- 
ment les trois exemples du paragraphe prdcddent. 

Reprenons d'abord le polygone R o du I ~" exemple, en supposant que 
les deux c6t~s conjuguds ~,.a~ et ala~ sont infiniment petits. Nous avons 
vu qu'en laissant de c6t6 le cas exceptionnel des polygones limites de la 
3 ~ esp6ce, tous les polygones limites pouvaient ~tre ramends ~ ce cas. 
Nous n6gligerons donc devant les quantitds finies, les quantit6s de l'ordre 

de ala 2 et de a~a2.. 

Je joins a~_la~.  (I1 faut entendre par 1~, ici comme dans tout ce 
qui va suivre, que je trace un arc de cercle passant par ces deux points 
et orthogonal au cercle fondamental.) Je divise ainsi lc polygone R 0 ~n 

deux autres: ro = a2,,_~a~,,~ et r'o = t t o -  ro. 
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Transformons r 0 par la substi tution lin6aire qui change a2~(22,-~ en 

(22n-2012~-1; nous obtiendrons pour  transform6 un quadrilat~re 

Posons main tenant :  

~p t 
N • N 

0 t~2n--2"~2n--l~tl . 1 ~ 2 . 1  �9 

t nt 
R o  1 =  r o + r o .  

Le polygone Ro.~ qui sera dquivalent  ~ R o aura pour  sommets (22n--1 ,  

a s h ,  (22, (X3, ' '  " ,  012n -3 ,  (22n--2 ,  ( 2 1 . 1 ,  ( 2 2 . 1 "  O n  volt que R0.1 a un sommet  
infiniment voisin de chacun des points 

(22~ (23~ �9 * �9 ~ 012n--2 

et trois sommets infiuiment voisins de ~2,-2. Quant  g la longueur  des 

cbt6s infiniment petits, elle sera donn6e par  la relat ion:  

(2) (a:,,_2 - -  a2,-1) '  
0 1 1 . 1 -  (22.1 = ( ( 2 1 -  0[2) ~ ;  ] ] ~ " 

Joignons maintenant  (2:.~(22,,-3, nous partagerons le polygone Ro.~ en deux 

autres:  ro.~ ~ (2~.~(22.~(22,,-2(2~,,-3 et r'o.~ = R o . 1 -  ro.~. Soit main tenant  
r'o'.l = (2~.:~2.2(22,,-4(2:,,-~ le transform6 de to. 1 par  la substi tution lin6aire 

qui change (22n--3012,-~ en a~_3(22~_~. Soit enfin Ro.~. = r'0.1 -t-to'.1. I1 est 
ais6 de voir que Ro.2, qui est 6quivalent  ~ Ro. i ,  a un sommet  infiniment 

voisin de chacun des points 

(22~ (23~ �9 �9 "~ (22n--2 

et trois sommcts (2~,,_~, (22.~, (22.:. infiniment voisins de (22,-4. On aura  

d'ail leurs : 

(2') [(-2n-~ - -  .2,,-1)(~2,,-, - -  ~2. -3)]  ~ 
011.2 - -  (22.2 = ((2, - -  (22) k (,2,--: = j 

Nous allons opSrer sur R0.2 comme nous avons op6r6 sur B o et sur 

/Ro. 1. C'est ~ dire qu.e nous joindrons a2.2012,-z et que nous poserons, en 

appelant  r'o'.2 le transform6 de r0. 2 par  la substi tution lin6aire qui change 

012n--4012n--5 e n  012n-6012n-5  

1 8 - 6 6 5 0 0 6  A e t a  m a t h e m a t i e a .  4 
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to .  ~ ----- ~2._t~._6a].z~.,.~ ro.~ ~ Ro .  ~ - - t o .  = 

t I *  

~o., ----- ro.2 Jr- %..,. 

On opdrera ensuite sur Ro., commc sur R0.~ et ainsi dc suite. 
I1 est ais~ de voir que g..+ a un sommct infiniment voisin de chacun 

des points 

et trois infiniment voisins de a,._~. 

Consid4rons en particulier le polygone R0 .... 1. Il aura trois sommets 
infiniment voisins de a~ et par cons4quent de a2,,. Ce seront leg sommets 
a~, r .... ~ et a~.,,_~ (qu'il ne faut pas confondre avec a~,_~). Il r~sulte de 
1s que R0.,_t diff~rera infiniment pcu de R o. Ces deux polygones sont 
d'ailleurs 4quivalents, d'oh il r4sulle que la transformation T qui change 

Ro en R0.,_~ appartient au groupc 1: 
rosons 

Nous aurons la relation suivante qui est au polygone Ro.._, ce que les 
relations (2) et (2') sont aux polygones /~0.~ et Ro,2: 

~ , , _ , -  ~ , . , _ ,  = (~, - -  ~ 2 ) / / ~  

et de m4me 

~, -- ~,.._, = (~,. -- ~,)H ~. 

Cela pos5, reprenons notre fonetion ~ et supposon.s qu'elle se comporte 
rSgulibrement, ce qui ne pr4sente pas de difficult4 puisque cette fonction 
est presque enti~rement arbitraire. Pour un polygone qui a des c6t4s 
infiniment petits, la fonction ~ eat infiniment petitc par hypoth~se. N0us 
supposerons qu'elle est du I "  ordre ainsi que a , -  a2. En n4gligeant 
les infiniment petits du :d ordrc, on peut dire que les trois quantit&s ~, 
al - -  as et al - -  as, sont proportionnelles. On a donc pour le polygone R 0 

-- (~, --~,)F 
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F ne d6pendant que de la position des points 

2 6 9  

r /2 ,  013~ if'4, �9 ~'- ' ,  ~t2n--2 

et non de la longueur des c6t6s infiniment petits O[1Q[ 2 et or:t2.. 
Appelons 9~' et F '  les valeurs de 9~ et de F qui correspondent k 

~ O . n - - 1  ; n o u s  aurons: 

F ' =  F k des inf. petits pr6s du t "r ordre 

9 " =  9 ' . H :  k des inf. petits pr6s du 2 d ordre. 

Si donc H ~ >  I, la substitution T transforme R 0 en un polygone 
6quivalent qui correspond k une valeur de ~ plus grande. Le polygone 
R o n'est donc Tas rdduit. 

Si au contraire H : <  I, la substitution inverse de T transformera 
R 0 en un polygone dquivalent correspondant K une valeur de 9~ plus 
grande,  de sorte que / t  0 ne aera pas non plus rdduit. 

Reste le cas off H 2 =  1. Mais / /  est essentiellement n6gatif. On 
aura donc H ~ - - - -  I. Mais cette relation qui n'est autre que la relation 
(i ~) du. paragraphe pr6c6dent, exprime que le polygone /~o est de la 
i ~r, cat6gorie. 

Ainsi un polygone limite ne peut ~tre r~duit que s'il est de la 1'" 
cat~gorie. 

Nous allons obtenir le mgme r&ultat  dans les 2 d et 3" exemples. 
Nous allons traiter d'abord le 2 a exemple, en supposant pour fixer les 
iddes : 

al ~ a3 ~ ... ~ a.2,,,l. 

Je d6finirai dans le 2 ~ comtne dans le 3' exemplr le polygone r6duit 
de la rnani6re sulvante. Parmi les polygones 6quivalents k un polygone 
donn6, j 'appelterai ainsi celui qui sera tel que le plus grand de ses c6t6s 
sbit aussi petit que possible, ff'il y e n  a plusieurs qui satisfassent k cette 
condition, je choisirai parmi eux celui qui sera tel xtue le 2 d c6t6 (par 
ordre de grandeur d6croissante) soit aussi petit que possible et ainsi de 
suite. (Ici comme dans le paragraphe pr6c6dent, en ce qui concerne le 
2 d et le 3" exemple, quand je dis qtfun c6t6 est grand ou petit, il s 'agit 
de sa L et non de sa longueur g6om6trique.) 
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Voici une proposition que je me borne k 6noncer, et que je vais 
appliquer b~ mon dessein. 

Soit un triangle A B C  qui se d6forme de telle facon que ses trois 

sommets tendent  respectivement vers trois points A', B' et C' situds le 
premier sur le cercle fondamental,  los deux autres k l ' int6rieur de ce 

cercle. Les deux c6tds A B c t  A C  croissent ind6finiment, pendant que 

B C  reste fini; mais la diffdrence des deux c6tSs A B e t  AC tend vers une 
limite finie 2: 

lira (AB  ~ AC) = 2. 

Cette limite ne ddpend que de la position des trois points A', B', C' et 

non de la mani6re dont A, B, C tendcnt vers A', B', C'. Par les points 

B' et C' on pout faire passer deux cercles tangents intdrieurement au 
cercle fondamental.  Soient M e t  N les points de contact. Joignons 

M N  par un arc de cercle orthogonal au cercle fondamental. Cet arc de 
cercle coupera B'C' en un point P tel que la L de PB'  soit 6gale "k 
celle de PC'; je supposerai que B' est k gauche de M N  et C' ~ droite. 

La limitc ~ sera positive si A' est ~ droite de MN, n6gative si A' est ~ 
gauche; elle sera nulle si A' est en 3 1 o u  bien en _hr. 

Consid6rons done le polygone R 0 dont nous allons faire eroitre in- 

ddfiniment les e6tds a~.a~, ala~, a~a3, a3a4 eomme on l'a vu au paragraphe 

pr6eddent. I1 arrivera alors que les deux sommets as. et a4 tendront 
vers deux points B' et 6" intdrieurs au cerele fondamental, pendant que 

~1 tendra vers un point A' situ6 sur ee eerele lui-m~me. En m~me 

temps, les points a 2 et % tendent aussi vers A', ta r  les edtds ala ~ et %% 

qui ont leur L infiniment grande, ont leur longueur ggom6trique infini- 

ment  petite. 

Nous pourrons t rouver  sur le cercle fondamental  lcs points M e t  N 
d6finis plus haut ;  nous joindrons MN;  je suppose d'abord que A' soit 
comme B' k gauche de MN. On aura en vertu du lemme que je viens 

d'6noncer 

l ira a2n = B ' ,  lira a4 ----'C', lima~ = lima2 = lima~ = A' 
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Dans les deux  tr iangles a~a~a4, a2a#~, on a 
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ct 

d'oh 

( ~ 2 ~  3 - - - -  a 3 ~ 4  ~ ~ 1 ~ 2  ~ 011~2~ ~ 

angle a~ala.~,, ~ angle a2a~a~ 

q:~q4 > ~ 1 % "  

Le c6t6 a:~a~ = %% est donc le plus grand c6t6 de R 0 puisque tous 
les autres que a~a2, asa4, a~a3, a~a2,, sont finis. 

Je dis qu'on peut trouver un polygone dquivalent it B 0 dont le plus 
grand c6t6 soit plus petit que a:,%. 

Joignons u3u.~,,, nous aurons partagd le polygone 170 en dcux autres: 

v 

Transformons r~, par la substitution qui change %% en %%. 
obtiendrons 

a v e e  

j v  t v t v 

t v 
Gt3 ~ ~3~ "24 ~ ~2" 

N o u s  

Le polygone R'0 ~ ro + r,',' est 6quivalent ~t R o. I1 a 2~ ~ 4 c6t6s 6gaux 
aux 2 u - - 4  c6t(~s finis de R 0. ][ admet aussi deux cSt6s infinis 

qui a ppartiennent it B o e t  les deux c6t6s infinis 

s 
~3~2n ~ ~3e~2n 

qul n'appartiennent pas it R o. Si a~a2,. > ala2, c'est a~a~. qui est le plus  

grand c5t6 de R'o et on a: 

rZ:(Z2n ~ r2~'24 �9 

C. Q. F. D. 
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Si asa~ < a~a~, e'est a~2 qui est le plus grand e6t6 de ~ et on a 

c. Q. F. D. 

Ainsi, si le point A' est ~ gauche de MN, le polygone R 0 n'est pas 
r6duit; mais comme rien ne distingue la gauche de la droite, il n'est pas 
rdduit non plus si A' est ~ droite de M N .  I1 faut donc que A' soit en 
M" ou en N. Mais alors le cercle A ' B ' C '  est tangent au cercle fonda- 
mental,  ce qui veut dire que le polygone limite est de la t,re catdgorie. 

Ainsi tout polygone limite rdduit est de la I ~r' catdgorie. 
Passons au 3" exemple, c'est ~ dire ~ un polygone R 0 de 4P c6t6s 

dont les c6tds opposds sont conjuguds. Joignons les sommets opposds; 
nous obtiendrons ainsi 4P diagonales. Jc dis que si R 0 est r6duit, le 
plus grand des 4P c6t6s du polygone est plus petit que la plus petite 
de ces 4io diagonales. J 'appelle 3 cette plus petite diagonale; si ce 
c6td 6tait plus grand que 3, on partagerait  le polygone R 0 en deux 

.v  I t  autres r 0 et ~0 en trac;ant la diagonale 3. On appellerait ensuite ro 
le transform6 de r0 par la substitution qui change le plus grand des 

. . . . . . .  serait dquiva- c6t& de R 0 en son conjugue. Le polygone R0 ---- ~o + r0 
lent ~, R0; il aurait ses c6tds opposds conjuguds; de plus il admettrait  
t o u s l e s  c6tds de R 0 sauf le plus grand qui serait remplacd par la diago- 
nale 3, qui par hypoth6se est plus petite. Le plus grand c6t6 de R 0 
serait donc plus petit que celui de R 0 et R 0 ne serait pas rdduit. 

Cela posd, supposons, comme dans le paragraphe prdcddent, que les 
deux c6t~s a,va ~ et avav+ ~ croissent inddfiniment; il en sera de m&ne des 
diagonales ~,vav et a~av§ t o u s l e s  autres c6tds resteront finis. Supposons 
que les sommets a,v et a2p+~ tendent vers deux points B' et C' intdrieurs 
au cercle fondamental. Les sommets a~, a~, . . . ,  a~ tendront vers un m6me 
point A' situd sur la circonf6rence de ce cercle et ce point A' est dgale- 
ment  celtli' avec lequel tendent ~ se confondre les sommets /~ ct /~ du 
polygone R~. De ce fait r&ulte l'identit6 suivante: 

lim (ala~ - -  ala,+l) = lim (a2v~% - -  a~vav+~)- 

Mais si le polygone .R o est rdduit, on a d'autre part, puisque les c6tds 
sont plus petits que les diagonales 
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Done on a 

lira (~{la4p - -  a l agp+ l  ) = O .  

On en eonelut, eomme dans l 'exemple pr6e6dent, que le eerele A'B'C' 
est tangent au eerele fondamental et que le polygone R 0 est de la I ~re 
eat6gorie. 

Ainsi tout polygone limite r6duit est de la i~r' eat6gorie. 
Tout ee qui pr6e6de ne s'applique qu'aux polygones de la I ~e esp6ee. 
Passons d'abord aux polygones de la 2 e esp6ee qui peuvent eomme 

nous l'avons vu ~tre ramen6s k un polygone limite de la I ~re esp6ee. 
Supposons done que Po soit un polygone de la 2 ~ esp6ee; ee polygone 
sera 6quivalent k un autre R0 de la I ~' esp6ee; si R o n'est pas de la 
i ~ eat6gorie, je dis que Po n'est pas r~duit. 

En effet envisageons la fonetion ~ d6finie plus haut;  eette fonetion 
dans le eas du 2 d et du 3 ~ exemple sera, pour fixer les id6es, l'inverse 
du plus grand e6t~ de R 0. 

La fonetion ~ eorrespondant soit. au polygone P0, soit au polygone 
R 0 sera infiniment petite. Soient a et b les points de M~ qui corres- 
pondent k R 0 et '~ P0; ehaeun de ees deux points sera infiniment pr6s 
d'une des fronti6res de la multiplieit6 M~; soient c et d les points de 
ees fronti6res qui sont respeetivement le plus rapproeh~s l'un de a et 
l 'autre de b. Les eoordonn6es du point a sont fonctions de eelles du 
point b, puisque les deux polygones eorrespondants R 0 et P0 d6rivent 
l 'un de l'autre d'apr6s une loi ddtermin6e. Si a et b sont tr6s voisins 
des fronti6res, eomme nous le supposons iei, la position du point e d6pend 
de celle du point d, de telle faqon que les coordonn~es d'un de ees points 
soient fonetions continues de eelles de l'autre. Maintenant si les points 
c et d rest.ant fixes, d des infiniment petits prks, le point a se rapproehe 
du point c de telle fa~on que la distance infiniment petite ac diminue 
de moiti6 par exemple, la distance infiniment petite bd diminuera aussi 
de moiti6. 

Si nous appelons ~,~ et F~ les valeurs de F qui rSpondent aux points 
a e t  b, nous aurons ~ des infiniment petits pr6s du 2 a ordre 

r = = 

les fonctions f~ et f~ 5tant des fonctions finies, en g6ndral et ne ddpendant 
que de c et de d. 
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Si done les points c et d restant fixes ou ne variant qu'infiniment 
peu, la distance ac diminue dans un certain rapport, les deux fonctions 
infiniment petites 7~ et ~2 diminueront dans le m4me rapport. 

Cela pos6, nous avons wl que si R o n'est pas de la I ~ cat6gorie, 
ce polygone n'est pas r6ddit et qu'on peut trouver un polygone 6quivalent 
R'0 correspondant ~ une plus grande valeur de ~. Soit P'0 le polygone 

' ' d'  les de la 2 de esp6ce qui d6rive de R0 comme Po de R0; soient a', b', c, 
points qui sont k R'0 et P'o ce quc les points a, b, c, d sont k R 0 et k 
Po; soient ~ et 9:'~ les valeurs de V qui correspondent '~ R0 et b~ Po- 
Les points c' et d', il est ais6 de le constater, diff6reront infiniment peu 
de c et de d; on aura donc 

ac bcl 
a'c' b'd' 

= , , ' c ' f , ( , ; )  

= 1 ; d ' L ( x )  = b ' d ' L ( d )  

des infiniment petits pr& et par cons6quent 

M a i s  o n  a 

o n  f l i l r ~  donc 

9", 9', " 

et par consdquent le polygone Po ne sera pas r6duit. 
Ainsi, un polyyone limite de la 2 ~ esp~ce ne l)eut ~tre r~&dt que s'il 

est dquivalent h un polyyone de la 1~'r espbce et de la 1 ~'* catdgorie. 

Le cas des polygones de la 3 ~ esp6ce qui sont un cas particulier 
de ceux de la I ~~ et de la z" se traiterait d'apr6s les m4mes principes. 
Nous n'allons 6tudier ici qu'un seul exemple. Nous fixerons ainsi les 
id6cs, et le lecteur se rendra mieux eompte de la far dont nous sur- 
montons les diff6rentes difficultds que si nous 6tudiions dircctement le cas 
g6n6ral. 
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Nous choisirons le polygone R 0 du 2a exemple en supposant que les 
six cbt6s a~,,al, ala2, a2cta, a30:4, a~0:5 et a5~6 eroissent inddfiniment. 

Nous supposerons que ce polygone est rdduit, et nous allons faire 
voir qu'il est de la 16re catdgorie, c'est ~ dire que les cinq sommets 

%, %, aa, a~, % tendent g se confondre en un seul point situ6 sur la 
circonfdrence du cercle fondamental, et cela de, telle sorte que le cercle 
a2~alas soit tangent au cercle fondamental. 

Pour cela nous nous appuierons sur les deux principes suivants: 
I ~ Si le polygone R 0 est r~duit, les c6t6s issus d'un sommet de 

rang impair sont plus petits que la diagonale qui joint ce sommet g u n  
sommet quelconque de rang pair. En effet, soit C le c6t6 a~%, par 
exemple, et D u n e  diagonale joignant a~ g un sommet quelconque de 
rang pair. I1 est ais6 de construire un polygone R' 0 6quivalent g R 0 et 
admettant m~mes c6t6s (,en grandeur) que R0, saul que le c6td C est 
rcmplac6 par D. Si l'on avait C > D, le plus grand c6td de R 0 serait 
plus grand que le plus grand ~6t6 de R'o et R0 ne serait pas r6duit. 

2 ~ Supposons que les trois sommets d'un triangle A B C  tendent 
respectivement vers trois points A', B', C', situ6s, le premier ~ l'int6rieur 
du cercle fondamental, et les deux autres sur la circonf6rence de ce 
cercle. Si les deux points B' et C' sont distincts l'un de l'a~#re, les trois 
cSt6s croltront ind6finiment, l 'angle B A C  tendra vers une limite finie, 
ainsi que la difference 

A B  + A C -  BC 

et par consdquent le cdtd BC sera plus grand q~,e chacun des deux autres. 

Cela pos6, supposons que dans le polygone r6duit R 0, les deux som- 
mets a.~n et at tendent vers deux points fixes B' et C' du plan. Les cinq 
sommets %, %, %, a4, % dont la distance ~ a t c s t  infinie, tendront vers 
certains points du cercle fondamental. 

Si on avait: 

lim a4 > lim % 

on aurait en vertu du 2 d principe 

ce qui est contraire au premier principe. 



276 

De In,me si on avait: 

H. Poinoar& 

lira 5, > lim %, l ima  s > lira % ou li,n % ~ lira 5, 

on aurait 

5a0t ~ > 5t5~a, 5~5 s > 535~, , OU 5,~51 > 5L5 6 

ee qui serait eontraire au premier principe. 
Donc les cinq sommets %, %, . . ,  % tendent vers un seul et m&ne 

point A' du cercle fondamental. 
Joignons les deux points M et N d6finis plus haut. Si A' 6tait 

gauche de M N  (c'est ~ dire du m&ne c6t6 que B') on aurait: 

et s'il 6tait ~ droite 

at52.  < 5t5a 

Otl5 6 < 515~a 

ce qui serait contraire au premier principe. 
Ainsi A' est en M ou en N, c'est k dire que le cercle A'B'C'  est 

tangent au cercle fondamental, c'est k dire que R 0 est de.la 16re cat6gorie. 

C. Q. F. D. 

.~ 14. M ~ t h o d e  de  c o n t i n u i t Y .  

To us l e s  lemmes que nous avons 6tablis vont nous permettred 'appt i-  
quer avec toute rigueur la m&hode de continuit6. 

Considdrons une infinit6 de types T appartenant iL une mdme classe 
et d6finis par un certain hombre de param6tres qui seront, si l'6quation 
g6n6rale du typ6 s'dcrit 

dry 
(') - v )v  ( : )  r  y) = o 

les modules de la relation (2) et les points singuliers de l '5quation (~). 
Soit q le nombre de ces param6tres. Ces param&res vont d~finir un 
point d'une certaine multiplicit6 M b. q dimensions. Je dis que cette 
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multiplicit~ est fermee et ne pr6sente pas de fronti~re. En effet RIEMA~ 
a d6montr6 que s i .une multiplicit6 ~ q dimensions dtait limit(!e par une 
autre multiplicit6, cette autre multiplicit6 devrait ~tre ~ q -  I dimensions. 
C'est ainsi qu'une surface, par exemple, ne peut ~tre dgcoupde (zerschnitten) 
que par une ligne et non par un point. 

Or en faisant varier les paramStres du type, on ne pourrait arriver 
la frontiSre de M qu'en atteignant certains points singuliers de cette 

multiplicitY, correspondant au cas oh le type T se r6duit ~t un type T' 
plus simple (cf. w 9, page 258 ) . Or cela ne peut arriver que de deux 
maniSres: 

I ~ ou bien, si deux points singulicrs de (t) venaient a se confondre; 
mais il faut pour cela une condition complexe, c'est s dire deux condi- 
tions rdelles. 

2 ~ ou bien, si le genre de la relation (2) s'abaisse d'une unit6, c'est 
dire si la courbe repr6sent6e par cette relation acquiert un nouveau 

point double. Mais ici encore il faut pour cela deux conditions r6elles. 
Ainsi dana Fun comme dana l'autre cas, il faut s'imposer deux condi- 

tions, et les points singuliers qui satisfont ~t ces conditions forment une 
multiplicit6 ~ q - -  2 dimensions qui ne peut servir de frontiSre h M qui 
en a q. J 'appellerai a~, a~, . . .  ces multiplicit~s s q - - i ' d i m e n s i o n s  que 
je viens de dSfinir. 

Consid6rons maintenant le domaine I) o ddfini au w I3. A ehacun 
des points de ce domaine correspond un polygone R o et par consequent 
une &luation fuchsienne. Consid6rons les param~tres du type auquel elle 
appartient: ils ddfiniront un certain point de la multiplieitd 21/. Ainsi 
tout point de D O correspondra un point de M e t  un seul. D'autre part, 

tout point /~ de M correspondant ~ un type fuchsien qui contient une 
~quation fuchsienne, correspondra un point 3 de /)0 et un seul. Il y a 
exception toutefois si le point 3 se trouve sur l 'une des multiplicitds 
m~, m2, . . .  qui s@arent D O du reste de la multiplieit~ M~. Dana ce 
eas en offer, il y a deux ou plusieurs polygones ~quivalents rSduits, de 
sorte qu'au point /~ correspondent deux ou plusieurs points 3. Au domaine 
D O tout entier correspondra ou bien une portion de M, ou bien cette 
multiptieit6 tout enti~re. 

Je dis que le premier eas ne se pr~sentera pas. En effet, s'il se 
pr6sentait, la multiplicit(; M serait partag6e en deux parties, eelle qui 
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correspond ~ D o et celle qui ne correspond pas ~ Do, et ces deux parties 
devraient ~tre sdpar6es l 'une de l 'autre par une Inultiplicit6 fronti@e, qu i  
devrait avoir, d'ap%s le th6or6me de RIF.~A~X, q -  I dimensions. 

Or comment pourrait-il arriver que, le point 3 de D O se mouvant 
dans ce domaine, le point correspondant/~ de M atteignlt cette multiplicit5 
fronti6re hypothStique? 

Est-ce parce que le dSterminant fonctionnel des coordonndes de/~ par 
rapport  ~ celles de 3 s 'annullerait? Mais cela n'arrivera jalnais puisque 
le lemme du w 7 montre qu'~t tout point p ne peut correspondre qu'un 
seul point 3. 

Est-ce parce que le point 3 atteindrait  l'une de ces multiplieit5's 
m~, m~, . . .  qui s6parent le domaine D O des autres parties de la multi- 
plicit6 M~? Mais supposons, par exemple, que le point 3 franchisse une 
multiplieit6 m~ qui s6pare le domaine D O d'un autre domaine D~. Lc 
point /~ franchira alors une certaine multiplicitd /1~ qui correspondra ~l 
m~; mais le point 3 dtant entr6 dans le domaine D~ qui fair encore partie 
de la multiplicit6 21I~, ~ ce point 3 correspondra encore un polygone R 0 
et par consdquent une 6quation fuehsienne et un point de la multiplicit6 
~I. La multiplici% /L1 ne sdpare done pas les types fuchsiens qui contien- 
nent des 6quations fuchsiennes, de eeux qui n'en contiennent pas. 

Est-ce enfin paree que le point t~' atteindrait la limite mdme de la 
multiplicit6 21i~? I1 arriverait alors que le polygone R 0 correspondant 
deviendrait un polygone limile. Mais comme d est intdrieur h Do, le 
polygone R 0 est r6duit et par consdquent de la 1 ~''~ catdgorie ou dquivalent 

~ un polygone de la 1 ~'~ catdgorie. Mais le 2 d lemme nous a fait voir que 
lorsque /~0 tendait  ~ se rdduire h un polygone limite de la I ~~ catdgorie, 
l e  type correspondant T tendait i~ se rdduire ~ un type plus simple T', 
c'est ~ dire que deux des points singulicrs de (I) tendaient g se eonfondre, 
ou bien que le genre de (2) tendait ~ s'abaisser d'une unitd. Done lorsque 
le point d en restant int6rieur ~ Do, tend vers uric des fronti@es de ~[~, 
le point correspondant /~ tend vers t 'unc des multiplicitds e~, a:, . . .  
Mais ces multiplieitds n'ont que q - - 2  dhnensions. Ellcs ne peuvent done 
partager M en deux parties. 

Done M ne se partage pas en deux parties, l'une eorrespondant 
Do, l 'autre ne correspondant pas h D 0. 

Donc tout type fuchsien contient une dquation fuchsienne. 
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w 15. Application parttculi~re. 

Nous allons donner des prineipes qui pr6c/'dent une application 
partieuli6re. Nous ehoisirons pour eela le eas le plus simple qui puisse 
se pr6senter, e'est g dire le Ier exemple du w i2, en supposant que R 0 
n'a que 6 e6t6s. C'est le eas du parabololde (l') du w i2.  Cet 
exemple faeilitera l'intelligenee de ee qui pr6cdde. 

Dans le eas qui nous oeeupe, la multiplieit6 M~ est repr6sent6e 
eomme on l'a vu par le paraboloide (I'). Voyons ee que devient la 
multiplieit6 M. 

L'6quation fuehsienne engendr6e par R 0 admet 4 points singuliers et 
de telle fagon que les 4 ~quations d6terminantes aient chaeune une racine 
double. 

Soient a, fl, F, 0 ees quatre points singuliers. Soit r le rapport 
anharmonique de # par rapport aux trois points fl, 7, 0 de telle sorte que 

p ( ~ )  - -  o ,  ,P(r) = , ,  r = o o .  

Posons: 

~(~ )  - -  x .  

Le type auquel appartient l'6quation flichsienne eonsid~r~e est entiSre- 
ment dSfini quand on connalt X. La multiplieit5 M se r~duit doric k la 
sph,~re ou au plan reprSsentatif de la quantit6 complexe X. 

Quand on permute de toutes les maniSres possibles ]es quatre point~ 
singuliers, on obtient pour X les 6 valeurs suivantes: 

I I I I X ] 
(,) X, , - - X ,  ~, , - - x '  ~ - -X '  x - ,  " 

On peut partager le plan des X en 6 r~gions 
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La figure x indique cette subdivision; les deux cercles et les droites 

qui y sont repr6sent6es ont pour dquations: 

! 
rood X = I, rood (, - -  X) = I, partie rdelle de X = 

partie imag. de X-----o. 

On voit ais6ment que si X est int6rieur h P0 et si X o est la quan- 
t X 

tit6 imaginaire conjugu6e de X, les quantit6s I -  X, i - - X '  X - - i '  

�9 t x ~ I Xo x font respective- 
] X ,  X ,  I - -  Xo,  Xo ,  Xo,  I Xo ' Xo__ i ' i - -  Xo 

t t ment partie de p,, p~, ps, P~, Pt, Po, P',, p2, p'a, p~, p~. 

l t ig .  1. 
Maintenant il s'agit de subdiviser 

le parabolo:/de (I') en une infinit6 de 

domaines Do, D , ,  . . .  comme il a 6t6 
dit au w I3,  c'est ~ dire de telle facon 
que D o contienne les points de ce para- 
bolo:ide qui correspondent k des polygones 

/3 0 r6duits et qu'k chaque point de M 
corresponde un point et un seul de chacun 

de ces domaines. Ce ne sera pas tout. 
De mdme que M se partage en I2 r6- 

gions p et p', de mdme D O se partagera en 12 r6gions partielles qui 
correspondront respectivement aux x2 r6gions de M;  et il en sera de 

mgme de chacun des domaines D,, D.2 , etc. 
La figure 2 repr~sente le parabololde (x') projet6 sur le plan 

des xy; la droite BCF a pour 6quation 
Fig. 2. y : I et la droite B A E ,  x : o.  La 

o ~ droite x - - - - o ,  y - - - - I  se projette tout 

c enti6re au point B .  La partie lion hach6e 

reprdsente la projection de D o . Cette pro- 
jection est limitde par les droites CG et 

T 
AG et par les paraboles A B e t  BG: Elle 
est subdivis6e en douze r6gions par les 
droites AC, CE, AF, BG et par deux 

courbes. 
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Ces droites ont pour 6quations: 
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CG, x - 4 - y = o ;  BG, z . - 4 - y =  i;  AG, x . - 4 - y =  2; AC, x - - y = - -  I; 

AF, y =  ~ ; CE, x = ~  I. 

Les deux paraboles A B  et BC sont tangentes aux droites AC et BG. 
Enfin lcs deux autres courbes trac6es sur cette figure sont des arcs de 
coniques. On volt que le domaine D O est divis6 en i2 r6gions u~ et u~ 
correspondant respectivement aux I2 r6gions p, et p~. 

Voici comment il faut s'y prendre pour d6montrer que quand h 
point 3 parcourt sur ]a multiplicit6 M 1 h domaine u~ ou u~, le point 
correspondant p de la multiplicit6 M parcourt la rfigion p, ou p~. 

Soit //'0 le polygone sym6trique de R 0 par rapport k sa diagonale 
be. J'appellerai a'b'c'd'e'f' les sommets de R0, mi ls  afin qu'ils se pr~sentent 
dang le m~me ordre circulaire que ceux de Ro, a' sera le sym~!trique de 
c, c' celui de a;  d' sera le sym6trique de /; f '  c e h i  de d; quant k b' et 
e' ils ne diff6reront pas de b et e. Grgce k ces conventions, on volt 
ais6ment que lcs nouvelles valeurs de ~r, y, z sont rcspectivement: 

I - - ~ / ~  I - - X ,  I - - ~ ' .  

S0it maintenant X'  la valeur de X qui correspond au polygone R~, 
on voit ais6ment que ron a: 

X ' =  I - - X . .  

Si en particulier le polygone R o est sym~trique par rapport k be, il ne 
diffd.re pas de Ro; on a: 

! 
�9 q - y ~  I ,  Z = -  

2 

. z ~ - -  I - - . X  o . 

Si donc le point t~ d~crit la droite BG,  le point p d6erira la droite: 

! 
partie r6elle de X = ~-. 

On volt de mgme .clue si on change R 0 dans h polygone sym~trique 
I ! I 

par rapport b, la dia.gonah cf, ~, y e t  z se changent en , et - et 
z �9 y 
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I 
X en Xoo" On en eonelut que si R 0 est symdtrique par rapport ~ cf, 

e'est ~ dire si Ie point 3 dderit la droite CE, le point I~ dderit le eercle: 

rood X = I. 

Le polygone R 0 est 6quivtdent g un polygone R0 qu'on obtient en joignant 

bf, et en transformant le triangle bar par la substitution qui  change ba 

en bc. On obtient ainsi un polygone bfedcf'; f '  6tant le transform6 de 
f par la substitution en question. Prenons le symOrique de R0 par 
rapport g la diagonale bd. Ce symdtri(tue pom'ra dtre regard6 comme 

ddriv6 d'un certain polygone R'o' de la mdme fagon que R'0 de R0. On 
volt ais&nent qu'en changeant Ro en B~', on change x, y et z ell 

Z 2~, i _ j f  - Z(Z--gd I )  et z et X en X 0 . 

Si done le point d ddcrit la droite AC, le poiut /~ (16crira l a  droite 

X == 320, partie imaginaire de X ~ o. 

Le problSme su iwn t :  Etant  (loml6 un type fuehsien, trouver le g r o u p e  
fuehsien qui engendre une 6quation fuchsienne eontenue d'ms ee type, (;st 
un probl6me tr6s compliqu6 dont nous dirons quelques roots plus loin. 

Mais, d 'apr& ee qui prde6de, dans les eas partieuliers suivants: 

i t + V - - -  3 i - -  l " Z i  3 
X = -  X = - - - r ,  X--=- 2, X . . . .  , X - -  

2 ~ " 2 2 

il se r6sout par de simples consid&'ations de s.ymdtrie, et on trouve 

respectiveinent pour les param6tres qui ddfinissent le polygone gdn6rateur 

du groupe fuchsien correspondant: 

I 3 x x - -  y -  Z---~-- 
2 2 2 

I 
x =  I Y ~ 5  z = -  

3 

X - - - = - - 2  y =  2 Z - -  -- 
3 
t 

x ----- - -  i y-----2 z----~- 

i 3 i x ~ ' ~ -  y------ Z - -  
4 4 2 
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J 'appellc S~, S 2 et S~ les op6rations dont il a 06 question plus 
haut  et dont voici la ddfinition d'apr6s les changements qu'elles font 
subir '~ x, y, z et X. 

Sl (~, v, z; , - - v ,  ~ - - x ,  , - - ~ )  (x, , - - x 0 )  

~g Z 

a~ (., v, ~; :7., i + ~ , ' ( * -  ,) z) (x, Xo). 

Envisageons : 

I ~ Le groupe 1'~ ddriv6 de ces trois substitutions. Si on transforme 
lc triangle u 0 par toutcs les substitutions de ce groupe, on obticndra une 
infinit6 de triangles 'malogucs qui rempliront toute la multiplicit6 M, .  

2 ~ . Le groupe 1'~ formd de routes les combinaisons en hombre p a i r  

des substitutions 5'1, S~ ct S~. Ce que ce groupe a de remarquable,  
c'est qu'il est isomorphc au groul)e 

: az + ~') 
IZ~ F z + , 

oh =, fi, F, ') sont des entiers tels (tm., = d - - t i F - =  I. 
3 ~ . Le groupe 1' form6 de toutes celles des substitutions du groupe 

/'~ qui n'alt6rent pas X. Si l'on apl)lique h D o toutes los transformations 

de I', on obtient unc sdric de domaincs DI,  D~, etc. qui rcmplissent toute 
la mulliplicit6 3i~ .  I,e groupe l '  est isomorphe au groupe des substitutions 

Z~ Fz "4- 

oll a, 19, F, 0 sont entiers et oh: 

~ - - / ~ r  -- ;, ~ - , ; -  i, f i - r - o  (,nod2) 

c'est ~ dire au groupe que l'on rencontre dans letu(hJ de la fonction 

modulaire. 
Chacun des domaines D~, D2, etc. est divis6 en 12 r6gions de la 

19- 665006 Acta  mathematica. 4 
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mOne fad;on que D O est divis6 en u~ et u~. 
aussi comme divis6 en 2 triangles: 

Mais D o peut dtre regard6 

et 

To = Uo + U'o + u.~ + u; + .~ + u; 

2-o = u, + u', + u~ + u', + u~ + u;. 

l)e mdme chacun des domaines D, ,  D=, etc. seront regardds eomme 
partag6s ell 2 triangles T1 et 1"1, T2 et I'~ etc. C'est ce mode de 

Fig. 3. subdivision que nous avons adopt6 dans 
~" * ~ les figures 3, 4 et 5 qui reprdsentent en 

perspective des portions du paraboloide (I'). 
Dans la figure 3 la droite BKL re- 

pr6sente la g6ndratrice x = o, y - -  I qui 
clans la figure i n'dtait reprdsentde que par 
le point B. On remarquera aussi dans 
cette figure les cinq triangles 7~,, To, T~, 
T~, T.~ non haehds, et les portions P0 k Ps 
du paraboloide oll la subdivision n'est pas 

reprdsentde et qui sont couvertes de hachures. On verra aussi que chacun 
des deux triangles I1 et T.: a deux de ses sommets confondus en B. 

La figure 4 reprdsente k plus grandc 6chelle la subdivision de la 

rig. 4. rdgion T'~ + P.2 + t'~. La portion P~ a 
6t6 divisde en un triangle 1':~ ct deux 

~ /  hachdes sont dans les (tuatre figures 2, 3, 
4 et 5 celles oh la subdivision l~'est pas 

~ . ~  reprdsent6e. 
Enfin la figure 5 reprdsente le ddtail 

de la rdgion t'~ qui est divisde en un 
triangle T 4 ct deux rdgions hachdes P~ et /'10" On voit que le triangle 
T 4 a ses trois sommets confondus en B. 

Ces figures suffisent pour qu'on sc rende compte de routes les 
particularitds de la subdivision. En eff'et la rdgion P~ ou CKL se traite 
comme la rdgion AKB; les rdgions Po et P~ sc traitent comme la rdgion 
ABLG; sauf qu'une partie de la figure est rejetde ~t l'infini. Les rdgions 
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P~ et Pr se traiCent eomme P2; enfin P 4 ,  P ~ ,  Fig. ~. 

l'.j et t'~o se t}aitent comme Pa" 
Les points des droites B E  et F L  corres- 

pondent i~ des .polygones de la i ~'~ espSee, et sur 
ees droites, les points A et C sont les seuls qui 
correspondent g des polygones de la I ~'~ eat4gorie; 
ce sont les seuls aussi qui fassent partie de D o. 

Sur la droite B L  qui correspond ~ des polygones 
de la 2 ~ espSce, le point K est le seul qui lasso pattie de D O . Et en 
effct la substitution S~ le change dans le l)oint 

I 
x = y ~ cxv , z = - 

2 

qui correspond 'a un polygone de la I ~' catt~gorie. 

w 16. T h ~ o r i e  d e s  s o ~ t s - g r o ~ r p e s .  

Nous vcnons de dSmontrer que tout type fuchsicn contient une 6qua- 
tion fuchsicnnc; il faut maintenant trouver l'6quation fuchsienne contenue 
dans un type fuchsien donn6, ou bien encore trouver le groupc fuchsien 
correspondant. 

Mais avant d'abordcr ce probl6me, il faut dire quehlucs roots des 
sous-groupes contenus dans un groupe fuchsien doimd. 

Ces sous-groupes sont de deux sortes: 
s ~ Les sous-groupes d'indice fini, c'est k dire ccux qui sont tels 

qu:on peut obtenir toutes les substitutions du groupc principal en multi- 
pliant toutcs les substitutions du sous-groupe par un nombre fini de 
substitutions. 

2 ~ Les sous-groupes d'indice infini. 
A un autre point de rue, les sous-groupes sont encore de deux sortes: 
i ~ Les sous-groupes distingu6s (aus .qeze ichne t )  comme disent les 

Allemands, e'est g dire ceux qui sont permu'tables g toutes les substitu- 
tions du groupe principal. 
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2 ~ Les sous-groupes non distingu6s. 
(Cf. KLEIs, M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n ,  Bd XVII ;  WALTHER DYCK, 

Ueber regul(ire Riemannsche Fldche, Grupl)eutheoretische Stttdien. M a t h e -  

m a t i s c h e  A n n a l e n . )  

Les sous-groupes d'indiee fini ne sont autre chose que des groupes 
fuehsiens: Soit G le groups principal et g lc SOUd-groul)e qui y est contenu. 

Soit B 0 le polygone g6n&ateur de G; R~, /i~, . . .  sed divers transformds 

par les diverses substitutions de ce groul)e. Soit t '  0 le polygone g6n&ateur 
de g. I1 est ais6 de voir que P0 est formb par la rdunion d'un certain 

nombre de polygones R0, R~, R~, . . . ,  R,,. 
Choisissons d'une mani0re quelconque n-+-~  polygoncd parmi led 

polygoncs : 

2/0, / i l ,  /i~' �9 �9 " 

Soient par exemplc tt0, Bt ,  R~, . . . ,  R,, ees n-Jr- I polygones et suppodons 
que leur ensemble formc un seul tout simplemeut connexe. Soit t '  0 cet 
ensemble. Un certain nombrc de e6tdd des polygoned R resteront libres; 
ee seront les c6tds de P0" II reste i~ voir comment ces c6t6s doivent 

dtre distribuds en paires de c6tds conjugudd. Soit aob o un c6td de R0, 
a,',b'o son coujugu6; soient ,~b~, alb~ les ('6tdd homologues de t i t ;  a.~b.~, a.'.b,'z 
ceux de /t.,, etc. I)arnti les J~ + i e6tds a~b,, il y en aura un certain 

hombre p qui resteront libres; de mdme parmi led n + I cot& a:b~ il y 
en aura p, c'est h dire un hombre prdcis6ment 6gal, qui resterout libred. 

Nous pourrons alors conjuguer ehaeun des (:6tdd a~b, resl6s libred h l'uu 
des cSt6s ttlb~ rest& libres et cela d'une manibre arbitraire Tous led 

c6tds de P0 st t rouveront  ainsi rdpartis en paires de c6tdd conjugu6s. 

I1 y a encore uue t:ondition pour que t'. 0 puisse engcndrer un groups 
discontinu; e'cst que si l'on rdpartit ses somn~ets en cycles, la somme des 
angles de chaque cycle soit une partic aliquotc de 27,. Si eetfc condition 

est remplie, P0 cngcndrera un groups fuchsieu qui sera un sous-groupc 
de G. On obtiendra d'ailleurd dc l a  sortc toud les sous-grouped d'indiee 

fini de G. 
8oient maintenant : 
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les fonctions fuchsiennes engendrdes par G et 

(2) ~r = f ,(z) ,  y = f , (z) ,  f,(z), . . .  

les fonetions fuchsiennes engendr6es par ,q. La elasse des fonetions 

fuehsiennes (2) eontiendra la elasse des fonetions (~) tout enti6re eomme 
eas partieulier. 

Supposons d'abord que G e t  .q soient tous deux de genre o. Alors 
t,mtes les fonetions (i) s 'expriment rationnellement en X; tomes les fone- 

tions (2) rationnellement en z. On en eonclut que X est une fonetion 
rationnelle de z. Ii est d'ailleurs facile (le trouver les coefficients de 
eette fonction rationnelle, quand on eonnait lc,~ valeurs (It X pour les 
diffdrents sommets de R o. 

Si maintenant g est de genre o et g de genre p, toutes les fonetions 
(1) sent rationnelles en X et X est rationnel en :r et en ft. 

II p(,ut '~rriver enfin que ni G, ni g he, ~,)ieut de genre o. Dans 

ca ('as X et Y sent rationnels en .v et y et ht rdeipro~lue n'est l)aS vraie. 

II (;st b, remarquer que cette thdorie est tout  ~ fait analogue ~t eelle 
de l'r transfortnation des fonctions elliptiques. Qu'est-ce en cffet que 
eette transformation? Elle eonsiste ~, dtudier la r('lation qni a lieu entre 
les fon(.tions clliptiques engendrdes ptLr le groupe 

(3) (z, m~o, -4- ,,o),,) (o),, to.~ p(,riode.~ donn&'s; m, ,, e,,tiers q,wleonques) 

et le~ fonetions elliptiques (~ngendrdes par h' groupe 

(4) (z, mSd, + n f22) 

en choisissant ces nouvelles pgriodes ~(?1' "Qu2 de telle sorte que ee second 
groupe soit un sous-groupe du premier. Remarquons 6galement que si 

l'on applique ces principes aux fonctions fuchsiennes engendrdes par 
l '6quation de la s6rie hypergdomdtrique, on retrouvera sans peine les 
rdsultats obtenus par 5I. Gou1~sA'r dans sa remarquable those. 

Dans le eas partieulier oh g est" un sous-groupe distingu(~, la sub- 
division de P0 en n + I polygones R e s t  rdgulidre, mdme apr6s qu'on a 

pli6 et d6form6 P0 d e filg~ h recoiler ensemble les cdtds conjugu6s et 
faire de ce polygone une surface fermde, l)e plus les relations entre 

X, Y, x et y sent d'une nature phrfieuliSre. Ainsi, si par exemlile G et 
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g sont tous deux de genre o, le groupe de l'6quation algdbrique qui lie 
X et x est une seule fois transitif. 

Considdrons en 1)articulier un txemple qni n o , l s  sera utile dans la. 
suite. Supposons que /?o soit un polygone 

sym6trique par rapport h sa diagonale ~qa,,+~ de telle sorte que //~ soit 
symdtrique de a,. ,le s,pposc de plus que les c6t6s symdtriques sont 
conjugu6s et que t ous l e s  sommets sont sur le cercle fondamental et tous 
les angles mils. Soit X = F(z) nat  des fonctions fuchsiennes engendr6es 
par R 0 et k l'aide (It laquelle routes Its autres s'expriment rationnelle- 
meat. On aura pu choisir F(z) de tt l lc fa(:on que cette fonction reste 
r6elle stir t o u t  le pdrim6tre de R n et sur la di'~gon'de ~;a,,+~. (Cf. Mdmoire 

sur les fonelions fi~chsiennes, A c t q  M a t h e m a t i c a ,  T. I, p. 232 et 272. ) 
Cette fonction donnera alors la reprdstntation eonforme du polygone 

sur un demi-phm. Soit maintenant R; le transfl)rm6 de R o par la 
substitution qui change /~q~,+, en ~ia,+,. Ce polygone sera symdtrique de 
R 0 par rapport k a,a,+,. Considdrons maintenant le polygone P0 = R0 q- R, 
et regardons corn,he conjuguds deux c,;t6s de ce polygone s'ils so,it symd- 
triques par rapport, h a,a,+,. T o u s l e s  cycles de ee polygone dtant 
paraboliques, il engendrera un syst("me de fonctions fuchsiennes. ,It 
choisirai parmi elle~ une de telles h l'aide desquelles toutes les qutres 
s 'expriment rationnellemtnt t t  qui de plns r ts t tnt  rdelleR s,,r tout le 

pdrim6tre de R 0 et de R;. 
de l'appellerai .~ = f(z). Cette fonttion donne'ra la reprdsentation 

eonforme sur un demi-plan, non plus de ro eomme clans It cas prdcddent, 

mais du polygone B 0 tout entier. 
Pour achever de dSfinir :r je supposerai: 

et j 'aurai : 

= o ,  = 

l /  X -  P(a,) x = +_ v . ~ - -  F(--g~,+~)" 
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Nous pourrons prendre indiff~remment le signe -+- ou le signe ~ .  
Poussons la chose plus loin. Soit /)1 le polygone sym~trique de Po 

par rapport k un de s e s  cSt~s que j'appelle C. Soit Q0 = P0 T / )1  et 
regardons comme conjugu~s deux c6t~s de Q0 sym~triques par rapport 
C. Soit y une fonction fuchsienne engendrSe par Q0 et k l'aide de laquelle 
toutes les autres s'expriment rationnellement. Je suppose que y soit r~el 
le long du p~rimStre de Q0 et par cons(~quent lc long de C. 

Je pose d~ailleurs: 

d'oh : 

r 
= = F ( . , )  " 

v ~  ::-F(--E~,,+~) - -  VF(,,+~) --  F(a.+ ~) 

Cet exemplc montre quelle cst la nature des relations qui existent 
entre les fonctions fuchsiennes d6riv6es d'un groupe fuchsien G et cellvs 
qui d6rivent d'un sous-groupe de G. 

Nous allons maintenant dire quelques roots des groupes distingu6s 
d'indice fini ou infini. Voici comment on peut ~tre conduit k envisager 
de tels groupes. Soit 

dP.w (~ P--1 w 
(5) d'-"~ + r dT, p_"""""'-" ~ "~ " ' "  "~ r "w : y 

unc 6quation linSaire oh les coefficients ~ soient rationnels cn x. Supposons 
que les points singuliers de cette 6quation soient: 

al , a~ , . . . ,  a .  

et de telle fa(~on que les racines de l'~quation d~terminante relative h a~ 
t soient toutes des multiples de ~ ,  K~ dtant un entier positif. Si on ne 

peut trouver aueun nombre entier tel que ce~ racines soient multiples de 
I 

g--~.' on fera K~ ----- cx~. 
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Nous pourrons en vcrtu des w 8 h I4, trouver une 6quation fuchsienne: 

d~v 
(6) d,~' -- r 

admettant pour points singuliers 

a 1~ a 2 ,  . . . ,  an  

ct de telle fagon que la difference des raeines de l'dquation d~terminante 
i 

relative k a~ soit ~ .  Cette ~quation fuchsienne ~ppartiendra k un type 

fuehsien que j'appelle T 
Soit z le rapport des int~grales; x sera une fonetion fuchsienne de z 

et j'appelle G le groupe de cette fonetion. Les int~grales 

Wl~ W2~ W a ,  . . . ,  Sb'p 

de l'~quation (5) sont des fonctions uniformes de z. Soit S une substitu- 
tion de G. Quand nous appliquerons k z cette substitution, fes int~grales 
w deviendront: 

wl,  w 1 3~ �9 �9 .~ Wp 

et il est clair que les w~ sont des f0nctions lin~aires des w~; j'appellerai 
v la substitution lin(~aire qui fait passer des w~ aux w~ et j'~crirai pour 
abr~ger: 

(7) w(~. S) = [w(z)]X. 

Cette ~quation exprimera que quand z subit la substitution S, leg 
w subissent lm substitution ~v. 

Les substitutions Z formeront un groupe F qui sera isomorphe k G; 
mais cet isomorphisme pourra ~tre holo&drique ou mgri~drique. S'il est 
m6riddrique, il y aura une infinit6 de substitutions: 

(s )  s , ,  S , ,  . . . ,  s , ,  . . .  

du groupe G auxquelles correspondra la substitution unit6 dans le groupc 
F. Ces substitutions (8) formeront un sous-groupe g du groupe G. Je 
dis que ce sous-groupe est distingu6. En effet soit s une substitution de 
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G ne faisant pas partie de g, et ~ la substitution correspondante du groupe 
/1. Soit S a une substitution de g; je dis que s-'S~s fera aussi partie de 
g. En effet nous ~urons: 

ou enfin 

w(.S , )  = w(z) 

w( .s-~S,)  = w(~s-') 

w ( ~ )  = [ ,o( . ) ]~  

w(zs-'S,~) = [w(~s- 'S,)]~ = [ ~ ( ~ - ' ) ] ~  

C. q. F. D. 

Nous sommes ainsi conduits k envisager des groupes .q disfingu6s st 
k indice fini ou infini et des fonctions w de z qui ne sont pas alt~rdes 
par les substitutions de ces sous-groupes. Supposons que l'(~quation (5) 
s'int~gre alg~briquement, alors le groupe des substitutions 2' cst d'ordrc 
fini; donc 9 est un sous-groupe d'indice fini. Ainsi la question de Fin- 
t6gration alg6brique des 5quations lin~aires se ram6ne k cells des ~ous- 
groupes distinguds d'indice fini et de la transformation des fonetions 
fuchsiennes. Nous nous occuperons de tout ce la  plus tard. 

Lorsque g est d'indice infini, on peut trouver ndamnoins quelque 
chose d'analogue au polygone gdndrateur d'un groupe fuchsien. Soient 
en effet 

(9) 

une infiuitd de substitutions de G, choisies de telle sorte que si 

(,o) I, al, e~, e~, . . . ,  ~ ,  . . .  

sont les substitutions correspondantes de I ,  le tableau ( I o ) e o n t i e n n e  
ehacune des substitutions de I" et ne la contienne qu'une lois. 

Soient maintenant 

R o, RI,  R2, R~, . . . ,  Rp, . . . .  
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les polygones analogues s R 0 et correspondant aux diverses substitutions 
du tableau (9). L'ensemble de ees polygones formera une r6gion Q0 qui 
sera une sorte de polygone gdn6rateur du groupe g. 

Si en particulier l'6quation (5) est du 2 d ordre et que nous appeIions 
t le rapport des int6grales, t sera une fonction uniforme de z, inalt6r6e 
par les substitutions de g. Supposons maintenant que (5) appartienne 
au type T et que x soit une fonction klein6enne de t n'existant que 
dans un de ces domaines D dont la limite n'est pas une courbe analytique 
et dont il a dt6 question dans le 2~fdmoire sur les groupes kleindens. 

Alors le groupe g se r6duira s la substitution unit6 et t n e  pourra 
prendre qu'une fois et une seule chacune des valeurs int6rieures ~ D. 
La relation entre t et z nous donne alors la repr6sentation conforme de 

/)  sur un cercle. 
J 'arrive au point le plus important. Je suppose que (5) soit une 

6quation fuchsienne appartenant ~ un type T' et que le type T soit 
subordonn6 s T'. Alors x est fonction fuchsienne de t. ]l arrive alors 
que t e s t  foncfion uniforme de z inaltdrde par g. Elle peut prendre 
toutes les valeurs int6rieures au cercle fondamental et n'en peut prendre 
d'autres. Elle ne peut prendre d'ailleurs chacune d'elles qu'une seule fois 

l'int6rieur de Q0, mais elle peut prendre chacune d'elles une infinit6 

de fois s l 'int6rieur du cercle fondamental. 
Il reste ~ examiner ce qui se passe quand les co(~fficients r de 

l 'dquation (5) au lieu d'ftre rationnels en x, sont rationnels en x et y, 
ces deux variables 6tant li6es par la relation: 

(I , )  8 (x ,  y) = o.  

Je vais consid6rer unc dquation (6) 

dSv 
(6) dx' --  ~(x)v 

off ~b est rationnel en x et qui admet pour points singuliers non seule- 
ment  ceux de l'6quation (5) mais encore ceux de rdquation (i I), c'est 

dg 
dire les valeurs de x pour lesquelles ~y ~ o. Si b est un point singulie~ 

de cette esp6ce et si dans le voisinage de ce point singulier Jl valeurs de 
y se permutent  entr.e elles de la mani6re bien connue, la diff6rence des 
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racines de l'6quation ddterminante de (6) devra dtre K'  K 6rant un 

multiple de 2. Remarquons bien ce qui suit pour 6viter toute confusion; 
chaque valeur de x correspondent plusieurs points de la surface de 

RIE~IA~ (X I). Si run de ces points est un point singulier de (5), en 
g6n6ral il n'en sera pas de mdmc des autres, et cependant tous ces points 
analytiques sont alors des points singuliers de (6); car ~b(x) est rationnel 
en x et inddpcndant de y e t  par cons6quent, il n'y a pas lieu de s'in- 
quidter de savoir "~ quel feuillet de la surface de RIEMA~N, appartient le 
point analytique correspondant. 

Cela pos6, soit G le groupe de l'6quation (6), z le rapport des int6- 
grales, x sera une fonction fuchsienne de z; y sera une fonction uniforme 
de z, mais elle ne restera pas inalt6rde par toutes les substitutions de G. 
Si j'appelle g' le groupe formd par toutes les substitutions de G qui 
n'alt6rent pas y, ce grdupe sera un sous-groupe d'indice fini de G; mais 
il ne sera pas distingud en g6n6ral. (.ii moins que le groupe de rdqua. 
tion algdbrique (I I) ne soit une seule ibis transitif.) 

Si au contraire je consid6re k la fois les m valeurs de y qu'on peut 
tirer de l'6quation (II)  en la supposant de degrd m en y, et si j'appelle 
g" le groupe form6 par les substitutions de G qui n'alt6rent a u c u n e  de 
cesm valeurs, g" sera un sous-groupe distingu6. 

Appelons enfin g lc groupe form6 par les substitutions de G qui 
n'alt6rent tias les int6grales de r6quation (5), ce sera un sous-groupe 
d'ordre fini de. G et de g'. Consid6r6 comme sous-groupe de G, il ne 
sera pas distingu6; comme sous-groupe de g', il sera distingu6. 

Nous pourrons regarder le groupe g' comme engendr6 par un poly- 
gone P~ form6 par Ia rdunion de  m polygones transformds de Ro; le 
groupe 9 sera engendr6 par une r6gion Qo formSe par la r6union d'une 
infinit6 '.de polygones transform6s de ~ .  Quant /~ g", il sera engendrd 
par un polygone P0' form6 par la r(!union de to polygones transform6s 
de /to, to dtant l'ordre du groupe de l'6quation alg6brique (I~). Si ce 
detnier groupe est une seule fois transit if, r = , t  et g' et g" ne diff6rent 
pas Fun de l'autre. 
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w 1 7 .  TroisiOme probl~me. Yl',Jl~es symt;triqaes. 

On a VU a U  w I0 "tvee quelle facilit6 on d6montre que tout type 

fuchsien symdtrique contient une 6quation fuchsienne; nous allons faire 
voir maintenant comment on pout calculer, avcc une approximation in- 

d6finie, }es coefficients de cette dquation. 

Considdrons un type symdtrique T: 

d2v 

r t~tant rationnel en x, tous les points singuliers de cette 6quation sont 

r6els et routes les 6quations d6terminantcs ont une racine double. Soient: 

~l I ~ r . . . ~ (l u 

les points singuliers r6els en question. Au lieu de supposcr que ces 

points singuliers sont r6els, nous supposerons qu'ils sont tous situ6s sur 
le cercle de centre o et de rayon I. I1 est ais6 en effet de passer d 'un 
c a s k  l 'autre par un changement lin6aire de la variable x. I1 s'agit de 

d6terminer les coefficients rest6s arbitraires dans l '6quation (I) de telle 
fa(;on que cette 6quation soit fuchsieline. Supposons le probl6me r6solu. 

Soit z le rapport  des int6grales. La variable x scra une fonction fuchsienne 

de z et le polygone gdn6rateur R 0 de cette fonction sera symdtrique et 
aura tous ses  sommets sur le cercle fondamental. I1 sera partag6 par 

une de ses diagonales en deux polygones symdtriqucs r0 ct r0. Je  suppose 
que le centre du cercle fondamental soit int6rieur ~, r 0 et j 'appelle b un 

certain point que  je suppose rdel et intdrieur 6galement k r 0. La fonction: 

= 

~sera une des fonctions fuehslennes s l'aide desquel}es toutes les autres 
s 'expriment rationnellement. J 'ach6verai de la d6finir par les conditions 

suivantes: 

m o d x  = I, 

X = O ~  

argx  = o, 

quand z est situd sur le p6rim6tre de r 0 

p o u r  z = 0 

pour z = b. 
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La fonction x = f(z) nous donne alors l a  rep%sentation conforme du 

polygone r o sur le cercle de centre o et de rayon I. Cela pos6, soient 
/t~, R~, . . .  lea divers transform6s de R 0 par le groupe engendr6 par ce 
polygone. Ces polygones rempliront  tout le cercle fondamental  et chacun 

d'eux sera subdivis~ en deux parties sym6triques rl et r~, r~ et ~ ,  etc. 
ConsidSrons un certain hombre de polygones r~ et r~ dont l 'ensemble 

forme un seul tout simplement connexe. Soit Po le polygone forln~ pas 
cet ensemble. Consid6rons la fonction 

y = 

qui donne la rep%sentation conforme de P0 sur le cercle de centre o et 

rayon i. Pour  achever de d~finir y, je suppose: 

0 ( o )  = o ,  a r g  0(b) = o .  

Cette fonction tg(z) sera une fonction fuchsienne dont le groupe g sera un 

sous-groupe du groupe G de la f, mction f (z) .  II %sulte de lk que x est 
une fonetion F(Y) rationnelle en y. II est d'ailleurs facile (et nous 

reviendrons sur ce point un peu plus loin) de trouver les coefficients de 
la fonction F(Y), quand on connait les points singuliers a et la situation 

relative des diff6rents polygones r~ et r~ dont l 'ensemble constitue P0" 

Or les quantitds a nous sont donn6es et nous pouvons disposer arbitraire- 
ment de la situation relative des polygones r, et r~. Les coefficients de 
la fonction rationnelle F(Y) peuvent donc ~tre regard6s comme connus. 

Nous pourrons toujours, k la condition de prendre un assez grand 
nombre de polygones ~k et r~, choisir ces polygones de telle sorte que le 

cercle de centre o et de rayon p soit tout  entier int6rieur s P0, et cela 
quelque grand que soit p pourwb bien entendu, que ce rayon reste 

inf6rieur ~ I. On aura alors l'indgalitd suivante: 

rood z 
modz  < mody < - -  

p 

On pourra donc choisir un rayon p suffisamment voisin de x et par 

cons6quent un polygone Po suffisamment grand pour que la diffdrence 
entre modz et mod y soit aussi petite que l'on vcut. En d'autres termes 

quand p tend vers l'unit6 on a 

lira mod y = mod z. 
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Mais ce n'est pas tout. Soit:  

z ~- $ + ' iy / ,  u = log rood Y, v = arg _u 

Supposons que z ,~oit un certain point  tel que:  

m o d z < p ~  < p <  z 

p~ 6tant une quanti t6 positive convenab lement  choisir 

Nous aurons k l ' int~rieur du cercle de rayon  p 

I 
o < u < l o g - .  / ,  

On en eonelut  qu'k l ' in tdr ieur  du eerele de rayon  p , ,  on a 

M a i s :  

P~ 

du dv du dv 
~ �9 d$ dT; d~; d$ 

d l) d l) 
On en conclut  que ~ et ~ tendent  uniformdment v e r s o  quand  p 

tend vers I. Or  pour  z =  b, on a v - = o ;  on peut  donc derire:  

2 

f l  I dv ,. dv ] 

b 

d'ofi l 'on eonelut :  

et  

lira v ----- o ,  pour  l imp----  I 

l i m  (u "b iv) ~ o 

lim ._v _-- x, l im y ---- z.  
I 
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Je vais maintenant ddmontrer que pour une valeur quelconque de 
z, la limite de la fonction rationnelle ~(z) (qui n'est autre que V(y) off 
y est rcmplac6 par z) est prdcisement la fonction fuchsienne f(z).  Nous 
a v o n  s 

Posons de mdme 

Je dis que 

y = ~ ( z ) .  

z = O(z O. 

l i n l  Z 1 = Z .  

En effet lorsque z est k l 'int6rieur du cercle de centre o e t  de rayon 
Pl, nous avons: 

dy 
mod dzz > I - -  

i - -P ' )~  
P~ 

J'appelle pour abrdger K le second membre de cette in6galit6. 
nous avons: 

rood z < mod y 

et par consdquent 

I[ vient donc 

Or 

Or 

r o o d  z I < mod z < Pl" 

l i m l y - z l = o  donc l i m [ z - - z  I [ = o .  

Nous avons d'ailleurs: 

~(z) = f (z l ) .  

Mais f(z) est une fonction continue et comme la diffdrence z - - z ~  tend 
vers  o ,  nous aurons: 

lim f(zl)  = f(z) 
OLI 

lira ~,(,)--- f(,).  
C . Q . F . D .  
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On d6montrerait  de m~me que la limite de la ddrivge n e de #(z) 

est la d6rivdc n ~ de f(z) .  
I1 s'agit de profiter de ce qui prdcSde pour calculer les coefficients 

restds arbitraires dans l'dquation (I). Soit p le nombre de ces coefficients 

que nous appellerons pour abr6ger les coefficients c. Soient v, et v~ 
deux intdgrales de l 'dquation (~) dSfinie comme il suit: 

pour X ~ O~ V 1 ~ O~ 
d v ,  

- -  I dx 

d v  2 
pour x ~ o, ~,: .-~ I, dz ~ O. 

Le rapport v, est alors une fonction de x parfaitement d6finie. Cal- 
V 2 

culons dans le d6u de cette fonction les coefficients de 

~ ,  R; 3, X4~ . .., X p + 3. 

Ces p + 2 coefficients s 'exprimeront rat ionnellement en fonetions des 
coefficients c et des points singulicrs a. Mais nous aurons 

2)  V, __ (lZ 

v~ z + r 

et y 5tant deux constantes que nous ne connaissons pas encore. Nous 

avons dans l'identitd (2) une relation entre x = f(z) et z. On peut en 

tirer les p + 2 premiers coefficients du d6veloppcment de f(z) suivant les 
puissances de z en fonctions rationnelles de a, de y, des c et des a. On 

peut donc avoir r6ciproquement les c, a et 7" en fonctions rationnelles des 
a e t  des p + 2 premiers coefficients du ddveloppement de f(z) .  Or les a 

nous sont donnds, les coefficients du ddveloppement de f(z) peuvent aussi 
~tre regardds comme connus puisque ce sont les limites des coefficients 
du ddveloppement de ~(z); les coefficients c peuvent done aussi 5tre 

calcul6s avec une approximation inddfinie. 
On peut. se proposer, au lieu de calculer les coefficients de l 'dquation 

(I), de trouver directement le groupe de cette 6quation. Voici comment 

on peut opdrer. 
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Supposons que x dderive dans le sens po$itif un contour fermd autour 

du point singulier a~; z se changera en a/-Y-z + fl~ la substitution 
~'iz + &' 

S ~ =  z, r ~ z + 3 d  

6tant parabolique; en mdme temps y se ehangera en y~. Si la ;r 

initiale de z est o, sa valeur finale sera: i~ = its; si la valeur initiale de 
o~ 

y est o, sa valeur finale s'appellera [,~. La connaissanee de ~ suffit pour 
d6terminer la substitution S~; mais quand on connait la fonction ration- 
nelle g(y) la ddtermination de /,~ n'est qu'une question d'alg6bre. On a 
d'ailleurs : 

2i = l i m t ,  i .  

Oil d6terminera ainsi toutes les substitutions S~ et par cons6quent le 

groupe G. I1 y a d 'autre part entre led ),~ une relation alg6brique qui 
facilitera le calcul. 

I1 reste maintenant h entrer plus profond&nent dans la question et 
~ voir comment on peut cffectivemcnt caleuler led coefficients de la fonc- 
tion rationnellc ~(y). Le ealcul d6pend naturel lement du ehoix des 
polygones r~ fit r2 dont l 'ensemble constitue P0. Maid ce-choix est lui- 

mdme i~ peu pr6s arbitraire et nous sommes forc6s pour fixer les id6es, 
de choisir certaind exemples partieuliers. II est bien entendu que ce ne 
sont l~ que des exemples, et nous ne voulons pas dire que le choix que 
nous allons faire soit le meil leur  ct le plus simple. ] l e s t  mdme probable 

que l'exp6rience et la pratique eonduiront h faire un choix diff6rent. 

Soient %, %, . . . ,  a~ les sommets de r 0 correspondant respectivement 
aux points singuliers a~, a . ~ , . . . ,  a,,. Consid6rons le polygone t~o ~ form6 

de r 0 et du polygone sym6trique de r 0 par rapport ~ l 'un de ses e6t6d, 
b~ ~t, ,  par exemple. Appelons y~ la fonction y qui est engendr6e par ce 
polygone ,P~, et z~ une fonction li6e i~ y~ par une relation lindaire con- 

venablement choisie e t  dont nous ddterminerons plus tard les coefficients. 
Nous aurons alors: 

Zl ~ ~ ( ~ 1  
an 

20- 665006 Aeta mathematiea. 4 

Yl 
A,z, + B, 
C,z, ,+ D 1 " 
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Considdrons maintenant un polygone Pg formd de Po ~ et du polygone 
sym6trique de P0 ~ par rapport k un de ses c6tds que j 'appelle C. J 'appetle 
y~ et z 2 des fonctions qui sont i~ P0 ~ ce que y~ et z~ sont h Po ~ et j 'appelle 
b e t  c les valeurs de z~ aux extr6mit6s du c6t6 C. Nous aurons alors: 

z~ = V ~ d ' Y ~ - -  C~z 2 + D~ 

On op6rera sur P0 ~ comme on a opdr6 sur P0 ~ et ainsi de suite ad inf. 
On calculera ~ainsi successivement les valeurs de 

Pour passer de z~ ~ y~: il faut connaitre les coefficients de la relation 
lin6aire : 

A : i  + B~ 
Y~ ~ C~z~ + D~" 

On ddterminera ces coefficients de telle fa~on que y~ s'annulle avec x, ait 
son module 6gal k I en m~me temps que x, et soit rdel pour une certaine 
valeur r6elle de x. 

II reste encore quelque chose d'arbitraire dans le mode de g6n6ration 
�9 . /)~ , on annexe des polygones" P10, P~, . Pour former ~ k l'aide de ~-~ 

~t ce polygone son sym6trique par rapport :a un de ses cStds C; comment 
choisir ce c6t6 C? Il conviendra de choisir celui des c6t6s de P0 -~ dont 
on suppose que la longueur g6om6trique dolt (!tre la plus grande. 

Je  rep6te que je n'ai voulu donner ici qu'un exemple et que mon 
intention n'est pas de recommander ce mode de g6ndration des polygones 
P0 de pr6f6rence k tout autre. Je crois au contraire qu'il serait plus 
avantageux de s'arranger de fa(;on que le groupe de'la fonction fuchsienne 
O(z) soit toujours un sous-groupe distingu6 de G. 

Dirigd de la sorte, le calcul des coofficients c de l'6quation (I) ne 
laisserait pas d'etre assez long si l'on voulait pousser l 'approximation tr6s- 
loin. Mais on peut pour la plupart  des applications se contenter d'une 
approximation grossi6re. En effet si les coefficients c, au lieu d'avoir 
exactement les valeurs qui conviendraicnt ~ l'6quation fuchsienne, sont 
aeulement suffisamment voislns de ces valeurs, la variable x n'est plus 
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fonction fuchsienne du rapport z des int6grales, mais elle en est encore 
fonction klein6enne, ce qu i suffit dans presque tous les cas. 

Voici comment ce que l'on vient de voir peut s'appliquer au cas d e s  

types non sym6triques. Soit: 

(3) d'v dx* - - . r  y)v (4) O(x, y) -~- 0 

une 6quation appartenant k un type T. Ce type contient une 6quation 
fuehsienne et, si j 'appelle t le rapport des int6grales de eette 6qua- 
tion fuchsienne, les variables x et y seront des fonctions fuchsiennes de t. 
Mais nous nE nous proposons pas pour le moment  de trouver les coefficients 
de cette 6quation fuchsienne elle-mdme; nous voulons seulement trouver 
une dquation fuchsienne dans un type T' subordonn6 k T. Pour cela soit: 

(5)  a 1,  a 2~ . . . ,  a ,  

le tableau des points singuliers de l'dquation (3) et de ceux de la rela- 
tion (4). Nous avons vu au w i i qu'il ex i s t e tou jours  une 6quation 
fuchsiennc 

(6) d'v a . '  - F ( x )  v 

off F ( x ) e s t  rationnel et qui admet pour points singuliers non seulement 
les n quantlt6s donndcs (5), mais encore k autres quantit6s non donn6es 
bl, b.~, . . . ,  b , .  De plus toutes les 6quations d6terminantes ont une 
racine double. 

Or, si l'on se reporte k ce qui a ~t6 dit dans ce w ix, on verra 
que nous avons formd cette 6quation (6) s l'aide d'une autre 6quation 
fuchsienne dont tous les points singuliers dtaient rdels et qui, par consd- 
quent, appartenait ~, un type symdtrique. D'ailleurs nous venons de voir 
que les coefficients d'une 6quation fuchsienne contenue dans un type 
sym6trique donn6 peuvent 4tre regard6s comme connus. II en sera done 
de m4me de ceux de l'Squation (6). 

Cela pos6, soit z le rapport des int6grales de (6); x sera une fonc- 
tion fuchsienne de z, ayant pour groupc G. D'ailleurs y sera une fonction 
uniforme de z. Si g' est le groupe des substitutibns de G qui n'alt6rent 
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pas y (cf. w pr6c&lent), y sera une fonetion fuchsienne de z ayant  pour 
groupe g'; le groupe g' engendrera alors une dquation fuchsienne qui ne 
sera autre que: 

d~v 
(6) d z ' =  F(.c)v avce la relation (4) O(x, y ) - - o .  

Cette nouvelle 6quation fuehsienne (que je regarde comme diffdrente 
de l '6quation (6) non aecompagnde de la relation (4)) fera pattie d'un 
type 2" subordonn6 k T et nous awms vu que ses coefficients sont connus. 
Le probl6me que nous nous proposions est donc rdsolu. 

w 18. Tro i s i~me  prob l~me;  cas y~ndral.  

 epreno,,s  qu  tio,,s (3), (4) !6) a .  w Avpdo.s 
.R 0 le polygone g6ndrateur de G, t '  o celui de g'. Le groupe .q form6 des 
substitutions de g' qui n'alt6rent pas les intdgrales de l'6quation (3) est 
un sous-groupe disth~gu6 de g'. I1 est, parfaitement d6termin6 et il est 
engendr6 par une rdgion Q0 qui joue le r61e de polygone gdn~rateur, 
mais qui a une infinit6 de c6tds. Ces c6tds sont eonjugu6s deux h deux 
de telle faqon qu'un c6td soit le transform6 de son eonjugu6 par une des 
substitutions du groupe 9. Deux points qppartenant ~'~ ees deux e6t6s 
eonjugu6s seront dits correspo~dants lorsque l'un d'eux sera le transform6 
de l 'autre par eette substitution. 

Maintenant il s'agit de ddterminer les eo6fficients restds arbitraircs 
dans l 'dquati0n (3) de telle fat;on que cette 6quation soit fuchsienne. Soit 
t le l:apport des int6grales de l'dquation (3) supposde fuehsienne et z le 
rapport  des intdgrales de l '6quation (6); il s'agit de d~terminer t e n  fonc- 
tion de z. 

Je suppose pour d6terminer eompl6tement t, qu'il s'annulle en m6me 
temps que z. Alors t sera une fonction uniforme de z, inaltdrde par les 
substitutions de g e t  de telle sorte que 

rood t < I. 

En outre t pourra prendre routes les valeurs dont le module est inf~rieur/~ I. 
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Ceci 6tant pos6, je dis que l'on a l 'identit6 suivante 

303 

(7) log mod t = ~ log rood r,z + 3i 

�9 . , ( ~,~ + B,~ 
Dans cette ldentlte, les substitutions .z '  ~ ]  sont les substitutions de 

g e t  le signe Z: se rapporte k toutes les substitutions de ce groupe. Cela 
pos6, consid6rons une infinit6 de cercles 

. . . ,  c , . ,  . . .  

ayant tous polar centre le point o e t  dont les rayons R, ,  R 2, . . . ,  R. ,  .. .  
vont en croissant avec n et tendent vers I quand n croit ind6finiment. 

Parmi les termes de la s6rie (7), il y en aura un certain hombre p 
qui deviendront infinis ~ l'int6rieur du cercle 6'.. J 'appellc leur somme 
O.. Il s'agit de d6montrer que 

lira 0,, = log mod L 
t 

pour ~z = c~. 

1 [~ "  d I t , Je remarque de plus que to~mo ~ ,  le terme general de la s6rie 

(7) log rood r~z + ,~ a,z + fit' et par cons6quent 0,, sont essentiellement r~els et 

positifs. 

Soit 

soit u. une fonction r6elle de ~ et de ~] qui k l'int6ricur de C. satisfasse 
l'5quation : 

(8) d'~ d'~, 

qui soit nulle le long de la circonf6rence de ee eercle, et qui enfin soit 
telle que la diff6rence 

log rood ~- ~ u,, 
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soit holomorphe k l'intSrieur de ce m(~me cercle. 
inelgalitds : 

o < u. < l o g m o d  

et de plus 

NOUg aurong leg 

et on en conclut que u. est constamment croissant avec n et constamment 

inf~rieur k log m o d t ,  ce qui veut dire que pour n----cxv, u, tend vers 

une limite finie que j 'appelle u. 
J 'ai ins6r6 dans un des derniers B u l l e t i n s  de la  Soc id t6  Math6-  

m a t i q u e  de F r a n c e  (Paris, Gauthier-Villars :883)  un petit travail 
intitul~ ~Sur un thdor~me de la th~orie gdndrale des fonetions, dans lequel 
j e  ddmontre que si y est une fonction quelconque non uniforme de x, on 
peut toujours trouver une variable z telle que x et y soient des fonctions 
uniformes de  z. On n'a qu'h rdpdter ici la suite des raisonnements que 
j'ai fairs dans ce travail pour voir que u est une fonction analytique de 
$ et de 72 et qu'on peut trouver une seconde fonction v de $ e t  de r] 
telle que u + iv soit une fonction analytique monog~ne de z. On aura 
d'ailleurs l'in6galitd: 

I 
log rood T ~ u. 

I1 s'agit de faire voir que e'est le signe ~ qu'il faut prendre et non le 
signe de l'inSgalit6 > .  Pour cela, 6tudions de plus pr6s la fonction u. 
Je dis que cette fonction n'est pas alte~r~e par les substitutions de g. En 

effet soit : 

( ~  
S---- z, Iz + 

l 'une de ces substitutions et posons: 

u'. (z) - -  u. \ r ,  + " 

I1 y a une autre mani~re de d~finir la fonction u',,. En effet soit C',, le 
~ercle transform6 de C. par la substitutior, inverse de S. La fonction 
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u:, satisfera eomme :.,. g l'6quation (8); elle sera nu l le  le long de C: et 
la diff6renee : 

log mod i7 ~ u.  

sera ho lomorphe  k l ' intdrieur  de ee eercle. 

Nous aurons done une infinit6 de eereles: 

C;, G , . . . ,  C; , . . .  

et une infinit6 de fonetions 

t t t 

UI~ U 2 ~ . ,  ,~ Un~ . . .  

cngendr6es g l 'aide de ces cereles comme  les u~ le sont h l 'aide des 6ereles 

U~. Nous aurons d 'ai l leurs 

, (~ +~ 
l im u.(z) = u \ r ~ /  pour  n = c-~. 

Cela pos6 quelque grand  que soit n, on pour ra  t rouve r  un eerele 

6~; tou t  ent ier  ex t&ieur  g C~ et un eerele Cq tout  entier ext6r ieur  k C~. 

On aura  alors:  
u.(~) < " ; (4  < u,(~). 

Mais pour  n =  cxv, on a p = q - - - -  c~.  Done:  

l i m u . =  l i m u q =  u 
done:  

On en conclut  

et enfin 

limu~,(z) = u(z) 

/(~ + fl\ 
u(z)  = ~ ~ r ~ )  

v ~ = v(z) q- contr. 
\rz + o/ 

C . Q . F . D .  

Consid6rons ma in tenan t  la fonct ion:  

I 
V = log ,nod ~- - -  u 
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darts le plan des t et posons: 

t = ~i + i~1. 

La fonetion V sera une fonetion uniforme de t. En effet quand t, apr~s 

avoir d6crit un contour queleonque, revient ~ sa valeur initiale, z e s t  
revenu k sa valeur initiale ou bien a subi une des substitutions du groupe 

g. Dans Fun et l 'autre eas la fonetion u et par eons6quent V n'ont pas 
6t6 alt6r6es. 

D'ailleurs V satisfait ~ l '6quation 

d2V d2V 
(83 d-e?, + - o .  

Considdrons dans le plan des t le eercle: 

p 6rant une constante plus petite que i. 
La fonction V sera holomorphe(~) h l 'int6rieur de ce cercle; d'ailleurs 

elle sera le long de la circonfdrence de ce cercle toujours comprise entre o 
I 

et l o g p .  Donc en vertu d'une propridtd bien connue de l'dquation (8'), 

on aura h l'intdrieur de ce m~me cercle: 

o ~< V ~--< log F . 

Mais p peut ~tre ehoisi aussi voisin que l'on veut de l 'unitd; il faut 

done que l'on ait:  

V = o  

OU 
I 

log rood -/- ---- u. 

C. q. F. D. 

(1) En effet il ne pourrait  y avoir .doute ~t ce sujet que pour certains points isolds 

qui correspondent k des sommets de R o situds sur le cerele tbndamenta]. Mats 'on  sait 

que si une fonetion V est holomorphe k l ' intdrieur d'un cerel% sauf en eertains points 

isolds pour lesquels on ne sait rien~ si elle satisfait ~ l'd~luation (8')~ si enfin el]e est 

uniforme et qu'elle reste comprise entre deux limites donndes~ cette fonetion res~  holo- 

morphe m~me pour les points isol6s en question. 
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Mais d'autre part  nous avons les in6galitds suivantes faciles ~ d& 
montrer 

log mod t > 0,, > u,,,. 

Or pour u = cxg, l imu,  = logmod~-,  on a donc aussi 

lira 0,, = log rood L. 
t 

Ce qui d~mont, re l 'identit6 

(7) log,nod ~. = ~ logmod r*z + t~, 
aiz + 3i 

qui donne t e n  fonction de z. 
Ainsi en supposant l'existence de l '6quation fuchsienne ( 3 ) e t  par 

cons6quent de la fonction t, nous avons ddmontr6 que la sdrie (7) est 

convergente et que la somme de cette s6rie est pr@is6ment log mod ~- 
t "  

Rdciproquement, en supposant la convergence de la sdrie (7), on pourrait  
d6montrer que la somme de cette sdrie ddfinit le logarithme du module 
du rapport des int6grales d'une 6quation fuchsienne appartenant aft type 
T. On d6montrerait par cons6quent que ce type contient une dquation 
fuchsienne. Mais cette ddmonstration serait fort longue et serait d'ailleurs 
inutile. 

On pourrait  toutefois en faire un usage sin" leclmd je voudrais dire 
quelques roots. Soit T "  un type tel que T soit subordonn6 b~ T";  T '  
qui est subordonnd ~ T, sera subordonn6 ~ T ' .  Supposons que l'on saehe 
que T" eontient une 6quation fuchsienne; soit (3') eette dquation et tx 
le rapport de ses int6grales. Soit g~ le groupe des substitutions de G 
qui n'alt6rent pas t~; g sera un sous.groupe de g~. Nous aurons d'apr6s 
ee qui prde6de: 

. c~z + d~ 
(7') log mod~ = X log,nods ,  z + b, 

' c,z + G dtant la substitution gdndrale du groupe y~. Mais la sdrie 

(7) peut s'obtenir en supprimant eertains termes de la s6rie (7'). Elle 
est done eonvergente et par eons6quent le type T eontient une dquation 
fuchsienne. 
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Ainsi tout type subordonnd it un autre type qui contient une 6qua- 
tion fuehsienne eontient lui-mdme une 6quation fuehsienne. Ce prineipe 
dispenserait dans un trds grand hombre de eas de l'apl)lication de la 
mdthode de eontinuit6. 

w 19. R d f l e x i o n s  s t t r  let convevge i t ce  de  la sdvie  pv~cFde~ te .  

Voici comment on pourrait chercher k ddmontrer directement la 
convergence de la sdrie (7) du w prdcddent. 

Au w I du J]ldmoire sur les fonctions ~whsiem~es nous avons ddmontrd 
la convergence de la sdrie suivante: 

rood (r~z + d,) --4 

oh .(z' "/,za'z ++ -.~)~ est Ia substitution g&,dralc d'un groupe ft,chsier, (;. En 

revanche, toujours dans le eas d'un groupe fuehsien, la sdrie 

(9) ~ rood (nz + &)-2 

n'est pas eonvergente. Mais elle peut l'6tre quand il s'agit non plus d'un 
groupe fuehsien, mais d'un sous-groupe d'indiee infini eontenu d'ms un 
groupe fuehsien, par exemple du groupe g dont nous nous oceupons ici. 

Je di~ que si la sdrie (9) est convergente, il e n e s t  de m6me de la 
s6rie (7). En effet soit: 

aiz + fli 
p~ = moor,  z + 3~ 

nous aurons : 

et:  

I ~ D ~  
rood (riz + 3,)-2 __ I - - -  mod% 

m o d  (Fiz + 3i) - 2  p i -  I Di + I 

I 
log~ 

logpi I --mod~z " 

Quarid i croit ind6finiment D~ tend vers l'unit6 et on a: 

lira 
rood (Fiz + od- 2 

I 
log~- 

x - - m o d ' z  
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Ainsi lc rapport d'un tcrme de (9)au tcrmc corresl)ond.nt de (7 ) t end  
vers une limite finic, quand l'ordre du tcrme considdrd croit inddfiniment. 

Doric los deux s6ries sont convergentes o~t divergentes en mdmc temps. 
Cela pos6, soit z un point quelconquc int6rieur k Q0" Considdrons 

un cercle C dont la S soit: 

( i o )  + _ 

ct qui contienne ~r son intdricur lc point z; soit F(R) la S de la partie 
de ce cercle qui est in;tdrieure k Q0" Soit maintenant f(R) la plus petite 
valeur que puisse prendre F(R) quand on fait varier le cercle C, s'r S 
restant toujours constante, et le point z restant toujours h l ' int&ieur de 
C. Alors f(R) sera une fonction continue de R, croissant constamment et 
inddfiniment avcc R. 

Soit N le hombre des points a,z +fi~ qui sont intdricurs au ccrcle 
~', z + 3i 

qui a pour centre le point o et dont la S est l)rdcis6ment dgale it -l'ex- 
pression (IO). Nous aurons: 

N < ~  + e  - ' - ' ~ -  . 

Soient maintenant R~, R2, . . . ,  R, ,  . . .  une sdrie de valeurs de R, 
positives et d'ailleurs croissant eonstamment et inddfiniment avee n, Soit 
K,, le cercle qui a pour centre le point o et dont le R e s t  R,.  Soit 
~ la somme de t o u s l e s  termes de la s6rie (9) qui correspondent k des 

points a,z + fl, extdrieurs k I/',,_~ et int&ieurs k K,,. 
yi z + 3i 

La sdrie (9) pourra dtrc remplacde par la sdrie 

( I I )  bl -]- ~ -3 L " "  2f.. /~n 21-""  

Oh nous aurons 
e'2R" e--2R" K' 2 ( R  - -  tr 

U , , < K  + + 2  < 
f(R.)(e TM .... + ~-~./~ . . . .  -J~ 2) f(R,,) 

K et K '  dtant deux eonstantes convenablement choisies. 
Les sdries (7), "(9) ct ( I I )  seront donc convergcntcs si l'on peut 

choisir les B,, de telle fagon que la s6rie: 

(,2) ~ e~(<'- R"-" 
f(R,,) 
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soit convergente. Or c'est ce qui a lieu si l'int~grale: 

(13) j f~-~) 
a 

a une valeur finie. 
Telle est donc la condition suffisante de la convergence de la sSrie 

(7)' I1 faudrait donc cher~her ~ dSmontrer que l'intSgrale (~3) est finie, 
ce qui pourra se faire en ~tudiant la forme de la r~gion Q0" 

Lorsqu'on l'aura fait, cette dSmonstration dispensera dans t o u s l e s  
cas de l'applieation de la mdthode de continuit6. 

w 20. l : ~ s u m &  

Dans ce m~moire, apr~s avoir montr~ ~ calculcr les paramStres du 
groupe d'une dquation linSaire donnde, j"s expos5 quclques propri5tSs de 
ces param~tres considdrSs comme fonctions des coefficients de cette 5qua- 
tion, ou in~ersement de ces coefficients regard5s comme fonctions des 
param~tres du groupe. 

J 'ai abordg ensuite un autre problSme. Considdrons une 5quation 
de la forme suivante: 

d*v (,) u)v (2) 0 (x ,  y) = o 

oh F et 0 sont rationnels en x et y. Je suppose que la relation (2) est 
donnge ainsi que les points singuliers de l'4quation (I) et l'~quation 
ddterminante relative k chacun d'eux, mais que tous les autres coefficients 
de l%quation (i) restent arbitraires. Je suppose de plus que la difference 
des racines de chaque (!quation d~terminante est nulle ou est une partie 
aliquote de l'unit& J'appelle z le rapport des int6grales et je  considSrc 

x comme .fonction de z. 
J'ai montr~ qu'on peut disposer d'une mani~re et d'une seule de ces 

coefficients rest~s arbitraires de telle fagon que x soit fonction fuchsienne 
de z, n'existant qu'k l'int~rieur d'un cerclc et j'ai fait voir comment il 

fallait diriger le calcul des coefficients. 
On peut disposer de ces mdmes coefficients a rune infinitd de maniOres 

de telle fa~on que x soit fonction kleindenne de z n'existant pas dans tout. 

le plan. Enfin on peut encore disposer de ces coefficients d'une mani~re 
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et d'une seule, de telle sorte que x soit fonction fuchsienne ou klein~enne 
de z ,  existant dans route l'dtendue du plan. Ce dernier poin t  n'a pas ~t~ 
dSmontr~; il faudrait  pour le faire appliquer la mgthode de continuit& 

ConsidSrons maintenant une gquation lin~aire quelconque: 

dPv 
a ~  = , i )  = o 
d z  m d x  p 

les ~ et 8 ~tant rationnels en x et y. Soient vl,  v2, . . . ,  v~ les int&grales 

de cette ~quation. On peut trouver une variable z de telle fas que z 
soit le rapport  des int4grales d 'une ~quation du second ordre ~ coefficients 
rationnels en x et y, et que vl,  v~, . . . ,  v,, ainsi que x et y soient des 
fonctions uniformes de z. II peut arr iver  d'ailleurs que x, considdr~ 

comme fonction de z, soit ou une fonction rationnelle, 0u une fonction 

doublement pgriodique, ou une fonction fuchsienne n'existant qu's l ' int~rieur 
d'un cercle, ou une fonction kleinSenne n'existant pas dans tout  le plan, 

ou enfin une fonction fuchsienne ou kleinSenne existant dans tout le 
plan. Nous laisserons de e6td ce dernier cas. 

Alors, ce dernier cas ~tant laiss5 de c6t5, on pourra ehoisir cette 

variable z d'uhe infinit5 de mani~res en satisfaisant ~ toutes les conditions 
dnoncges plus haut. J 'appelle z~, z2, . . . ,  z, ,  . . .  les diff~rentes variables 

z obtenues de la sorte. Mais parmi toutes ces variables, on peut e n  
choisir une et une seule que j 'appelle z~ et qui est plus simple que toutes 

les atitres. En g~n~ral x sera i'onction fuchsienne de z~ (n'exi~tant qu'h 
l'intSrieur d'un eercte) mais dans certains cas particuliers, elle pourra en 

5tre fonction rationnelle ou doublement p~riodique. Dans tous les cas z~ 

sera fonction uniforme des autres variables z2, . . .  , z, ,  . . . .  ce qui explique 
pourquoi x, y e t  les v qui sont uniformes en z~ sont aussi unif~)rmes en 

z~, z s, . . . ,  z, ,  . . .  
Ainsi nous pouvons exprimer les intggrales d'une (!quation lin~aire 

coefficients algSbriques par des fonctions uniformes d'une variable z. 
I1 reste ~ 4tudier les propri~t~s de ces fonctions uniformes et ~ les 

d~velopper en s~ries. C'est ce que je ferai dans le prochain m~moire 
qui sera le dernier de cette s~rie. 

Paris, 20 Octobre x883. 
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Cor rec t ions  et a d d i t i o n s  aux t ro is  m d m o i r e s  ant6r ieurs . (~)  

T H I ~ O R I E  D E S  G R O U P E S  F U C H S I E N S .  

P. 54 I. I4  et I5,  au lieu de: lea substitutions $1, $4, S~, S 3 s'dcriront~ lire: les 
substitutions S~, S~-~ S~ -~, S~ '  s'dcriront. 

P. 54 1. 18, au lieu de: la eombinaison des quatre substitutions $3, ,S'~ ,S'4, ~S~: lire: 

la r des quatre substitutions S i ~  S~, S , ,  $1. 

P. 56 1." 15, de mOme au lieu de 83, S~, S~, S , ,  tire: Sz ~, S~, S ~  S~. 
P. 56 I. ~7~ mettre ie signe - -  devant le second membre de l'dgalitd (4), 

M ] ~ M O I R E  S U R  L, ES  F O N C T I O N S  F U C H S I E N N E S .  

P. 229 1. 6, aprils ces roots: le genre de la relation (I)~ intcrcaler ce qui suit: est prdeisd 

merit ce que j 'ai appel6 dans le Mdmoire cn question, le genre du groupe G. Si 
done le groupe G est de genre % il cn sera de m~me de la relation ( I )  . . .  

P. 229 1. '7~ au lieu de: 

fire: 

d ~  d~ (,t,~ ~ ~ 
4 dz ~ dz 3 \~z.~/ 

4 \ d z /  

dz* dz 3 \dz~ ] 

4 \ d z /  

M I ; ] M O I R E  S U R  L E S  G R O U P E S  K L E I N E E N S .  

P. 6~ 1. 2b~ au lieu de: 
S', = S - ' S ' l s  

lire: 

S'~ = S - ' S ' , S .  

P- 77 1. 2% mettrc le signe - -  devant le second mcmbre de la relation. 

P. 85 derni~re lign% an l~eu de: e'cst lc signc + ,  llrc: c cst lc slgne - - .  
P. 86 I. 3~ mettre le signc - -  dcvant ]c second m(,mbrc de ]a relation. 

(~) Dans ]e nnmdtotagc des lignes, i'M r ]cs fc~rmulcs pour des Hgues, ma~s je n'al pas c~>mpt.e 

]es titres de paragraphes. 


