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RIGIDITE DES PLONGEMENTS DES QUOTIENTS
PRIMITIFS MINIMAUX DE U,(sl(2)) DANS L’ALGEBRE
QUANTIQUE DE WEYL-HAYASHI

J. ALEV anp F. DUMAS

0. Introduction

Ce travail est consacré aux groupes d’automorphismes de certaines algébres
quantiques de dimension 2 ou 3. Dans la théorie classique des algébres envelop-
pantes, si § désigne I'algébre de Lie de Heisenberg de dimension 3, U(f) admet
l'algebre de Weyl A, comme seul quotient primitif de dimension 2, avec les pro-
priétés suivantes: d’ une part tout automorphisme de A, se reléve en un automor-
phisme de U(§), d’autre part U(§) admet des automorphismes non modérés (cf.
[Al], [Dil], [ML]). On retrouve la méme situation pour les quotients primitifs mini-
maux de U(s/(2)) paramétrés par C (cf. [Di2], [Jo]). En outre, dans ce cas, on dis-
pose des plongements de Conze de ces quotients dans A, (cf. [Di2], [Co], [Ro]); bien
que les groupes d’automorphismes soient comparables, la restriction correspondant
a un tel plongement est seulement définie sur le sous-groupe des automorphismes
triangulaires de A, (cf. annexe).

Dans la suite, on étudie 1'analogue quantique de I'ensemble de cette situation.
Il en ressort que la rigidité entrainée par la quantification est telle que, non seule-
ment les algébres en jeu n'ont que peu d’automorphismes, au point que leurs
groupes d'automorphismes ne différent souvent que par des facteurs finis, mais en-
core que les g-analogues des plongements de Conze s’en trouvent eux-mémes rigi-
difiés.

L’article est divisé en quatre parties. La premiére est consacrée a l'algébre de
Weyl quantique A] engendrée par X et Y avec XY — q¥YX =1, telle qu'elle est
étudiée par Goodearl et Morikawa (cf. [Go] et [Mo]). On note By le localisé de A‘II
par rapport aux puissances de l'élément normalisant Z = XY — YX (qui posseéde
sur le plan de la théorie des anneaux des propriétés comparables a celle de
I'algebre de Weyl classique), et C} le localisé de Bf par rapport a la partie de Ore
formée des puissances de Y. On explicite les groupes d’automorphismes des trois
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algébres Af, Bf et Cf. Pour la suite, on suppose que le paramétre ¢ n'est pas
racine de I'unité.

Dans la deuxiéme partie, on calcule d’abord le groupe des automorphismes de
l'algebre de Heisenberg quantique H, = U, (sI(3)), via une caractérisation de ses
éléments normalisants, puis celui de I'algebre de Hayashi A, qui se réalise, d'une
part comme un quotient simple de H, pour v = q_z, et d'autre part comme une
extension quadratique normalisante de Bf’ pour ¢' = vl ef. [Ha], [KS], [Ma]).

Dans la troisiéme partie, on consideére les quotients B,, de U,(sl(2)) par les
idéaux (2 — A), ou A appartient au corps de base C et ou £2 désigne I'élément de
Casimir quantique. Tous les B,,; se plongent dans A, pour v = q—z, ce que l'on
interpréte comme un g-analogue des plongements de Conze. La restriction relative
a ces plongements définit un isomorphisme entre un sous-groupe d’indice 2 de
Aut(4,) et un sous-groupe d'indice 2 ou 4 de Aut(B,,).

Enfin, par référence a la locale finitude de I'action adjointe dans la situation
classique, on étudie dans la derniére partie la sous-algébre F, des éléments
ad-localement finis de U,(sl(2)) (cf [JL]), et ses quotients D,, par (2 — A). Les
plongements de Conze correspondants se font cette fois dans une algébre de Weyl
de type A{ pour ¢’ = ¢*, et la détermination des groupes Aut(F,) et Aut(D,))
permet d’obtenir des résultats de rigidité de méme nature.

Dans tout ce qui suit, on peut prendre pour corps de base un corps commutatif quel-
conque, sans hypothése sur la caractévistique, algébriquement clos dans les parties 11, 111
et 1V. Pour une commodité de notation, on notera C ce corps de base dans tout l'article.

I. Algébre de Weyl quantique et localisations

Dans toute cette section, q est un élément fixé de C*, difféevent de 1, éventuelle-
ment racine de ['unité.

1.1. DEFINITIONS ET NOTATIONS. Comme en [Go] et [Mo], on considére 'algébre

A{ engendrée sur C par X et ¥ soumis a la relation:
(1.1.1) XY —qYX=1.

Cest une extension de Ore itérée A] = C[Y][X ;0, 8], ou o est le C-
automorphisme de C[Y] défini par o(Y) = ¢qY, et § la o-dérivation “de Jackson”,
définie par 6(Y) = 1. Comme ¢ est supposé distinct de 1, 'algebre A‘{ n'est pas
I'algebre de Weyl classique A,. Il est connu qu'alors Al n’est pas simple: I'élément
Z = XY — YX est normalisant dans Alll, veérifiant:
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(1.1.2) ZY=qYZ et ZX=q'XZ.

On note B{ le localisé de A] par rapport aux puissances de Z. D’aprés le lemme
1.4 de [Go], I'ensemble des puissances de Y est une partie de Ore dans Aj et By, ce
qui permet d’introduire le localisé C; de By par rapport aux puissances de Y.
Comme, dans C;, on a:

1 -
(1.1.3) X:q_—TY (Z—l),
C/ apparait comme I’algebre C, [Z*, Y*] engendrée sur C par Z* et Y™ soumis a
la premieére relation de (1.1.2). C’est donc un analogue multiplicatif de I'algébre de
Weyl au sens de [Ja], cas particulier d’algébre de McConnell et Pettit (cf. [MP]). Bf
et Cf sont de “bons” analogues quantiques de l'algébre de Weyl A, au sens ou, par
exemple, pour ¢ non racine de l'unité, By et C, sont simples, de centre trivial C,
de dimension globale et de Krull égales 4 1 (pour ces résultats, cf. [AVV], [Go], [Ja],
(], [MP]). Lorsque g est d'ordre p = 2 dans le groupe C*, le centre de A’ est
CIX?, Y?1, le centre de C/ est Cl[Z*™, Y], et C! est une algebre d’Azumaya
sur son centre (cf. [AVV]), ce qui constitue une propriété comparable a la situation
classique en caractéristique premiére (cf. [Re]). Avant de calculer les groupes
Aut(4}), Aut(B)) et Aut(C/), montrons que I'on a un énoncé analogue pour
I'algébre Bf. On établit tout d’abord un lemme technique général, probablement
bien connu, que nous incluons dans le texte pour la commodité du lecteur.

1.2. LEMME. Soient S un anneau commutatif intégre et R une S-algébre quel-
conque; si X et y sont deux éléments de R tels que xy — qyx = 1, avec q racine primi-
tive p-ieme de l'umité dans S (p = 2), et tels que élément z = Ty — yx soit
inversible dans R, alors les eléments {x'y’Yoo, <, , sont S-linéairement indépen-
dants.

Prewve. Pour tout » € R, posons: ad,(#) = xr — rr et ad,(») = y» — »y. On
verifie que: ad,(z'y") = — [il,2x''y" et ad,(x'y") = — [ul x'y" 'z, pour tous
i, n € N, avec la notation [i],= 2., -,_,¢"

Soit alors (&, ;)o<,,<,_; une famille d’éléments de S tels que:
p—1p-1 -

(%) 2 Zaxy =0.
t=0 7=0

Appliquons ad, et simplifions a droite par 2, en itérant # fois (1 <n < p—1):
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p=1p-1 n-1 \ ien
(%), S5 a, (T G- 0,)2y™ =0
i=0 j=n t=0

Remarquons que, comme ¢ est d’ordre p, tous les g-entiers [j — #], intervenant
dans ces sommes sont non-nuls. Supposons montrée la S-indépendance linéaire de
la famille & = {x'Yo<,<,_,; on déduit de (), , que a,,_, = 0 pour tout 0 < i
< p — 1. En reportant dans (%),_,, la S-indépendance linéaire de ¥, implique de
méme «; ,_, = 0 pour tout 0 < ¢ < p — 2. On réitére ainsi jusqu'a (%) pour éta-
blir que «,, = 0 pour tous 0 < ¢,7 < p — L.

Il suffit donc pour prouver le lemme de vérifier que ¥ est une famille libre
sur S. On se donne {B;}g<,<,_, dans S tels que:

(% %) > Bx' =0.
Appliquons ad, et simplifions par z a gauche en itérant # fois (1 < n <p —1):

»
(% %),

= 8,

n

n—1 . i—n

Il — )z = 0.

t=0

On tire de (% *),_, que 8,_, = 0, puis en remontant de proche en proche jusqu'a
(% ), on obtient 8; = 0 pour tout 0 < ¢ < p — 1; ce qui achéve la preuve. O

1.3. PROPOSITION. Si q est une racine de l'unité d'ovdre p = 2 dans C*, le con-
tre 2(B}) de By est le localisé de ¥(A}) = CIX’, Y] par Z° € #(A)), et B} est
une algébre d’Azwmaya sur son centre, avec [B] : %(BD] = p°.

Preuve. Soit b= aZ" € B{, avec a € A{ et n € Z; notons n = mp + » avec
mEZet0<r<p—1 Comme Z" est central dans Bj (car central dans C}), b
= aZ'Z"™ appartient 2 ¥(B}) si et seulement si @’ = aZ appartient a ¥ (A}).
Ainsi Z(B) ={a’Z™ ;a0 € CIX", Y"1, m € Z] est le localise de CLX’, Y’]
par:

(1.3.1) 7' =" g - 1D'Y’X" — (— 1] € 4.

D’aprés le lemme 1.2, la famille {X"Y]}OS,JS,,_1 est une base de B sur
%(B)). Par le théoreme d’Artin-Procesi (cf. [MR]), il suffit, pour établir que Bj est
une algébre d’Azumaya sur ff(Bf), de montrer que ses représentations irréducti-
bles de dimension finie sur C sont toutes de méme dimension. Cette dimension est
majorée par la racine p de [By : % (B))]. Par ailleurs, si V est un C-espace vecto-
riel de dimension finie et 0 un homomorphisme de C-algébres de Bf dans R =
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End.V, on a dans R, en posant x = p(X) et y = po(Y), l'égalitée xy — qyr =
o(1) = 1. Comme Z est inversible dans le localisé Bf, I'élément z = p(Z) est in-
versible dans R. En appliquant le lemme 1.2, on conclut que dimoR = pz. Ainsi
dimsV 2 p, ce qui acheve la démonstration. L]

1.4.  CERTAINS AUTOMORPHISMES DU CORPS DE WEYL QUANTIQUE. On note C,[Z, Y]
le plan quantique engendré sur C par Z et Y soumis a la loi de commutation
ZY = qYZ. Les trois algebres A} S By S C| et le plan quantique C,[Z, Y]
admettent le méme corps de fractions. Comme en [AD], on notera Df ce corps
gauche:

(1.4.1) D!=CN(Z;0),

corps de fractions de I'extension de Ore C(Y)[Z ; o], avec ¢ le C-automorphisme
de C(Y) deéfini par o(Y) = qY. On introduit certains sous-groupes du groupe
Aut(Dy) des C-automorphismes de Dy :

On note G = {¢,, € Aut(D)) ; @ € C*, B € C*) = (C*)? avec:

(1.4.2) Pas(Z) = aZ et ¢o5(Y) = BY.

D’aprés la proposition 1.1.4 de [AC], G est (du moins pour ¢ ¥ — 1) le groupe des
prolongements des C-automorphismes du plan quantique C,[Z, Y] a son corps de
fractions D;. Un élément a5 tel que @ = 1 sera noté plus simplement ¢, et 1'on
pose G, = {¢,; B € C*} = C¥, avec donc:

(1.4.3) $,(V) =BY, ¢,(2) =Z, et ¢,(X) =pX.

a c
b d

notons ¢y 4 ; le C-automorphisme de D défini par:
(1.4.4) Gaps(D) = aY'Z%; ops(V) = BY*Z°

On pose H= {¢,4; (@, B) € (C*?, s € SL(2, Z)} le sous-groupe de Aut(D})
ainsi construit, qui est un produit semi-direct de (c*? par SL(2, Z). Dans

Pour toute matrice s = ( ) € SL(2, Z) et tout couple (a, B) de (C™)?,

1
le cas particulier ot a = =1 et s =< ) avec m € Z, on note plus

0 1

simplement ¢,, I'automorphisme ¢, ; ; de sorte que:
(145) ¢, 2D =2Z,¢,(N=YZ"=4"ZT"Y, ¢,X) =Z"X=q "XZ".

On introduit le sous-groupe H, = {¢,,; m € Z} = Z de H.
Enfin, il existe un automorphisme & de qu tel que:



124 ] ALEV AND F DUMAS

(146) 2 =¢"'ZeM=X=(—-1D"(¢gZ DY, eX)=—-2"Y.

Par définition, on appelle K le sous-groupe de Aut(D)) engendré par G,, H,, et
& ; K apparait comme la réunion disjointe (G,H,) U (G,H)E, ou G,H, désigne le
produit direct dans Aut(D;) des sous-groupes G, et H,, qui est un sous-groupe
d’indice 2 de K. Il est clair que Aj (resp. By, resp. C}) est stable sous G, (resp. K,
resp. H).

1.5. ProposITION. Si g # % 1, alors Aut(AD) = G, =~ C*. Sig= — 1, alors
Aut(A)) est égal au produit semi-divect de G, par {w), avec w linvolution de Aj
échangeant X et Y.

Preuwve. Supposons d'abord que g n'est pas racine de 'unité dans c*. D’apres
le théoréme 8.4 de [Go], l'intersection des idéaux premiers non-nuls de AZ est
I'idéal principal ZA{ engendré par I'élément normalisant Z. Donc, pour tout 6 €
Aut(AD), on a: ZA! = 0(ZA) = 0(2) A}, et il existe 1 € C* tel que 8(2) = AZ
On a: 6(X)O(Y) — 6(VO(X) = AZ= A(q—1)YX + A; en appliquant par ail-
leurs € a (1.1.1), on déduit que: 6(NHX) = A¥YX + (A —1)/(g — 1). Le degre
total en X et ¥ dans A] de chaque facteur 8(X) et 6(Y) est 1: on écrit: 6(X) =
oX+BY+ret V) =a’X+BY+ 7, avec a, B, 1, &, B, v/ dans C. Par
identification dans la relation ci-dessus, on conclut que 8(X) = a ‘X et 8(Y) =
aY avec o € C*.

On suppose maintenant que g est d'ordre p = 2 dans C*. Soit § € Aut(A?).
Notons a = 6(X) et b= 6(Y), que l'on décompose dans A suivant la base
UiZO{Yi_]Xj;Oéjéi} en:a=a,+ - +ta taetb=0b,+ --+b+b,
avec a, * 0 # b, Explicitons a, = 2,<,<,a,, Y"7X et b, = 2o<j<s By
Y™ X avec o,, et B, dans C*. Onam>0,n>0, et la relation ab—

qba =1 implique: an‘er’s[qr(m~s) _ qs(n—r)+1] Yn+m—r~er+s — 0; done qns—mr+1
= 1. Par ailleurs, 8(X*) =&’ = apy T app_y + 00+ ag vérifie:
rp—1 . ;
(15.1) a,=a ' Y" X" + EO a,,, Y"7X,
avec v € Z et a;,, € C. De méme, oY’ =b" = by T bppoy + -+ + by, avec:
sp~—1 .
(1‘5.2) b;,,p :B:;z,squ(m_S)stp + Z:‘) ‘B’;w’ijIJ—JXJ.
p

La restriction de 6 au centre C[X?, ¥*] de A} déterminant un automorphisme de
C[Xﬂ, Y"1 on a a,= b, =0 si 1 # 0 modulo p, et dans les formules (1.5.1) et
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(1.5.2), ayp; = Brap; = 0 sij # 0 modulo p. En appliquant le lemme 2 de [ML], (cf.
[AM]), trois cas seulement peuvent se présenter:
Premier cas: il existe t € N* et 1 € C tels que a,, = /Z(b;,,p)t; on déduit de
(1.5.1) et (1.5.2) que » = st et n = mt, dou ns = mr, ce qui, avec la relation
7Tmt = 1 contredit ¢ # 1.

Deuxiéme cas: il existe t € N™ et 2 € C tels que b, = X(a;n,,)t; on conclut
de méme 4 une contradiction. On est donc nécessairement dans le:

Troisieme cas: O0X") = (X’ + &Y'+ w et 6(Y) =0X"+€Y" + w,
avec {, &, w, ¢, €, o’ dans C. En considérant le degré total en X et Y dans A,
on en déduit que: (X)) =aX + Y+ ret 6(V) =a’ X+ 'Y+ 7 aveca, B, 7,
o', B, v" dans C. On tire de (1.1.1):

aa’ = BB =0,
ay Tay=pr+87=0
(1 —¢Ba’ =0

af —qa'B+ Y1 —¢ =1
Sip> 2 on a nécessairement ' =a et = =7=7 =0, et donc 6 € G,.

Si p = 2, une autre solution est: @’ =B eta=p =7=7 =0, ce qui achéve
la preuve. O

1.6. ProposiTioN. Si ¢ # £ 1, alors Aut(C]) = H= (C** x SL(2, Z). Si
g = — 1, alors Aut(C}) est égal au produit semi-direct de H par <o, avec &’ l'in-
volution de C, échangeant Z et Y.

Preuve. Soit 6 un C-automorphisme de C;. Les élements 6(Z) et 6(Y) sont
a c
des unités de Clq, donc il existe a, B € C*ets= <b d> a coefficients dans Z

telle que 8(2) = aY'Z® et 6(Y) = BY°Z°. L'existence de l'automorphisme réci-
proque 67" neécessite: ad — be = *£ 1. Lorsque ¢ n'est pas racine de ['unité, la
condition 6(Z)8(Y) = q6(Y)6(Z) implique aprés identification que s € SL(2, Z),
et donc 0= ¢, ,, € H Si q est d'ordre p = 2 dans C*, on obtient ad — bc = 1
modulo p. Si p > 2, on a nécessairement ac — bc =1, don 6 € H. Si p = 2 et ad
—bc=—1 on a 0=w¢,sy pour & = (— D%, B =(—D"B et s’ =

(z ‘Z) € SL@, 2). O
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1.7. TueorEME. Si q# £ 1, alors Aut(B)) =K. Si q= —1, alors
Aut(BY) est égal au produit semi-direct de K par {w), avec w linvolution de B}
échangeant X et Y.

Prewve.  Soit 6 € Aut(BY) ; 6(Z) étant une unité de B, il existe ¢ € C* et n
€ Z tels que 6(Z) = eZ". En utilisant 67" il vient # = £ 1. On introduit le
sous-groupe Aut+(qu) ={fcAut(B); 3 c€< C*, 0(Z) = ¢Z}. D'aprés la
définition (1.4.6), Aut(B;) apparait comme la réunion disjointe de Aut’ (By) et de
son complémentaire Aut’ (B))&, avec Aut™(B}) d'indice 2 dans Aut(B}). Ainsi, il
suffit de vérifier que Aut”(BY) est égal au produit direct G, H, si ¢ # £ 1, et au
produit semi-direct de G,H, par {w> siq¢= — 1.

Fixons 6 € Aut*(B)) ; notons 8(2) = ¢Z, 6(X) = aZ ™" et 6(Y) = bZ ™",
aveec mEN,heN,ecC* ae Al b= Al. On décompose dans Al:a =
Sa, Y X etb=38,,Y'X  aveca,, € Cet B,; € C. 1l résulte de (1.1.2) que:

(1.7.1) Za=q 'aZ et Zb=qbZ.

On sépare la preuve en deux cas:

Premier cas: si q n'est pas racine de 'unité, on déduit de (1.7.1) que j = ¢ +
1 pour tout @;; # 0, et a est de la forme: @ = [Z ;,,,Y'X']1X. Or pour tout i €
N, on a:

(1.7.2) Y'X'=@—-1D" tI_Il (¢ *z-1 € cl2l.
k=0

On obtient ainsi: §(X) = P(2) X, avec P(Z) € C[Z*]. De méme: (V) = Q)Y
avec Q(Z) € C[Z*]. En appliquant 6 4 (1.7.2) pour ¢ = 1, on a dans C[Z7]:

(1.7.3) (eZ—-1)=Z-1QDP'D.

En raisonnant sur le degré et la valuation en Z dans CIZ*], on en deduit que:
QZ)P(g7'Z) = e =1. 1l existe donc & € C* et n € Z tels que: P(Z) = aZ” et
Q(Z) = a '¢"Z™". On conclut que 8 = (¢,) "¢, € G,H,.

Second cas: si q est dordre p = 2 dans C¥, il résulte de (1.7.1) que: j — &
—1=0modp pour tout a;; #0, et j —¢+1=0modp pour tout §;; # 0.
Avec (1.1.3), 8(X) et 6(Y) s'écrivent alors dans C;: 6(Y) = R(Y’, 2)Y et 6(X)
= S(Y’, 20Y ™" avec R(Y’, Z) et S(Y’, Z) des élements de C[Z*, Y*’]. Donc:

1
qg—1

(eZ—1) = 6(YX) = R(Y*, 2)S(Y?, 7' 2).

En raisonnant sur le degré et la valuation en Y’ dans C[ZF, Y**] =
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CIZ*1[Y™], on verifie que R(Y?, Z) est de la forme Q(Z)Y*' et S(Y?, Z) de la
forme T(Z)Y ™" avec Q(Z) et T(Z) dans C[Z7], et t € Z. Finalement: 8(Y) =
QY™ et 6(X) = T(DY ™" De méme, pour l'automorphisme 6', on a
67 (V) =V Y" avec s€Z et V(Z) € CIZT]. De lidentité: Y= V(eZ)-
[Q2) Y*™1***! on deduit que (ps + 1) (pt + 1) = 1.

Dans le cas ot p > 2, on a nécessairement ¢ = s = 0, donc 8(Y) = Q(2)Y.
En se placant, non plus dans Cf, mais dans la localisation “symétrique”
Cq[Xi, Z*] de B/ par rapport aux puissances de X, on montre de méme que
6(X) = P(Z)X pour un certain P(Z) € C[Z*]. On conclut alors comme dans le
cas ou ¢ n'est pas racine de l'unité, que 8 € G,H,.

Dans le cas ou p = 2. Une autre solution est s = { = — 1, pour laquelle on a:
() = QY et 6(X) = T(2) Y. En notant w l'involution de By échangeant X
et Y, et o = Bw, on obtient: 0(X) = QDY " et p(¥) = T(Z)Y. Dans le corps de
fractions Dy, la premiére égalite se réécrit p(X) = U(Z)X, en posant U(Z) =
(g —1DRZ)/@Z —1) € C(Z). Comme p(X) € B < Cq[Xi, Z*], on remarque
quen fait U(Z) € C[Z*]. On conclut comme dans les cas précédents que p €
G,H, J

1.8. Remargue. Soit R = CI[YI[X ; g, 6] une extension de Ore de C[Y],
avec 0 € Aut(C[Y]) et § une o-dérivation de C[Y]. Il existe ¢ € C* et » € C
tels que o(Y) = qY + 7. Si R est de “type quantique” (i.e. ¢ # 1), il résulte de la
classification de [AVV] que R est isomorphe, soit au plan quantique, soit a
I'algébre de Weyl quantique. Le groupe d’automorphismes d'une telle algebre
quantique R est donc entiérement déterminé par la proposition 1.5 ci-dessus et la
proposition 1.1.4 de [AC].

IL U, (sI(3)) et algébre de Hayashi
Dans toute cette section, on désigne par q un élément fixé de C*, non racine de
l'unité.
2.1. ALGEBRE DE HEISENBERG QUANTIQUE. On note H, la C-algebre Uq+(sl(3))
engendrée sur C par e, et ¢, avec les relations de Serre:
2 2 -2 2 . .
e;e; — (¢ + g Deee, +ee;, =0 pour i #j.

En posant X = ¢, Y = ¢,, et Z = ge,e, — q 'e,e,, on peut encore définir (cf. [AD],
[KS], [Ma]) H, comme la C-algeébre engendrée sur C par X, Y, Z, soumis aux rela-
tions:
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(2.1.1) XZ=q"ZX,YZ=q'ZY, qXY - ¢ 'YX=Z.

On peut considérer H, comme 'extension de Ore iterée H, = CI[Z][Y ;0llX ; 7, 0],
avec o le C-automorphisme de C[Z], 7 le C-automorphisme de C[Z][Y ; o], et
la r-dérivation de C[ZILY ; o], définis par 0(Z2) = ¢ °Z, ©(2) = ¢°Z, ©(¥) =
g Y, 8(Z) =0et 6(Y) = ¢ 'Z On note Z I'élément normalisant:

(2.1.2) Z=q'XY—qYX= (- QYX+qZ,
qui vérifie:
(2.1.3) XZ=qZX et YZ=qZY.

On montre facilement (cf. [AD]) que le centre de H, est C[2], ou 2 = ZZ. Si on
localise H, par les puissances de I'élément normalisant Z, on obtient une premiére
extension H, = CIZF1Y ;o)X ; 7, 6] de H,. Les puissances de Y dans H, for-
ment une partie de Ore (cf. [Go], lemme 1.4.) suivant laquelle on localise de
nouveau pour obtenir H,= C, [Z*, Y*1[X ; 7, 6], ou Cq,[Zi, Y*] est une
algebre du type de {Ja] avec ZY = q'YZ et ¢’ = qz, et ou T et § désignent les pro-
longements de T et  a C,[Z%, Y¥1. Mais 2 = (¢7° — @) ZYX + ¢7°Z% et donc:

(2.1.4) H'=C,/lz*, Y*][Q] = ClQ), [Z*, Y7I.

On trouvera en [KS] et [Ma] une analyse détaillée de H, du point de vue de la
théorie des anneaux. En vue de calculer le groupe d’automorphismes de H,, on in-
troduit le sous-groupe: Aut' (H,) = {6 € Aut(H,); ¢ € C*, 0(2) = eZ}, ainsi
que linvolution w de H, définie par: w(X) =Y, o(Y) =X, w(2) = — Z. On
donne d’abord une caractérisation des éléments normalisants de H, Une autre
preuve de la proposition 2.3 figure en [Cal.

2.2. LEMME. L’ensemble des éléments normalisants de Hq est la réunion dis-

jointe: {PZ"; P € C[Q], n € N*} U C[Q] U {PZ": P € CI[Q], n € N*}.

Prewve. Soit S un élément normalisant non-nul dans H; il existe U et V
dans H, tels que SX = US, SY=VS et SZ= TS pour T= (qUV — q Vo).
On déduit en raisonnant sur les degrés en X et en Y naturellement définis dans H,
que T€CIZl, U=aX+betV=cY+d aveca, b, c,dEClZ],a+ 0+ c
On obtient

T=q 'lar(c) — co@1YX + algr(d — ¢ 'd1X + clgb — ¢ 'o(B1Y
+ [(g— ¢ bd + ar(0)Z],
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et donc: 7(d) = ¢°d, 0(b) = ¢°b, co(a) = at(c). Par définition de T et ¢ dans
C[Z], il en résulte que d = b= 0, a € C*, et ¢ € C* Developpons alors S dans
H] sous la forme: S = ZE,,JZjYi, la somme étant prise sur une partie finie
Ide Z* avec E,, € C[R] pour tout (4, /) € I. On a:

0=SY—cYS=XE, 0 —cgHZ'v™,
1]
0=SZ—acZS=XE, (¢ —a)Z"Y"
i,]

On en déduit qu'il existe ¢ et # pairs dans Z tels que ¢ = ¢’ et a = ¢', avec S =
EZ"*Y """ en abrégeant E = E_,,, 5., # 0 dans C[Q]. L'égalite SX =

(t+7)/2 7+tY(l+f’)/2

¢’ XS implique alors; XY =gq X. Quitte a multiplier a droite et a
(t+7)/2

gauche par Y~ , on peut supposer t + 7 = 0 pour utiliser la relation:

XY ="YX + q"(§ q“”)ZY""1 pour tout i € N,
1=0
et conclure que t+7=0, dou S=EZ" avec w=1t/2€ Z et E € C[2]. Si
w € N, on obtient S sous la forme voulue. On suppose donc dans la suite que
w < 0. Notons v € N la valuation de E dans C[Q], et E= 2, aj.Q], avec
n=v20eta €C. Silentier —w — v — 1 appartenait 2 N, 'anneau H, con-
tiendrait 1'élement SZ™" "' =EZ" ' =, Z' 27+ 2 12, Z' 277", don
avaZ_1 € H, L'idéal ZH,, qui est complétement premier, contiendrait 7' et donc
Z. En appliquant ®, on aurait aussi Z € Z_Hq, et finalement Z = aZ pour un o €
C* ce qui est impossible. Ainsi: v = — w, et donc S = [, <, <, 0,21 Z7" est
le produit d'un éléement de C[2] par une puissance de Z d’exposant — w € N* O

2.3. ProprosiTION. Si 6 € Aut+(Hq), alors il existe a, B € C* tels que (X)
= aX, 0(Y) = BY et 6(2) = aBZ, de sorte que Aut” (H,) est isomorphe a c*?
De plus, Aut(H,) est le produit semi direct de Aut” (H,) par {w>.

Prewve. Soit 6 € Aut(H,). La restriction de 6 au centre de H, étant un auto-
morphisme de C[£], il existe 1 € C* et n € C tels que 8(2)6(Z) = A2 + 1. En
appliquant le lemme 2.2 a 0(2) et 6(Z), on en déduit que §(2) = eZ et 8(2) =
,a.Z, ou 0(2) =eZet 6(2) = uZ, avec € et ¢ dans C*; ce qui démontre la seconde
assertion de la proposition.

Pour la premiére, fixons 6 € Aut’ (H,), avec 6(2) = e¢Z et 6(Z) = nZ. On a:

@ = QoWMOX) + ¢ %cZ=02) =ulg” — @YX+ ug"°Z,
d'on: OV OX) = uYX + yZ, avec la notation 7= (¢ — /(¢ — ¢~ € C. On
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en deéduit, en utilisant le degré total en X et ¥ dans H,, qu'il existe P, @, M, P/,
Q', M’ dans C[Z] tels que (X)) =PX+ QY+ Met (V) =P X+ QY+ M.
On applique § aux relations (2.1.1) pour vérifier que 8(X) = PX et 6(Y) = Q'Y,
avec Pet Q dans C* ete = PQ’. OJ

2.4. ALGEBRE DE HavasHl. Par analogie avec la situation classique, on peut
considérer comme g-analogue de l'algebre de Weyl A,(C) le quotient de H, par
I'ideal principal (2 — 1)H, de H,. L'algébre A, obtenue (avec v = g % cof plus
loin en 2.6) est celle introduite par T. Hayashi en [Ha], et étudiée sur le plan de la
théorie des anneaux en [KS] et [Ma]. Conformément au lemme 1.3 de [KS], on défi-
nira ici A, comme l'algébre engendrée sur C par x, y, +* soumis a:

tr = v 'xt, ty = vyt;
(2.4.1) 1— vt 11—+
Yy =" 5 Yr=_—
1—v 1—v

A, est une C-algebre simple inteégre noetherienne, de centre C, de GK-dimension
égale a 2 et de K-dimension égale a 1 (cf. [KS]). Les éléments x et y de A, veérifiant
la relation:

(2.4.2) xy— v yr=1,

la sous-algebre S de A, engendrée par x et y est une algebre de Weyl quantique
A} du type étudié précedemment en 1.1, pour ¢ = v De plus, on a:

(2.4.3) Ty —yr=1=1",

de sorte que A, admet aussi pour sous-algébre le localisé T de S par rapport aux
puissances de l'élement normalisant z =1~ Une base de A, sur C est
2™ pegmen U Y™ pegmens et tout élément de A, admet une écriture unique
sous la forme: @ = b + ct, avec b, ¢ € T. L’algebre T est une algébre de type Bf,
(cf. plus haut §1.1), et A, est une extension quadratique normalisante de 7.

Afin de décrire le groupe Aut(A4,), on introduit certains automorphismes évi-
dents de A, a partir de ceux des sous-algébres S =~ A?r et T= Bf,. Un premier
sous-groupe de Aut(4,) est G, = {¢;; B € C* = C* avec:

(2.4.4) ¢,(x) =Bz, () = By, ¢, = t.

Un second sous-groupe est H, = {¢,,; m € Z} = Z, avec:

(2.4.5) 0@ =1t"z, @) =yt™", ¢, =t
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On introduit aussi dans Aut(A,) les deux involutions £ et 7 définies par:
(2.4.6) &) = yt, Ey) = —vat, E@) = — v 7,
(2.4.7) @ =z, ty) =y, () = — ¢

On note enfin: Aut™(4,) = {§ € Aut(4)) ; 3¢ € C*, (1) = et}.

2.5. THEOREME. Si 6 € Aut” (4), il existe a € C* et m € Z tels que (2
=a "z, 0(y) = ayt™”, et () = £ t, de sorte que Aut’(A) est égal au produit
semi-direct par <) du produit divect G, H, = C* X Z. De plus, Aut (A) est égal au
produit semi-direct de Aut™ (A,)) par <&.

Prewve. Le groupe des unités de A, est {at"; @ € C*, n € Z}. 1l en resulte
que, pour tout 8 € Aut(A,), (D) est de la forme &t ou &f ' pour un € dans C*.
Donc Aut(4,) = Aut*(4,) X <&. Fixons 6 € Aut'(A4,), avec 8(f) = et. Décompo-
sons 8(x) = b+ ct ou b,c €T En appliquant 6 a la premiére relation de
(2.4.1), 1l vient:

[4,(0) — v7'b1t + [p,(c) — v 't = 0.

Comme t* € T on a: @,(b) = v™'b et ¢,(c) = v™'¢c. On décompose b dans T en:
b=(Z,, a,,jxiyi)z_", avec n € N et a;; € C; en appliquant ¢,, on obtient que
j—i= —1pour tout a;; # 0, d'ow: b = 2(Z, a;,,,x'y’)z™". On rappelle (2.4.2),
(2.4.3), et (1.7.2) pour en déduire qu'il existe P(z) € Clz] tel que b = 2P (2).
De la méme facon, ¢ = xQ(2), et il existe donc U() € C[t*] tel que 6(x) =
U(t)x. On établit de méme que 6(y) = yV(#) pour un certain V() € C[+*]. On
applique 6 a la troisiéme identite de (2.4,1):

1— 0% =0 —v 0@y = UOQA — v HVO,

ce qui implique en raisonnant sur le degré et la valuation en { dans C[ti], que
UBV® =1=¢"2 On conclut a l'existence de @ € C* et m € Z tels que
0(x) = a 't"x, 0(y) = ayt™, et () = £ t; ce qui acheve la preuve. ]

2.6. REMARQUES. Reprenons pour H, les notations de 2.1. Désignons par z,
y et t les images canoniques respectives de X, ¢ ' YZ et ¢Z dans H,/(2 — 1) H,,
de sorte que H,/ (2 —1)H, = A, en prenant v = q~° D'aprés les énoncés 2.3 et
2.5, les automorphismes 6 de Aut” (Hq) qui induisent par passage au quotient des
automorphismes de A4, sont du type: (X) = aX, (V) = + 'Y, 8(2) = £ Z,
avec a € C¥, et le sous-groupe de Aut(A4)) obtenu est le produit direct de G, par
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{r) definis en (2.4.4) et (2.4.7). L'involution w de H, induit par passage au quo-
tient l'involution & de A, définie en (2.4.6).

Par ailleurs, en reprenant les notations de 2.4 et avec ¢ = v % on a:
S=Al & T=B] LA Gl g
C;}’ ~ Cq, [z:t’ yt] _ qu[yi, t:tZ]

et les énoncés 1.5, 1.6, 1.7 et 2.5 permettent de préciser les restrictions et les

prolongements de tous les automorphismes dans chacun des plongements.

III.  Quotients primitifs de U, (s/(2))

Dans toute cette section, on designe par q un élément fixé de C*, non racine de

l'unité.

3.1.  AvromorpHisMEs DE U,(sl(2)). On note U, 'algébre U,(sl(2)), qui est
engendrée sur C par E, F, Ki, soumis aux relations de commutation:

2 -2
(3.1.1) EK=q'KE, FK=q'KF, EF— FE = EZ—L_Z
¢ —q

On regarde U, comme l'extension de Ore itérée CIK*1[F ; 6][E ; z, 8], avec o le
C-automorphisme de CIK*], 7 le C-automorphisme et 6 la 7-dérivation de
CLK*]ILF ; o] définis par: o(K) = qu, (K) = q_zK, o(F) =F, 6(K) =0, et
0(F) = (K*— K™/(¢° — ¢7. Le centre de U, est CL2], ou:

qZKZ + q—ZK—Z

(qZ __ q—Z)Z
Rappelons la structure du groupe Aut(U,), telle qu'elle est décrite en [AC]. On in-
troduit d’abord l'involution @ de U, définie par:

(3.1.2) Q= FE+ x ennotant y =

(3.1.3) w(E)=F, wF) =E, oK) =K.
Pour toute racine quatrieme de I'unité ¢, il existe 7, € Aut(U,) tel que:
(3.1.4) t.(E) =E, t,(F) =&'F, 7,(K) = ¢K.

Le sous-groupe Aut++(Uq) de Aut(U,) formé des 6 fixant K est isomorphe au
produit direct C*" X Z tout 6 € Aut++(Uq) vérifiant:

(3.1.5) 0(E) = a'K"E, 0(F) = aFK™", 0(K) = K,



QUOTIENTS PRIMITIFS MINIMAUX DE U, (sl(2)) 133

pour un certain couple (@, m) € C* X Z. Le groupe Aut(U,) est le produit
semi-direct: [Aut™ (U,) X {t>] X {w), avec <z;> et {w) cycliques d’ordre 4 et
2 respectivement. Tout 6 € Aut(U,) vérifiant 6(£2) = £ £, on introduit le
sous-groupe d’indice 2:
Aut™(U) = {6 € Aut(U,) ; 6(Q) = Q)
= Aut" " (U) x {e_p x L
=~ (C* x Z) X V, avec Ve groupe de Klein.

On aura besoin plus loin du lemme suivant de divisibilité dans U,.

3.2. LeMME. Soient A € C fixé, et I lidéal bilatéve de U, engendré par
(Q—N.SiPEU,etm €N tels que PE" € Iou E"P € I, alors P € L.

Prewve. On peut supposer m = 1 et P # 0. Soit Q@ € U, tel que (2 — ) Q
= EP. En notant R = C[K*]1[F ; 0], il en reésulte que degz(P) = deg,(Q) >0
dans R[E;7,d8). Donc: P= 2, o, u,E' et Q = 2_, -, v,E', avec u; et v
dans R, n € N* et u, ¥ 0 # v,. Développons EP = (FE + x — A)Q et identi-
fions; il vient:

(%), t(u,) = Fr(v,),
(%),  tlu,_) +0) =Frlv,_) + (x — Dy, + Fo(v) pour1l <j<n,
(%),  0(uy) = (x — Do, + Foly,).

D'apres (*),,,: #, = Fuv,, d'ou d(u,) = Fd(v,) + d(F)v, On reporte dans (*),;
on déduit: u,_, = Fv,_, + oly — 22— 0(F)Jo(,). On reapplique d en remar-
quant que do([x — 2 — 6(F)]) = 0 puisque [y — 2 — §(F)]1 € CLK™'; il vient:

0(u, ) = Fo(v,_,) + 0(Fv,_, + [x — 32— 6(F)]oo(v,).
D’ot, avec (*),_;:
u, , = Fv, ,—olx —2—0F)]cdo(v,) +oly — 42— 6(MN]olv,_,).
On réitére de proche en proche jusqu'a (%), pour obtenir:

uy=Fo, +oly — 21— 0] Z (=1 00) (v,

1<j<n

ce qui implique avec (%),

(% %) = = (=100 ®).

1<j<n
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Définissons une famille {f;},;.,_; d’éléments de R en posant: t,_, = 0(v,), et
t, = X (— 1)i(05)i0(v/+i+1) = olv;,, — 0@, )] pour tout 0<;<nm—2.
Ainsi, d’une part: v, = 7(t,_,) + 0(¢,) pour tout 1 << n — 1, d'autre part (* *)
implique: 6(t,) = v, Dés lors, 'élement T= X', t.E' de U, verifie:

ET=5(t) + "}::1 [6(2) + c(t,_)IE' + «(t, JE" = Q,

doat P= (2 — DT €1 Si PE € I, on se raméne au premier cas par l'antiauto-
morphisme 7 tel que 7(E) = E, n(F) = F, z(K) = K. ]

3.3. DermNTION. Les notations sont celles de 3.1. Pour tout A de C, on
désigne par B,, I'algébre quotient de U, par I'idéal principal (2 — D U,. Si e, f,
k* sont les images respectives de E, F, K™ par la surjection canonique de U,
vers B, ;, on a les relations suivantes (avec v = )

ke = v ek, kf = vfk;
(3.3.1) vk> + vk v+ vkt

=]1- , =1- R
“ (v—yvH? e v—1v)

3.4. ProposiTION. Pour tout A € C, B, ; est integre.

Prewve. Notons ici I I'ideal bilatere (2 — ) U, et S= {E"},-, qui est une
partie de Ore dans U, (cf. [Go] lemme 1.4). D’apres (3.1.2), le localise (U,)g est
R[], oit R est I'algébre engendrée par K= et E* soumis a EK = ¢ °KE. Le lem-
me 3.2 permet d’appliquer le proposition 3.6.15 de [Di3]: I'image canonique 7 de
S dans U,/I= B, est une partie de Ore dans U, /I, et (U,/ D est isomorphe a
(U)s/ I, avec Iy = {is™';i€ I, s € S} Tideal bilatere engendré dans (U,)s par
(2 — 2. Le quotient U,/I se plonge dans (U,/D, = RIQ]1/(2 — A) = R, qui
est intégre. ]

Le point (i) du lemme suivant est un analogue pour U, des remarques 1.5 et
1.6 de [Di2].

3.5. LEMME.
(i) Tout element b de B, , admet une écriture unique sous la forme:

b= P(e + =" Q (k) f avec: n EN¥, m N, P,(k) et Q,(k) dans CIKk™].
(ii) Le groupe des unités de B, ; est {ak"; a € C*, ne€
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Prewve. L'image (k"e'f”),cnjenmez de la base (K"E'F’) ,cxjenmez de U,
est une famille génératrice de B,,. Par ailleurs, d’aprés (3.3.1), tout monome eifj
avec 1, j € N est de la forme P(k) f' ™" sij =i et Qk)e'™ si i >, avec P(k) et
Q(k) dans C[k™]. La famille: B = k' 1) regren U (K'€)) ey jens engendre donc
B, . Considérons par ailleurs la graduation (T),),., de B, définie par T, = {b €
B,,; kbk™ = "b}. Comme k'f’ € T, et k'e¢’ € T_, pour tous i € Z et j € N, il
suffit, pour montrer que B est libre, de vérifier que o, = (kif’)ieZ et €, =
(kie])lez sont libres pour tout j € N. Or si P est un polynéme non-nul a coeffi-
cients dans C tel que P(k)e’ = 0 dans B, il existe y;, tty, .. .4, dans C tels que
(k = p) (k= pp) -+ - (k — p,) e = 0. Par integrité de B,,, 'un des k — g, est nul,
c'est-a-dire K — p, € (2 — A U,, ce qui est absurde en considérant le degré en
E dans U,. L’assertion (i) est ainsi prouvée.

Soient b et ¢ dans B,, tels que bc = 1. En décomposant b et ¢ suivant
(T,) peg, il existe m € Z tel que b€ T_,, et ¢ € T,,. Donc: b = P(k)e" et ¢ =
Qk) f" avec =t m € N. L'égalite P()Q(W"k)e"f" = 1 fait apparaitre " f"
comme une unité de CIk™]. 1l en résulte par récurrence a partir de (3.3.1) que
n=0et b= P(k) est une unité de C[k*]. U

3.6. PROPOSITION,

(i) Soient A et A" deux éléments de C. St X' = £ A, alors B,,, et B,, sont
C-isomorphes. Si A’ F £ A, alors il n'existe aucun homomorphisme de C-algébres de
B, dans B, ;.

(ii) Pour tout A € C, il existe un plongement de C-algébre de B,, dans A, (avec
v=gq%, et B,, nest pas isomorphe d A,

Preuve. Soient e, f, k [resp. ¢, f’, k'] les images canoniques de E, F, K
dans B,, = U,/ (2 — DU, [resp. dans B, = U,/ (2 —AHU,J. Si ' = — 2,1l
existe un C-isomorphisme ¢ de B, dans B, défini par: 8(¢) = e, 0(f) = — f
et 0(k') = tk. Soit réciproquement 6 un homomorphisme de C-algébres de B,,,
sur B, ,. Posons: e, = 6(¢), fy = 6(f"), k, = 0(K'). D'apres le lemme 3.5, il exi-
stee € C¥et s € Z tels que k, = ek’, et e, se decompose en:

(3.6.1) q=§3m5+§QWﬁ,

avec n € N*, m € N, P,(k) et Q,(k) dans C[k*]. On deduit de ke, = v ek,
que 1 = s¢ = — s pour tous 7, j tels que P,(k) # 0 # Q,(k). Quitte a composer
par le C-automorphisme w de B,, tel que w(e) = f, w(f) = e, w(k) = k™' on
peut supposer § = 1, et donc ¢, = P,(k)e. On montre en décomposant f; qu’alors f;
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= fR,(k) avec R,(k) € Clk*]. On a:

2,2 -1 -2, =2 2 -1, ~2
, VveEkTt+v ek L, vk + v 'k
A — o’ =0(f) = e f, = P, (k) </1 - ﬁ)Rl(k).

En considérant le degré et la valuation en k dans C[k®], on en deduit que:
P,(k)R,(k) est un scalaire 1 € C* tel que: ' =71 et T=¢6 =¢°; ce qui
démontre 'assertion (i).

Posons v = q_2 et placons-nous dans A, en reprenant les notations de 2.4.
Soient A € C, et ¢ € C* une solution de I'équation: ' — Aw(y — v %" + V2 =
0. La sous-algebre de A, engendrée par e, f et k* definis par:

ﬂ—z _ ﬂztz
(362 k=ut; f=y; e= (L),

w—v7)
est isomorphe a4 B, ;. La non isomorphie de B, , et A, découle alors de (i). U

3.7. Norations. Les automorphismes de U, qui induisent par passage au
quotient un automorphisme de B, sont les éléments du sous groupe Aut+(Uq) si A
# 0, et tous les éléments de Aut(U,) si 2 = 0. Soit:

Aut*(B,,) = {6 € Aut(B,,); 3¢ € C*, 6(k) = ek}.

Notons Aut’(B,,) le sous-groupe de Aut'(B,,) formé des automorphismes 6 de
B, induits par passage au quotient par un élément de Aut++(Uq) X {r_> |cf.
(3.1.5)], c’est-a-dire, pour o € C*, m€E Zete= x 1, delaforme:

(3.7.1) 0(e) = a'k"e; 6(f) = afk™; 6(k) = ck.
On considére l'involution w de B,, définie [cf. (3.1.3)] par:

(3.7.2) w@=f; o(f) =¢; o) =k

3.8. TuioreME. Aut(B,,) est le produit semi-direct de Aut’ (B,,) par {w.
Si A # 0, Aut™(B,,) = Aut’(B,) et Aut(B,,) est isomorphe a Aut’(U,). Si 1 =
0, Aut’(B, ) est d’indice 2 dans Aut® (B, ) et Aut(B,,) est isomorphe @ Aut(U,).

Prewve. Pour tout 6 € B,,, il resulte de 3.5 que 6(k) = ek™ pour un ¢ €
C* dou la premiére assertion. Fixons 6 € Aut+(B“) et reprenons la preuve de
36 pour ' =1, ¢ =e, f = fet kK =k On obtient: 8(e) = P(k)e et 8(f) =
fR(k), avec P(k) et R(k) dans CLk™] tels que P(k)R(k) soit un élément 7 de
C* verifiant A=Ay et =6 =¢ 2. SiA#0, alors y=1=¢"; il existe @ €
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C* et meEZ tels que: 0(e) = a ke, 6(f) = afk™, 6(k) = £k, Dou:
Aut™(B,,) = Aut’(B,,) = Aut""(U) x {r_p, et Aut(B,,) = Aut'(U,). Si 1 =
0, on obtient: 8(e) = a 'k™e, (f) = ac’fk™", 6(k) = ¢k avec a € C*meZ
et ¢ = 1. On conclut que Aut(B,,) = Aut(U,). L]

3.9. COROLLAIRE. Pour tout v € C* non racine de l'unité:
(i) Aut™(A) est isomorphe d Aut’(B,,).
(i) Les groupes Aut(A,) et Aut(B,,) ne sont pas isomorphes.

Preuve. Soit 6 € Aut’(4,) comme on I'a vu dans la preuve 2.5: il existe a €
C*, mEZ ete= 1t 1 tels que:

(3.9.1) ) =a't"x; 6(y) = ayt™; 6(1) = et.

La premiére assertion s’en déduit. Pour la seconde, remarquons que le sous-
groupe de Aut(B,,) engendré par w et les quatre automorphismes définis par
(3.71) pour m=0,a= =1 et e =% 1 est isomorphe a (Z/27Z)°. Un tel
sous-groupe n'existe pas dans Aut(A,). En effet, en utilisant la proposition 2.5,
les éléments d'ordre < 2 dans Aut(A4,) sont d'une part les quatre éléments 6,
definis par (3.9.1) pour m = 0, a = £ 1, ¢ = £ 1, et d'autre part toutes les in-
volutions &, définies pour a € c* par: &,(x) = ayt, &E,(y) = — va 'zt et
£.() = — v 't7". On verifie que deux involutions &, et & ne commutent entre
elles que si @ = % f, et qu’aucune involution §; ne commute avec les quatre 0, a
la fois. On déduit qu'il n'existe dans Aut(A4,) aucun sous-groupe abélien d’ordre 8
formé d’éléments d'ordre < 2. ]

3.10. THEOREME. Pour v =g~ et 6 € Aut(A), les assertions suivantes sont
équivalentes

(1) 1l existe A € C tel que la restriction de 0 a la sous-algébre B, de A, définie
par (3.6.2) soit un automorphisme de B, ;;

(i) pour tout A € C, la restriction de 6 a la sous-algébre B, , de A, définie par
(3.6.2) est un automorphisme de B, ;;

(i) O appartient au sous-groupe Aut’ (4,).
En outre, la vestriction définit alors un isomorphisme de groupes de Aut’ (A)) sur

Aut’(B, ).

Prewve. Soit 8 € Aut'(A4,), defini par (3.9.1). Pour tout A € C, les éléments
e, f, k definis en (3.6.2) vérifient (3.7.1), ce qui montre que (iii) implique (ii).
Donnons-nous maintenant A vérifiant (i). Si 6 @Aut+(A,,), il existe d’aprés la
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proposition 2.5 un automorphisme n € Aut+(A,,) tel que 8 = n&, avec & l'involu-
tion de A, définie en (2.4.6). En utilisant la premiére partie de la preuve, & = Hr]_l
se restreindrait en un automorphisme de la sous-algébre B,, définie par (3.6.2).
On aurait en particulier — vxt = &(y) = &(f) € B,,. Comme B, contient déja
= wET et y = f, on aboutirait a B,; = A,, ce qui contredit 3.6. (ii) et achéve
la preuve. ]

IV. Sous-algébre des éléments ad-localement finis de U, (s/(2))

Les données et hypothéses sont celles de la partie 111, dont on reprend toutes les
notations.

4.1. ActioN ADJOINTE DANS U,. Par analogie avec la situation semi-simple
classique, on peut ne prendre en compte pour les plongements de Conze que la
partie des éléments localement finis sous l'action adjointe déterminée par la struc-
ture d’algebre de Hopf de U,. Le coproduit 4: U,— U, ® U,, I'antipode S : U,—
U, et la co-unité ¢ : U,— C sont définis par:

AE)=EQK '+ KQE,AF) =FQK '+ K®F, A(K*) = K" QK*';
S(E) =—¢’E, S(M) = — ¢'F, S(K™) = (K )™

e(E) =¢(F) =0, (k™) =1.

Pour tout # € U, on note (ad #) le C-endomorphisme de U, défini par:

(ad wv = 22 uy,vS(uy) pour tout v € U,

avec la notation habituelle: A(u) = 2w, @ uy,,. Le centre de U, est alors:
{fve U,; Vu € U, (adu)v = e(m)v}, et on introduit (cf. [JL]):

F,={v e U,;dimg(ad U)v < + o0},

D’aprés I'étude de [JL] (en particulier les §2.2, 2.3 et 3.11), F, apparait comme la
sous-algébre de U, engendrée par EK™', FK™', K™ et £ On a dans F,:

(4.1.1) (FK™Y(EK™ =q¢ 0K — (" —¢H2A+¢'K™.

Remarquons que le localisé de F, suivants les puissances de K™% est égal a la
sous-algebre de U, engendrée par EK, FK et K*?. On notera V, ce localisé, qui
est une sous-extension de Ore et une sous-algebre de Hopf de U,

4.2. Norations. Soit Aut’(U,) le sous-groupe formé des 8 € Aut™ (U,) de
q q
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la forme: B(E) = o 'E, 6(F) = aF, 8(K) = K, avec a € C¥, et Aut’(F) le
groupe des restrictions a F, des éléments de Aut’ (U,). Soit enfin € Aut(U,)
defini par: t(E) = iE, t(F) = iF, ©(K) = iK, de sorte que:

EK Y =EK ' t(FK)=FK ' 1K =—-—K? Q) =-20,

détermine une involution de F,.

4.3. PRrOPOSITION. Omn a la suite exacte:

1— (2% = Aut’(U) X (0> — Aut(F,) — 1.

Prewve. On commence par décrire les éléments normalisants de F,. Soit S €
F, un tel élément. Notons U, le localisé de U, suivant les puissances de F (cf. [Go]
lemme 1.4). D’apreés (3.1.2):

U; = C[Q], [K*, F*] = C,[K*, F*][Q] avecq =g¢".

Développons S dans U; sous la forme 2 S, ;(QK'F’, avec S,;(2) € C[2] pour
(i, /) décrivant une partie finie de Z° Il existe T € F, tel que SK™* = TS. En
considérant le degré et la valuation en K et F des deux membres dans U/, ona T
de la forme R(Q)K~? avec R € C[Q]. En considérant ensuite le degré en £, on
peut préciser: R € C*; on note R = 7. Par ailleurs, il existe V € F, tel que
SFK™ = VS, et le méme type de raisonnement montre que V = BFK_1 avec B €
C* En développant les deux membres de: SK °— yK °S=0= SFK ' —
BFK™'S dans U, on obtient S = P KF® avec a, b E Z tels que 1=¢q * et
B=¢q 2" et P € CIlQ] En plongeant U, dans sa localisation suivant les puis-
sances de E, on établit de facon parallele que S = QK E® Le calcul de
KSK ™ prouve que b= — d. Supposons b = 0; donc Q)K= PQF'E".
D'aprés (3.1.2), F'E® est dans CIQI[K™] de valuation — 2b et de degré 2b en
K ; donc b= 0 et ¢ = a On conclut de la méme facon si d = 0, que S = P(Q) K"
Comme de plus S € F,, a = — 2m pour un m € N,

Ceci étant, soit § € Aut(F,). D'aprés ce qui précede, 6(K™% = P(QOK™;
de méme 8 (K ?) = QU)K ™ Le centre de F, étant C[£], 7)) =R +
avec 1€ C* et y € C. On tire de K> = P(nR + 0 QD)"K™*" que m = n =
1 et que P et Q sont des scalaires. Ainsi (K2 = AK % ot 1 € C* 1l en resulte
que 6 se prolonge en un automorphisme ¢ du localisé V, de F, par (KD =
A'K?. Comme U, est une extension quadratique normalisante de V, avec {1, K}
base de U, sur V, 6" se prolonge en un automorphisme §” de U, par
6"(K) = eK, avec ¢ € C tel que & = A. En utilisant la description de Aut(U,)
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rappelée en 3.1 et le fait que 6 stabilise F,, on a e* =1, et il existe & € C* tel
que: 07(E) = a E, 6"(F) = e’aF et §”(K) = ¢K. D'ou le résultat, O

4.4. Quorknts DE F,. Pour tout A€ C, on a2 (— DU, NF,=(Q—
A)F,, par définition de I'action adjointe. Désignons donc par D,, la sous-algébre
F,/(2 — A) de B,,. En reprenant les notations du §3.3 et avec (4.1.1), D, est
engendrée par: = (1 — ¢ ek, v =fk " et w= k~* avec les relations:

4 —4
uwW = q wu, vw =q wv;
4

uv=—4q—*w2+/l

q4 -1 1
4 2 w 4 ’
(4.4.1) g —1 q g —1

4
vu = — 4q w2+q_4/1q—21w 41 .
g —1 q g —1

Tout élément de Auto(Fq) induit par passage au quotient un automorphisme 6 de
D,, de la forme 60u) =a 'u, 0(») =av et 6w) = w. Désignons par
Aut’(D,,) le sous-groupe de Aut(D,,) ainsi défini; Aut (D, ,) est encore le groupe
des restrictions a D,, des élements de Aut’(B,,) définis en (3.7.1) pour m = 0.
Dans le cas ou A = 0, l'involution 7 de F, introduite en 4.2 induit aussi une in-
volution de D,, vérifiant 7(u) = u, t(v) = v, t(w) = — w. En vue de décrire

Aut(D, ), on établit d’abord un lemme.

4.5. LemMe. (i) Tout élément de D, ; admet une écriture unique sous la forme:
n . m ;
2P wu + 2 Qwv', aveem,n €N, P,Q, € Clwl.
1=0 1=1

(ii) Les éléments mormalisants de D, sont ceux de la forme aw” avec n € N et
a€C.

Preuve. 1l résulte des relations (4.4.1) que tout mondéme en #, v, w, est de la
forme P(w)u', P(w)v' ou P(%)), avec P € Clw] et i € N*. Donc tout élément d de
D,, sécrit: 2, P(wu' + > Q,(w)v’. Notons: d_, = P(wu' si0<i<metd,
=Q,wv' sil<i<m. Ora ainsi décomposé d en 2._,~,~,, d, dans D,, € B,,
suivant la graduation (T});c, de B,, introduite précédemment en 3.5, ce qui
assure l'unicité.

Considérons maintenant d non-nul normalisant dans D, ;. Décomposons d en:

b
d=Xd, aveca,b€Z a<b, d €T,d,+0+*d,
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Il existe s € D, tel que wd = ds ; en écrivant de méme que:

Me

s=2s, avecc,e€Z,c<e s, €T, s, +0Fs,

i

c
on en déduit que ¢ = ¢ = 0, wd, = d,s, et wd, = d,s,. Mais comme d, € T,, on a:
wd, = k_zda = q~zadaw. En raisonnant de méme avec d, € T,, on conclut que
a=>b, et donc d=d, €T, Il existe t € D, tel que ud = dt et donc t € T_,;
notons = Qw)u ou @ € Clw]. Supposons d'abord a > 0, et posons: d =
P(w)v®. On obtient:

P(g'w) u)v* ™" = uPw)v® = P(w) v’ Q(w)u = P(w) Qg *“w) R(w)v* ™",

ot R designe le polynome de degré 2 dans Clw] deéfini par: 0* ' (vu) = R(w)v" ™"
On déeduit que le degré de @ dans Clw] est nul; on note @ = 7 € C* et il vient:

4 4
qg —1 q qg —1
4—-8a 4
—aa -1 1
= yP(w) [— Z w' + Aqg™" g - )w— " ]
qg —1 q g —1

En désignant par # le degré de P € Clwl et par m sa valuation, on obtient par
identification: 8a + 4(n — m) = 0, ce qui est impossible. En utilisant l'antiiso-
morphisme #— v, v— %, w— w, on déduit que de méme, on ne peut pas avoir
a<0. On conclut que: d= P(w) € Clw]. L'égalit¢ ud = dt s’écrit alors:
P(g'w)u = P(w)Q(w)u, d'od Q@ € C* et P monome de C[w]. O

4.6. THEOREME. Si A # 0, Aut(D,,) = Aut'(D,,) est isomorphe a Aut’(F,),
qui est d'indice 2 dans Aut(F). Si A =0, Aut(D,,) est le produit divect de
Aut’ (D, ) par <z, et est isomorphe a Aut(F,).

Preuve. Soit 6 € Aut’(D,,). D'apres l'assertion (ii) du lemme 4.5, 8(w) est
de la forme ew avec ¢ € C*. En utilisant I'assertion (i) de 4.5, on déduit alors de
l'égalite 6(u) 0(w) = ¢*0(w) () que 6w) = P(w)u pour un P € Clw]. De la
méme facon, 8(v) = Qw)v avec @ € Clw]. On applique 6 aux deux membres de
la troisieéme relation de (4.5.1):

4 2 4

P(w)Q(q4w)[ q w2+luw— 1 ]
g —1 q g —1

4 —_—
-1 ew — S
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d’ott par identification: 1 = P(w) Q(g*w) = ¢ et AP(w) Q(g'w) = Ae. Ainsi @ est
un scalaire a € C* et P=a™'; si 1#0,e=1 de sorte que: O(w) = o 'u,
0() = av et 6(w) = w. Si A = 0 une autre solution est ¢ = — 1. O

On a enfin:

4.7. TuEOREME. Soit A € C; on consideére le plongement de B, , dans l'algébre
de Hayashi A, pour v = q~° défini précédemment en (3.6.2).

(i) Limage par ce plongement de la sous-algébre D, , de BM est incluse dans une
algébre de Weyl quantique AZ’ au sens du §1.1 avec ¢’ = y = q4.

(i) Dans ce plongement, la vestriction définit un isomorphisme de Aut(Af/) sur

Aut’(D, ).

Prewve. On reprend les notations de 3.6: dans A, engendrée par x, ¥, T
avec les relations (2.4.1), les éléments e, f, k™' definis par (3.6.2) engendrent une
sous-algebre B, ;, contenant elle-méme une sous-algébre D,, engendrée par: u# =
A —qHek™, v=fk"etw= k™" On calcule dans A, :

w=pt 7 v=p"yt  u= (u— Ty e

Les éléments 2/ = v 'zt et y’ = yt ™' vérifient les relations 'y’ — v y'z’ = 1, et
'y —y'x = £ La sous-algeébre qu'ils engendrent dans A, est une algebre de
Weyl quantique A‘l" pour ¢ = v~ > = ¢*, qui contient D,,. Le point (ii) du théoreme
découle alors de la proposition 1.5. O

4.8. REMARQUES. (i) Le plongement des quotients D,, dans des algébres de
Weyl quantiques était déja observé en remarque au §3.11 de [JL].

(ii) Le localise V, de F, suivant les puissances de K™% est égal a la
sous-algebre de U, engendrée par EK, FK et K* (qui est une sous-algebre de
Hopf de U,). Notons W, (resp. W;) la sous-algebre de V, engendrée par EK, FK
et K** (resp. K4). L’algébre W; est celle introduite dans un autre contexte par
S.L. Woronowicz (cf. [MS], [Wo]). On a les plongements suivants (ou les fleches
verticales désignent des localisations et les horizontales des extensions quadrati-
ques):

W, SV, U,
T T
W, F

q q

On peut, par des méthodes comparables a celles utilisées dans les paragraphes
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précédents, expliciter les groupes Aut(V,), Aut(W,), Aut(W,), et tous les résul-
tats de restriction et de prolongement qui s’en déduisent. Sans donner ici les
preuves, énoncons pour mémoire: (i) Aut(V,) est isomorphe a un produit semi-direct
par 4/ 22 du produit direct C*xZ ; (i) Aut(W,) est isomorphe au produit direct c*
X Z, (iil) Aut(W,) est isomorphe a c*.

Annexe. Automorphismes de A, dans les plongements de Conze classiques

Le but de cette annexe est de justifier que, comme cela est affirmé dans l'in-
troduction, seuls certains automorphismes triangulaires de 'algebre de Weyl clas-

sique A,(C) se restreignent dans les plongements de Conze en des automorphismes

des quotients B, = U(sl(2)) /(2 — A).

A.1. Norartions. A, est I'algébre engendrée sur C par p et ¢ soumis a la re-
lation pg — gp = 1. Un premier sous-groupe S de Aut(4,) est constitué des
automorphismes 6 de la forme:

0(p) =ap+bg+c, 8(q) =ap+bq+c,

avec a, b, ¢, a’, b’, ¢ dans C tels que ab’ — a’b = 1. Un second sous-groupe J
est formé des 0 € Aut(4,) du type:

o) =ap +c, o(q) =a'g+ F®), aveca € C*, c € C et F € CIpl.

Notons ]’k le sous-groupe des ¢ de J tels que ¢ = 0. Le théoréme 1.7 de [Al] décrit
AutC(Al) comme somme amalgamée des sous-groupes S et J suivant leur intersec-
tion. Désignons enfin par 7 I'automorphisme 7(p) = — g et t(q) = p.

A.2. LEMME. Pour tout @ € S\ ], il existe e, n € J5 0 S tels que 0 = nte.

Preuve. Avec les notations ci-dessus, b # 0 car 6 € J. On définit alors ¢ et

) =p (1) =~ -

Y par: {s(q) =g+ W/b)p+c —cb/b ‘y(g)=—bg—ap—c

A.3. Norations. Soient A € C et g une racine dans C de: ¢* + 24— A =
0. La sous-algébre B, de A, engendrée par: e = — uq — pg, f=p, et h=pu +
2pq, est isomorphe a U(sI(2)) /(2 — A), (cf. [Di2]). Notons G le sous-groupe:

G = {r € Autg(4) ; 7(B,) € B,).

Par ailleurs, désignons par & I'ensemble des 7y € Aut(A)) tels que le degré en ¢
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de 7(p) soit un entier m = 1, et tels que le coefficient de ¢ dans le développe-
ment de 7(p) comme polynome en ¢ & coefficients dans C[p] appartienne a C*. On
a:

A4, LEMME.

(i) Tout7 € & vérifie y € G ; deplus: J N G=J*

(i) Pour tout y € & et tout 6 € J, ona: oy € §.

(iii) Si 0y, 0y...0, désignent n éléments de ]\ S, alors les produits
TO,TO,T * * * 0,_,T0,T el TO,TO,T *** 0,_,T0, appartiennent d &.

Prewve. Soit 7 € &, notons 7(p) = X, u,q avec m =1, u, € Clql, u,, €
C*. Supposons 7(») € B,; comme p = f € B,, on a: ad, " (r(®) = mNu,q <
B,, et donc ¢ € B, On aurait alors B, = A, ce qui n'est pas le cas (cf. [Di2]). En
conclusion, 7 & G. Soit ensuite 0 € J, ot 6(p) = ap + ¢ et 6(q) = a 'q + F(p).
Il est clair que o(p) = o(f) € B,, On calcule:

o(h) = p+ 2pg + 2apF(p) + 2¢F(p) + 2a '¢cq.

Or: pE B, g€ B, et pg € B, donc: o(h) € B, si et seulement si ¢ =0,
c'est-a-dire 0 € J*. Enfin, si ¢ = 0, on vérifie par le calcul que o(¢) € B,.

Les points (ii) et (iii) sont de simples vérifications techniques basées sur le
fait que si g, € J\ S, 0,(q) est de la forme 0,(q) = a;'q + F,(p) avec a, € C* et
F, € Clp] de degre > 2. U

On peut maintenant énoncer:
A.5. ProposiTioN. G est égald ™

Prewve. Soit ¢ € Aut(4,) tel que ¢ €] Daprés le théoréme 1.7 de [Al]
rappelé ci-dessus en A.1, on a une décomposition de ¢ sous la forme:

(%) ¢ = w0,0,0,0,...0,¢,0u (*%) ¢ =wbb,p, ..0,,9,.0,

avee n =21, w €], 0 € S\Jet ¢, € J\S. Utilisons le lemme A.2 pour écrire
chaque 6, sous la forme 6, = 1,7, avec 7, et ¢, dans J© N S. Posons:

00: wnl E],
o, =N, €EJ\Spourtout1 <ij<n—1,
0, = &,0, € J\ S dans le cas (%), et 0, = ¢, € G dans le cas (% %),

de sorte que: ¢ = 6,70,70," * * 6,_,70,. On déduit alors du lemme A.4 que ¢ € G.
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On a ainsi établi que G S J, d’ou le résultat voulu d’apres le (i) de A.4. O

(Al]

(AC]
(AD]
(AM]

[AVV]

[Ca]
(Co]
[Dil]
[Di2]

[Di3]
[Go]

(GW]

(Ha]

(Ja]
1
[Jo]
L]
(KS]
[Ma]
(ML]

[Mo]
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