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37. Fonctions Presque Périodiques du Type Special. 1I

Par Shin-ichi MATSUSHITA
Osaka Cité Université
(Comm. by K. KUuNUGI, M.J.A., March 12, 1955)

§4. Valeur moyenne. Pour montrer V'existence des valeurs
moyennes dans (G), on peut opérer sans revenir aux définitions
primitives; de plus le procédé dit & MM. S. Bochner et J. von
Neumann est ici inapplicable, une partie totalement bornée de U(G)
n’étant nécessairement séparable: Cf. Remarque dans [I].” Toute-
fois, en tenant compte du Théoréme 1 ci-devant, on peut conduire
aisément de l’existence de valeurs moyennes des fonetions p.p.
numériques & celle des fonctions de A(G).

Théoréme 4. Pour toute a(x) € U(G) est associée une et une seule
mesure mla]= m,,[a(w)] (dite valeur moyenne) telle qu’il existe, pour

tout woisinage w= w(fl, e j‘,, g) dans M, f, LYV, (1<j<l), n 6lé-

ments d,, ..., o, de G et n nombres &,,..., §,=0 avec &+ +--+&,=1
tels qu’on ait
4.1) e, a(way)—m[a] Cw, pour tous x, y € G.

Théoréme 5. La valeur moyenne posséde les propriétés suivantes;
1) Uapplication a—mla] est linéaire continue, it) m[oal=m[a]=m[r.a]
(@ € @), ou a(@)=a(x™) et Ta@)=ala '), 1t) st a(x)=p ¢ M(constante),
on a mla]=pu.

Théoréme 5", Pour la valeur moyenne m[a] et pour toute
Fe (W),

(4.2) mo[ {f, o) @)]= S, m[al@)]).

Démonstrations des Théorémes 4, 5, et 5%, Etant donné un
voisinage co‘—:w(fl, ces ﬁ ; ¢) dans M, nous désignerons par m*(f;) les
valeurs moyennes numériques des fonctions p.p. continues {f;, a)(®)
pour 1=<j=<! (Théoréme 1), alors il existe n éléments a,,..., a,€G
et n nombres &,,...,&,=>0 tels que &,+.--+§,=1 qui vérfient
simultanément
4.3) 12218655 oy (way)—m'(fl<e, (1=J=10)
pour tous z, y € G.¥ D’autre part, soit H ’ensembre des translatées

1) S. Matsushita: Fonctions presque périodiques du type spécial. I, Proc. Japan
Acad., 31, No. 2; cité [I] dans cette Note. Théorémes 8, 12 de S. Bochner et J. von
Neumann, loc. cit., et Théoréme 16 de J. von Neumann, loc. cit., sont inapplicable a
présent.

2) Cf. J. von Neumann: Loc. c¢it., Corollaire du Théoréme 14. W. Maak: Fust-
periodische Funktionen, Chap. II (1951).
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.2 pour tout a e G, alors H est borné (selon que a(x) est p.p.) et
pour une partie compacte quelconque K G, il existe un nombre
My=0 tel que [{f, a)@)|=K/f, a@))|=M|fll. pour tout
xe G et toute fonction f ¢ L(V,) de support contenu dans K; de
Pinégalité (4.8) il en résulte que Im“(f)l <MKl|f lo+& et donc
lm“(f )] <MKHf lle (¢ étant arbitraire),® ce qui montre alors que m*
est une mesure de Radon sur V, puisque m* est clairement linéaire
sur L°(V,). En posant m[a]=m"* cela prouve & la fois (4.1), i), ii),
iii) de Théoréme 5, et (4.2). L’unicité de la valeur moyenne m[a]
est évidente, car pour ewi;=o (fl, cee, f’;; €/2), si >\, Swe(vay)
—m[a] Cwy et S5 8@ay)—m[a] Cwy, on a mla]l—mTal=(ma]
— 21T Edral ) — (M [ ] — 200 €8 () C w3+ o o, d’ou m[a]
=m/[a].

Avant d’aller plus loin, nous examinons quelques exemples
intéressants.

Exemple 1. Soit G un groupe abélien compact; son dual G= Vo
est alors discret et a(x)=x(@)dx, a(x)=xX(@)dex,, et a(2)=a(®)— ay®)
appartiennent & A(G), ou dx désigne la mesure de Haar sur @, qui
est adoptée comme une masse +1 placée en chaque x ¢ é\, c’est-a-dire
dx=dey, et x, I’élément neutre de @(dsxo est alors la distribution de
masse de Dirac). Pour tout voisinage » dans M, il existe évidem-
ment a,,...,a, € Get &, ..., &, (nombres positifs) avee §,+ - - - +§,=1
tels qu'on ait 312 &a.(@ay) "o pour tous «, y € G, d’ou résulte
m[a,]=0. Par contre, pour toute f‘o e L(V,) on a

s maL @]y =m] [ Foodes,00]=Flx) @apres @.2)),

d’ou résulte mla,]=dey,, aussi m[a]l=m[a,]+m[a.]=dey,.

Dans ces circonstances, nous comprenons exactement que a(x)
ainsi définie admet un ensemble non dénombrable des matrices
d’expansion %= 0; en effet, pour tout caractéere x(x) de G on a
m,[ x (@ Da(@)]=m,[ a(®)]=dex, 3 0.9

Exemple 2. Soit G un groupe [. ¢. quelconque; tout produit
f(x)-p d’'une mesure u € M par une f < A(G), leur combinaison linéaire
finie 3%, fi(x)-w, et sa limite vague appartiennent & %(G). On a évi-
demment m,[>),fi(®) w,]=>m,[ f;]-pu, et voit facilement que la
premiére et la seconde admettent expansions de Fourier tandis que

8) N. Bourbaki: Loc. cit. [1], Chap III, §2, Proposition 8.

4) Cf. Corollaire 1 de Théoréme 1 [I].

5) Dans ce cas, il est évident que x(x-")a(x)=2%(x)e(xr)=a(x) pour tout caractére
(continue) z(x) de G; lorsqu’on parle d’un caractére, il aura été toujours supposé
d’étre continu.
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la derniére n’est pas necessairement ainsi, p. ex. a(xr) mentionnée
ci-dessus (Exemple 1) est limite vague de fonctions de la forme
20 Xz(x)daxi .

Théoréme 6. a) Le support de la valeur moyenne m[a] est
contenu dans la réunion des supports de o(x), x € G. B) St a(x) est
uniformément bornée sur G (c’est-a-dire, sup ,eqlla(@)||<k), il en est
ainst de m[a].

Démonstration. En vertu de (4.2) f, a) =0 entraine (F
m[a]»=0, d'ou lassertion «). Ensuite, I(f, m[ald|=|m,[ (f;
a@)y N1 =m[1{F, o@) Y1 1= m Lk (| Flle]=F- | Flle, dob lIm[a]ll <F,
ce qui prouve l'assertion 8). En voici encore un exemple:

Exemple 8. Soit G un groups I.c. abélien et supposons que f(x)
(e A(G)) soit la transformée de Fourier-Stieltjes d’'une mesure bornée
uweM., D’aprés le Corollaire 2 du Théoréme 1, on sait que o(x)
=x(@)du(x) est une fonction de A(G) et, de plus, de la forme
Siax(@)de,, dont 312,le] <+ 0. Or, en vertu du Théoréme 6
ci-dessus, m[a] est bornée et son support est contenu dans I’ensemble
Ué&ix:, done & fortiori m[a] peut s’éerit =312, &idex,, ot 217216
=k< + . Dailleurs, il existe un filtre Fe= {9}, sur I’espace des
fonctions sommables de type positif sur G, suivant lequel §* (trans-
formée de Fourier de ¢*) converge vers la constante un uniformé-
ment sur toute partie compacte de G et en méme temps la mesure

gNz)dx vers la masse+1 en e (étroitement): de plus, ces g* peuvent
étre considérées & la fois positives, de type pos1t1f et de L'-norme

1.2 D’ou il vient aussitot que 0 <9 (x) <1 sur G

Etant donné un nombre ¢>0, il existe un entier N assez grand
tel qu'on ait 310 x181<e/2 et une §* € Fe telle que ||1—9Ml.<e/2k
sur le compact {J7,x,; alors on a

J s f @00du00= f FOOX@uCY),

ce qui est =<g* a)(@),
Jel<erer. s, e,’+2k-N

fdm[a] avec A¢ A. D’autre part, {§*, m[a])=m,[{J

&
mLf@)], car [ ¢(te S (Ot

on conclut

4.2) m f@)]= [ dm.[a@)].

", mla]y— f dma)| =S| 107
<el2+e/2= s, d’ou <9*, m[a])—

&

» f(&) (uniformément) avec 2. Enfin,

6) H. Cartan-R. Godement: Loc. ¢it., n° 18. S. Matsushita [1], n° 3.
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§5. Nous avons vu, au début de ma Note précédente [1], qu'une
fonction de A(G) n’admet pas nécessairement ’expansion de Fourier
(au sens usuel); voir ’Exemple 1 ci-dessus. Puisqu’il en est ainsi,
notre intérét & présent se porte exclusivement au coefficient de
Fourier, mais non & la série de Fourier elle-méme. Cepandant,
comme nous montrerons ultérieurement, il y a des cas ou ’existence
exacte d'une série de Fourier peut étre assez aisément vérifiée; p.
ex. le cas ou a(x) appartient & la fois aux deux espaces A(G) et AYG).
D’abord nous allons démontrer le

Théoréme 7. L’ensemble des entrées (termes) D, (x) de repré-
sentations unitaires irréductibles de G de dimension finie, telles que
ma[ Dy(x)a(x) 10 pour une a(x) € W(G) s'identifie avec la réunion des
ensembles de celles pour toutes <f, ay(®), quand f décrit ’espace
L(Vy).

Démonstration. Comme nous l’avons vu au Théoréme 5% ci-

dessus, on a (f, m[Dyx)a(@)]) =ms[{f, D(x)a(®)) ]=m,[ Dy(x) { f,
a) (x)], ce qui exprime que le dérnier membre ==0 entraine
m,[ Dy(@)a(®)] 20, et réciproquement si D,(-) est telle que m,[D,(x)
identiquement nulle. Cela achéve la démonstration.

Analogue au cas des fonctions numériques p.p., on appellera
coefficient d’expansion de Fourier pour D,(-) la mesure de moyenne
V'n,-mu[ Dy(x)a(x)], ol 7, (entier) désigne le degré de la représenta-
tion a laquelle D,(-) appartient; alors on a aussitot le

Théoréme 8 (Théoréme de 1'unicité). Les fonctions de U(G)
qui possedent les memes coefficients d’expansion de Fourier sont
identiques.

Cela revient & dire que dans U(G) toute fonction peut étre déter-
minée par ses coefficients d’expansion de Fourier, encore qu’elle
n’admette pas l’expansion de Fourier elle-méme. Ici, remarquons
aussi bien que la plupart des résultats trés élémentaires sur les
modules de représentation, ce qui se fondent & MM. E. R. van Kampen
et J. von Neumann, peut étre ressuscitée sans peine, moyennant
d’éventuelles modifications supplémentaires sur les topologies, toute-
fois il faut dire que la grande partie du reste, p. er. théoréme
d’isolation, théoréme de décomposition, ete.,” sont, sous les formes
originales, en défaut pour A(G).

Or, les résultats énoncés ci-dessous sont assez fondamentaux et
rendront de nombreux services dans le théorie de représentation uni-
taire et I’analyse harmonique; ce donneront notamment une connexion
bien réussie entre les représentations de dimension finie et celles de
dimengion infinie. Tout d’abord, nous nous proposons de dire, s’il

7) S. Bochner-J. von Neumann: Loc. cit. Théorémes 33, 34, et 8b.
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n’y a aucune ambiguité, qu'une a(x) € A(G) appartient & un module (de
représentation) M quand mu[ D} (®)a(x)]=0 pour telles D),(-) que
(5.1) D()=(Di( )b, ol DEM.

En vertu du (2.4), on a aussitot:

Théoréeme 9.. St a(x) appartient 0 un module M, il en est ainsi

de {f, o) (x) pour toute f e LN(V,) et réciproquement.

On sait que, quelque ensemble des représentations (de dimension
finie) de G,&={D"(-)}, que soit donné, il y a un module M qui est le
plus petit des modules contenants tous les ©’ de &. Nous écrirons
maintenant My=Ms, pour tel S que se forme d’une seule D.

Théoréme 9,. Pour toute a(x)ecWG) et tout Mo, ou D*(-)
=Dy Np,as
(5.2) ag(®) =7, 31521 D3,(&) - ma[ Dy, (@)(x) ]
appartient & U(G) et & M; de plus, son coefficient de Fourier pour
toute DY,(-) dans D(-) coincide avec celle de a(x) méme.

En effet, on a v/, -m,[ D@as(@)]=n,} -(Ses --8ubym. (D)

a(@)])=V/ 7, [ Dif@)a(@)], comme m.[ DL@D5@)] = Sy 8ys (85 dé-
v
gigne la delta de Kronecker).

On appelle section de o(x) dans Mg la fonetion p.p. ag(r) définie
par (5.2) ci-dessus. Si M est un module fini, c’est-a-dire M=M
ou &={9;,..., Y}, on peut généraliser la notion de section en le
cas M=DMg de maniére qu’on pose au(x)=2li.,ap,(®). Il est clair
que ces ag(-) admettent leurs expansions de Fourier.

Désignons maintenant par P(G) ’ensemble de toutes les fonction
continues de type positif sur G, et par II(G) ’enveloppe lenéaire
complexe de P(G): si m,[a(x)] est bornée, sa transformée de Fourier-
Stieltjes a(x)= f p@)dm,[a(x)] est bien definiée et égale presque

v,
partout & une forgction e I1(@).» Montrons alors ’égalité importante:

Théoréeme 10. Si a(@) € U(G) est uniformément bornée sur G,

c’est-a-dire, a@) e M* pour tout x <G, on a

(5.3) ml (g @) @)1= [ s@@ds,

pour toute g € LY(G) avec sa transformée de Fourier §.

En effet 'application de la formule de Fubini permet, par un
calcul élémentaire, d’obtenir les égalités suivantes: le premier
membre=

o mfa@]>= [ [ p@o)it-dm.[ o))
= [ o[ [ pam. a@)e) |dt= [ o@y@)da,
ce qui montre (5.%). " (& suivre)

8) Si G est abélien ou bien compact, nous n’avons besoin de ce mot {presque

partout>.




