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Unter ciner Brennlinie eines Strahlenbiindels versteht man im All-
gemeinen eine Gerade, welche siamtliche Strahlen des Biindels schneidet.
Im Besonderen findet dieser Begriff Anwendung auf unendlich dinne
Strahlenbtindel, wenn es sich um die Betrachtung der Umhiillungsfliche
samtlicher Normalen eines unendlich kleinen Elements einer krummen
Oberflache oder der Form eines in einer continuirlich gekrimmten Flache
gebrochenen homocentrischen optischen Strahlenbiindels handelt. Sturm
und Kummer haben das Theorem aufgestellt, dass immer entweder zwei
reelle oder zwei complexe Brennlinien existiren und dass dieselben. senk-
recht auf dem Hauptstrahle des Biindels stehen. Neuerdings ist mehrfach
darauf hingewiesen, dass dies Theorem streng keine allgemeine Gultigkeit
haben konne, da schon von Reuscu (Poce. Ann. Bd. 130, S. 497 [1867]) ge-
zeigt worden sei, dass, wenn man die Form eines an einer spharischen Fliche
gebrochenen oder gespiegelten homocentrischen Strahlenbiindels betrach-
tet, man eine zur Axe des Biindels schiefe Brennlinie erhalt. Zrcu zieht
hieraus (Scuromirch, Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 24 S. 168 (1879])
die Vermuthung, dass drei Strahlen zur Bestimmung der Brennlinien eines
dinnen Strahlenbiindels nicht geniigen, weil auch noch der Winkel der-
selben mit der Axe zu bestimmen ubrig bleibe. Er untersucht deshalb
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ein Strahlenbiindel, welches durch seine Axe und irgend zwei diese Axe
schneidende Gerade als Brennlinien bestimmt ist, wenn noch cine unend-
lich kleine geschlossecne Kurve, deren Mittelpunct auf der Axe liegt, als
Leitlinie gegeben ist.  Zecn bemerkt mit Bezugnahme auf Srriver’s Unter-
suchungen (Systematische Entwicklung der Abhdngigkeit n. s. w. S. 253)
dass Strahlenficher, dic auf einem einfachen Hyperboloide liegen, beliebig
viele Brennlinien haben konnen und ferner, dass, wenn die Leitlinie ein
Kegelschnitt ist, die zu zwei DBrennlinien gchorige Kegelfliche so wie
jeder Schnitt dersclben mit ciner belicbigen Ebene vom vierten Grade
sei. Hieraus folgt, duss unendlich diinne Strahlenbiindel Brennlinien
haben, welche mit dem Hauptstrahle im Allgemeinen belichige spitze
Winkel bilden. In einer spiteren Abhandlung (Sitzungsber. d. math. u.
phys. KL d. k. bayer. Akad. d. Wiss. 1883, H. 1) ist von mir gezeigt
worden, wic man den Ort und die Lage der Brennlinien eines diinnen
Strahlenbiindels bercchnen kann, welches von simtlichen Normalen eines
unendlich kleinen Elements ciner krummen Oberflache z. B. der Mavrus'-
schen Wellenfliche eines gebrochenen optischen Strahlenbiindels gebildet
wird. TFur ecin compactes Strahlenbundels d. h. ein solches, welches aus
lauter Strahlenfichern zusammengeschichtet ist, existirer im Allgemeinen
immer nur zwei Brennlinien, welche sich in folgender Weise geometrisch
characterisiren lassen. Jede krumme Flache hat im Allgemeinen zwei
Kriimmungsmittelpunctsflichen, die in jeder Normale auf einander senk-
recht stehen, also Orthogonalflichen sind. Die durch die beiden Haupt-
normalschnitte und dic Normale ecines Flichenelements bestimmten Ebenen
nennt Kummer die Focalebenen; die . Focalebene tangirt die II. Kriun-
mungsmittelpunctsfliche in der II. Brennlinie; die II. Focalebene tangirt
die I. Krimmungsmittelpunctsfliche in der I. Brennlinie. Die I Focal-
ebene trifft dic I. Brennlinic im I. Brennpuncte und ebenso trifft die II.
Focalcbene die 1L Brennlinie im II. Brennpuncte. Die Schnittlinie der
beiden Focalebenen ist der Hauptstrahl oder die Axe des Strahlenbiindels.
Es ist ferner bekannt, dass der geometrische Ort der Kriummungsmittel-
puncte eines jeden der beiden Hauptnormalschnitte den Namen »Riuck-
kehrkante» fuhrt. Man kann also auch sagen: die I. Focalebene tangirt
den geometrischen Ort aller Riickkehrkanten der nebeneinanderliegenden
II. Hauptnormalschnitte eines Flichenelementes in der I Brennlinie; die
II. Focalebene tangirt den geometrischen Ort aller Riickkehrkanten der
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nebeneinanderliegenden [. Hauptnormalschnitte in der I. Brennlinie. Es
ergibt sich nun unmittelbar aus diesen Thatsachen, dass zwar die Brenn-
linien in zwei aufeinander senkrechten Ebenen, den beiden Focalebenen
liegen, damit aber keineswegs die Neigung der Brennlinien gegen den
Hauptstrahl bestimmt ist, und hierin liegt eben die irrige Anschauung
SturM’s von der tetraedrischen Gestaltung eires astigmatischen Strahlen-
biindels, indem er annimmt oder vielmehr den Beweis fithrt, es sei diese
Neigung ecine senkrechte. Es gilt dies Theorem nur fur einige specielle
Falle z. B. fur den Scheitel eines dreiaxigen Ellipsoides.

Die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung soll die sein; zu zeigen,
dass man zur vollstindigen Bestimmung des Ortes uud der relativen Lage
der beiden Brennlinien eines belichigen, auch endlichen Strahlenbiindels
mindestens vier Strahlen kennen muss und dass alle tubrigen Strahlen
gewisse Bedingungen erfillen missen, um zu denselben Brennlinien zu
gehoren.

Wir gehen aus von der Betrachtung beliebiger Strahlen im Raume
und beziehen ihre Gleichungen auf ein beliebiges rechtwinkliges Coor-
dinatensystem. Zur Bestimmung der Constanten einer Brennlinie betrach-
ten wir die Coordinaten ihirer Schnittpunkte mit simtlichen Strahlen als
Unbekannte.  Sind # Strahlen gegeben, so lassen sich 4n Gleichungen
mit 3% + 4 Unbekannten aufstellen. Dieselben sind also nur dann be-
stimmt, wenn n — 4 ist. Wir haben demnach folgende sechszehn Glei-
chungen nach z, y, z aufzulosen:

a, die Gleichungen der Strahlen:

r, + a2z, + a, = 0O, r, + a2, + a, =0,
Yo + bz + B =0 Y + b5, + 3, = 05
r, + a2, + a, = 0, [.q + a2, + a, = 0,
Yy, + b2, + 3, = 03 Iy4 + bz, + 3, = 0.
b, die Gleichungen der Brennlinien:
|x1+a.zl+a=o, |x2+azﬂ+a=o,
|y, + b2, + g =05 \yy + b2, + p = o;
r, + az, + a = o, |x4+az4+a=o,
Y, + bz, + =0 ly, + bz, + = o
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Damit dicse Gleichungen zusammenbestehen, ist erforderlich, dass sci

1 0a a 100 a 1 0 a, a, 10a a,
Olblﬂl_Olb?ﬂ2—01b3ﬂ3_01b4ﬂ4_0
Ioaa_loaa_loaa—loaa
o1b B o1b f o1rb f o1b f

Daraus resultirt folgendes System von Bestimmungsgleichungen fir a, a, 4, 3

a—a o—a a—a, a—a,
b—b, f—p| |b—0, B—p -
o—a, a—a, a—a, a—a,
b—b, f—p,| |o—b, p—§, -

Durch Elimination von af — ab erhilt man folgendes System von lincaren
Gleichungen beziiglich «, 3, a und &:

a a, —a, a a —a, a, a, a, a,

- - + == 0,
b ﬂl - ﬂ? 4‘9 bl — b2 bl /91 bz ﬂz
a o —a, a a —a, a, a a, a,

— - + == 0
b ﬂl - ﬂa ﬂ bl - ba bl ﬂl ba ﬂ;s
e o —a, a a —a, a, a a, a

—_— — + = 0.

b B —45 B b, —0, b, p, b, S,
Dicse Gleichungen lassen sich kiwrzer schreiben durch
4a+ Bb+4 1=0,
4,0 + B,a+ 1 = o,

A+ B3+ 1 =o0.
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Das vollstindige Systein fihrt demnach auf cine quadratische Gleichung
Ma®>+ Na+ P, =o.
Daraus ergeben sich dic conjugirten Wurzelwerthe:

a=m + n, b=m, + n,

a=m, + n, pB=m + n,.

Das Strahlensystem hat also entweder zwei reclle oder zwei complexe
Brennlinien; dieselben sind im Allgemeinen zwei unter einem beliebigen
Winkel sich kreuzende Gerade und ihre Gleichungen:

Dic Bedingung ihres Senkrechtstehens wirde lauten
m; —n} + my — n: 4+ 1 = o.

Far den Fall imaginiarer Werthe von %, und », wirden dic Brennlinien
unmoglich sein und folgeweise auch einen complexen Winkel mit cinan-
der und mit den Strahlen bilden missen. Die Ocrter der acht Brenn-
puncte findet man durch Auflosung des Gleichungensystemes:

x; + a2 + a; = 0,
!/i+ bizi_}_ﬂi:O)
xi+ azl—*—a :O’

indem man ¢ von 1 bis 4 schwanken liasst. Auch die Brennstrecken auf
den cinzelnen Strahlen lassen sich leicht durch Rechnung finden; chbenso
diec Dimensionen der Brennlinien.
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Dass die Brennlinien im Allgemeinen schief gegeneinander stehen,
erweist folgendes Zahlenbeispiel. Es sei

(@—1(F—2)—0—3)a—4) =0
(@—2)(f—5) —(—06a—1)=0
(@—=3)(p—2)—(0—1)z—5) =0
(@—2)(f—3)—(0—4a—06)=o

Die Finalgleichung ist
2 _—
202a* — 8610 + 89 = O,

und die simultanen Wurzelwerthe

a = 0,106 a"” = 4,156
b = 5,445 V' = 4,822
a = 2,720 ' = 5,212
j = 5,502 3= 2,699;

Far dic gegenzeitige Neigung der beiden Brennlinien findet man daraus
den Winkel 39° 5 40",

Wir wollen nunmehr diese Betrachtungen auf ein unendlich dimmes
Bimdel von vier Strahlen ubertragen, indem wir die Grossen @, b, a, fj
um unendlich kleine Grossen y, ¢, @, ¢ von derselben Ordnung der
Kleinheit variiren. Wir setzen demgemiiss voraus, es sel

O, = —xn b2=b1+l91 a, = a + o ﬂ'l:ﬂl_s'/}l
@, = a, — Xy 5321)1-{—02 a, = a, + o, ﬂ3:ﬂ1_¢?
@y = a4 — X3 by = b, + &, @, = + o, By =B — ¢y

Das frithere System der drei lincaren Gleichungen beziglich a, b, a,
geht dadurch tber in:
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(a - a1>¢’1 + (b — bl)wl + (a — O‘1)’91 + (ﬁ_ﬁl)}ﬁ + (?"111 _ 791“’1) =0,
(a — al>¢2 + (]) — b1)w2 + (a - J‘1)'('12 + (/9 _—ﬂl)l-z + (9/'212 - '92‘”2) =0
(d - al)?”a + (b — bl)w3 + (a e al)ﬂ:S + (/?—ﬂl)l:i + (9/'3;(3 - '93‘”3) = 0.

Die Absolutglieder sind nun zwar unendlich kleine Grossen der II. Ord-
nung; es wird sich aber zeigen, dass sie selbst dann nicht gegen die
vorangehenden Glieder vernachlassigt werden diirfen, wenn e —a,, b —19,,
a—a, und g—pf ecndliche von Null verschiedene Werthe annehmen.
Eliminirt man nun je zwel dieser Grossen, so wird man zu folgenden
(rleichungen gefihrt:

¢ #, w0, Jh 791 (9”1%1 _'910)1) N
(@—a)|¢g; 2, 8|+ O —0b)]o, z, 8|+ (¢odts — 3,0;) 1z % | =0,

gy Xs 3, 0, ¥, 9, (¢'3){3 _’93("3) X %

W, X 3 0 & (¢ —‘191“)1) X

(b—b1> W,y X2 ¢y +(a—a1> B, X |+ (’7”212_’92“)2) X ¢ = O

Wy Y5 ¢y By X s (${’3X3 - 793‘”3) Xs ¢
8 o ¢ X1 @ ¢ (s _‘91‘”1) ¢ o,

(a - al) '92 W, ¢, + (ﬂ_ﬂ1> X2 @Oy &y + (‘r"’al? _792“)2) ¢y @y = O.
3, ©; ¢, X3 @5 ¢y (9”313 _—’93“’3> ¢; Wy

Um eine Gleichung in (a — a,) zu erhalten, wiirde man mit Halfe vor-
stehender Gleichungen (b — 1)), (a — ;) und (f—f,) aus der Grund-

gleichung

(@—a)f—p)— 0 —0b)a—2a)=0

zu eliminiren haben. Zu diesem Zwecke bedient man sich mit Vortheil
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folgender Relationen, in welchen das zweite Glied den gleichen Coeffici-
enten hat:

Xt o, 1y % (e —%he) nH
(@—a) ¢ 2o 8|+ O —0) 0, xy |+ (¢t — $02) 2y | = O

Oy Ao By oy 1 | ((gudts — %05) 25 B

o, 0 ¢ o, 1 | (g —he) o x
(@—a)lo, yy |+ @—a) o, 1, % |+ (g, —Hho,) @, 1, =0

@, Xy ¢y oy 1 1 [(gats —H,) o 1

% o ¢ o, ¥ % (‘/’111—'91‘”1) 9 o
(@—a) |8 o, ¢ |+ (B—B)|0, 1y %]+ (o) —%0,) #, 0| =o.

3, o, ¢ o, 1, % (dyyy, —H0,) 8, o,

Bezeichnen A, B, C, D und ebenso M, N, P unendlich kleine Grsssen
der III. Ordnung, ferner p, v, = solche der I. Ordnung oder derselben
Ordnung wie ¢, 7, #, , so kann man die drei letzten Gleichungen der
Kurze wegen schreiben:

(@a—a)A + (b—5b)B + My = o,
(a—a)C + (a—a)B + Nv = o,
(¢« —a)D + (f—p)B 4+ P = o.

Die Finalgleichung in (@ — a,) ist
(@ — a,)*(AC + BD) + (a — a,)(CMp + ANy + BPr) + MNw = o.

Bei willkiirlichen Annahmen der Elemente ¢, y, #, o ist nun der Coeffi-
cient von (@ — @)’ eine unendlich kleine Grosse der 6. Ordnung, der
von (@—a,) einc von der 7. Ordnung, das Absolutglied eine von der 8. Ord-
nung; und shnlich wird cs sich mit den Finalgleichungen in (b—15,), (a—a,)

und 3 — 3, verhalten. Wenn demnach @ — a, auch nur einen von Null
verschiedenen endlichen Werth haben soll, so muss AC 4 BD cine kleine
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Grosse der 7. Ordnung oder @berhaupt dic beiden grossten Coefficienten
von gleicher Ordnung sein; entweder wird dann der andere Wurzelwerth
cine kleine Grosse der 1. Ordnung, oder unendlich gross, oder die Glei-
chung hat zwei gleiche Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die
eine Brennlinie schneidet alsdann samtliche Strahlen unter einem end-
lichen von Null verschiedenen Winkel, wogegen die andere mit dem
Hauptstrahle coincidirt, wenn der zweite Wurzelwerth verschwindet.
Wenn dagegen a — a, zwei von Null verschiedene endliche Werthe haben
soll, so missen die drei Coefficienten der quadratischen Finalgleichung
unendlich kleine Grossen der 8. oder einer hoheren Ordnung sein. Be-
zeichnet demnach (¢)! eine Grosse der 1. Ordnung, so ist die Bedingung,

o
dass @ — a, mindestens einen endlichen von Null verschiedenen Wert habe:

|| G o 0 4|4 o ¢
1
&

* 1
do Xo By |s| @y Xy & +& ©, Yy Uy || 0, | = (‘rl’)l'

¢y Xs Fg| |@5 X5 & w, Y & ¥ ©; &

Es ergibt sich daraus die bemerkenswerthe Thatsache, dass wenn eine
Brennlinie den Hauptstrahl eines unendlich diinnen Strahlenbiindels unter
einem spitzen Winkel schneiden soll, die Summe der beiden voranstehen-
den endlichen Grossen zwar unendlich klein, aber nicht gleich Null werden
darf, vorausgesetzt, dass die Coefficienten der beiden andern Glieder der
Finalgleichung resp. von 7. und 8. Ordnung der Kleinheit sind; und
ferner dass, wenn die Summe gleich Null wird, die Brennlinien mit dem
Hauptstrahl coincidiren. Der Werth @ — @, verschwindet auch, wenn
AC 4+ BD eine kleine Grosse der 6. Ordnung bleibt. Es braucht kaum
hinzugefiigt zu werden, dass wenn a — a, gleich Null wird, im Allge-
meinen auch (b — b,), (@ — «,) und (f — fB,) verschwinden.

Wenn man das unendlich diinne Strahlenbiindel als den Complex
samtlicher Normalen eines unendlich kleinen Elementes einer krummen
Oberflache ansieht, so ist, wie fruher von mir gezeigt woruen ist,

a . 7 os
tgol = (—— I) o’

s ;P\
tgo, = (I fr) 810’
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wo ¢, und ¢, dic Neigungswinkel der Brennlinien gegen den Hauptstrahl,
v und p dic Hauptkriimmungsradien, 3 und ds die Differenziale der
Hauptnormalschnitte der Fliche oder die rechtwinkligen Halbmesser der
indicatorischen Linie bezeichnen. Dic Analogie zwischen diesen und den
vorangehenden Formeln besteht darin, dass auch ¢, und ¢, gleich Null
werden, wenn die Differenzen (@ —a,) u. s. w. verschwinden.

Zur Erlauterung des ersten Falles, in welchem die einc Brennlinie
mit dem Hauptstrahle einen von Null verschiedenen Winkel bildet, die
andere mit demselben coincidirt, moge ein Zahlenbeispiel gewihlt werden,
indem wir far die Variationen z, 8, @, ¢ ctwa Tausendstel annehmen.
LEs sei

a, 2,000 f, = 5,000 b = 1,000 a, = 3,000
a, = 1,998 B, = 4,9995 b, = 0,999 a, = 2,999
a4, = 1,997 B, = 4,99749975 b, = 0,998 a, = 2,996

a, = 1,996 B, = 4,99750050 b, = 0,997 a, = 2,997.

I
[

{

Daraus folgt

Y, = 0,002 ¢, = 0,0003 #, = — 0,001 w, = — 0,001
¥, = 0,003 ¢y, == 0,00250025 #, = — 0,002 w, = — 0,004
Y; = 0,004 ¢y = 0,00249950 #, = — 0,003 w, = — 0,003,

Die Rechnungen ergeben daraus weiter

Z’OOI 1__37997 o 43000 D — I7999
3 ) C — 3 B = —_— 3 s ?
1000 1000 1000 1000

also den Anforderungen gemiss
1000°(4C + BD) = 0,001997 == (¢)".

Es sind demnach 4, B, €, D sehr kleine Grossen 3. Ordnung, die Coef-
ficienten der beiden ersten Glieder der Finalgleichung von der 7. Ordnung,
das Absolutglied von der 8. Ordnung. Setzt man der Kirze wegen
a—a =, f—p =y, b—b,=2, a—a, =1, 0 erhilt man folgende

Bestimmungsgleichungen:
zy — 2l = 0,

I
9

0,50 + 2y — 2 — 1
2,50025¢ + 3y — 42 — 2t — 0,0005
2,49950r + 4y — 32 — 3t 4 0,0010 = O.

I
o
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Daraus resultiren die Gleichungen

I
o)

0,49975¢ — ¥ + 0,0005
0,50025% — 2 — 0,0005

0,99925¢ — ¢ 4+ 0,0015 = O,

|
ko)

Die Finalgleichung in # ist

0,499257” — 0,997& — 0,003 = O,

und ihre Wurzeln 2z, = 2, 2, = — 0,003. Daraus ergcben sich dic si-
multanen Werthe:

I

a, 2 p= b, =1 a, =3
(”l 4 /3/ — Z)/ — 2 al 5

5
a’ = 1,997 B = 4,999 0" = 0,998 a’ = 2,9985.

|
ll

Wir konnen weiter dic Winkel berechnen, welche die Brennlinien mit
dem Hauptstrahl und mit einander bilden. Da das Strahlenbiindel schr
dimn ist, so konnen wir den ersten Strahl als den Hauptstrahl betrachten
und die Neigungswinkel ¢, und 4, gegen diesen suchen; dieselben werden
nur um schr kleine Grossen von den tibrigen drei Paaren abweichen; man
findet 6, = 11° 29’ 30" und ¢, nahezu gleich Null, den Winkel der
Brennlinien mit einander gleich 11° 317 30”. Die Coordinaten der beiden
Brennpuncte sind

y=—1L Y = —4 7 =—1; 8 =2, ), = —4,5, I = —0,5;

endlich die Brennstrecke gleich 1 5.

N

Auch der allgemeinere Fall, in welchem beide Winkel ¢, und g,

von o und = verschieden sind, moge hier als besonders lehrreich durch
2

ein Zahlenbeispiel illustrirt werden. Wir nchmen an, es sei

a, = 2,000 f = 3,000 b, = — 1,000 a, = 3,000
@, = 1,998 B, = 2,99775057 b, = — 1,00374981 2, = 2,999
a, = 1,997 B, = 2,99224859 b = —1,00625047 @, = 2,996
@, = 1,996 B, = 2,99375132 b, = — 1,00774956 a, = 2,997.

R e R e e

13 - 665006 Acta mathematica. 4
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Daraus ergceben sich folgende Werthe der Variationen:

X, = 0,002 ¢, = 0,00224943 @&, = — 0,00374981 @, = — 0,001
¥, = 0,003 ¢, = 0,00775141 @&, = — 0,00025047 @, = — 0,004
X; = 0,004 ¢, = 0,00624868 &I = — 0,00774956 w©; = — 0,003

Die Berechnung der Determinanten ergibt weiter

0,00181, 02_0,0054_3, :o,oorﬁ, D z__o,oogos.
1000° 1000° 1000° 1000°

4 =—

Es ist demnach der Anforderung gemiss
1000°(4C 4 BD) = — 0,0000065522 = (¢)>

Die Determinanten A4, B, C, D sind kleine Grossen der 4. Ordnung,
mithin alle drei Coefficienten der quadratischen Finalgleichung von 8.
also gleicher Ordnung. Fur x, y, 2z, ¢ erhialt man die Bestimmungs-
gleichungen

2,24943% + 2y — 2 — 3,74981¢ + 0,00076 = 0,
7,75141% + 3y — 42 — 6:25047t_O7OOI88 =0,
6,24868x -+ 4y — 32— 7,74956¢ + 0,00176 = 0.

Daraus resultiren die Glcichungen
St —Yy—7 =0,
rT— 2+ 1 o,

3 — ¢ — 4 = O.

|

Die Finalgleichungen werden folgende:

2 —

x°— 32+ 2 =0, xr =2, Ly == I,
2 0 —— y —

Y- y 6 = o, Yy =3 Yo = 2
2 —_ —

2 — 52+ 6 =0, 5L =13 8y = 2,

t* — {—2 = o, t = 2, t, = — 1L
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Die Constanten der beiden Brennlinien und des Hauptstrahles sind dem-
zufolge:

@ =4 B =6 b =2 2 =
aII=3 ﬁ”zl b”——:l a”=2
a, = 2 B =3 b = —1 a, = 3.

Bezeichnen wir den Winkel, welchen die beiden Brennlinien mit einander
bilden, durch ¢, so finden wir

0, = 51° 25" 10", 0, = 42° 23" 40", e =9° 16" 30".
Die Coordinaten der beiden Brennpuncte sind

51’:_1’ 7, = 0,35, :1::_1

59-_——‘“5, Ny = — 2, G = I.

[ X]

Die Brennstrecke hat die Grosse

\/(51 _52)2 + (771 '—72)2 + ((1 - ‘2) \’26 25-

Unsere Untersuchungen haben also zu dem beachtenswerthen Resultate
gefuhrt, dass die beiden DBrennlinien unendlich dinner Strahlenbiindel
durch vier einzelne Strahlen bestimmt sind und dass dieselben unter
sich und mit dem Hauptstrahle sehr verschiedene Winkel bilden konnen.

Wenn nun neue Strahlen hinzutreten, welche zu denselben Brenn-
linien gehdren, so miissen sie gewisse Bedingungen erfiillen. Die Varia-
tionen y,, &,, w,, ¢, missen offenbar so gewihlt werden, dass das oben
aufgestellte System von linearen Gleichungen bestehen bleibt. Durch die
Variationen der Constanten muss folgendem Systeme von Gleichungen
Genuige geschehen:

(a—-a) (b_ bl)wl + (a——-— al)&l + ([’)_ﬂl)lx + (9/’1;{1 _191‘”1)
(a_al), ( bl)‘”? + (a _’al)'% + (ﬂ_ﬂl)za (,’2/2 — 9 wz) 0,
<“_‘ @ )‘r’ + (b - b1)w3 + (a— a1)193 + (ﬂ‘ﬁl)[a + (Sr”.sXs - 83‘”3)

) )

((t - al)%” (b — bl w, + (a - a1>19n + (ﬂ _ ﬂ;)ln (?’rt/n o,
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Die Bedingungsgleichungen sind offenbar dic folgenden zwei:

I B @.
9 o

Xa 192 @, ¢,
8

s @3 ¢y

wofiir man kirzer schreiben kann

Dy, + C8, + Aw, + By, = 0;

ausserdem
utn — @) G ©p
Gn—te) Koo 4l
Guts—Bo) 8 o @]
(s s — Ho,) B, o ¢

Durch willkarliche Annahmen von y, und &, erhialt man daraus zwei
lincare Gleichungen in @, und ¢,, woraus dicse berechnet werden konnen.
Die beiden Relationen bringen zugleich eine bemerkenswerthe Eigenschaft
simtlicher Normalen eines unendlich kleinen Elements einer krummen
Oberfliche zum Ausdruck. Wenn dic Constanten der beiden Brennlinien
bereits bekannt sind, wird man sich mit Vortheil der beiden liriearen

Gleichungen

(0/’ — a’")?”n + (b’ - bn)wn + (a’ - al\)'?u + (ﬂ, _ﬂl)ln = 0,
(@ —a)p,+ O —b)o, + @ —a)d, + (F —B)y. =0

bedienen konnen. Die Rechnung ist sclbstverstindlich bis auf kleine
Grossen der 2. Ordnung incl. genau auszufithren.

Es lasst sich nun noch zeigen, dass es unendlich viele reclle un-
endlich diunne Strahlenbuindel giebt, welche sich zu einem gegebenen
Paare imaginirer Brennlinien construiren lassen. Wir nehmen an, die
Coustanten dersclben seien

a=m *n y—i, fB=m,ti,y—1, b=mytn,\—1, a=m rny—1;
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und setzen zunichst voraus, es sei der Hauptstrahl durch die Elemente
a, b a, f bestimmt; alsdann gelten folgende Gleichungen:

(m, + 0 y—1—a,)g. + (my +n,\—1—0)w, + (n, + n, y—1—a,)d,

+ (my 4 2y y—1— )t = 0,
(m, —mn, =1 —a) g, + (0, —n, =1 —b)o, +. (n, — 0, \—1—a,)#8,

+ (m, —mn, \':—I — B )xn = 0.
Daraus folgt

(my —a,) . + (my — b)ow, + (m, — )8, + (m, — B)x. = 0,
o 4+ N0, + 0,8, 4 20,7, = O.

Durch willkiirliche Annahmen von y, und 8, erhalt man also zwei lineare
Gleichungen in ¢, und ®,, woraus diese berechnet werden konnen.
Wenn der Hauptstrahl nicht bekannt ist, so lasst sich ein solcher
demnach immer finden auf folgende Art:
Indem man z B. b, und a, willkirlich wihlt, lassen sich die zu-
gehorigen Werthe @, und §, berechnen aus folgenden Gleichungen:

(m, +n V=1 —a,)(m, +n, V=1 — )
— (my ¥, V1 —b)(m, +n, V=1 —a) =0,
(m, —n, V—1—a)(m, —n, Y—1—j,)
— (m, —n, V—1 —b,)(m, —n, V=1 ——a,) = O.
Fihrt man die Multiplicationen aus, und setzt der Kiirze wegen
(mym, — nn,) + (mn, + mmn) V=1 =4, + B V=1,
(mym, — nm,) + (mm, + mmn,) V=1 = A4, + B, V—1,
so findet man
ap —ma —mp + A4 — A4, —ad + ma + mbd =0,
na, +n p, — B, + B, —na -——nb -=o0.
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Eliminirt man 3, so ecrhalt man die Finalgleichung

@ + f(a, b)a, + Fla, b) = o,

wo [ cine lineare, F' eine quadratischc Function ist. s lassen sich dann
a, und b, allemal so wahlen, dass a, reell wird; dadurch wird auch fg,
reell.  Mit Hilfe der Gleichungen

(m, — a)g, + (m, — b)ow, + (m, — )8, + (m, — )y, = 0,
nl§,’71 + nSwn + 72419,1 + n?Xn =0

lassen sich alsdann unendlich viele unendlich nahe Strahlen des Biindels
berechnen.

Samtliche oben aufgestellte Gleichungen gelten natiirlich auch fur
endlich dicke Strahlensysteme mit gemeinschaftlichen Brennlinien. Es
treten aber Abkiirzungen der linearen Gleichungen selbst dann nicht ein,
wenn dic Variationen y, 8, w, ¢ unendlich klein, also die Absolutglieder
unendlich kleine Grossen der 2. Ordnung werden. In einem derartigen
Fehler durfte die Ursache zu suchen sein, in Folge deren SturMm und
Kummer in ihren bekannten Untersuchungen (Poce. Ann. Bd. 65 und
Borcn. Journ. Bd. 57) so wie auch Heumuorrz (Physiol. Opt. S. 246) zu
einem abweichenden Fundamentalthcoreme des Astigmatismus gelangt sind.

Rostock, 22 September 1883.




