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UBER DIE REDUCTIBLEN ALGEBRAISCHEN CURVEN 

V O N  

M. N O E T H E R  
i n  E R L  & N G E N .  

Fi'lr eine irred~tctible algebrMsehe ebene Curve 

= o ,  

von der Gesammtordmmg n und dem Geschlecht p, gibt es einige funda- 
mentale Schnittpunktsatze, welche sich auf das Verhalten dieser Curve 
zu ihrcn adjungirten Curven ~ - -  d. h. zu den Curven ( n - - 3 )  t~ Ord- 
nung, weIehe jeden i-fachen Punkt yon F =  o zum ( i - - I ) - fachen Punkt 
haben - -  beziehen. Diese S~tze sind nichts anderes, als der geometrische 
Ausdruek f~r das Verhalten der zu F =  o gehorigen algebraischen Func- 
tionen, insbesondere bezfiglich ihrer Constantei)zahlen, also vor Allem der 
Zahl p der zugeh~srigen Integranden erster Gattung, deren Zahler jene 
Formen ~ bilden. Nach den rein algebraischen Beweisen, welehe sich in 
der Abhandlung: Uber die algebraischel~ I~anctionen und ihre Anwendung in 
der Geometrie yon Herrn gRILL und mir ~ finden, ist die Galtigkeit dieser 
Srttze durch irgend welehe singul~tre Stellen yon F - =  o in keiner Weise 
beschri~nkt, vielmehr an die einzige Bedingung gebunden, dass das Ge- 
bilde F - - o  irreductibel sei. 

Lasst man nun auch diese Bedingung fallen, so treten, wie ich im 
Folgenden unter Zugrundelegung der eben bezeichneten Siitze in Ab- 
schnitt I zeigen will, bei denselben nur einfaehe, ebenfalls fest bestimm- 
bare Modifieationen ein. Man erhii.lt so auf der einen Seite geometrisch 

1 M a t h e m a t i s e h e  Annalen~ Bd. 7, I873. 
Acta  matheraat ica,  8. I m p r i m ~  le 16 Avr i l  1886, 21 
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interessante verschiedenartige Erweiterungen der bisher festbegri]ndeten 
Schnittpunktsi~tze, als deren einfachste iibrigens der sogen. ))CAYLEY'Sche 
Satz)) erscheint; andrerseits aber in der Zahl der adjungir/en Formen 
ein I(riterium fiir die Irreductibilit(it yon F(s,  z ) =  o, ein algebraisch 
wiehtiges Ergebniss, auf welches bereits Herr CItRISTOF~rEL aufmerksam 
gemacht hat. ~ Man kann, wie in I, n ~ 7 geschehen ist, jene Zahl un- 
mittelbar ableiten; meine Untersuchungen gehen aber viel welter, indem 
sie (n ~ 9 - - I3 )  die g'mze Structur des Systems linearer Gleichungen er- 
forschen, auf welche die Adjunctionsbedingungen der Formen ~ fiihren. 

Die erweiterten Schnittpunktsrttze verfolge ich in Abschnitt II ganz 
analog auch fi~r reductible Raumcurven. Der speciellste der sich hierbei 
ergebenden Siitze ist bereits yon Herrn VALENTINER mitgetheilt worden; ~ 
das allgemeinste Resultat dieser Betrachtung aber lii,sst sich dahin aus. 
sprechen, dass fclr die Schnittpunktbeziehungen zwei Curvcn einer Fl'~che 
nur dann und immer dann als specieller Fall einer irreductiblen Raum- 
curve anzusehen sind, wenn sic sich in noeh wenigstens einem Punkte treffcn. 

I. 

E b e n e  C, t t r v e i l .  

i ,  Ieh nehme zuniiehst an, dass die gegebene Curve n ter Ordnung 

F = o  

in zwei Curven 
F (1) ~ o~ /~(~) --=- o~ 

bez. von den Ordnungen n, und n:, w o n  1 -t-~2 = n, zerfalle, welehe 
sich in n~n 2 ei l, fachen Punkten treffen. 

Die Curve F - =  o hat dann diese nln 2 Punkte zu gewohnlichen Dop- 
pelpunkten; die zu F----o  adjungirten Curvcn F,-a, yon der ( n - - 3 )  'r 

1 in  seinem Aufsatze: Algebraischer Beweis des Satzes von der A~zahl der li~lear- 

u~mbha~gigen I~degrale erster GaUul~g~ A n n a l i  d i  M a t e m ~ t i c a ,  Ser. III~ t. IX ,  p. 95. 

2 Zur Theorie der Raumcurven, dieses Journal~ Bd. 2~ p. I99.  
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Ordnung, mi'tssen also durch diesen vollstvmdigen Schnitt yon F (~) und F (2) 

einfach hindurchgehen,  was bekanntl ich 1 zur Relation fahr t :  

(i) ~,,~ = ~,,~_~. F m + ~,,,_~. F (~). 

In dieser Relation werden die #,,,-a zu F m adjungirte 0urven ~, yon der 

( % - - 3 )  t~" 0 rdnung ;  die #,,.~-a zu /~'(~) adjungirte Curven f ,  yon der 
(,,% 3) t~ Ordnung. Es folgt also aus (I); 

(A) class die zu F adjunyirten Uurven ~ auch jede der beiden Theil- 

curven yon F in denselben Panktgruppen schneiden, in welchen dieselben yon 

den zu ihnen selbst adjunyirten Curven ~ gebroffen werden. 
Ferner ergibt  sieh die Zahl der noch willkiirliehen Parameter  yon 

#,,-a aus (I). Es mC)gen die vielfaehen Punkte  von F ~ noch #~ Con- 

stanten von ~,,_.~, die von F c') noch ~)~ Constanten von #,,=-a absorbiren; 

so bleiben in ~,, a noeh 

I I 
2 ( .  1 I)(T//1 - - "  2)  (~1 -JI- 2 (n  , I)(//~ 2 2)--0:2 

= 21 (n  I ) ('~/~ 2 ) " - O 1~ 0 2" - -  ('~v~ 1 ~= I ) 

Constauten, d. h.: 
(B) ftir die zu F adjungirten Uurven ~ stellt die Forderun9, dureh die- 

/enigen n~n.~ Doppellounkte yon F zu gehen, welehe die einfaehen Schnittpunkte 

tier beiden Theileurven yon 1# sind, nur nln, 2 ~ i linear-unabhanyige Be- 

dingungen vor. 

Man kann noeh hinzufi~gen: 
(C) dass irgend eine der n~% Bedingungen far die ~ eine lineare 

Folge der itln 2 - -  I iibrigen Bedingungen wird. 

Denn die Curven ~,,-a, welehe dureh %n.~ I der nVn ~ Punkte  
gelegt wevden, sehneiden F (~) - - o  in einer Gruppenschaar,  unter welchen 

Gruppen sieh nach (I) aueh jedenfalls eine solche befindet, die aus dem 
letzten der n~% Punkte,  a, und aus einer yon einer ~,,,-a ausgeschnittenen 

Gruppe besteht. Diese specielle, a enthaltende Gruppe kann aus F ~ ' -  o 
aueh dutch eine zu F (') adjungirte Curve (% 2) t~ 0 rdnung  ausge- 

sehnitten werden, bestehend aus jener  ~,,, a und einer beliebigen Geraden 

Vgl. e~wa racine No~e g'~ber einen ~b'alz aus der Theorie der algebraischen Fa,~c- 

tio~cn in M a t h e m a t i s e h c n  Anna len .  Bd. 6. 
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dureh a, welehe F (~) noeh in al, a2, . . . ,  a.,_, treffen mOge. Naeh dem 
bekannten ))Restsatze)) ~ wird daher die ganze obige Gruppensehaar yon den 
zu F (1) adjungirten dureh a , , . . . ,  a,,_~ gehenden Curven 2) 
0rdnung  ausgesehnitten. Da diese aber alle die Gerade dureh al, ..., %_~, 
welehe aueh dureh a geht, zur Theileurve haben, ist a in allen Gruppen 
der Sehaar enthalten, wie zu bewiesen war. 

Der Satz (C) ist niehts welter, als ein specieller Fall des sogenann- 
ten ))CAvLl,:Y'sehen Sehnittpunktsatzes)) fiir die durch die T/.I~?. 2 Punkte ge- 
henden Curven r ter 0rdnung,  namlich fiir r - - n ,  + n~ ~ 3; also gerade 
der einzige ausnahmslos giiltige Fall dieses Satzcs. 2 

2. Die Annahme von n ~ I sei nun dahin erweitert, dass dic Schnitt- 
punkte der beiden Theileurven n~ t~ und n2 t~ 0rdnung,  F (~) und F (:), 
aus denen die gegebene Curve n t~ Ordnung, F ,  besteht, aueh vielfache 

Punkte der Theileurven sein ksnnen, ohne dass jedoch F vielfiwhe Cm'ven 
als Theilcurven enthielte; dass nlimlich ein soh:her Schnittpunkt, der %- 
facher Punkt  yon F (" ist, zugleieh %-faeher Punkt  yon T '~) sei, wo also 

Z • l • 2  ~ n l n  2 

wird, 

Da die Curve F cincn solchen Punkt  dann zum ( U l +  %)-fachen 
Punkt  hat, werden die zu F adjungirten Curven denselben zum ( % - t - % ~ ) -  
fachen Punkt  haben miissen. Nach dem o b e n  citirten Satze aus Ma the -  
m a t i s c h e n  A n n a l e n ,  Bd. 6, besteht dabei die Relation (i) for die zu 
F adjungirten g,-a noch immer,  und es werden die ~,,-a und ~,,~--a zu 
Curven, welche aueh jenen Schnittpunkt zum ( % -  ~)-, bez. zum ( % -  I)- 
fachen Punkt  besitzen, also zu F (~ bez. zu F ('2) adjungirte Curven ~. 
D . h .  

(A') (A), n ~ ,, vilt . .cl ,  
Wenn ferner die ausserhalb der Sehnittpunkte yon F (') mit  1 ;e) 

liegenden vielNehen P u n k t e  yon F (') noeh 3~ Constanten yon ~',,-3, die 

' Vgl. die in der Einleitung citirte Abhandlung~ M a t h e m a t i s c h e  Annalen9 Bd. 
7, P- 27I eto. 

2 Vgl. ftir den allgemeineren Satz und dessert Beweis: BACltAI~ACtI, L~ber den Cayley'- 
schen Schnittl)unktsatz ~ M a t h e m a t i s c h e  Annalen~ Bd. 26. 
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yon F r noch 32 Constanten yon F,,~_a absorbiren, bleibcn in ~,-a hier 
noch, wenn zugleich F m u n d  F r irreductibcl sind: 

I ('gl - -  I ) ( 'g l  - -  2) - - Z ~ ( ~ I  - -  I ) ~  1 - -  01 

I I 

_- ~ ( n -  ~)(n =) - -  o1" - -  o,- - -  z ~(=1 + =, - -  ,)(=1 + =,) + 

willki~rliche Constanten; d. h. 
I 

(B') die ~_.-~ (% -}- % ~ ~)(% + %) linearen Bedingu.ngsgleichunge,~, 

welche aussagen, dass die Curven ~,,-a in den Schnittl)unkten der beiden 
irreduetiblen Curveu F (~) und F (2) sich ,vie za F adjungirte Curven verhalten, 
stellen fiir die Coefficienlen der ~.-a gena~t 

I 

linear-unabh(ingige Bedingungen vor. 
Dagegcn gilt hier nicht mehr, dass irgend clue dieser Bcdingungs- 

gleichungen Folge der i:tbrigen wird; wic in n ~ 3 untersucht werden wird. 
Der Satz (B') soil noch andcrs ausgcsprochen werdcn. S e i  das 

Geschlccht yon 1# ~ und F (~) bez. mit-Pl und p~ bezeichnct, so ist 

I [ 

I t 

wo, nach dem Satze (~ber die Anzahl der zu irreductiblen Curven ad- 
jungirten Curven ~, 31, bez. 3.~, auch die Anzahl der ausserhalb der 
Schnittpunkte yon F m mit F (~) l iegemen Doppelpunkte yon F m, bez. F (~), 
bcdeutet. I)efinirt man jetzt das Geschlecht p tier reductiblen Curve F aus 
der Or&mug und den Zahlen for die vielfachcn Punkte yon F mittcls 
der Formel 

I 
~ ( n - -  ~ ) ( n - -  ~ ) - - ( ~  + 4 ) - z ~ ( %  + %)(~, + % -  ,), . P = ~  �9 
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so wird die Anzahl der zu F tu~ungirten linear-unablu~gigen Curven ,~,,--a zu 

1)1 +.P~ = P +  I. 

3. Indem ieh dieselbe Annahme, wie in n ~ 2, noeh einmal maehe, 
gehe ist zuniiehst zu einer anderen Erweiterung von n ~ I {~ber. 

Ieh betraehte hier nieht sogleieh die zu F adjungirten Curven, 
sondern diejenigen Curven r v o n d e r  ( n - - 3 )  t~ Ordnung, welehe nur 
die zur Existenz einer Relation 

(-~) r ~ r F C" + r F~'~ 

- -  wo die ~b,,,_ ~ und ~b,,~ ~ ganze Funetionen der Coordinaten werden - -  
nothwe'ndigen uml hinreichenden Eigensehaften besitzen. Diese Eigenschaften 
beziehen sieh, naeh dem allgemeinen Satze, welehen i eh  in der oben ei- 
tirten Note, M a t h e m a t i s e h e  A n n a l e n ,  Bd. 6, aufgestellt habe, allein 
auf das Verhalten der Curven ~b,,_a in den Schnittpunkten yon F (" mit 
F(~); und zwar liefert diescr Satz im Ganzen 

lineare Bedingungsgleiehungen far die Coeffieienten von ~b,,_a, also genau 
ebensoviele, als ob die Sehnittpunkte yon F <~> und F (~) lauter gelrennte 
einfaehe waren. 

Diese Bedingungsgleiehungen sind also nut  ein Theil der in n ~ 2, 
(B') genannten, und zwar treten in jener Nmnmer  noeh 

X ; ~ 1 ( ~ 1 -  i) + 22? 

Gleichungen hinzu, welche nut  aussagen, dass die Curve ~b,,,_~, in einem 
Sehnittpunkt yon 1 ~'C', F c'), der ~l-facher Punkt  yon F (" ist, welter einen 
(a 1 - - i ) - f a e h e n  Punkt  erhalten soll, und das Analoge far ~b,,.73. 

Fat- die Anzahl der in ~b,,_ 3 naeh (2) noeh willkarl ieh bleibenden 
Constanten gilt aber genau die Betraehtung yon n ~ i, welehe zu (B) 

f~hrte; d. h. 

(B") die 22%% = n?~ 2 Bedingungsgleichungen, welche aussagen, dass fgir 
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die Curven O,_.~ die Relation (2) besteht, stellen fiir die Coeffieienten der 

C n--,~ g l U F  

• 1 • 2  - -  I 

linear-unabhgingoe Bedingungen vor. 
D e e  Satz (C) kann dagegen hier natarlieh nicht mehr ohne Modi- 

fication erweitert werden. Da aber (C) bei getrennter Lage der Schnitt- 
punkte ausnahmslos gilt, so hat man nut  n ~ 3 als Grenzfall yon n ~ i 
,qufzufassen, um die eintretende Modifieation sogleich zu erkennen. Wenn 
namlich %% Schnittpunkte yon F ~ F (:) in einen Punkt  P zusammen- 
racken, so erhiilt man far  ~b._a hiervon herrahrend %% Bedingungen, 
welche sich auf die Coeffieienten der Glieder o t"', it% . . . ,  pt.~ Dimension 
yon ~b,~_a in P vertheilen; und die letzte der so geordneten % % l"edingun.qen 
wird immer eine lineare Folge der n ~ % - - I  iibrigen Bedivgungen. 

Der Vergleich der S~tze (B') und (B") ergibt daher, dass die ei,w in 
(B') angegebene Beziehung zwischen den dortigen Bedingungsgleichungen 

nut  zwischen dem Theil von ~ % %  GIeiehungen auftritt, der auch in (B;') 
I I 

eingeht; w'ahrend die abrigen ~ Z a l (  % --- I) Jr- ~ Z % ( % - - -  i) Gleichungen 

in (B') sowohl unter sieh. ql,~ yon den genannten ~ % %  Gleiehungen li- 

near-unabhgngig sin& 
4. Wie in n ~ 3 der erste Fall des CaY,mY'sehen Satzes, , r ~  n a + n 2 - - 3 ,  

(vgl. den Sehluss yon nO I) ant  Curven F ~ iv (2) mit Sehnittpunkten yon 
vidfaeher  Multiplieitgt erweitert ist, so kann man aueh for die Curven 
der Ordnung r = n~ + n 2 - -  2 - -  h, ~b,,+,,,,_2_h, i~berhaupt naeh der oben 
citirten Note, M a t h e m a t i s e h e  A n n a l e n ,  Bd. 6, den Satz ausspreehen: 

Fiir die Curven (n I + n : -  2 -  h) re'" Ordnu~,ff liefert die Forderunq, 

in der Form 
- F (') + , r  

darstellbar z~.t sein, bei beliebiger 3lultiplieit(it &r  SchnitOu~d:te yon F(* ) m,d 
1 ,'(~), nd~, ~ Bedingungsgleichungen , yon denen abet flit 

yon einander linear-unabh#ngig sind. 
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Da aber schon bei einfachen Sehnittpunkten nicht mehr  irgend welche 

I-h(h-4- i) der n~n~ Gleichungen Folge der tibrigen zu sein brauehen, 1 2 
so wird dies aueh hier im Allgemeinen nicht eintreten; es ergibt sich das 
Verhalten nu t  wieder als Grenzfall des einfachen Falles. 

In n ~ 3 und n ~ 4 waren die Theileurven F (" und F (2) nicht als 
irreduetibel vorausgesetzt. Sollen die Curven (n~ + n ~ - - 2 ~ h )  te~ 0rd-  

nung auch noch die weitere Eigenschaft haben, zur Curve F (~).F (~) ad- 
jungir t  zu sein, so existirt far  h > i kein immer grtltiger Satz mehr,  

welcher als Erwei terung yon n ~ 2 (B') zu betraehten wii, re. 

5. In dem Satz (B') yon n ~ 2 war vorausgesetzt, dass die Theil- 
curven F (~) und F ~ der Curve F irreductibel  seien. Wenn man also 

die Curve F (~) ersetzt dutch zwei Curven F ~ F ('~) yon den 0 rdnungen  

n~, n 3, so gibt (B') zunaehst nut ,  dass zwisehen den Bedingungsglei- 
chungen (B'), die sich fmf den Schnitt yon F ") mit der Curve (F(~')F (~)) 

beziehen, mindestens eine I{elation besteht. Man kann aber je~zt die 

Forderung der n ~ 2 dahin erweitern, dass die Curven F,-.~ in allen ge- 

genseitigen Schnit tpunkten der drei Curven F (' ,  F (~ F ('~) sieh zu 

F = (F(')F(~)F(~)) 

adjungir t  verhalten sollen. 
Man hat hier nach n ~ 2: 

wo die ~,~+,3-3 zunaehst nur  in den Sehnit tpunkten yon F(~)F (~)) mit 

F (1) zu (F~ adjungirt  waren. Sollen mm die ~,_.~ auch im Schnitt 

van F (~) mit F (~) zu F adjungir t  werden, so Obertri~gt sich diese For- 
derung auf  die ~,~+,~_.~. 

Hier sind zwei Frdle zu unterscheiden. Wenn erstens gar kein wei- 

terer Sehnit tpunkt yon F (2) mit F ('~) ausserhalb der sehon betrachteten 

Sehnit tpunkte yon F (~) mit  (F~ liegen sollte, so entsteht auch keine 
weitere Bedingungsgleiehung fiat die ,~,,2+,3-~" Wenn zweitens solche 
weiteren Schnittpunkte existiren, so liefert dies eine Anzahl weiterer Be- 

dingungsgleichungen frtr die f,,~,,_.~, yon denen nach n ~ 9_ und n ~ 3 wieder 

1 Die genaue Bestimmung finder sich in der oben cir. Abhaadlung yon H. BACHARACH. 
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wenigste~,s eine eine lineare Folge aller fi~r die f,,~+,~_a gegebenen fibrigen 
Bedingungsgleichungen wird. 

Naeh Erfi;dlung dieser Bedingungsgleichungen schreibt sich nun, da 
fctr ~,,~+,,~-a in Bezug auf F ':) und F ~8) die Form gilt 

~',._~ in dee Form: 

~ . - a -  ~,,~-3. F~2)F(3) q- ~.~-a- F(')F(3) q- ~.~-3 .F(~)F(2), 

wo die ,r mac die Bedingung zu erfi~llen haben, zu F (~) adjungir t  zu 
scin. Warcn also F (~), F (~), F ('~) irreductible Curven, so bleiben in g,,_a 
r lo (3h  

I I 

2 

I Ze21(~ 1 ~ I ) I  Z~2(0~ 2 __  l )  I_ Z ~ 3 ( ~ 3 _  I) 
2 2 2 

2 2 

willkctrliche Constanten. Dabei beziehen sich die Summen auf alle Punkte  
der Curven F ~), F ~2), F ~~), die fiat dieselben zugleich bezl %-, %-, %- 
fach sind, wo aber eine oder zwei dee Zahlen a auch = o sein konnen; 
wo also: 

O .  h .  

(B";) Die -~ E ( a  1 q- % q- %)(% q- % q- % -  i) Bedingunqsgleichun-. . 

9e,n fib" die ~,,_~, welche aussagen, dass diese Garven zu der aus drei irreduc- 
tiblet~ Curven beslehenden Curve F adjungirt seien, slellen genau 

2 

iinear.unabh(ingige Bedingungen fiir die ~.-3 vor. 
Da somit hUe zwei der Gleichungen lineare Folge der i~brigen werden, 

so bestimmen sich auch die oben untcrschiedenen beiden Falle gcnauer: 
(C'") Die Forderung fiir die ~.-3, in den Schnittpunkten yon F ~ mit 
Acta  ma thema t i ca .  8. Imprim(~ le 17 Avril 1886. 22 
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(F(2)F (3)) sich zu F = (F~ adjungirt zu verhalten, liefert eln System 

yon Gleichungen, zwischen welchen, wenn F ~ F (2), F (~) irreductibel sind, eine 

oder zwei lineare Relationen bestehen, j e  nachdem die Curven F (2) und F (~) 

sich ausserha/b des Schnittes yon F (~) mit (F(~)F (~)) noch welter schneiden 

oder nicht. Im  ersleren Falle besteht zwischen diesen Gleichungen und den 

Gleichungen, welche aussagen, (lass ~ - a  auch in dem weiteren Schni# yon 

F (~) mit F (~) z~t F ad/ungirt sei, noch eine weitere _Relation. 

Waren  F (~), F (2), F (3) nicht alle irreductibe], so kOnnten mehr als 

zwei Relationen zwischen den Bedingungsgleichungen entstehen. 

Definirt man wieder das Geschlecht yon F durch 

P =21 (,1~ __ I ) ( n -  ~)  --21 Z(~ "J[" ~ "-]- ~3)(~1 -{'- ~2 + ~3 - -  I) 

so wird, wenn mit Pl,  P~, Pa das Geschlecht bez. der irreductiblen Curven 
F ~ F (~), F (3) bezeichnet wird: 

P ~ - P l  3 t-p~ "3 t- Pa ~ 2. 

6. Ich werde jetzt auch n ~ 3 auf  3 Curven F (1), F (2), F (a) der 

0 rdnungen  hi, n~, na, erweitern, um zu zeigen, dass die in n ~ 5 auf- 
gefundenen beiden Relationen auch schon zwischen einem gewissen Theil 

der Gleichungen von n ~ 5 bestehen; wodurch sich t~brigens nochmals 
ein Beweis der Si~tze von n ~ 5 ergibt.  Hierbei  kOnnen F <1), F <~), F <3) 

zunachst auch reductibel sein. 
Wenn man den Curven ( n -  2) t~ Ordnung, ~,,_a, nur  die Bedingung 

auferlegen will, in der Form 

r ----- r  F('>F <3, + r Ie.'>F (~, + r F(I>A ~;'(2, 

darstellbar zu sein, wo die ~b,,_ 3 beliebige ganze Functionen (hi ~ 3) ter 

Dimension sein dilrfen, so hat man ~,-a zuni~chst in die Form zu setzen 

r  =-- r  F(:)F(a> -4- ~,~+,,-.~. F m, 

was nach n ~ 3 im Ganzen nl(n ~ + na) Bedingungsgleichungen liefert, 
zwischen ue lchen genau eine lineare Relation besteht. Sodann hat man 

noeh ~,,+,,--a in die Form zu setzen: 
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was nach n ~ 3 wiederum %% Gleichungen mit einer linearen Relation 

liefert. 
U m  nun yon hier den 15bergang a u f  die Forderung von n ~ 5 zu 

machen, hat  man den Curven r nu t  noch die weiteren Bedingungen 
aufzuerlegen, bez. zu F (~ adjungir t  zu sein. Dies letztere fnhrt  aber, 

sobald F ~ F ~ F (3~ irreductibel sind, zu ebensovielen l inear-unabhangigen 

Bedingungen, als Bedingungsgleichungen; wodurch der Satz ( B ' " ) y o n  

n~ 5 yon Neuem bewiesen ist. Aber  w~hrend in dieser Nummer  dig 
beiden angefahrten Schritte zu je  einer Relation ft'thren, wird, wenn dig 

Schnit tpunkte von F (~) und F (a) alle in die Schnit tpunkte yon F ") mit 

(F(~)F <a~) hineinfallen, der zweite Sehritt yon n ~ 6 dureh die in n ~ 5 ver. 
langte Bedingung, dass die ,r in diesen letzteren Punkten zu F ad- 

jung i r t  selen, ersetzt. Dies gibt den Satz (C'"). 

7. Den Satz (B'") yon n ~ 5 kann man unmit te lbar  auf den Fall  
ausdehnen, dass die gegebene Curve n t~ Ordnung, F ,  in s irreduclible 

(Jurven 

F(1) F(2) . . . ,  ~7'(s) 

bez. der 0 rdnungen  n, ,  z~, . . . ,  n,, zerfMlt. 

Die 0 rdnungen  der Vielfaehheit  desselben Punktes for die ver- 
schiedenen Curven F ~~ bezeichne ich bez. mit  al, a ~ , . . . ,  as; wobei auch 

irgend welehe dieser Zahlen .----o sein konnen. DiG Summenzeichen in 
den nachfolgenden Formeln beziehen sich auf  alle Punkte yon F ~', ..,, F ('~, 
SO (lass 

Die Curven (n ~ 3 )  t~r Ordnung,  welche zu 

F = ( F " ~ F ( ~ . . .  F ('~) 

adjungir t  sind, also jeden Punkt ,  der a~-faeher Punkt  von F "~ ist 

(i --= i,  2, . . . ,  s), zum (~, + a2 + . . .  + a , ~  i)-fachen Punkt  haben, 
lassen sich in die Form setzen: 

F F F 
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wo V,,-a eine zu F (~ a d j u n g i r t e  Curve  ( n  i - -  3 )  t~ O r d n u n g  vorstel l t .  

Denn  sic sind zunachs t  yon tier F o r m  

F 
~,,,, ~. ~ + ~,,~+,,~+...+,,,_~. F , ,  

F 
wo f,,,_~ zu F~, F,,.~+...+,ra ZU 1;'~ ~(F.~T:~...  I~) a d j u n g i r t  sind; die letz- 

te ren  wicder  yon dcr  F o r m  

F 
~,,~+,,~-~...+,,-a - -  ~,,~-a./',F, 

etc. etc. 

N u n  exis t i ren in (3) noch  

z z 2 

�9 �9 , �9 o �9 �9 �9 o �9 , �9 �9 o , �9 �9 , 

- - ~  .~ . . . .  

wi l lk( i r l iche Cons tan ten ;  d. h. 
(B Iv) die 

k = 2I ~(6{1 "t- =,  "~  �9 "" "01- =,~)(=1 "1- {~:t -]- �9 �9 �9 "-]- q s -  I )  

Bedingungsgleichungen fib" :die ~,,-a, welche aussage~b dass diese Carven zu 
der aus s irreductiblen Curven bestehenden Curve F ad/ungirt seie~.~, stellen 
genau 

k - - 8 " ~ -  I 

linear-unabhangige Bedingungen f l i t  die F,~-a vor. 
Oder  es wird,  wenn  m a n  die Geschlcchtszahlen  yon F ,  F (~ du rch  

I 

I I 
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definirt, die Zahl der zu F adjungir ten lincar:unabhrmgigcn Curven 
(n 3) ~~ 0 r d n u n g  l 

--__:1) 1 .dr- IL 2 ..dr_ , , ,  -~- Ps - -  ]) "31- 8 - -  I ,  

Worden  F(~), . . . ,  1r ~'~ nicht an die Bedingung der Irreductibili t~t 

gebunden, so kOnntk die Zahl der unabhfmgigen Bedingungen fi~r F., a, 

' I), also zu F (~ adjungir t  zu skin, eine kleinere werden, als ~ 

kOnnten die k Gleichungen yon (B ~v) dann auch weniger als k ~ s + i 

l inear-unabMngige vorstellen. 

8. Der Satz yon n ~ 7, in welchem n u r  vorausgesetzt ist, dass F 
keinen mehrfachen Factor hat, kann als kin Kri t e r ium tier Irreductibi l i tdt  ffir 

die gegebene Curve F dienen. Denn aus der gegebenen Gleichung F =  o 

kann man durch nu t  rationale 0perat ionen sowohl die oben definirtk 

Zahl p ,  als die Zahl p + s - - i  der zu F adjungir ten Curven ~_~ 
finden; ~ also auch s. Den Fall  mit  mehrfachen Factorcn kann man aber 

auf  den hier vorausgesetzten einfach zuriickfiihren. 
))RHci.4y,~-Rocasche Satz)) filr eine irreductible Curve F ,  yon 9. Der ~ ' 

der 0 r d n u n g  n und Geschlecht p - -  nach welchem eine auf F liegcndc 

lineare Schaar yon Gruppen yon je Q Punkten eine Mannigfaltigkeit 
q = Q ~ p  + r + i hat, wenn r + i l inear-unabMngige zu F adjungirte 

Curven (n - -  3) ~~ 0 r d n u n g  dutch jede Gruppe der Schaar gehen (auch far  
r = i galtig) l~,sst sieh aueh auf  die reductible Curve F_~ (Fro... F (~)) 

yon n ~ 7 erweitern. 
Jede der c,o p+~-2 zu F adjungir ten Curven r a schneidet die Curve 

F - - o ,  wenn man yon den unendlieh viele Punkte,  nl;~mlich Theilcurven 

yon F ,  enthal tenden Gruppen absieht, in einem System yon s Theilgruppen 

yon je 2 p ~ - - 2  Punkten,  also in einem System yon 

2(pl I) -~ 2 ( p  2 - -  I) -31- . . .  -4- 2(ps I ) -  2p 2 

Punkten.  Aber  die ganze Schaar dieskr Gruppensysteme krhMt man, 

indem man aus jeder  der s linearen cxv~'-l-Theilschaaren je eine Gruppe 

1 Diesen Satz hat H. CnRIST0~'FEI, in der in der Einleitung citirten Arbeit entwickelt. 
Siehe meine Abhandlung: l~ationale A u s f i i h r u w  der Operatio~en iu der Theorie 

dcr altTebraischen Fu~ctionen, M a t h e m a t i s c h c  Anna l en~  Bd. 2~, 
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n immt;  die Systemschaar sclbst ist also nicht linear und hat nu t  die 
Mannigfaltigkeit 

(JO,--- I)  + (P2-- I) + . . . + ( p , -  5) = p -  5. 

Es m0ge eine zu F adjungirte g,,-a die Curven /;o), . . . ,  F(,) in 

Punktgruppen yon bez. 2p~ ~ 2, . . . ,  2 p , - -  2 Punklcn  trcfl'cn, wclchc 

man allc in je zwei Thcile, yon bcz. 

Ql und R1, �9 � 9  Q, und R, 

Punkten getheilt  habe; so dass 

Q~ + R, = 2 1 ) , -  2. 

Die Gesammtheit  der Curven 5 - a ,  an Z a h l  c~ q, wel('he durch 

R,, R.2, . . . ,  R, gelegt werden, mSgen ferner F (~ in einer ooq'-Schaar 

yon Gruppen yon je Q~ Punkten treffen; die Curven F,,-8, an Zahl oo ", 

welche durch Q~, Q:, . . . ,  Q, gelegt werden, ebenso F (~ in eincr cxv"- 

Schaar yon Gruppen yon je R, Punkten treffen. Abe t  die Curven f,,-a 

treffen, nach Gleichung (3), die Theilcurve F (~ so wie die zu F (~ ad- 
jungir ten Curven F,,,-a; dahcr gibt der genannte RIEMAN>ROCH'schc Satz 

far  die F (~  
q , =  Q , - - p ~ + r , +  5, 

oder 

Q.~ - -  R, = 2 (q, - -  r~). 

Ferner sind nach (3): 

�9 71- I = (ql -3 I- I) ~-- (q2 "3 I- I) 21- , . . .71_ (qs 2f_ I), 

r +  I =- (r~ + 5) + (r: + I) -~- . . .  + (~s "3 I- I); 

somit, indem man 

Q I + Q , + . . . + Q , = Q ,  

also 

R1 + R~ + . . .  + R, = R 

Q + / ~ =  21o--2 
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Sollen 
nehmen" 

Q - - R =  2 ( q - - r )  

q---- Q - - p - q - r +  i. 

Dies ist genau die Form, welche der RiEMax~-RocH'sche Satz auch 
far  s - -  x hat; nur beziehen sich hier q und r auf die adjungirten Curven 
fn-~, nicht auf die Mannigfaltigkeit der yon denselben qusgeschnittenen 
Punktsysteme. Diese Mannigfaltigkeit ergibt sieh, wenn nur  die aus einer 
endlichen Zahl von Punkten bestehenden Systeme beachtet werden sollen, 
bez. zu 

q - - s +  I -----q', r ~ ' +  I = r ' ,  

und aueh dafar gilt: 

q ' = Q ~ p + r ' +  I. 

IO~ U m  die gegenseitige Abhangigkeit  der k linearen Gleiehungen 
yon (B~V), n ~ 7, vollsti~ndiger zu erforsehen, mSgen nun aueh die Be- 
traehtungen yon n ~ 3 u n d  n o 6 auf eine aus s Curven 

FS", F (~'>, �9 . . ,  F "), 

welche auch reductibel sein dfirfen, bestehende Curve F ausgedehnt werden. 
die Curven ~_z ,  yon der ( n - - 3 )  t~ Ordnung, die Form an- 

/~ /~ F 
r  r "--w, + r �9 w ,  + " + r  "F. , '  

so hat man mlr die Bedingungen aufzustellen, dass der Reihe nach die 

Gleichungen stattfinden: 

r = r  F"> + r F `1>, 

r = r  F<">F('>... F<"> + r F(" 

r = r F< ') + r F " - ' .  

Diese s - - I  Sehritte fr~hren der Reihe nach zu 

~,(,,, + ,,, + . .  + ,~,), ,,~(,~:~ + ~, + . . .  + ,,,), . . . ,  ,,,_1,2, 
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Bedingungsgleichungen; und zwlschen den Gleichungen jedes dleser s -  I 
Systeme herrscht immer eine Relation. Nach n ~ 3 sind ferner, wenn 
man in einem System die auf einen belieboen Schnittpunkt beziaglichen 
Gleichungen wegl~sst, die tibrigbleibenden Gleichungen des Systems linear- 
unabhangig. 

Die s - - I  Relationen in (B~V), n ~ 7, treten also schon bei den bier 

angegebenen ~-:n, nk (k > i) Gleichungen auf; und zwar je eine in jedem 
der s - -  I Systeme. Die in (B Iv) noch hinzutretenden Gleiehungen, welche 
aussagen, dass die r bez. zu F (~ adjungirt seien, fi~hren bei irreduc- 
tiblen F ") keine neuen Relationen zwischen allen Gleichungen ein. Aber 
die zu einer Reihe yon Systemen hinzugesetzten Adjunctionsbedingungen 
ktmnen bewirken, dass die Gleichungen eines folgenden Systems schon 
identisch befriedigt sind; dann namlich, wenn dieses folgende System sich 
nur auf Schnittpunkte bezieht, welche in die Schnittpunkte der vorher- 
gehenden Systeme hineinfallen. 

Man sehliesst hieraus: zwischen denjenigen Gleichungenvon (B~V), n ~ 7, 
welche aussagen, dass die F,,-a in den Schnittpunkten ( S) yon 

F (') mit (F<~)F <3) .. .F('>), 

F (:> ,nit (F(~>F (4> ...F<')), 

�9 O Q S Q �9 O Q �9 

F (h) mit (F(I~+')F(h+~)...F(')) 

zu F adjungirt sein soUen, finden h + a lineare Relationen statt, wenn es 
unter den s ~ h -  i weiteren Sehnittpunktsystemen yon 

F (h+') mit (F(l~+~)... F(~>), 

F (h+~) mlt (F (h+3) . . .  F~ 

F <~-" mit F (~) - 

a Systeme 9ibt, deren Sehnittpunkte aye in die Punkte (S) hineinfallen. 
i x. Die im Vorhergehenden ermittelte Gruppirung wird noeh etwas 

fibersichtlicher, wenn man sich eines einfachen Satzes bedienr den man 
der Analysis situs zureehnen kann. 
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Ich ffihre die Definition ein: Theilt man ein System 2; yon Curven 
in zwei Systeme 2 o und 2", so soll 2" nicht zerfallend beziiglich 2"0 ge- 
nannt werden, wenn 2;' sich nicht selbst wieder in zwei derartigc Systeme 
2'~ und X~ zerlegen li~sst, dass alle Schnittpunkte yon 2'~ mit 2;~ in 
die von 2"o mit 2 " =  (2"~2~) hineinfallen. Existiren aber solche zwei 
Systeme 2"~ und 2;':, so soll 2:' als beziiglich 2"o zerfallend, 2,", als un- 
zusammenMingend mit 2"2 bez. 2~ o bezeichnet werden. 

Man hat dann den Satz: 

Ein System 2" bestehe aus t Curven, welche man in beliebiger 
Weisc in eine Reihenfolge 

, C, 

gebracht hat. Wenn man nun alle diejenigen Systeme nimmt, in welche 
(L�89 C~) bez. (~ zerf~llt (so dass also diese Systeme unter einander 
beztiglich C~ unzusammenhangend sind, jcdes ffir sich aber bez. C~ nicht 
mehr zerf~lltl; sodann alle von den schon erhaltenen verschiedenen Sy- 
sterne, in welche (C~Q.. .C,)  bez. (C1C2) zerf~llt; sodann alle yon den 
vorher schon gez~hlten versehiedenen Systeme, in welche (c4c~...C,) 
bez. (C1C2C.~) zerf~llt; etc.; so erhi~lt man im Ganzen immer gcnau t - - i  
yon einander verschiedene Systeme aus 2', oder besser t solche, wenn 
man 2" setbst mitzahlt. 

Zum Beweise braucht man nur zu bemerken, dass diese letzteren 
Systeme bestehen: 

I) aus dem einen System 2'; 

2) aus denjenigen Systemen, in welche (C2Q. . .  C,) direkt zerf~llt 
und denen, welche aus (C~C~...C,) durch successive Wegnahme yon 
C2, C3, . . . ,  C,_ 1 nach dem im Satze angegebenen Processe erhalten werden, 
wenn man die auf C1 fallenden Schnittpunkte der Curven C~, . . . ,  C, als 
gar nicht vorhanden betrachtet. 

Diese Systeme 2) bestehen nun wiederi 

~') aus einem der Systeme, in die (C2Q.. .  C,) in 2) direkt zerficl; 
n';mflich dem, in welchem C2 vorkommt; 

2') aus den Systcmen, in welche (C3C4... C,) direkt zerf~llt und 
den Systemen, welche aus (QC4. . .  C~) durch successive Wegnahme yon 

A c t a  m a t h e m a t i c a .  8. Imprim6 le 20 Avril 1886. 23 
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Ca, C4, . . . ,  C~_1 erha l ten  werden ,  wenn  man  h i e r  (tle au f  C1 und  6'2 

fa l lenden  S c h n i t t p u n k t e  der  Curven  C~, C4, . . . ,  G ganz ausser A e h t  llisst. 

Die Fo r t se t zung  dieses Schlusses au f  2') etc. l iefer t  also u n m i t t e l b a r  

den Satz. Man sieht sogar,  dass m a n  aus 2 au f  die im Satze angegebene  

Weise i m m e r  t verschiedene  Sys teme erhal t ,  wenn  m a n  in ~ ' =  (C~6�89 

i rgend  einen in f e s t a n g e n o m m e n e n  P u n k t e n  bef indl ichen Thei l  der  Sehnit t-  

p u n k t e  yon C1, C2, . . . ,  G ,  z. B. alle au f  e iner  gegebenen  Curve  Co be- 

f indl ichen,  als n ich t  v o r h a n d e n  ans ieht ;  n u r  muss  die Defini t ion des ))Zer- 

fallens)) d e m e n t s p r e c h e n d  gegeben  u n d  es m(~ssen die versehiedenen Sy- 

s teme,  in die d a n n  X d i r ek t  zerfa l len  kOnnte, mi tgezi ih l t  werden.  

12. Mit der  Defini t ion von n ~ I I  spr icht  sich der  Satz yon n ~ I O 

SO a U S :  

Zwischen den Gleickungen, welcke au~sagen, dass die ~,,_a in den ,qe- 
gensei@en Schnittp~tnkten der Curven des Systems 

(F(')F('... F(h>) 

u~d in den Schnitlp~tnkten dieses Systems mit den Curven des Systems 

(F(h+I)F(J,§ F(,)) 

zu F adjungirt sein sollen, finden h -  I -]-fl lineare Relationen start, wenn 
das zweile System bez@lich des ersten in fl (gegenseit 0 unzusammenha~gende, 
far sich abet nicht mehr zerfallende) Sysleme zerfi~llt. 

13. Dieser Satz  lr~sst n u n  nach n ~ 7, n~ I O und  n ~ I I eine Erwei-  

t e r u n g  zu. 
Nach  n ~ IO lei tet  man ,  wenn  m a n  in 

2' = (F(')F(~'). . . F(~)), 
erst die E i n t h e i l u n g  

2'.1 --. (F(')F (~) �9 . .  F(")), "-2v = (F(,,+,)F(t,+'2) . . .  F(~)) 

v o r n i m m t ,  aus 2': in Bezug  au f  5', noeh s - - h  versehiedene Systeme,  

und aus Z~ in Bezug  au f  X 2 noch  h verschiedene  Sys teme ab. F e r n e r  

ha t  m 'm  auch,  urn die G l e i c h u n g  fi'lr die ~,~_.~ in n ~ IO herzuste l len ,  

zuerst  eine Reihe  yon  Gle ichungen  mi t  einer Relat ion,  d a m i t  ~,,-a yon 

der  F o r m  wird :  

r = r ',' Jl-...+)"--3 . . . .  F ( 1 )  ~q'(h) -t'- (~[)1771+...q-,~,--31 . . . .  f'hJcl> F(s>;  
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sodann wieder  eine ge ihe  yon Gle ichungen mi t  einer Relation,  dami t  wird: 

- - -  q4~+~+.. + . . - '~  �9 + ,~.,,+, �9 F ('+~' . . .  " ,  

etc. N i m m t  m a n  noch die Gle ichungen  fi~r die A d j u n c t i o n  der  ~,,-a 

hinzu, so ergibt  sich genau  wie in n ~ ~o und n ~ I2 der  a l lgemeinere  Satz: 

Zwisehen dem Theil der Gleichungen yon (B'V), n ~ 7, welcher aussagt, 

dass die ~,,_a in den Schnittpunkten der Curven des Systems 

, ,  = ( F ( ' ) F ~  '~) F(, , ))  ~1 " " " 

mit den Curven des Systems 

v . . �9 2~ -=- (F(h+l)F (h+~) F ('~)) 

zu F adjungirt sein sollen, fi~ulen 2 + t ~ - - i  lineare tlelationen statt, wenn 
' beziiglich v direkt ia 2 und zugleich v ~'~1 beziiglich 2~ direkt in # S~' 

sterne zerfdllt. 

14. VermOge n ~ 4 kann  de r  erste Thcil  yon n ~ I o auch a u f  die 

Curven  ~b,~_~_h, yon einer O r d n u n g  n - - z - - h  < n - - 3 ,  c rwci te r t  werden :  

Sollen die Curven (n - -  2 - -  h) t~" Ordnung, ~.-2-h,  die Form annehmen: 

F F F 

so erh(dt man Merfiir bei beliebiqer ~llultiplicitdt de," Sehnittpunkle der Curven 

. . .  I ,v) wie in n ~ Io  s - - I  Spsteme yon bez. i f ( l ) )  ~ r  

,,,(~ +... + n5 ,,~(~ +... + ~), .., ,~_,,~ 

Gleichutwen , und i~ jedem dieser Systeme herrschen, fi~r 

o < h < n a  < n . ~ <  . . < n ~  

noeh je  ~h(h + i) lineare Relationen. Auch gibt es noch andere Einthei- 

. ' h(h + I) Relationen; immer abet lungen der Gleichunqen in Systeme mit j e  -2 

erhalt man im Ganzen ~_,ndt ~ Gleichungen mit 

h(h + , )(~ - - ,  ) 

linearen Relationen. 
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.Fiir h > n~ kann man analoge S(itze, mit modificirter Anzahl der Re- 
lationen, attssprechen. 

Auf  adjungirte Curven ( n - - 2 - - h )  t~ 0rdnung,  h > i, ist dieser 
Satz nicht allgemein zu erweitern. 

II.  

lfgaumcu~.ven. 

I5. Fi~r eine irreductible Raumcurve R,,,, v o n d c r  Ordnung n~ und 
dem Geschlecht pl ,  welehe immer ohne wirkliehe vielfache Punkte ge- 
dacht sei, erhalt  man eine lineare Vollsehaar yon Punktgruppen  bekannt- 
lich 1 auf folgende Weise: 

Man lege dureh R,,, zwei Fl•ehen ptor und ~tor Ordnung, /~,, und/~: ,  
welche sich noch in einer einfachen Resteurvc R,,,,, yon der n~ t~ Ordnung, 
WO 

schneiden mSgen; die durch R.~ gehenden Flftchen heissen dann ~ 
adjunyirt)). Die zu R,,, adjungirten Fli~chen einer Ordnung p schneiden 
aus R,,, Vollschaaren aus; urn also auf R., die ganze zu einer Gruppe 
GQ yon Q Punkten  corresiduale lineare Schaar yon Gruppen yon je Q 
Punkten zu erhalten, hat  man nut  eine zu R,,, adjungirte Flache pt.r 
Ordnung (lurch G e zu legen, deren Restschnitt G~, auf R., zu suchen 
und R., d~nn mit  allen dureh GQ, gehenden zu B,., adjungirten Flfiehen 
ptO~ Ordnung zu sehneiden. 

Insbesondere erhi~lt man auf R.~ die c'~P'-l-Schaar von Gruppen von 
je 2 / ) t -  2 Punkten (deren entsprechende Sehaar auf einer der 2R., ein- 
deutig entsprechenden ebenen Curve C. yon der n ten Ordnung, durch die 
zu C,~ adjungirten Curven (n ~ 3) t~ Ordnung, f,,_~, ausgesehnitten wird), 
indem man R,,, dutch die zu R,,, adjungirten Fl'aehen FI,+'~-a, yon der 
(# d- '~ - -  4) t~ Ordnung, schneider. 

S. meine Abhandlung: Zur Theorie des eindeutigen E~dspreche~s algebraischer Ge- 
bilde. 2 ter Aufsatz. M a t h e m a t i s c h e  A n n a l e n ~  Bd. 8. 
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I6. Die in n ~ 1 5 definirten Fl~chen Zp, yon der pt~= Ordnung, 
welche zur Raumcurve R~, adjungirt sein sollen, kann man beziiglich 
des beweglichen Sehnittes mit R,, noch (lurch andere Flaehen ersetzen: 

Wenn R,~, R,~ zusammen den vottstandigen Schnitt der beiden Fl~chen 
F,, und T'~ bilden, so treffen die Fliichen r yon derp  t~ Ordnung, welche 
nut der Bedingung geni~gen, durch die t Schnittpunkte yon R,,~ mit R,, 
zu gehen, die Curve R,, in derselben Vollschaar yon Punktgruppen, wie 
die zu R,, adjungirten (durch R,,, gehenden) Fli~chen Ze. 

In der That bilden die Fl'~chen Zp selbst einen Theil der Fli~chen Cp; 
aber da die Zp die Curve R,, schon in einer Vollschaar schneiden, ksnnen 
die ~,o die Curve R,, nicht in einer beweglichen Gruppenschaar yon grOs- 
serer Mannigfaltigkeit treffen; es wird nur unter den ~bp ein grOsserer 
Theil dutch die ganze Curve R,, selbst gehen, als unter den Zp" 

Dies li~sst sich, nach demselben Sehlusse, noch erweitern: Der voll- 
st~ndige Schnitt yon F,~. und F~ bestehe aus s Curven R,,,, R,,.,, . . . ,  R,,,; 
alsd~mn wird die gaumeurve R., von denjenigen Flachen r der pte= 
Ordnung, welche durch die t, Schnittpunkte von 

R,,, mit (R , . .R ,  . . . R , , ) ,  

und durch irgend cinen Theil der weiteren gegenseitigen Schnittpunkte 
der Curven des Systems 

(R,,.~. ~ , , . . .  R,,,) 

gehen, in derselben Vollsehaar getroffen, wie yon den zu R,,, adjungirten 
(also durch B,,.~, R,, . . .  und R,,. gehenden) Flachen pte~ Ordnung. 

Wir sehliessen noeh dai'aus und aus n ~ 15: 
Fiir die Flgichen ~,+~-4, der Ordnung # + v ~ 4, welche dutch die t~ 

Schnittpunkte yon R,,~ mit den Restschnitt (R, It,, . . . R,~) yon F,,, und ~ und 
durch irgend eine~ Theil der gegenseit~qen Schnittpunkte yon ( R , . . .  R,~) 
oder dutch irgend welche dieser Curven selbst gehen, liefert die Forderung, 
auch durch R,~ selbst zu gehen, noch p~ we#ere von den vorhergehenden linear- 
unabh(ingige Bedingungen, wenn ~,~ irreductibel ist und das Geschlecht p~ hat. 

Der einfacheren Ausdrucksweise halber wurde hierbei, woran auch 
im Folgenden festgehalten werden sol], angenommen, dass die gegen- 
seitigen Schnittpunkte der Curven R,,,, R , . ~ , . . . ,  R,. nur einfache und 
getrennte Punkte der Curven sein sollen. 
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1 7" Die f~r eine irPeductible Curve bestehende Definition der Ge- 
schlechtszahl soil zunachst far  eine reduetible Curve bier dahin erweitert  
werden: 

Wenn eine Raumeurve  R,,, der Ordnung m, aus k Curven/~o), R(2), ..., 

R (k), bez. yon der Ordnung m~ und dem Gesehleeht p~, besteht, so sei immer  

noeh, wenn h die Anzahl der scheinbaren Doppelpuukte yon R,, bezeiehnet, 
als Geschlecht yon _R,, die Zahl definirt: 

Hat R (') also h, seheinbare Doppelpunkte und treffen sieh /g(o und 

t~ ~ in t v Punkten,  so wird: 

also: 

I 
v, = ~ (m, --~)( , . ,  - ~) - h, 

t~ = X ,h ,  + X ( ~ , , , ~ , -  t,,) j 

i=1,2 ,  ,..~k 1 
j = l ~  2~ , . . ,  k l  

~0 ~--- P t  -I- ~)'2 + ' '  . -t- ~ 0 k - -  ( k - -  I)  -3 7 X t v "  
%fl 

J>i 

Da die vollsti~ndige Sehnitteurve zweier Flaehen T~, F,  das Geschlecht 

p ----= ~/*~ (/~ + v - -  4) -{- I 

hat, so folgt fiJlr den Fal l  yon n ~ 16, dass diese Curve aus s Curven 

R,, ,  R,,~, . . . ,  R. . ,  bez. vom Gesehleeh{ p~, . . . ,  p,, besteht, wobei sieh 
B,,, und R,,j in t o Punkten treffen mOgen: 

die Gesammtzahl der yegenseitigen Schnittpunkte wird 

Theilt  man insbesondere das Gesamm{sehnittsystem yon F ,  und /~, 

in nur  zwei Theile X und Z', wo X die Ordnung m und das Geschleeht 

1 Man hiitte auch p - - ~ t . i j = p ~  +t)~ + . . .  + p k - - ( k - -  I) als das Gesehlecht 
von ]~m definiren kiJnnen~ in etwas griJsserer ~lbereinstimmung mit dem Absehnitt I. In- 
dessen scheint die obige Definition ftir Iiaumcurven bier bequemer. 
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p,  J2' die Ordnung m' und das Geschlecht 1/ hat, so hat man frw die r 
Schnittpunkte yon 2 mit ~' bekanntlich: 

r =  m(# + v - - 4 ) - -  2p + 2 = m ' ( / z  n t- v - -  4) - -  21/ -Jr- 2 

= + 

I8. Aus dem Satze von n ~ I6 und der Definition von n ~ i7 folgert 

man sogleieh: 

Besteht der Sehnitt yon F~, und F, aus dem System ( R , R , , . . .  R,,) 
und bezeiehnet t)' das Geschlecht des Systems (R,,R,, . . .  ig,,,), so liefert die 
Forderung f~r die t/'lachen tr,,.+,_~, dutch dieses System ( R , , R , . . .  R,,) zu 
gehe~ 

(n, -}- na -t- . . .  + n,)(/z -F , a -  4 ) - - P ' +  i 

linear-u,nabhangige Bedingungen, sobald R,, irre&wtibel ist. 
Denn da vermSge px weiterer Bedingungen die f,,,+.~-4 dureh die ganze 

Sehnitteurve yon F,,. und F~ gehen, diese Forderung aber 

I 
2/lP(# Ji- 1 ~ -  4) -F I 

Bedingungen stellt, so wird die Zahl jener Bedingungen zu 

i p,  
~ f z a ( # +  v - - 4 )  + i - - p ~  = (n~ + n~ + . . .  + n,)(# + v - - 4 ) - -  + I. 

1 9. Ebenso leicht beweist man folgenden, dem Satze yon n ~ 7 des 

I. Abschnitts analogen Satz: 
Wenn der Schnitt yon F ,  und F,~ aus s irreductiblen Curven B,,, R,2, ..., 

R,,, besteht, so ist die Eorderung fiir die Fl(ichen F,,,+,~-4, dutch alle t yegen- 
sei@en Sehnittpunkte der Curven dieses Systems zu gehen, mit 

t - - s + I  

linear-unabhanqigen Bedingunyen dquivalent. 
Denn die Curve n~ te* Ordnung, B,,,, habe 

R,, treffe R,,j in t v Punkten;  d a n n i s t  nach n ~ I7 

das Geschleeht p,~, und 
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Sei aber A die Zahl der im Satze geforderten Bedingungen. Naeh 
ihrer Erf~llung h'~t man, naeh dem Satze yon n ~ I6, noeh je p~ davon 
unabh~ngige Bedingungen, wenn dig ~z,.+~-4 noeh bez. dutch B~, gehen 

I,'r~(/z + ~ - -  4) + I Bedingungen ausmaeht, sollen; und da es aberhaupt  2 

wenn die fi,.+~-4 dureh das ganze System der s Curven gehen sollen, so wird 

i/~'~ (# -t- v - -  4)  -t- I ,  
i 

~180 

A ~ t - - s +  

(aueh fnr s - -  i, t-----o galtig). 
20. Sei insbesondere im Saize yon  n ~ 19 s----2 angenommen. :  

Zwischen den t Gleichungen It = n~(# + v - -  4) - -  2p~ + 2], welehe aus- 
sagen, dass die ~),+,,_, durch die t Sehnittpunkte der beiden irreductiblen 
Curven R~,, R,,~ gehen, die zusammen den Schnitt yon FI, mit  F~ bilden, 
herrscht dann eine und nu t  eine Relation. Aber man kann noch genauer 
sagen: 

Jede d e r t  Gleichungen wird eine lineare Folge d e r t - - - x , t i b r i g e n  

Gleichungen. 

In der That  schneiden die Flrmhen ~,,.+~-4, welche durch t - - I  der 
t Punkte  gehen, die Curve R,,, in einer Sehaar yon Gruppen von 2 p : -  : 
Punkten. Da aber eine dieser Gruppen bes teh t  aus 2 p l -  2 Punkten, 
die auch yon einer zu R,,  adjungivten Fl'~cim 9~,+,,_4 ausgeschnitten werden 
ksnnen, und aus dem letzten jener t Punkte, so sehliesst inan, indem 
man die R,, auf die Ebene projieirt, genau wie beim Satze (C) von n ~ I 
des I. Abschnitts, dass dieser letzte Punkt  in allen Gruppen der Sehaar 
enthalten sein muss. 

Aus diesem Satze sehliesst man welter: 
die Fl(ichen der (I, + ,~ ~ 4) '~" Ordnung treffen R,,  in ei,ner Voll. 

sehaar yon Gruppen yon ]e n 1 (# + ,~ - -  4) = 2p~ ~ 2 + t Punkten, namlieh 

~nit der Mannigfalt iqkeit  c~? p,-2+* . 

Denn erst nach Erfa l lung der t - - I  + p :  unabh',mgigen Bedingungen, 
zuni~chst dutch die t Schnittpunkte yon R,~ mit R,,,, dann dureh pa will. 

1 Dieser Fall ist schon yon Hrn. VALENTIN~rr ausgesproehen, wie in der Einleitung 
citirt ist. 



Uber die rcduetibler, algebraisehen Curven. 185 

karliche Punkte yon R,, zu gehen, wird die Fl~che (/~ q - u - - 4 )  ~e~ Ord- 
hung die ganze Curve R,,, enthalten. Von den 1)1 Punkten, die hier 

d u r c h  die i~brigen im Schnitt yon /~,,, mit  einer Flache (# q - ~ - - 4 )  t~ 
Ordnung bestimmt sind, ist also einer der dutch die rtbrigen t - -  I Schnitt- 
punkte yon R,,, B,,~ bestimmte letzte Sehnittpunkt; die P l -  i weiteren 
sind als Schnittpunkte einer zu R,,, adjungirten d u t c h - i l l -  * Punkte 
yon R,,, gehenden Fl~che r bestimmt. 

Far  s > 2 gilt dieser Satz im Atlgemeinen nicht mehr. 
2r. Auch ft'~r s > 2 bleibt der Beweis des Satzes bestehen: dass 

jede der t Gleichungen, welche aussagen, dass die ,%+~--4 durch alle t 
Schnittpunkte der Curven R,,, R,~, . . . ,  R,. gehen, eine lineare Folge der 
t - - I  abrigen wird. Aber da nach n ~ I9 zwischen diesen t Gleiehungen 
s - - I  Relationen existiren, so k~nnte hier jede tier Gleichungen auch 
schon aus weniger als t - - i  der abrigen folgen. Dass dies in der That 
far s > 2 immer der Fall ist, ersieht man aus folgendem Sa~ze: 

Sobqld im Satze yon n ~ 19 die Zahl tl~ der Schnittpunkte yon R., mit 
t~,.~ > o ist, gehen alle Fl@hen (# + , ~ -  4) t~" Ordnung, welche dutch alle 
Schnittpunkte yon R,, mit dem System (R,,R,  . . .R,~)  und durch irgend 
t 1 2 -  I CleF Schnittpunkte yon R,,, mit It.., gelegt werden, auch dutch den 
letzten dieser tl~ Pankte. Die Forderung fiir die ~,,~+~-4, dutch die 

Sehnittpunkte yon R,, mit ( R , , R , . . .  R,~) zu gehen, stellt also hSchstens 
t 1 ~ i unabh~nqiqe Bedingungen vor. 

Die Richtigkeit des Satzes folgt genau, wie in n ~ zo, indem die 
Fli~chen (# + ,~ - -  4) ter Ordnung dutch irgend t I - -  I der t I Schnittpunkte 
von R,, mit (Rn~R, . . .  R,,) die Curve R,~ wieder in einer cxv~'-~-Schaar 
yon Gruppen von je 2 p ~ -  I Punkten treffen m~ssten, wonaeh der tt~ e 
Punkt  in allen Gruppen enthalten sein muss. 

Sehneiden sieh nun R,2 und ( R , , R , , . . .  t~,,,.), so kommen die auf diese 
Schnittpunkte bezi~glichen Gleichungen untev den ta genannten gar nicht 
vor; wenn abet R,,~ und ( R , R , . . . R , . )  sieh nicht treffen, so muss 
( R , R ~ , . . .  R,,) die Curve R,, treffen, t~3 + t14 + . . .  -k- t~ ist also yon o 
versehieden, abet schon aus den t~.~ auf den Schnitt von Ri,, mit  R,.~ be- 
zi]gliehen Gleichungen folgt dann, naeh dem obigen auf R,~ angewandten 

Acta mathematiea. 8. Imprim6 le 21 Avril 1886, 24 
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Satze, jede aus den tl: - -  i iibrigen. Jede der t Gleichungen yon n ~ 19 
folgt also fi~r s > 2 immer aus weniger als t---  I der iibrigen Gleichungen. 

22. Den Satz yon n ~ 2I k~mn man zu folgendem erweitern: 
We~m der Schnitt yon F,,, u~d F~ i~:qeJ~d wie in zwei ~ysteme~ 2 u~ul 

Z' yon h und s - -  h Curven yetheilt wird, so gehen alle Fl(ichen (/~ + v - -  4) *~'' 
Ordm~nq, r welche dutch irgend v - - - i  der r Schnittpunkte yon V 

mit 2' 9elegt werden, immer auch dt~rch den letzte~ dieser Schnittp~tn,kte; 

so dass diese Forderun 9 flit die ~,,.+~_~ hScbstens v - - - i  unabhdngige Be- 

db~yun, ge~ liefert. 
Man kann diesen Satz einfaeh auf den yon n ~ 2I zuri~ckfi~hren. 

Seien m, m' bez. die Ordnung yon X, E'. Kann man nun durch das 
System X' eine Flrmhe ~te~ 0rdnung,  /~,', legen, welche die Flaehe F,~ noeh 
in einer irreductiblen Curve 1t,, schneider, so gilt der Satz yon n ~ 2I fflr 

t den Schnitt (2", R,,) yon F,,. mit F,'; d. h. a lle Fli~chen r welche 
dureh irgend r - - I  der v Schnittpunkte yon X' mit R,~ gelegt werden, 
gehen immer durch den letzten dieser r Punkte. Diese Thatsache, dass 
jede der v Gleichungen aus den r - - -  I t~brigen folgt, bleibt bei Variation 
der Parameter yon F:  hier fortbestehen; also aueh wenn F," in F,~, d. h. 
R , , i n  v ,,, t~ bergeht. 

Wenn abel- dutch 2 "̀ keine Flgche ~tr Ordnung geht, welehe F,, 
weiter in einer irreduetiblen Curve sehnitte, so lege man dureh ~" eine 
Flitehe F'+~, yon genngend hoher Ordnung u + ~, welehe /;',, ausser in 
2," in einer irreduetiblen Curve /~,,,+~,.,,. treffe. Dann gehen naeh n ~ 21 
alle Fl',~ehen ~;,+,,~_,,_,, welehe dutch irgend z" + a m ' - - I  der r q - a m '  
Schnittpunkte von 2' mit R,~+,.~. gelegt werden, auch durch den letzten. 
Dies bleibt a~lch bei Variation der Parameter  von F~'+~. bestehen, und gilt 
insbesondere dann noch, wenn man F,;+~ spezialisirt in F,~.F,,, wo T~ 
eine ganze beliebige Flaehe a t~ Ordnung vorstellt. Um so mehr gilt 
dies, wenn die ~,+,~_~_, zugleich durch die ganze Schnittcurve yon F~ 
mit F~, gelegt werden. Ft'~r diese ist aber: 

woraus folgt, dass aueh die F1;tchen l~,.~b,,.+~_, jene Eigenschaft haben, 
d. h. die ~,,.+,~_~ in Bezug auf den Sehnitt von 1,;,. mit F~. 

23. Urn den Satz von n ~ 22 in eine bestimmtere Fassung zu bringen, 
hat man nut  wieder (tie Betraehtung aus der Analysis situs anzuwenden, 
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welche in n ~ t I des ersten Abschnitts angestellt worden ist. Und zwar 
kann man hier bei den Raumcurven noch einfacher definiren: 

Ein System 2' yon k Curven soll nicht zerfallend genannt werden, 
wenn es sich nicht in zwei einander gar nicht schneidende Systeme 2:1 
und 2'~ zerlegen lrrsst. Im andern Fa!le heisst 2;' ein zerfallendes System. 

Besteht dann 2,' aus k Curven Rj, R~, . , . ,  R~ und z~hlt man alle 
nicht zerfallenden Systeme, in welche (R~R.~... Rk)direkt zerfMlt; sodann 
alle davon verschiedenen nicht zerfallenden Systeme, in welehe (B,~R3... Rk) 
zerf',dlt; etc.; so erhMt man im Ganzen k yon einander verschiedene nicht 
zerfallende Systeme. 

24. Es mSge mm zunachst der Schnitt yon F,, mit  F.~ aus zwei 
Systemen yon Curven, 2,' und 2" bestehen, und 2' selbst mag wieder 
in k Systeme 2,'~, 2'2, . . . ,  2,'k zerfallen, die einander nicht treffen. 
2,'~ soll 22' in r~ Punkten schneiden, l)a das System 2'; das Restsystenl 
(~", 2!~, . . . ,  ~,'i-1, J . '~ ,  . . - ,  ~'~) in z:, Punkten trifft, gehen naeh n ~ 22 
alle ~b~,.~.,_4, welehe dureh z : , - - I  dieser Punkte gehen, aueh dutch den 
letzten derselben; so dass man hat: 

Wenn im Sehnittsystem 2,', 2" yon /,'~, mit F, das System 2' in k, 
einander night treffende, Systeme zerfgllt, so ist die Forderung far  die 
~,,,+..-4, dureh die r Sehnittpunkte yon 2" mit 2' zu gehen, mit h6ehstens 
r ~  k Bedingungen gquivalent. 

Jetzt zerlege man das ganze Sehnittsystem yon /~;,., F~, das aus den 
s irreduetiblen Curven B,,,, R,,,~, . . . ,  R,,, besteht, in folgender Weise: 

Man nehme irgend eine der Curven, Rj. Die abrigen s - - I  Curven 
mSgen dadureh in die k~ nieht zerfallenden Systeme 2:1, 2'2, ..., 2',, sieh 
zerlegen (wo die 2'~ einander nieht sehneiden). Dann herrseht zwisehen ,den 
t ,  Bedingungsgleiehungen, welehe aussagen, dass die Flaehen (# + , ~ -  4) t~ 
Ordnung ~b~,.+.,_~, dutch die tH Sehnittpunkte yon R, mit 2'~ gehen sollen, 
mindestens eine Relation, indem alle fS~+,,_~ dutch irgend t l l -  i der tll 

Punkte jedenfalls aueh dutch den letzten derselben gehen. 
Sodann nehme man a u s  "~'1 eine R 1 treffende Curve, /~,:. Dadureh 

mSgen die ~brigen Curven yon 2,' 1 sich in k: nicht zerfallende Systeme 
2,,-~'1,~, . . . ,  J,'J,,.~ zerlegen. Dann herrscht zwisehen d e n  obigen tl~ 
Gleiehungen Und den t21 Gleichungen, welche aussagen, dass die ~t,+,-4 
auch durch die t2t Sehnittpunkte yon R: mit "~'11 gehen sollen, mindestens 
eine weitere Relation, indem alle Cz~+.~_~ dureh die obigen tl~ Punkte und 
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durch irgend t ~ -  i der t:~ Punkte dureh den letzten dieser t,~i Punkte 
gehen mi~ssenl 

Nun nimmt man aus 2'11 eine R2 treffende Curve, R~, wodurch die 
(]brigen Curven yon 2,'~1 sich in k~ night zerfallende Systeme 2,'~11, ..., 2m~ 
zerlegen. I)ann herrscht zwischen den obigen tl~ + t21 Gleichungen und 
denjenigen, welehe aussagen, dass die r auch dutch die SGhnittpunkte 
von R 3 mit 2,'~11 gehen sollen, mindestens eine we#ere Relation. 

Indem man so fortfshrt,  also nach Erschopfung yon 2,'~ zu 2,'~, 
dann zu 2,'~3, etc., nach Ersch0pfung yon 2,'1 zu 2,'2, 2'~ etc. i'tbergeht, 
crgibt sich sogleich aus dem Satze yon n ~ 25: 

dass die Forderung fiir die r durch alle t gegenseitigen Schnitt- 
punkte der s irreductiblen Curven R,, ,  R,,:, . . . ,  R,, zu gehen, auf t Glei- 
chungen mit mindestens t . - - ( s -  I) Belationen fiihrt. 

Aber nach n ~ 19 existiren zwischen diesen t Gleichungen genau 
t - - s  + I Relationen. Daraus folgt, dass keiner der in obiger Entwick- 
lung genannten s - -  i Schritte mehr als eine Relation mit  sigh fi~hren kann. 

Dasselbe Schlussverfahrcn kann man auf  cine noch allgemeinere 
Zerlegung anwcnden. Den Schnitt von F,,. und T~ zerlege man erst in 
zwei Theile X und 2,", von bez. h und s - - h  Curven; wobei 2 in k, 
2 '  in k' nicht zerfallende Systeme 

( ) ( "  ) 2,'1, 2,'2, . . . ,  2,'k und 2/t, 2'2, . . . ,  2,"k' 

zerfallen mOgen. F(1r die #~,.+.~ , stelle cs r - - a  unabhi~ngige Bedingun- 
gen vor, durch die v SGhnittpunkte yon 2,' mit 2," zu gehen, wo 

> ] / +  It'-- 

Man lege nun weiter nach dem vorhergehenden Verfahren die #~+.~_~ 
successive durch die Sehnittpunkte, in welchen sich die h~ Curven yon 
2,' 1 treffen; dann durch die Schnit tpunkte der h~ Curven yon 2,'5; etc. 
dann durch die der h~ Curven yon 2,'~, . . . ,  cndlich durch die der h~, 
Curven yon 2 '̀~,. So erh~lt man noch eine Reihe weitercr Gleichungen 
mit mindestens 

= ( h -  k,) + h - -  k') = 
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weiteren l lelat ionen.  Die t Gle ichungen f a r  die r enthal ten hiernach 

mindestens a + s - - k - - E  Relat ionen,  so dass also nach n ~ I9 a auch 

nicht  grOsser als k -4-/~' - -  I werden  kann. 

25. Nach  n ~ 24 ha t  man somit  die S~i, tze: 

Y_'heilt man den Schnitt yon T',, uml F., by/end wie in zwei nicht zer- 

fallende Systeme 2 u~d s so gehen alle Fl@hen ( # - 4 - ' ~ -  4) ~e'' Ordnung, 

(~,,.+.~_~, welche dareh i~:qe~'~d r ~ i d e r v  Schnittpu~dcte yon 2 n dg 2 '  .qele.qt 

werden, auch dutch den letzten der r Punkte; und diese _Forderu~ W liefert 

l~;ir die (~l~+'~-~ genau v ~  i linear.unabhd~wige Bedingungen. 

War  ferner 2' ein nicht zerfallendes, ~' abet ein in k nicht zer/'atle~'tde 
Systeme v , ,.~, Y2, . . . ,  )-:~ sich zerlegendes System (wo die 2~ einander 

nicht trefFen), so liefert die Forderung ftir die (~,,.+.~_4, dutch die r Schnitt- 
punkte yon S mit 2" zu gehen, v - - k  unabh(ing~qe Bedi~wungen; n(i,mtich 

je  ~ -  I Bedh~.qungen fiir die v~ Schnittpunkte yon 2'~ mit s 
Besteht sowohl v aus k, als )." aus k' nicht zerfallenden Systemen, so 

liefert die Forderung fiir die ~b~,.~.~_.4, dutch die v Schnittp~,mktc yon 2; mit 

2' zu gehen, v -  k -  k'-4- i linear.unabhdngige Bedingungen. 

26. Mit H~l fe  des Satzes yon n ~ 25 kann man  auch den Satz von 

n ~ i8  und den zweiten von n ~ zo  e rwei te rn :  

Der Schnitt yon F~ und F,  bestehe aus einer irreductiblen Curve R,,,, 

yon tler Ordnunj n I u.nd dem Geschlecht p~, und aus einem Restsystem 2 ,  
das in k nieht zerfallende @sterne ~'~, X ~ , . . . ,  2.'~ sich zerlege; dann 

liefert die Forderung ft~r die FlO'chen (/~ -t- '~ - -  4) '~'' OrYnung, (;,~+,~_~, dutch 
die Curve R,,, za gehen: 

Tt 1(# + 1 ~ -  4) + I - - ( P l  + k---  I) 

unabhangige Bedingungen. Die _Fl@hen (# + ,~ - -  4) '~" Ordnung breffen R.,  

fi~r k > i in keiner Vollschaar, wohl abet fiir k ~ x (und aueh Fir k ~ o, 

wobei B.,  die vollst(indige Schnittcurve yon F,~ und ~ wird und alle Fldehe~ 

(# + v - - 4 )  ~'' Ordnung schon zu R,,, ady'ungirt sind); dagegen t,reffen fiir 

k > ~ die ~b.~4~__4, welehe dutch die Schnittpunkte yon k -  a der k Systeme 

,,1, ~.~, . . . ,  V,  mit R, ,  gehen, diese C~arve in einer Vollschaar. 

Denn for  die ~+ ,_~  stel l t  es nach n ~ 2 5  noch t l -  k Bedingungen  

vor, du t ch  die ta Schni t tpunkte  von R,, mit  X zu gehen, wo 
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sodann, nach n ~ 16 noeh 10~ weitere Bedingungen, mn dureh die ganze 
Curve R,, zu gehen; im Ganzen also t~ ~ / ~  + 10~, wie cs der Satz aus- 

sagt. Daraus folgt welter, dass die Flaehen ([~ + ,~ ~ 4) t~ Ordnung die 
Curve R,,~ in einer cxz'~-~+l"-l-Sehat~r yon Gruppen yon je 2/) 1 - -  2 + t I 
Punkten  treffen; also in keiner Vollsehaar far  lc > i, well eine solehe 

t I + p ~ -  2 Parameter  h a t  Dagegen treffen die r welehe dureh  

Z'~, ~'~, . . . ,  l'k gelegt werden, die Curve /~,,, in einer c'cq~+~'~--'-Schaar 
yon Gruppen yon je 2pt ~ 2 + tl~ Punkten,  wenn t~ die Zahl der 

Sehnittpunkte yon /l,, mit  5'~ bezeiehnet; also in einer Vollsehaar. 

27. Den Satz yon n ~ 26 kann man endlieh noeh dahin erweitern: 
De r Schnitt yon F,. und I,; bestehe aus zwei beliebiyen Systemen X und 

2'; 22 zerleye sich in k nieht zerfallende Systeme, 2' in k' solche. 2 sei 
yon der Ordnun 9 m und dem Gesehlecht 1 o, 22' von der Ordnuny m' und 
dem Geschlecht p' (nach der Definition yon n ~ 1 7). Dann liefert die Forderuny 
fiir die Flachen (J,,~.,_~, durch das System 2 ztt yehe~, 

m + - -  4) - - p  - -  + 2 

unabMir~gige Bedinyungen; und ebenso die Forderuny, dutch 2' zu yehen, 

m' (/~ -}- ,~ -- 4) -- P' -- k -5 

Bedinyunyen. 
Man kann diesen Satz dutch einen Sehluss, wie in n ~ 22, auf  den 

vorigen yon n ~ 26 zurt~ekfr~hren; oder aueh so: 
Man hat far  die ~,.+,~-4 zunfmhst r - - k - - l ~ '  %-i Bedingungen, dureh 

die r Sehnittpunkte yon l '  mit  2'  zu gehen, wo 

Sodann nehme man an, dass es noeh Pl + lv~ + . . - q - 1 ) ~  weitere Bedin- 

gungen ausmacht, dutch 2' selbst zu gehen, wenn Pt, P~, . . - ,  10k bez. 
das Gesehleeht der k Theilsysteme X1, X2, . . . ,  2'~ von 22 bezeiehnet; 

so ergeben sieh im Ganzen r ~ k  ~ k '  + i + ~10~ Bedingungen. Aber 
naeh n ~ I7 ist hier 

ZI) ,  = p  + k - -  I, 

so dass man hier in der That m(# + v - -  4) - - P - -  k' + 2 Bedingungen 

erl~Mt, 
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Man hat also nur noch zu zeigen, dass es nach dem DurcMegen 
durch die r Schnittpunkte yon ~" mit 22 far die r noch p~ Be- 
dingungen ausmachte, durch das nicht zerfallende System 2'~ zu gehen. 

Nun bestehe 2'1 aus einer irreductiblen Curve R o und den nbrigen 
Curven von J.'t, die sich dann in k 1 nicht zerfallende Systeme ~a~ll , x '  " ' ' ,  ~ ' l k  l 

zertheilen m5gen. Das Gesehleeht yon B0, 2,'1~, v sei bezaglieh 
]91o, P l l , . . . ,  Pllc~. Ferner habe Ro mit 2', bez. r~ Sehnittpunkte. Da 
die Systeme ,.~v alle aus weniger Curven bestehen, als 2'~, so kann man 
den Satz fac diese Systeme ,.~v als bewiesen ansehen; dann folgt aber, 
class die Zahl der unabh~ngigen Bedingungen, damit die r dureh 
die r Schnittpunkte yon 2," mit 22 und dureh die 

Schnittpunkte yon R0 mit Z~, ,~v12 , . . . ,  2~It. l gehen, wird zu 

( r - - / ~ - -  t~' + 1) + (rl~ + r,~ + . . .  + r,,, --]~,) + P,o + ~),, + . . .  + P,~,, 

also nach n ~ I7 zu 
( r ~ k - - k ' +  I) -'~ ])1' 

womit der Satz vollsti~ndig bewiesen ist. 

Xachscb~' i f t .  

Ich benutze diese Gelegenheit zu einer Bemerkung i:lber die o. e. 
wertvolle Arbeit yon Herrn VALENTINER ZIo ~ Theorie der Raumcurven, 

dieses Journal, Bd. 2, p. 136. Einige der meinem vorstehenden Aufsatze 
zu Grunde liegenden algebraischen S~tze finden sich auch in jener Arbeit. 
Aber wi~hrend ich hier, wie in meiner Abhandlung Zttr Grundlegun. q der 

Theorie der algebraischen Raumcurven , A b h a n d l .  der  B e r l i n e r  Akad .  
vom Jahre 1882, reich ixberall auf meinen o. c. Satz l)ber einen Satz 

aus der Theorie der algebraischen Functionen, M a t h e m a t i s e h e  Anna l en ,  
Bd. 6, statze, um ausnahmslos gi]ltige oder genau zu begrenzende Re- 
sultate zu erhalten, geht Herr VAI~ENTINER in seinen Beweisen yon der 
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Constantenz(ihlu~ 9 aus, welche zahlreiche, im Voraus I~icht zu erkennende 
Ausnahmeffdle zul~sst, zu deren Ergri]ndung eben jener Satz in Bd. 6 
der M a t h e m a t i s c h e n  A n n a l e n  von mir aufgestellt worden ist. So un- 
tersucht er in keiner Weise, ob die Est line,~ren Bedingungsgleichungen, 
welchen er in n ~ 4 seine ~,, unterwirft, von einander unabhfmgig sin(t, 
was doeh wesentliche Voraussetzung fi'lr seine Schlilsse w~re. Seine in 
der Einleitung gegebenen Resultate sind also nut desshalb als richtig 
anzusehen, well sic von anderer Seite her bewiesen sind. 

Dagegen h~be ieh alas Bedenken, welches ich in meiner oben ge- 
nannten Abhandlung gegen den Beweis yon Herrn VALaNrr~NEa'S Disserta- 
tion abet die Minimalzahl der seheinbaren Doppelpunkte einer Raum- 
curve germssert, nach der Aus%hrung in seiner Arbeit, n ~ 26, zurOek- 
Zunehmen. 

Erlangen, Janu'n: I886. 


