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UBER DIE REDUCTIBLEN ALGEBRAISCHEN CURVEN

VON

M. NOETHER

in ERLANGEN.,

Far eine irreductible algebraische ebene Curve
F(s, 2) = o,

von der Gesammtordnung # und dem Geschlecht p, gibt es einige funda-
mentale Schnittpunktsitze, welche sich auf das Verhalten dieser Curve
zu ihren adjungirten Curven ¢ — d. h. zu den Curven (n — 3)** Ord-
nung, welche jeden ¢-fachen Punkt von F = o0 zum (i— 1)-fachen Punkt
haben — Dbezichen. Diese Satze sind nichts anderes, als der geometrische
Ausdruck fiur das Verhalten der zu F = o gehorigen algebraischen Func-
tionen, insbesondere beziiglich ihrer Constantenzahlen, also vor Allem der
Zahl p der zugehorigen Integranden erster Gattung, deren Zahler jene
Formen ¢ bilden. Nach den rein algebraischen Beweisen, welche sich in
der Abhandlung: Uber die algebraischen Functionen und ilre Amwendung in
der Geometrie von Herrn BriLL und mir' finden, ist die Gultigkeit dieser
Siatze durch irgend welche singulire Stellen von ¥ = o in keiner Weige
beschrinkt, vielmehr an die einzige Bedingung gebunden, dass das Ge-
bilde F = o irreductibel sei. '

Lisst man nun auch diese Bedingung fallen, so treten, wie ich im
Folgenden unter Zugrundelegung der eben bezeichneten Sitze in Ab-
schnitt I zeigen will, bei denselben nur ecinfache, ebenfalls fest bestimm-
bare Modificationen ein. Man erhilt so auf der einen Seite geometrisch

! Mathematische Annalen, Bd. 7, 1873,
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interessante verschiedenartige Erweiterungen der Dbisher festbegriindeten
Schnittpunktsitze, als deren einfachste tibrigens der sogen. »CayLEY'sche
Satz» erscheint; andrerseits aber in der Zahl der adjungirten Formen ¢
ein Hriterium fiir die Irreductibilitit von F(s, 2) = o, ein algebraisch
wichtiges Ergebniss, auf welches bereits Herr Cunisrorrrn aufimerksam
gemacht hat.' Man kann, wie in I, n° 7 geschehen ist, jene Zahl un-
mittelbar ableiten; meine Untersuchungen gehen aber viel weiter, indem
sie (n° 9—13) die ganze Structur des Systems linearer Gleichungen er-
forschen, auf welche die Adjunctionsbedingungen der Formen ¢ fithren.

Die erweiterten Schnittpunktsitze verfolge ich in Abschnitt II ganz
analog auch fur reductible Raumcurven. Der speciellste der sich hierbei
ergebenden Sitze ist bereits von Herrn VALENTINER mitgetheilt worden;®
das allgemeinste Resultat dieser Betrachtung aber lisst sich dahin aus
sprechen, dass fir die Schnittpunktbeziehungen zwei Curven einer Fliche
nur dann und immer dann als specieller Fall einer irreductiblen Raum-
curve anzusehen sind, wenn sic sich in noch wenigstens einem Punkte treffen.

FEbene Curven.

1. Ich nehme zunichst an, dass dic gegebene Curve #*" Ordnung

, F'=o
in zwei Curven
FO—o  F®=o,

bez. von den Ordnungen =, und #,, wo n, + n, = n, zerfalle, welche
sich in n,n, einfachen Punkten treffen. '

Die Curve I' = o hat dann diese »,%, Punkte zu gewthnlichen Dop-
pelpunkten; die zu Z'= o adjungirten Curven ¢, ,, von der (n— 3)*"

' In seinem Aufsatze: Algebraischer Beweis des Satzes von der Anzahl der linear-

unabhdingigen Integrale erster Galtung, Annali di Matematica, Ser. IIL, t. IX, p. 95.
* Zur Theorie der Rauwmcurven, dieses Journal, Bd. 2, p. 199.
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Ordnung, mitssen also durch diesen vollstindigen Schnitt von F und F®
einfach hindurchgehen, was bekanntlich * zur Relation fiihrt:

(I) C o P = Pz o + Cois » F®.

In dieser Relation werden die ¢, ; zu F® adjungirte Curven ¢, von der
(n, — 3)** Ordnung; die ¢, , zu F® adjungirte Curven ¢, von der
(n, — 3)** Ordnung. Es folgt also aus (1): '

(A) dass die zu ¥ adjungirten Curven ¢ auch jede der beiden Theil-
curven von I in denselben Punktgruppen schneiden, in welchen dieselben von
den zu ihnen selbst adjungirten Curven ¢ getroffen werden.

Ferner ergibt sich die Zahl der noch willkiirlichen Parameter von
¢,y aus (1). Ls modgen die vielfachen Punkte von I'® noch ¢, Con-
stanten von ¢, _, die von F® noch ¢, Constanten von ¢, , absorbiren;
so bleiben in ¢, ; noch

é(nl - I)(nlb - 2) "“0“1 +—;(7Z2 - 1)(”2 - 2) __0“2

Constanten, d. h.:

(B) fir die 2u F adjungirten Curven ¢ stellt die Forderung, durch die-
Jenigen n n, Doppelpunkie von F zu gehen, welche die einfachen Schnittpunkie
der beiden Theilcurven von F sind, nur wnn, — 1 linear-unabhingige DBe-
dingungen vor.

Man kann noch hinzuftugen:

(C) dass irgend eine der n n, Dedingungen fir dic ¢ eine lineare
Folge der nyn, — 1 dibrigen Bedingungen wird.

Denn die Curven ¢, ,, welche durch nn, — 1 der nn; Punkte
gelegt werden, schneiden F® = o in einer Gruppenschaar, unter welchen
Gruppen sich nach (1) auch jedenfalls eine solche befindet, die aus dem
letzten der n n, Punkte, @, und aus einer von einer ¢, _, ausgeschnittenen
Gruppe besteht. Diese speciclle, @ enthaltende Gruppe kann aus I = o
auch durch eine zu F adjungirte Curve (n, — 2)** Ordnung ausge-
schnitten werden, bestehend aus jener ¢, ; und einer belicbigen Geraden

' Vgl. etwa meine Note Uber einen Salz aus der Theorie der algebraischen Func-
tionen in Mathematischen Annalen, Bd. 6,
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durch «, welche F noch in a,, a,, ..., a,_, treffen moge. Nach dem
bekannten »Restsatze» ' wird daher die ganze obige Gruppenschaar von den
1 gehenden Curven (m, — 2)*
Ordnung ausgeschnitten. Da diese aber alle die Gerade durch ay, .., a,_,
welche auch durch @ geht, zur Theilcurve haben, ist @ in allen Gruppen
der Schaar enthalten, wie zu bewiesen war.

zu F® adjungirten durch a, ..., q,

Der Satz (C) ist nichts weiter, als ein specieller Fall des sogenann-
ten »CavLey'schen Schnittpunktsatzesy fur die durch die n,n, Punkte ge-
henden Curven 7** Ordnung, namlich fur » = #, 4+ n, — 3; also geradc
der einzige ausnahmslos giltige Fall dieses Satzes.?

2. Die Annahme von 1n° 1 sei nun dahin erweitert, dass die Schnitt-
punkte der beiden Theilcurven # ** und #,** Ordnung, F© und F'®,
aus denen die gegebene Curve »'** Ordnung, F, besteht, auch vielfache
Punkte der Theilcurven sein konnen, ohne dass jedoch F wielfache Curven
als Theilcurven enthielte; dass namlich ein solcher Schnittpunkt, der a,-
facher Punkt von F® ist, zugleich a,-facher Punkt von F® sei, wo also

2aa, = nmn,
wird.

Da die Curve F cinen solchen Punkt dann zum (o, -+ a,)-fachen
Punkt hat, werden die zu I adjungirten Curven denselben zum (&, 4 o,—1)-
fachen Punkt haben miissen. Nach dem oben citirten Satze aus Mathe-
matischen Annalen, Bd. 6, besteht dabei dic Relation (1) fur die zu
F adjungirten ¢, , noch immer, und es werden die ¢,_, und ¢, _; zu
Curven, welche auch jenen Schnittpunkt zum (o, — 1)-, bez. zum (o, — 1)-
fachen Punkt besitzen, also zu F, bez. zu F® adjungirte Curven ¢.
D. h.

(A") der Satz (A), v° 1, gilt auch hier.

Wenn ferner die ausserhalb der Schnittpunkte von F® mit F®
liegenden vielfachen Punkte von F® mnoch ¢, Constanten von @3, die

' Vgl. die in der Kinleitung citirte Abhandlung, Mathematische Annalen, Bd.
7> b. 271 ete.

? Vgl. fiir den allgemeineren Satz und dessen Bewels: BacraracH, Uber den Cayley'-
schen Schuittpunktsatz, Mathematische Annalen, Bd. 26,
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von F® mnoch ¢, Constanten von ¢, , absorbiren, bleiben in ¢, ; hier
noch, wenn zugleich F’® und F® irreductibel sind:

("1 - I)(M’l - 2) _Zé(al - I)“l - ‘;1

SR

("’2 - I)("2 - 2) _"Z;_<a2 — I)“z — ‘;2

+

S

=_(n—1)n—2)— 0, — 3, — X (2, + o, — )& + )+ 1

2

willkiirliche Constanten; d. h.

(B") die E%(al + a, — 1)(a, + a,) linearen Bedingungsgleichungen,
welche aussagen, dass die Curven ¢,_; in den Schnittpunkten der beiden
irveductiblen Curven 'V und F® sich wie zu F adjungirte Curven verhalten,
stellen fir die Coefficienien der ¢,_, genau

Zé(al + a, — I)<a1 + az) — 1

linear-unabhdingige Bedingungen wvor.
Dagegen gilt hier nicht mehr, dass irgend ecine dieser Bedingungs-
gleichungen TFolge der ubrigen wird; wie in n° 3 untersucht werden wird.
Der Satz (B') soll noch anders ausgesprochen werden. Sei das
Geschlecht von F® und F® bez. mit p, und p, bezeichnet, so ist

(nl - I)("l - 2) — ‘;1 —Zéax(oH - I)

W

b, =

1 . I
Py, = 5("2 — I)(nz' - 2) ~— 0, “zéaz(az — I)’

wo, nach dem Satze iiber die Anzahl der zu irreductiblen Curven ad-
jungirten Curven ¢, ¢,, bez &,, auch die Anzahl der ausserhalb der
Schnittpunkte von I'® mit F® licgenden Doppelpunkte von ¥, bez. F®,
bedeutet. Definirt man jetzt das Geschlecht p der reductiblen Curve F aus
der Ordnung und den Zahlen fuar die vielfachen Punkte von F' mittels

der Formel

p=s— D —2)— (0 +0) —X; (5 + x) + o —1),
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so wird die Anzahl der zu F adjungirten linear-unabhdangigen Curven ¢, 4 :u

P +p2 =p+ I

3. Indem ich dieselbe Annahme, wic in n® 2, noch einmal mache,
gehe ist zuniichst zu einer anderen Erweiterung von n° 1 tiber.

Ich Dbetrachte hier nicht sogleich die zu I adjungirten Curven,
sondern diejenigen Curven ¢, ; von der (#— 3)** Ordnung, welche nur
die zur Existenz eincr Reclation

(2) Dps=¢, FO 4 Fo

— wo di¢ ¢, , und ¢, , ganze Functionen der Coordinaten werden —
nothwendigen und hinreichenden Eigenschaften besitzen. Diese Eigenschaften
beziehen sich, nach dem allgemeinen Satze, welchen ich in der oben ci-
tirten Note, Mathematische Annalen, Bd. 6, aufgestellt habe, allcin
auf das Verhalten der Curven ¢, , in den Schnittpunkten von F® mit
F'®; und zwar liefert dieser Satz im Ganzen

n—

Zaa, = nmn,

linearc Bedingungsgleichungen far die Coefficienten von ¢, ,, also genau
cbensovicle, als ob die Schnittpunkte von IV und F® lauter getrennte
cinfache wiren.

Diese Bedingungsgleichungen sind also nur cin Theil der in n° 2z,
(B") genannten, und zwar treten in jener Nummer noch

S o — 1) + X5l — 1)

Gleichungen hinzu, welche nur aussagen, dass die Curve ¢, _, in einem
Schnittpunkt von F® F®  der a -facher Punkt von IV ist, weiter einen
(2, — 1)-fachen Punkt erhalten soll, und das Analoge fur ¢, ;.

Fir die Anzahl der in ¢, ; nach (2) noch willkiirlich bleibenden
Constanten gilt aber genau die Betrachtung von n° 1, welche zu (B)
fuhrte; d. h.

(B”) die Eal a, = n,n, Bedingungsgleichungen, welche aussagen, dass fiir
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die Curven ¢, , die Relation (2) besteht, stellen fiir die Coefficienten der
&y nur

nn, — I
linear-unabhingige Bedingungen wvor.

‘Der Satz (C) kann dagegen hier natiirlich nicht mehr ohne Modi-
fication erweitert werden. Da aber (C) bei getrennter Lage der Schnitt-
punkte ausnahmslos gilt, so hat man nur n° 3 als Grenzfall von n° 1
aufzufassen, um die eintretende Modification sogleich zu erkennen. Wenn
namlich a,a, Schnittpunkte von F®, F'® in einen Punkt P zusammen-
ricken, so erhilt man far ¢, , hiervon herrithrend o a, Bedingungen,
welche sich auf die Coefficienten der Glieder o', 1*, ..., p** Dimension
von ¢,_, in P vertheilen; und die letzte der so geordneten a a, Dedingungen
wird immer eine lineare Folge der nn, — 1 dibrigen Bedingungen.

Der Vergleich der Satze (B’) und (B”) ergibt daher, dass die eine in
(B") angegebene Beziehung zwischen den dortigen Bedingungsgleichungen

nur zwischen dem Theil von 2 a, Gleichungen auftritt, der auch in (B”)
. " . . . I Z I z . -
eingeht; wihrend die @brigen 7 24 (2, — 1) + 5 2 a, (@, — 1) Gleichungen

in (B") sowohl unter sich. als von den genannten X «, Gleichungen li-
near-unabhingig sind.

4. Wie in n° 3 der erste Fall des CayrEy’schen Satzes, r =m0, 4%, —3,
(vgl. den Schluss von n° 1) auf Curven F®, F® mit Schnittpunkten von
vielfacher Multiplicitit erweitert ist, so kann man auch fur die Curven
der Ordnung r=mn, + 1, —2 —h, du 0 22 iberhaupt nach der oben
citirten Note, Mathematische Annalen, Bd. 6, den Satz aussprechen:

Fiir die Curven (n, + n, — 2 — 1) Ordnung liefert die Forderung,
in der Form o '

¢n1+712—2f71 = ¢772—?~]L’ F(U + ¢’n,——2—h'F(2)

darstellbar zu sein, bei beliebiger Multiplicitit der Schuiltpunkte von IV und
F®, nn, Bedingungsgleichungen, von denen aber fiir

o<h<n <mn,
nur

n,n, —;h(h + 1)

von einander linear-unabhdingig sind.
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Da aber schon bei einfachen Schnittpunkten nicht mehr irgend welche
;—h(h + 1) der m,n, Gleichungen Folge der ubrigen zu sein brauchen,’

so wird dies auch hier im Allgemeinen nicht eintreten; es ergibt sich das
Verhalten nur wieder als Grenzfall des einfachen Falles.

In n° 3 und n° 4 waren die Theilcurven F® und F@ nicht als
irreductibel vorausgesetzt. Sollen die Curven (n, + n, — 2 —h)*" Ord-
nung auch noch die weitere Eigenschaft haben, zur Curve F©®.F® ad-
jungirt zu sein, so existirt fir %> 1 kein immer gultiger Satz mehr,
welcher als Erweiterung von n® 2 (B’) zu betrachten wire.

5. In dem Batz (B’) von n° 2 war vorausgesetzt, dass die Theil-
curven F® und F® der Curve F irreductibel seien. Wenn man also
~die Curve F® ersetzt durch zwei Curven F®, F® von den Ordnungen
n,, N, so gibt (B’) zunichst nur, dass zwischen den Bedingungsglei-
chungen (B'), die sich auf den Schnitt von F® mit der Curve (F®F®)
beziehen, mindestens eine Relation besteht. Man kann aber jetzt die
Forderung der n° 2 dahin erweitern, dass die Curven ¢,_, in allen ge-
genseitigen Schnittpunkten der drei Curven F®, F®, F® sich zu

F = (F(l)F(Q)Zﬂ(?x))

;

adjungirt verhalten sollen.
Man hat hier nach n° 2:

— 1 (2 3
Cus = Cuins FO + ¢, o FOF®,

wo die ¢, ., ; zunichst nur in den Schuittpunkten von (F®F®) mit
FO zu (FPF®) adjungirt waren. Sollen nun die ¢, , auch im Schnitt
von I'® mit F® zu I' adjungirt werden, so ubertragt sich diese For-
derung auf die ¢, ., .

Hier sind zwei Falle zu unterscheiden. Wenn erstens gar kein wei-
terer Schnittpunkt von F® mit F® ausserhalb der schon betrachteten
Schnittpunkte von F mit (F®F®) liegen sollte, so entsteht auch keine
weitere  Bedingungsgleichung fur die ¢,,, ,. Wenn zweitens solche
weiteren Schnittpunkte existiren, so liefert dies eine Anzahl weiterer Be-
dingungsgleichungen fur die ¢, ,, ,, von denen nach n° 2 und n° 3 wieder

! Die genaue Bestimmung findet sich in der oben cit. Abhandlung von H. BAcHARACH,
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wenigstens eine eine lineare Folge aller fur die ¢, ,_; gegebenen tibrigen
Bedingungsgleichungen wird.

Nach Erfallung dieser Bedingungsgleichungen schreibt sich nun, da
fur ¢, ., 5 in Bezug auf I und F'® die Form gilt

—_ (2 3
¢n2+n3——3 = fpna—?) . I’ + §0ﬂ2—3 . F( )7
¢n_y in der Form:
_ 2) 7,7(3 ! :
gpn_fi - 55711—3 . -[7( )'F(g) + ¢n2——3 ey O)-F(?) + 59113—-3 * F(DF(Q)7

wo die ¢,_, nur die Bedingung zu erfullen haben, zu F© adjungirt zn
scin.  Waren also F®M, F® F® jyreductible Curven, so bleiben in ¢,
noch

Sy — 1)y, — 2) + 5 O, — 1), — 2) + 5 (n, — 1)(2, — 2)
_;f Za1<al — 1) ——é Za2(a2 — 1) ——% 213(053 — 1)

(n— 1) —2) — > T(a, +a, + a) + & + o, — 1) + 2

N -

willkiirliche Constanten. Dabei beziehen sich die Summen auf alle Punkte
der Curven F®, F® ['®  die fur dieselben zugleich bez. a-, a,-, a,-

fach sind, wo aber eine oder zwei der Zahlen a auch = o sein konnen;
wo also:
Taa, = nm, T, =wm, o d, = 00,

D. h.
(B™) .Die é Z(al + a, + )0, + a, + a, — 1) Bedingungsgleichun-

gen fir die ¢,_,, welche aussagen, dass diese Curven zu der aus drei irreduc-
tiblen Curven bestehenden Curve I adjungirt seien, stellen genau

22@1 + a, + aa)(“] + oy + a; — I)'_Q

linear-unabhdingige Bedingungen fir die ¢, 5 vor.
Da somit nur zwei der Gleichungen lineare Folge der ibrigen werden,
so bestimmen sich auch die oben unterschiedenen beiden Fille genauer:
(C™) Die Forderung fir die ¢, 5, in den Schmittpunkten von F© mit

Acta mathematica. 8. Imprimé le 17 Avril 1886, 22
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(FOF®) sich zu I = (FOFPF®) adjungirt su verhalten, liefert ein System
von Gleichungen, zwischen welchen, wenn FO, FO F® jrreductibel sind, eine
oder zwei lineare Relationen bestehen, je nachdem die Curven F® und F®
sich ausserhalb des Schwittes von F© mit (F®F®) noch weiter schneiden
oder nicht. Im ersteren Falle besteht zwischen diesen Gleichungen und den
Gleichungen, welche aussagen, dass ¢,_, auch in dem weiteren Schnitt von
F® mit F® zu F adjungirt sei, noch eine weitere Relation.

Waren FO, F® F® nicht alle irreductibel, so konnten mehr als
zwei Relationen zwischen den Bedingungsgleichungen entstehen.

Definirt man wieder das Geschlecht von I durch

p=j = —2)— Tl + o + %)z, + 5, +a,— 1)

so wird, wenn mit p,, p,, p, das Geschlecht bez. der irreductiblen Curven
FO, FO F® bezeichnet wird:

P=pn +202 +193‘—‘2-

6. Ich werde jetzt auch n°® 3 auf 3 Curven F©, F'® F® der
Ordnungen =, n,, n,, erweitern, um zu zeigen, dass die in n°® 5 auf-
gefundenen beiden Relationen auch schon zwischen einem gewissen Theil
der Gleichungen von n° 5 bestehen; wodurch sich tibrigens nochmals
ein Beweis der Satze von n° 5 ergibt. Hierbei konnen I'®, F®, F®
zuniichst auch reductibel sein.

- Wenn man den Curven (n — 2)** Ordnung, ¢,_,, nur die Bedingung
auferlegen will, in der Form

Gy =o s FOF® 4 o FOF® 4 ¢, FOF®

darstellbar zu sein, wo die ¢, _; beliebige ganze Functionen (n, — 3)*
Dimension sein dirfen, so hat man ¢, ; zuniichst in die Form zu setzen

— 2 3 1
sl)n—?): S[)n,——E'F( )F() + ¢n2+n3——3'F( )7

o . , . s .
was nach n° 3 im Ganzen n,(n, + n,) Bedingungsgleichungen liefert,
zwischen welchen genau eine lineare Relation besteht. Sodann hat man
noch ¢, ., , in die Form zu setzen:

sljni-{»na-ﬂ = ¢n2-—3 . Z"(S) + ¢n3—3 . 1?(2)7
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was nach n° 3 wiederum n,n, Gleichungen mit einer linearen Relation
liefert. _
Um nun von hier den Ubergang auf die Forderung von n° 3 zu
machen, hat man den Curven ¢, _, nur noch die weiteren Bedingungen
aufzuerlegen, bez. zu F® adjungirt zu sein. Dies letztere fithrt aber,
sobald F®, F®, F® irreductibel sind, zu ebensovielen linear-unabhingigen
Bedingungen, als Bedingungsgleichungen; wodurch der Satz (B'”) von
n° 5 von Neuem bewiesen ist. Aber wihrend in dieser Nummer die
beiden angefuhrten Schritte zu je einer Relation fithren, wird, wenn die
Schnittpunkte von F® und F® alle in die Schnittpunkte von F@ mit
(FPF®) hineinfallen, der zweite Schritt von n° 6 durch die in n° 5 ver-
langte Bedingung, dass die ¢, ,, s in diesen letzteren Punkten zu I ad-
jungirt seien, ersetzt. Dies gibt den Satz (C').

7. Den Satz (B"”) von n° 5 kann man unmittelbar auf den Fall
ausdehnen, dass die gegebene Curve »'* Ordnung, F, in s irreductible
Curven '

T () (s)
FO Fo F9

bez. der Ordnungen n,, n,, ..., n,, zerfallt.

Die Ordnungen der Vielfachheit desselben Dunktes fir die ver-
schiedenen Curven F® bezeichne ich bez. mit «;, a, ..., a,; wobel auch
irgend welche dieser Zahlen = o sein konnen. Die Summenzeichen in
den nachfolgenden Formeln beziehen sich auf alle Punkte von F', ..., F¥,
so dass

Za1a2 = NNy, - .« ., 2a,_qo, = N, N,
Die Curven (v — 3)** Ordnung, welche zu
F = FOF® ., FY)
adjungirt sind, also jeden Punkt, der a;-facher Punkt von F©@ ist
(t=1, 2,...,8), zum (a, + & + ... 4 a,— 1)-fachen Punkt haben,

lassen sich in die Form setzen:

B i 7 F
(3) ’ fl’n——3 - 50711—3 "Zﬁ; + ¢n2—3‘ F; + tee + 5&\71,-—3 ’ FS’
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wo ¢, ; eine zu I'Y adjungirte Curve (n, — 3)* Ordnung vorstellt.
Denn sie sind zunichst von der Form

¥ i
50"r*3 ' ﬁ + ¢112+ns+...+ngw3 . I’l)
1

¥ . . . .
wo ¢, 5, mu Fy ¢, .. . zu FE(E)F3...IWS) adjungirt sind; die letz-
1
teren wieder von der Form
. . 7
Loyt ngtodne—3 = sp"z‘—-:i’_—lﬂ R + ¢713+...+n3f3'ﬁ‘2
172
ete. ete.
Nun existiren in (3) noch

S, — 1), — 2)— 3 T, (o0, — 1) F 5 (0, — 1)(n, — 2) — 3 Taty(a, — 1)

2

+ - (n, — 1)(n, — 2) —é 2oy (a,— 1)

[ S

(n — 1)(n — 2)——éZ(al-I—a_,—{—...-I—ax)(al—l-a? +..toa—1)+s—1

[ S

willkiirliche Constanten; d. h.

(B die
k=22(a1+q2+...+as)(al+a2+---+as_l)

Bedingungsgleichungen fiir die ¢,_,, welche aussagen, dass diese Curven zu
der aus s irreductiblen Curven bestehenden Curve F adjungirt seien, stellen
genan

kF—s—+1

linear-unabhdingige Bedingungen fiir die ¢, 5 vor.
Oder es wird, wenn man die Geschlechtszahlen von F, F® durch
by )

p=n—1)n—2)—F,

P = %(nl— 1)(9@1— 2) —~é Zai(ai — 1)
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definirt, die Zahl der zu F adjungirten lincar-unabhingigen Curven
(n — 3)** Ordnung'

=p+p+...+p=p+s—1I

Wirden F®, ..., F® nicht an die Bedingung der Irreductibilitat
gebunden, so konnte dic Zahl der unabhingigen Bedingungen fur ¢, .,

; .. . . . 1
zu I'® adjungirt zu sein, eine kleinere werden, als EZai(ai— 1), also

konnten die % Gleichungen von (BY) dann auch weniger als k — s 4 1
linear-unabhéingige vorstellen.

8. Der Satz von n° 7, in welchem nur vorausgesctzt ist, dass I
keinen mehrfachen Factor hat, kann als ein Kriterium der Irreductibilitdt fur
die gegebene Curve F dienen. Denn aus der gegebenen Gleichung F'= o
kanm man durch nur rationale Operationen sowohl die oben definirte
Zahl p, als die Zahl p+4 s—1 der zu F adjungirten Curven ¢, ,
finden;? also auch s. Den Fall mit mehrfachen Factoren kann man aber
auf den hier vorausgesetzten einfach zuriickfihren.

9. Der »Riemany-Roc'sche Satz» fur eine irreductible Curve F, von
der Ordnung » und Geschlecht p — mnach welchem eine auf F liegende
lineare Schaar von Gruppen von je @ Punkten eine Mannigfaltigkeit
g =@ —p-+ r -+ 1 hat, wenn # + 1 linear-unabhingige zu F adjungirte
Curven (n — 3)* Ordnung durch jede Gruppe der Schaar gehen (auch fur

= —1 giltig) — l4sst sich auch auf die reductible Curve F'= (I'V... F'¥)
von n° 7 erweitern.

Jede der co”~* zu F adjungirten Curven ¢, ; schneidet die Curve
F = o, wenn man von den unendlich viele Punkte, namlich Theilcurven
von F, enthaltenden Gruppen absieht, in einem System von s Theilgruppen
von je 2p,— 2 Punkten, also in einem System von

2(p— 1)+ 2(p—1)+ ...+ 2(p—1)=2p—2

Punkten. Aber die ganze Schaar dieser Gruppensysteme erhalt man,
indem man aus jeder der s linearen oco”~'-Theilschaaren je eine Gruppe

! Diesen Satz hat H. CHRISTOFFEL in der in der Einleitung citirten Arbeit entwickelt.
* Siehe meine Abhandlung: Rationale Ausfiikrung der Operationen in der Theorie
der algebraischen Fynctionen, Mathematische Annalen, Bd. 23,
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nimmt; die Systemschaar selbst ist also nicht linear und hat nur die
Mannigfaltigkeit

p—+@—0)+.. .+ —1)=p—1

Es moge eine zu F adjungirte ¢, , dic Curven F®, ..., F© in
Punktgruppen von blez 2p, — 2, ..., 2p,— 2 Punkten treffen, welche
man alle in je zwei Thceile, von bez.

@ und R, ..., @ und R,
Punkten getheilt habe; so dass

Qi + RL = 2p;— 2.

Die Gesammtheit der Curven ¢, ;, an Zahl oco?, welche durch
R, R,, ..., R, gelegt werden, mogen ferner I in einer oco*-Schaar
von Gruppen von je @, Punkten treffen; die Curven ¢, ;, an Zahl oo’
welche durch @, @,, ..., @, gelegt werden, ebenso F in einer co™-
Schaar von Gruppen von je R, Punkten treffen. Aber die Curven ¢,_,
treffen, nach Gleichung (3), die Theilcurve F® so wie die zu F® ad-
jungirten Curven ¢, _;; daher gibt der genannte Riemasn-Roca’sche Satz
far die F©:

9. = Qi_pi"}'ri'f' I,

oder

@ — B, = 2(q, — )

Ferner sind nach (3):
¢+1=@u+0)+@+1)+...+@+ 1)
rd i =(n4 )+ )+ 1)

somit, indem man

Q1+Q2+-‘-'+Q32Q’
B+ R, +...+ B =R

also

O+ h=2p—2
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setzt:
@—R=2(q—7)

¢g=@—p+r+1.

Dies ist genau die Form, welche der Riemann-Rocw’sche Satz auch
fir s = 1 hat; nur beziehen sich hier ¢ und r auf die adjungirten Curven
¢._s; nicht auf die Mannigfaltigkeit der von denselben ausgeschnittenen
Punktsysteme. Diese Mannigfaltigkeit ergibt sich, wenn nur die aus einer
endlichen Zahl von Punkten bestehenden Systeme beachtet werden sollen,

bez. zu
qg—s+1=4¢, r—s-41=17,

und auch dafur gilt:
¢=Q—p+r+r

10. Um die gegenseitice Abhingigkeit der % linearen Gleichungen
von (BY), n° 7, vollstindiger zu erforschen, mogen nun auch die Be-
trachtungen von n° 3 und n° 6 auf eine aus s Curven

e8] (2) ()

welche auch reductibel sein durfen, bestehende Curve F ausgedehnt werden.
Sollen die Curven ¢, ;, von der (n — 3)** Ordnung, die Form an-

nehmen:

r F

F
¢n——3 = S!}n,-—i% '.F—'_“j + ¢Wz—3'—ﬁ + vt + ¢,’78—3'W’

so hat man nur die Bedingungen aufzustellen, dass der Reihe nach die
Gleichungen stattfinden:

’ 3 (1
Iy = go s FOFD . FOf g FO,
— (3 4 ) (2)
Sb"2+---+"x—3 - Sb”z—?) ‘ ﬁ( )F( T * F(‘ + ¢"3+7’¢+---+7’s—3 * F

. ' —1
sbmq-{-m—?: = S[]m_;; . F(s) "I" s[)m——E} . F“ ).

Diese s — 1 Schritte fithren der Reihe nach zu

w1y A o), ey o Ry e, By
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Bedingungsgleichungen; und zwischen den Gleichungen jedes dieser s — 1
Systeme herrscht immer eime Relation. Nach n° 3 sind ferner, wenn
man in einem System die auf einen bdeliebigen Schnittpunkt beztiglichen
Gleichungen weglasst, die ibrighleibenden Gleichungen des Systems linear-
unabhingig.

Die s — 1 Relationen in (B™), n° 7, treten also schon bei den hier
angegebenen 2m,n, (k> i) Gleichungen auf; und zwar je eine in jedem
der s — 1 Systeme. Die in (B™) noch hinzutretenden Gleichungen, welche
aussagen, dass die ¢, _; bez. zu F® adjungirt seien, fuhren bei irreduc-
tiblen F® keine neuen Relationen zwischen allen Gleichungen ein. Aber
die zu einer Reihe von Systemen hinzugesetzten Adjunctionsbedingungen
konnen bewirken, dass die Gleichungen eines folgenden Systems schon
identisch befriedigt sind; dann namlich, wenn dieses folgende System sich
nur auf Schnittpunkte bezieht, welche in die Schnittpunkte der vorher-
gehenden Systeme hineinfallen.

Man schliesst hieraus: zwischen denjenigen Gleichungen von (BY), n° 7,
welche aussagen, dass die ¢,_; in den Schnittpunkten (S) von

FO mit (FOF® ...FY),
F® mit (FOF® ... F®),

F® mit (FOOFO | FO)

au F adjungirt sein sollen, finden h + a lineare Relationen statt, wenn es
unter den s — h — 1 weiteren Schnittpunktsystemen von

F(h+l) mlt (F(IH—?) .. F(s))’
PO it (FO . FO),

FoD  mit FO -

a Systeme gibt, deren Schnittpunkte alle in die Punkte (S) hineinfallen.

11. Die im Vorhergehenden ermittelte Gruppirung wird noch etwas
tibersichtlicher, wenn man sich eines einfachen Satzes bedient, den man
der Analysis situs zurechnen kann.
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Ich fuhre die Definition ein: Theilt man ein System ¥ von Curven
in zwei Systeme X und Y, so soll X wnicht zerfullend beziglich X, ge-
nannt werden, wenn X' sich nicht selbst wieder in zwei derartige Systeme
27 und 2 zerlegen lasst, dass alle Schnittpunkte von 2{ mit 2 in
die von 2%, mit X = (2{3}) hineinfallen. Existiren aber solche zwei
Systeme %] und 2Xj, so soll 3 als beziglich X, zerfallend, 3 als un-
zusammenhdngend mit 3, bez. X, bezeichnet werden.

Man hat dann den Satz:

Ein System X bestehe aus ¢ Curven, welche man in beliebiger
Weise in eine Reihenfolge

6, G ..., G

gebracht hat. Wenn man nun alle diejenigen Systeme nimmt, in welche
(C,Cy ... C) bez. C; zerfallt (so dass also diese Systeme unter einander
beziiglich €, unzusammenhangend sind, jedes fiir sich aber bez. C, nicht
mehr zerfallt); sodann alle von den schon erhaltenen verschiedenen Sy-
steme, in welche (C,C,...C) bez (C,C,) zerfallt; sodann alle von den
vorher schon gezihlten verschiedenen Systeme, in welche (C,C;...C)
bez. (C,C,C;) zerfallt; etc.; so erhalt man im Ganzen immer genau {— 1
von einander verschiedene Systeme aus X, oder besser { solche, wenn
man X selbst mitzahlt. :

Zum Beweise braucht man nur zu bemerken, dass diese letzteren
Systeme bestehen:

1) aus dem einen System ;

2) aus denjenigen Systemen, in welche (C,C;...C,) direkt zerfallt
und denen, welche aus (C,C;...C) durch successive Wegnahme von
C,, Cy, ..., 0, nach dem im Satze angegebenen Processe erhalten werden,
wenn man die auf C; fallenden Schnittpunkte der Curven C,, ..., C, als
gar nicht vorhanden betrachtet.

Diese Systeme 2) bestehen nun wieder:

1') aus cinem der Systeme, in die (C,C,...C) in 2) direkt zerfiel;
nimlich dem, in welchem C, vorkommt;

2’) aus den Systemen, in welche (C,C,...C) direkt zerfaillt und
den Systemen, welche aus (C;C,...C) durch successive Wegnahme von

Acta mathematica. 8. Imprimé le 20 Avril 1886. 23
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C,, Cy, ..., C_, erhalten werden, wenn man hier die auf €, und C,
fallenden Schnittpunkte der Curven C,, C,, ..., C, ganz ausser Acht lisst.

Die Fortsetzung dieses Schlusses auf 2’) etc. liefert also unmittelbar
den Satz. Man sieht sogar, dass man aus X auf die im Satze angegebene
Weise immer ¢ verschiedene Systeme erhalt, wenn man in = (C,C,...0)
irgend einen in festangenommenen Punkten befindlichen Theil der Schnitt-
punkte von C,, C,, ..., C,, z B. alle auf einer gegebenen Curve C, be-
findlichen, als nicht vorhanden ansieht; nur muss die Definition des »Zer-
fallensy dementsprechend gegeben und es miissen die verschiedenen Sy-
steme, in die dann 3 direkt zerfallen konnte, mitgezihlt werden.

12. Mit der Definition von n® 11 spricht sich der Satz von n° 10
S0 aus:

Zwischen den Gleichungen, welche aussagen, dass die g;n;g in den ge-
genseitigen Schuittpunkten der Curven des Systems

(FOF® .. F")
und in den Schnittpunkten dieses Systems mit den Curven des Systems
(FO+DRe+D )

au F adjungirt sein sollen, finden h— 1 + (8 lineare Relationen statt, wenn
das zweite System beziglich des ersten in 3 (gegenseitig unzusammenhdingende,
fiir sich aber nicht mehr zerfallende) Systeme zerfdllt.

13. Dieser Satz lisst nun nach n° 7, n° 10 und n° 11 eine Erwei-
terung zu.

Nach n° 10 leitet man, wenn man in

Y= (FOF® .. FW¥),
erst die Eintheilung

Y = (FOF® .. F®), 3 = (FOOFeD | F)

vornimmt, aus Y, in Bezug auf 3 noch s-— % verschiedene Systeme,
und aus Y, in Bezug auf X, noch % verschiedene Systeme ab. Ferner
hat man auch, um die Gleichung fur die ¢, ; in n° 10 herzustellen,
zuerst eine Reihe von Gleichungen mit einer Relation, damit ¢, ; von
der Form wird:

— n () Jh+T1) ),
sl)nv" - ¢7m;71+...+m—3 . F( v ﬁ(l + ¢n,+“.+72h—3'11 ' ot F )

B
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sodann wieder einc Reihe von Gleichungen mit einer Relation, damit wird:

[ h+-1) (h+2) (s),
¢nh+1+...+n,—3 - szh+z+...+m—3 . F + ¢nh+; . F ' LA F 9

etc. Nimmt man noch die Gleichungen fiir die Adjunction der ¢, ,
hinzu, so ergibt sich genau wie in n° 10 und n° 12 der allgemeinere Satz:

Zwischen dem Theil der Gleichungen von (B'Y), n° 7, welcher aussagt,
dass die ¢,_; in den Schnittpunkten der Curven des Systems

Y = (FOF? ... FY)
) .
mit den Curven des Systems
2‘ . ( (0 +1) Fh+ 2) F(S))
, = (£ / e

au I adjungirt sein sollen, finden ) 4 p— 1 lineare Relationen statt, wenn

2, beziglich X, divekt in A und zugleich X, Ubeziglich X, direkt in p Sy-

steme zerfdllt.
14. Vermdge n° 4 kann der erste Theil von n° 1o auch aut die
Curven ¢, ,_,, von einer Ordnung n—2—h < n— 3, erweitert werden:

Sollen die Curven (n — 2 — k)" Ordnung, ¢,_,_,,, die Form annehmen:

B i 7 F
¢1L—2—/L = ¢1zl——2—h . I—f;m + ¢'n2-2——h . FW + [ + Sljm—‘z'—h . F()’

so erhdlt man hierfiir bei beliebiger Multiplicitat der Schnittpunkie der Curven
FO P, ) F@O wie in n° 10 s — 1 Systeme von bez.

n(ny + ...+ n), nylny + ...+ mn), ..., n_n,
Gleichungen, und in jedem dieser Systeme herrschen, fiir
o<h<mn <mn <...<mn
noch je ;k(h + 1) lineare Relationen. Auch gibt es noch andere Einthei-
lungen der Gleichungen in Systeme mit je —; h(l + 1) Relationen; immer aber

erhdlt man im Ganzen 2-n,n, Gleichungen mit

k>t

I
Eh(h + 1)(s — 1)
linearen Relationen. '
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Fir h>n, kann man analoge Sitze, mit modificirter Anzahl der Re-
lationen, aussprechen.

Auf adjungirte Curven (n— 2 — h)** Ordnung, %> 1, ist dieser
Satz nicht allgemein zu erweitern.

IL

Raumcurven.

15. Fur eine irreductible Raumcurve R, , von der Ordnung », und
dem Geschlecht p,, welche immer ohne wirkliche vielfache Punkte ge-
dacht sei, erhalt man eine lineare Vollschaar von Punktgruppen bekannt-
lich* auf folgende Weise:

Man lege durch R, zwei Flichen p** und »** Ordnung, #, und F,,
welche sich noch in einer einfachen Restcurve R, , von der #,"* Ordnung,
wo

n, + n, = mw,

schneiden mogen; die durch R, gehenden Flichen heissen damn »zu B,
adjungirty. Die zu R, adjungirten Flichen einer Ordnung p schneiden
aus R, Vollschaaren aus; um also auf R, die ganze zu einer Gruppe
G, von @ Punkten corresiduale lineare Schaar von Gruppen von je €
Punkten zu erhalten, hat man nur eine zu R, adjungirte Fliche p**
Ordnung durch G, zu legen, deren Restschnitt ¢, auf R, zu suchen
und R, dann mit allen durch (¢ gehenden zu R, adjungirten Flichen
0% Ordnung zu schneiden.

Insbesondere erhalt man auf R, die oo™ '-Schaar von Gruppen von
je 2p, — 2 Punkten (deren entsprechende Schaar auf einer der E, ein-
deutig entsprechenden ebenen Curve C, von der #** Ordnung, durch die
zu C, adjungirten Curven (r — 3)** Ordnung, ¢,_;, ausgeschnitten wird),
indem man R, durch die zu R, adjungirten Flichen ¢,,, (, von der
(¢ + v — 4)*® Ordnung, schneidet.

! 8. meine Abhandlung: Zur Theorie des eindeutigen Enisprechens algebraischer Ge-
bilde. 2*° Aufsatz. Mathematische Annalen, Bd. 8.
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16. Die in n° 15 definirten Flachen y,, von der g** Ordnung,
welche zur Raumecurve R, adjungirt sein sollen, kann man beziiglich
des beweglichen Schnittes mit R, mnoch durch andere Flichen ersetzen:

Wenn R,, R, zusammen den vollstindigen Schnitt der beiden Flichen
F, und F, bilden, so treffen die Flachen ¢,, von der p** Ordnung, welche
nur der Bedingung genuigen, durch die ¢ Schnittpunkte von R, mit R,
zu gehen, die Curve R, in derselben Vollschaar von Punktgruppen, wie
die zu R, adjungirten (durch F, gehenden) Flichen y,.

In der That bilden die Flachen y, selbst einen Theil der Flachen ¢,;
aber da die y, die Curve R, schon in einer Vollschaar schneiden, konnen
die ¢, die Curve R, nicht in einer beweglichen Gruppenschaar von gros-
serer  Mannigfaltigkeit treffen; es wird nur unter den ¢, ein grosserer
Theil durch die ganze Curve R, selbst gehen, als unter den y,.

Dies lasst sich, nach demselben Schlusse, noch erweitern: Der voll-
staindige Schnitt von F, und F, bestehe aus s Curven R,, R,, ..., R,;
alsdann wird die Raumcurve R, von denjenigen Flichen ¢, der p**
Ordnung, welche durch die # Schnittpunkte von

R, wit (B, .R,...R,)

o]

und durch irgend cinen Theil der weiteren gegenseitigen Schnittpunkte
der Curven des Systems
(R, R

7y ng *

..R,)

gehen, in derselben Vollschaar getroffen, wie von den zu R, adjungirten
(also durch R,, R, ... und R, gehenden) Flichen p** Ordnung.

Wir schliessen noch daraus und aus n° 13:

Liir die Flichen ¢,., ,, der Ordnung p 4 v — 4, welche durch die ¢,
Schnittpunkte von R, mit den Restschwitt (R, R, ...R,) von I, und F, und
durch irgend einen Theil der gegenseitigen Schuittpunkte von (B, ...R,)
oder durch irgend welche dieser Curven selbst gehen, liefert die Forderung,
auch durch B, selbst zu gehen, noch p, weitere von den vorhergehenden linear-
unabhdingige Bedingungen, wewn R, irreductibel ist und das Geschlecht p, hat.

Der einfacheren Ausdrucksweise halber wurde hierbei, woran auch
im Folgenden festgehalten werden soll, angenommen, dass die gegen-
seitigen Schnittpunkte der Curven R,, R,, ..., R, nur einfache und
getrennte Punkte der Curven sein sollen.
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17. Die fir eine irreductible Curve bestehende Definition der Ge-
schlechtszahl soll zunichst fiir eine reductible Curve hier dahin erweitert
werden:

Wenn eine Raumcurve R,,, der Ordnung m, aus k& Curven R®, R®, ..,
R®, bez. von der Ordnung m; und dem Geschlecht p,, besteht, so sei immer
noch, wenn % die Anzahl der scheinbaren Doppelpuunkte von R, bezeichnet,

als Geschlecht von R, die Zahl definirt:
P = g(m — 1)(m — 2) — h.

Hat R“ also &, scheinbare Doppelpunkte und treffen sich R® und
R in t; Punkten, so wird:

I
b= (m; — 1)(m; — 2) — A, i=1,9, .,k
(j:l,?, ...,k)

h = 2,h, +j§ (m,m, — t,)

also: !

p=p1+z)2+-"+pk_(k—l)+i’zjtij‘

i>i

Da die vollstandige Schnittcurve zweier Flichen F,, F, das Geschlecht
p=lm(a v — )+

hat, so folgt fiir den Fall von n° 16, dass diese Curve aus s Curven
R, R, ..., R,, bez. vom Geschlecht p,, ..., p,, besteht, wobei sich
R, und R, in {; Punkten treffen mogen:

die Gesammizahl der gegenseitigen Schwittpunkte wird

I
tzgit,-j =5/zu(/1 + v——4)—;291 + s.

Theilt man insbesondere das Gesammtschnittsystem von F, und F,

in nur zwei Theile X und %', wo ¥ die Ordnung m und das Geschlecht

' Man hitte auch p — 2t; =p, + p, + ... + pr — (b — 1) als das Geschlecht
von R, definiren konnen, in etwas grosserer Ubercinstimmung mit dem Abschoitt I. In-
dessen scheint die obige Definition fiir Raumcurven hier bequemer.
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p, & die Ordnung ' und das Geschlecht p' hat, so hat man fur die 7
Schnittpunkte von X mit ¥ bekanntlich:

t=mpd+v—4)—2pt+o2=wp+v—4) —2p + 2
1
= wp+y—4)—p—yp + 2

18. Aus dem Satze von n° 16 und der Definition von n° 17 folgert
man sogleich: ‘ :

Besteht der Schnitt von F, und F, aus dem System (R, R .R,)
und bezeichnet p' das Geschlecht des Systems (R, R, ...R,), so liefert die
Lorderung fir die Flichen ¢,,,_,, durch dieses System (R, R, ...R,) zu
gehen '

ny * *

(7?-2+n3+...—-}—1’&&)(/1—}—9——'4)—]9'—{— I

linear-unabhingige Bedingungen, sobald R, irreductibel ist.
Denn da vermdge p, weiterer Bedingungen die ¢, .,
Schnittcurve von F, und F, gehen, diesc Fordernng aber

, durch die ganze

I
Lw(p oty — ) +
Bedingungen stellt, so wird die Zahl jener Bedingungen zu

;“/iy(/i+V”*4)+1—291=(”2+”3+---+”s)<fl-+9—4>—"l"+ I,

19. Ebenso leicht beweist man folgenden, dem Satze von n° 7 des
I. Abschnitts analogen Satz:

Wenn der Schuitt von F, und F, aus s irreductiblen Curven R, , R, , ...,
R, besteht, so ist die Forderung fir die Flichen ¢,,, ,, durch alle t gegen-
seitigen. Schwittpunkte der Curven dieses Systems zu gchen, mit

t—s 41

linear-unabhdingigen Bedingungen dquivalent.
Denn die Curve #/ Ordnung, R,, habe das Geschlecht p,, und
R, treffe R, in ¢, Punkten; dann ist nach n° 17

tzgt,y:;pu(/z—l— y—4)—2p, + s,
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Sei aber A die Zahl der im Satze geforderten Bedingungen. Nach
ihrer Erfullung hat man, nach dem Satze von n° 16, noch je p;, davon
unabhingige Bedingungen, wenn die ¢,,, , noch bez. durch R, gehen

solien; und da es tiberhaupt ; po(p 4+ v — 4) + 1 Bedingungen ausmacht,

wenn die ¢,,, , durch das ganze System der s Curven gehen sollen, so wird

A+ ;pi :é/w(/x +v—4)+1,

also

A=t—s+1

(auch fur s = 1, ¢t = o giltig).

20. Sei insbhesondere im Satze von n° 19 s = 2 angenommen.’
Zwischen den ¢ Gleichungen [¢ = n,(p + v — 4) — 2p, + 2], welche aus-
sagen, dass die ¢,,, , durch die ¢ Schnittpunkte der beiden irreductiblen
Curven R,, R, gehen, die zusammen den Schnitt von F, mit F, bilden,
herrscht dann eine und nur eine Relation. Aber man kann noch genauer
sagen:

Jede der t Gleichungen wird eine lineare Folge der t —- 1 dibrigen
Gleichungen.

In der That schneiden die Flachen ¢,,, ,, welche durch ¢ — 1 der
t Punkte gehen, die Curve R, in einer Schaar von Gruppen von 2p, — 1
Punkten. Da aber eine dieser Gruppen besteht aus 2p — 2 Punkten,
die auch von einer zu R, adjungirten Fliche ¢,,, , ausgeschnitten werden
konnen, und aus dem letzten jener ¢ Punkte, so schliesst man, indem
man die R, auf die Ebene projicirt, genau wie beim Satze (C) von n° 1
des I. Abschnitts, dass dieser letzte Punkt in allen Gruppen der Schaar
enthalten sein muss. '

Aus diesem Satze schliesst man weiter: v

die Flichen der (p + v — 4)* Ordnung treffen R, in einer Voll-
schaar von Gruppen von je n,(p—+v — 4) = 2p, — 2 4+ t Punkten, ndamlich
mit der Mannigfaltigkeit coh—2+*, ,

Denn erst nach Trfullung der #— 1 4 p, unabhiingigen Bedingungen,
zunichst durch die ¢ Schnittpunkte von R, mit R, , dann durch p, will-

! Dieser Fall ist schon von Hrn, VALENTINER ausgesprochen, wic in der Rinleitung
citirt ist.
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kiirliche Punkte von R, zu gehen, wird die Flache (p 4 v — 4)** Oxrd-
nung die ganze Curve R, enthalten. Von den p, Punkten, die hier
durch die ubrigen im Schnitt von R, mit einer Flache (p + v — 4)*
Ordnung bestimmt sind, ist also einer der durch die ibrigen ¢— 1 Schnitt-
punkte von R,, R, bestimmte letzte Schnittpunkt; die p, — 1 weiteren
sind als Schnittpunkte einer zu R, adjungirten durch p, — 1 Punkte
von R, gehenden Flache ¢,,, , bestimmt.

Far s > 2 gilt dieser Satz im Allgemeinen nicht mehr.

21, Auch fir s> 2 bleibt der Beweis des Satzes bestehen: dass
jede der ¢ Gleichungen, welche aussagen, dass die ¢,,, , durch alle ¢
Schnittpunkte der Curven R,, R, , .
¢ — 1 tbrigen wird. Aber da nach n° 19 zwischen diesen ¢ Gleichungen
s — 1 Relationen existiren, so konnte hier jede der Gleichungen auch
schon aus weniger als ¢ — 1 der ubrigen folgen. Dass dies in der That
fir s > 2 immer der Fall ist, ersieht man aus folgendem Satze:

Sobald im Satze von w° 19 die Zahl t, der Schnittpunkte von R, mit
R, > o ist, gehen alle Flichen (p + v — 4)*" Ordnung, welche durch alle
Schwittpunkte von R, mit dem System (R, R, ...R,) und durch irgend
tiy — U der Schwittpunkte wvon R, mit R, gelegt werden, auch durch den
letzten dieser t,, Punkte. Die Forderung fiir die ¢,,, 4, durch die

.., R, gehen, eine lineare Folge der

t1=t12+t13+"'+tls'

Schnittpunkte von R, mit (R, R, ...R,) zu gehen, stellt also héchstens
t, — 1 unabhdngige Bedingungen vor.

Die Richtigkeit des Satzes folgt genau, wie in n° 20, indem die
Flachen (g + v — 4)* Ordnung durch irgend ¢, — 1 der ¢, Schnittpunkte
von R, mit (B, R, ...R,) die Curve R, wieder in einer oo™ '-Schaar
von Gruppen von je 2p, — 1 Punkten treffen miissten, wonach der #¢
Punkt in allen Gruppen enthalten sein muss.

Schneiden sich nun R, und (B, R, ...R,), so kommen die auf diese
Schnittpunkte beziiglichen Gleichungen unter den ¢ genannten gar nicht
vor; wenn aber R, und (R, R, ...R,) sich nicht treffen, so muss
(B, R, ...R,) die Curve R, treffen, ¢, 4+ £, 4+ ... + ¢, ist also von o
verschieden, aber schon aus den #,, auf den Schnitt von R, mit R, be-
ziglichen Gleichungen folgt dann, nach dem obigen auf R, angewandten
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Satze, jede aus den ¢, — 1 ubrigen. Jede der ¢ Gleichungen von n° 19
folgt also fiir s> 2 immer aus weniger als { — 1 der tibrigen Gleichungen.
22. Den Satz von n° 21 kann man zu folgendem erweitern:

Wenn der Schnitt von F, und F, irgend wie in zwei Sysieme X und
X von h und s—h Curven getheilt wird, so gehen alle Flichen (p + v — 4)*"
Ordnung, $,.,—, welche durch irgend 7-— 1 der t Schuittpunkte von X
mit X' gelegt werden, immer auch durch den letzten dieser Schnittpunkte;
so dass diese Forderung fir die ¢,,, , hichstens 7 — 1 unabhingige Be-
dingungen liefert.

Man kann diesen Satz einfach auf den von n° 21 zuriickfuhren.
Seien m, m’ bez. die Ordnung von ¥, X'. Kann man nun durch das
System 3’ eine Flache y** Ordnung, F), legen, welche dic Fliache F), noch
in einer irreductiblen Curve R, schneidet, so gilt der Satz von n° 21 fir
den Schnitt (X', R,) von F, mit I); d. h. alle Flachen ¢, , ,, welche
durch irgend 7— 1 der ¢ Schnittpunkte von X" mit R, gelegt werden,
gehen immer durch den letzten dieser ¢ Punkte. Diese Thatsache, dass
jede der 7z Gleichungen aus den 7 - 1 ubrigen folgt, bleibt bei Variation
der Parameter von F) hier fortbestehen; also auch wenn F, in F,, d. h.
I, in ¥, tbergeht.

Wenn aber durch 2" keine Flache u** Ordnung geht, welche F,
weiter in einer irreductiblen Curve schnitte, so lege man durch 3" eine
Flache I, ,, von geniigend hoher Ordnung v + a, welche F, ausser in
2" in einer irreductiblen Curve R, ,,, treffe. Dann gehen nach n° 21
alle Flachen ¢,.,,,,, welche durch irgend 7 +4 am’' — 1 der 7 -+ am’
Schnittpunkte von 3’ mit R, e gelegt werden, auch durch den letaten.
Dies bleibt apch bei Variation der Parameter von I}, bestehen, und gilt
insbesondere dann noch, wenn man F; , spezialisirt in F,. F,, wo F,
eine ganze beliebige Flache o' Ordnung vorstellt. Um so mehr gilt
dies, wenn die ¢,,,,, , zugleich durch die ganze Schnittcurve von F,

m

mit I, gelegt werden. Fur diese ist aber:

-
ntvto—4 == ¢V+(/;—4 * ﬁ/t + f',),rt—i-v—zi' Fa.7

woraus folgt, dass auch die Flachen F,.¢,,, , jene Eigenschaft haben,
d. h. die ¢,,, , in Bezug auf den Schnitt von I, mit F,.

23. Um den Satz von n° 22 in eine bestimmtere Fassung zu bringen,
hat man nur wieder die Betrachtung aus der Analysis situs anzuwenden,
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welche in n® 11 des ersten Abschnitts angestellt worden ist. Und zwar
kann man hier bei den Raumcurven noch einfacher definiren:

Ein System Y von k& Curven soll nicht zerfallend genannt werden,
wenn es sich nicht in zwei einander gar nicht schneidende Systeme X,
und Y, zerlegen lisst. Im andern Falle heisst X ein zerfallendes System.

Besteht dann X aus k£ Curven R,, R,, ..., R, und zihlt man alle
nicht zerfallenden Systeme, in welche (R R, ... R,) divekt zerfallt; sodann
alle davon verschiedenen nicht zerfallenden Systeme, in welche (R, R;... R,)
zerfallt; etc.; so erhalt man im Ganzen % von einander verschiedene nicht
zerfallende Systeme.

24. Es mbge nun zunichst der Schnitt von F, mit F, aus zwei
Systemen von Curven, ¥ und 2’ bestehen, und Y selbst mag wieder
in & Systeme X, Y,, ..., Y. zerfallen, die einander nicht treffen.
2, soll ¥ in 7; Punkten schneiden. Da das System X, das Restsystem
(2, %, ..., ¥, 2y, oo, X)) in 7, Punkten trifft, gehen nach n° 22
alle ¢,,, ,, welche durch 7, — 1 dieser Punkte gehen, auch durch den
letzten derselben; so dass man hat:

Wenn im Schnittsystem 2, 3’ von F, mit F, das System ¥ in %,
einander nicht treffende, Systeme zerfallt, so ist die Forderung fir die
¢,..,—, durch die 7 Schnittpunkte von 3" mit X zu gehen, mit hochstens
7 — k Bedingungen dquivalent.

Jetzt zerlege man das ganze Schnittsystem von F,, I',, das aus den
s irreductiblen Curven R,, R,, ..., R, besteht, in folgender Weise:

Man nehme irgend eine der Curven, I,. Die iibrigen s — 1 Curven
mogen dadurch in die %, nicht zerfallenden Systeme X, X,, ..., 3, sich
zerlegen (wo die X; einander nicht schneiden). Dann herrscht zwischen den
t;; Bedingungsgleichungen, welche aussagen, dass die Flachen (p 4y — 4)™
Ordnung ¢,,, ,, durch die #;, Schnittpunkte von R, mit X, gehen sollen,
mindestens eine Relation, indem alle ¢,., , durch irgend ¢, — 1 der ¢,
Punkte jedenfalls auch durch den letzten derselben gehen.

Sodann nehme man aus Y eine R, treffende Curve, R,. Dadurch
mdgen die tibrigen Curven von X sich in %, nicht zerfallende Systeme
2y Y, ooy 2y, zerlegen. Dann herrscht zwischen den obigen ¢,
Gleichungen und den £, Gleichungen, welche aussagen, dass die ¢,,,_,
auch durch die #,, Schnittpunkte von R, mit ¥, gehen sollen, mindestens
eine weitere Relation, indem alle ¢,,, , durch die obigen #, Punkte und
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durch irgend £,, — 1 der ¢,, Punkte durch den letsten dieser ¢, Punkte
gehen mussen.

Nun nimmt man aus ¥, eine R, treffende Curve, E,, wodurch die
itbrigen Curven von X, sich in &, nicht zerfallende Systeme X,,;, ..., Xy,
zerlegen. Dann herrscht zwischen den obigen ¢, + £,, Gleichungen und
denjenigen, welche aussagen, dass die ¢,,, , auch durch die Schnittpunkte
von R, mit Y, gehen sollen, mindestens eine weitere Relation.

Indem man so fortfahrt, also nach Erschopfung von X, zu X,
dann zu Y ,, etc, nach Erschopfung von ¥, zu X,, Y, etc. iibergeht,
ergibt sich sogleich aus dem Satze von n° 23:

dass die Iorderung fir die ¢,., ., durch alle t gegenseitigen Schnitt-
punkte der s irreductiblen Curven R, , R, , ..., R, zu gehen, auf t Glei-
chungen mit mindestens t — (s — 1) Relationen fiihrt.

Aber nach n° 19 existiren zwischen diesen ¢ Gleichungen genau
t —s + 1 Relationen. Daraus folgt, dass keiner der in obiger Entwick-
lung genannten s— 1 Schritte mehr als eine Relation mit sich fithren kann.

Dasselbe Schlussverfahren kann man auf cine noch allgemeinere
Zerlegung anwenden. Den Schnitt von F, und F, zerlege man erst in
zwel Theile Y und 2’ von bez. % und s — A Curven; wobei ¥ in £k,
2" in k' nicht zerfallende Systeme

Mg

(2, %, ..y, %) und (Y, X, ..., )

zerfallen mogen. Fur die ¢,,, , stelle es z— a unabhingige Bedingun-
gen vor, durch die r Schnittpunkte von ¥ mit 2’ zu gehen, wo

aik+k'-— I.

Man lege nun weiter nach dem vorhergehenden Verfahren die ¢, ., ,
successive durch die Schnittpunkte, in welchen sich die &, Curven von
2, treffen; dann durch die Schnittpunkte der %, Curven von ZX,; etc.
dann durch die der A; Curven von X, ..., endlich durch die der &
Curven von 2. So erhilt man noch eine Reihe weiterer Gleichungen
mit mindestens

(hy — 1) (hy — 1) oo b by — 1) (B — 1) (b — 1) v F (B — 1)
—h—F)+ (s—h— k) =5 —F—F
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weiteren Relationen. Die ¢ Gleichungen fur die ¢,,, , enthalten hiernach
mindestens « -+ s — k -— &’ Relationen, so dass also nach n° 19 « auch
nicht grosser als £ 4+ & — 1 werden kann.

25. Nach n° 24 hat man somit dic Sitze:

Theilt man den Schnitt von F, und F, irgend wie in zwei nicht zer-
fallende Systeme X wnd X', so gehen alle Flichen (pn + v — 4)" Ordnung,
Duvvs, welche durch irgend v— 1 der v Schwittpunkte von X wit X' gelegt
werden, auch durch den letzien der v Punkte; und diese Forderung liefert
fir die ¢, ., , genau 7— 1 linear-unabhingige Bedingungen.

War ferner X' ein nicht zerfullendes, ¥ aber ein i k nicht zerfallende
Systeme Y,, Y,, ..., X, sich zerlegendes System (wo die X, einander
nicht treffen), so liefert die I'orderung fir die ¢,.,_,, durch die v Schnitt-
punkte von X mit Y zu gehen, v-—k unabhingige Bedingungen; ndmlich
Jje t,— 1 Bedingungen fir die 7, Schnittpunkte von X, mit X'.

DBesteht sowohl X aus k, als 3 aus K nicht zerfullenden Systemen, so
liefert die Forderung fir die ¢,.,_, durch die t Schwittpunkic von X mit
Y au gehen, T —k — k' + 1 linear-unabhingige Bedingungen.

26. Mit Hulfe des Satzes von n° 25 kann man auch den Satz von
18 und den zweiten von n° 20 erweitern:
Der Schnitt von F, und F, bestehe aus einer irreductiblen Curve R, ,
von der Ordnung n, und dem Geschlecht p,, und aus einem Restsystem X,
dus in Lk wnicht zerfollende Systeme 2., %,, ..., X, sich zerlege; dann
liefert die Forderung fir die Flichen (pn + v — 4)*" Ordnung, ¢, ., durch
die Curve R, zu gehen:

g+ v —a) +1—(p +k—1)

unabhingige Bedingungen. Die Flichen (p + v — 4) Ordnung treffen B,
fiar k> 1 in keiner Vollschaar, wohl aber fir k = 1 (und auch fir k= o,
wobei R, die wollstindige Schnittcurve von I, und F, wird und alle Fldichen
(4 v — 4)“" Ordnung schon zu R, adjungirt sind); dagegen treffen fiir
k> 1 dic ¢,,, ,, welche durch die Schnittpunkte von k — 1 der k Systeme
X, Xy, oo, Xy mit R, gehen, diese Curve in einer Vollschaar.

Denn fur die ¢,,,., stellt es nach n° 25 noch #, — & Bedingungen
vor, durch die #, Schnittpunkte von R, mit X zu gehen, wo

n°

t=mn(p+v—4) —2p, + 2;
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sodann, nach n°® 16 noch p, weitere Bedingungen, um durch die ganze
Curve R, zu gehen; im Ganzen also ¢, — k -+ p,, wie es der Satz aus-
sagt. Daraus folgt weiter, dass die Flachen (u 4+ v — 4)*" Ordnung die
Curve R, in einer oo **»~1.Schaar von Gruppen von je 2p — 2 4 ¢
Punkten treffen; also in keiner Vollschaar fur & > 1, weil cine solche
t, + p, — 2 Parameter hat. Dagegen treffen die ¢,,, ,, welche durch
Yy, 2y, ..., X, gelegt werden, die Curve R, in einer oo™ " *-Schaar
von Gruppen von je 2p, — 2 + ¢, Punkten, wenn ¢, die Zahl der
Schnittpunkte von R, mit Y bezeichnet; also in einer Vollschaar.

27. Den Satz von n° 26 kann man endlich noch dahin erweitern:
Der Schuitt von F, und F, bestehe aus zwei belicbigen Systemen X und
X'y X zerlege sich in k wicht zerfallende Systeme, 2’ in k' solche. X sei
von der Ordnung m und dem Geschlecht p, X' von der Ordnung m' und
dem Geschlecht p' (nach der Definition von #° 17). Dann liefert die Forderung
fir die Flichen ¢,,, ., durch das System X zu gehen,

mip+yv—4)—p—Fk + 2
unablingige Bedingungen; und ebenso die Forderung, durch X' zu gehen,

m(p+v—4q) —p —k+ 2
Bedingungen.
Man kann diesen Satz durch einen Schluss, wie in n° 22, auf den
vorigen von n° 26 zurtickfithren; oder auch so: :
Man hat fur die ¢,,, , zunichst 7—k—#% 4 1 Bedingungen, durch
die 7z Schnittpunkte von X mit 3" zu gehen, wo

t=m(g +v—4)—2p + 2

Sodann nehme man an, dass es noch p, + p, + ... + p, weitere Bedin-
gungen ausmacht, durch X selbst zu gehen, wenn p, p, ..., p, bez
das Geschlecht der % Theilsysteme Y, 3,, ..., ¥, von X bezeichnet;
so ergeben sich im Ganzen r—k — & 4 1 + Xp, Bedingungen. Aber
nach n° 17 ist hier

Zp=p+k—r,

so dass man hier in der That m(s + v — 4) — p — &' + 2 Bedingungen
erhalt,
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Man hat also nur noch zu zcigen, dass es nach dem Durchlegen
durch die 7 Schnittpunkte von X' mit ¥ fur die ¢,., , noch p, Be-
dingungen ausmachte, durch das nicht zerfallende System X, zu gehen.

Nun bestehe X, aus einer irreductiblen Curve R, und den tibrigen
Curven von X, die sich dann in %k, nicht zerfallende Systeme X, ..., 3,
zertheilen mogen.  Das Geschlecht von R,, 3y, ..., X, sei beziiglich
Pios Pus -+ P Ferner habe R, mit ¥, bez. 7, Schnittpunkte. Da
die Systeme X, alle aus weniger Curven bestehen, als ¥, so kann man
den Satz fur diese Systeme X, als bewiesen ansehen; dann folgt aber,
dass die Zahl der unabhingigen Bedingungen, damit dic ¢,,, , durch
die 7 Schnittpunkte von 2’ mit ¥ und durch die

Tt et T
Schnittpunkte von Ry, mit Xy, X, ..., Xy, gehen, wird zu

(t—k—F 4+ 1)+ i+ e+ + Tu~,_kl) + P+ Pu T oot P>

also nach n® 17 zu

(r—k—% 4+ 1)+ p,,

womit der Satz vollstindig bewiecsen ist.

Nachschrife.

Ich benutze diese Gelegenheit zu einer Bemerkung uber die o. ec.
wertvolle Arbeit von Herrn Varnextiner Zur Theorie der Rauwmcurven,
dieses Journal, Bd. 2, p. 136. Einige der meinem vorstehenden Aufsatze
zu Grunde liegenden algebraischen Satze finden sich auch in jener Arbeit.
Aber wahrend ich hier, wie in meiner Abhandlung Zur Grundlegung der
Theorie der algebraischen Rauwmcurven, Abhandl. der Berliner Akad.
vom Jahre 1882, mich uberall auf meinen o. c. Satz Uber einen Sate
aus der Theorie der algebraischen Functionen, Mathematische Annalen,
Bd. 6, stiitze, uin ausnahmslos giiltige oder genau zu begrenzende Re-
sultate zu erhalten, geht Herr VALENTINER in seinen Beweisen von der
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Constantenziklung aus, welche zahlreiche, im Voraus nicht zu erkennende
Ausnahmefalle zulésst, zu deren Ergriindung eben jener Satz in Bd. 6
der Mathematischen Annalen von mir aufgestellt worden ist. So un-
tersucht er in keiner Weise, ob die Yst linearen Bedingungsgleichungen,
welchen er in n° 4 seine ¢, unterwirft, von einander unabhangig sind,
was doch wesentliche Voraussetzung fir seine Schliisse witre. Seine in
der Einleitung gegebenen Resultate sind also nur desshalb als richtig
anzusehen, weil sie von anderer Seite her bewiesen sind.

Dagegen habe ich das Bedenken, welches ich in meiner oben ge-
nannten Abhandlung gegen den Beweis von Herrn VALENTINER's Disserta-
tion tber die Minimalzahl der scheinbaren Doppelpunkte einer Raum-
curve gedussert, nach der Ausfuhrung in seiner Arbeit, n° 26, zuriick-
zunehmen.

Erlangen, Januar 1886.




