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SUR UNE A P P L I C A T I O N  DES DI~TERMINANTS I N F I N I S  

h LA THEORIE DES I~OUATIONS DIFFI~RENTIELLES LINI~AIRES 

P A R  

HELGE yon KOCH 
STOCKHOLI~. 

Si les coefficients P~(x) (r ~- i ,  2 , . . . ,  n) de l'6quation lin6aire 

d" y d ~'-1 y 
do~u -J[- . P l ( X ) ~  + ~  P n ( x ) ~  = o 

sont des fonctions analytiques uniformes de la variable x, qui dans le 
voisinage d'un certain point, par exemple x = o, peuvent 6tre repr6sent6es 
par des s6ries de Laurent, on sait, d'apr6s les recherches fondamentales 
de M. FvcI~s, quail existe au moins une int6grale qui dans le voisinage 
du dit point peut s'6crire sous la forme 

y = x ' G ( x ) ,  

# 6tant une quantit6 ind6pendante de x et G(x) une s6rie de Laurent. 
Dana le cas particulier off G(x) ne eontient qu'un hombre fini de puis- 
sances n6gatives de x, les coefficients de cette s6rie sont donn6a par des 
formules de r6cursion. 1 Mais dans le cas g6n6ral, si l'on cherche ~ d~ter- 
miner ces coefficients, on obtient un systbme infini d'6quations lin6aires. 
Un tel syst~me a ~t6 6tudi6 pour la premiere fois par M. HILL ~ qui, 
dana le but d'int6grer une certaine 6quation diff~rentielle du second ordre, 
a 6t6 conduit ~ envisager un d6terminant d'ordre infini [__~(c). Dana un 

1 FUOHS, J. de Cre l le  T. 66. FROBENIUS~ m~me journal T. 75. 
2 On the part of the motion of the lunar perigee which is a function of the mean 

motions of the sun and moon, Cambridge, Wilson I877; Acta  m a t h e m a t i c a  T. 8. 
Aeta matl~atica, lB. $mprimtt lo 14 mai 18~0. 
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mdmoire insdr6, il y a quelques ann6es, clans le ))Bulletin de la Soci6t6 
mathdmatique de France)) (T. 14, p. 77), M. POINCAR~ a ddmontr6 rigou- 
reusement les propri6t6s de ce d6terminant signal6es par M. HILL. M. 
Pon~cAR~ y est parvenu ~ l'aide de deux thdor~mes g6n6raux et fort 
importants sur la convergence des d6terminants infinis. On dit qu'un 
d6terminant A est convergent, si ~ chaque nombre positif 3 correspond 
un nombre entier n' tel que, quel que soit l'entier positif p, l'in6galit6 
I A,  - -  An+~ I < 3 ait lieu aussit6t que n > n'. En adoptant cette d6finition, 
on peut 6noncer les th6or~mes de M. POINCARg de la mani6re suivante: 

))Soit A un d6terminant dont tous les 616ments de la ligne 
principale sont 6gaux s i. Pour que A converge, il suffit que la 
s6rie form6e avec t o u s l e s  616ments qui n'appartiennent pas ~ la 
diagonale principale converge absolument)). 

))Si cette s6rie converge absolument, le d6terminant restera con- 
vergent, si l'on remplace les 616mcnts d'une ligne quelconque par 
une suite de quantit6s qui sont toutes plus petites en valeur absolue 
qu'un hombre positif donn6.)) 

Sur le conscil de M. MITTAG-LEFFLER, j'ai essay6 d'6tendre l'usage 
des invariants infinis s ]a th6orie g6n6rale des 6quations diff6rentielles 
lin6aires et homog6nes. Je me propose d'indiquer succinctement, dans les 
quelques pages qui suivent, les r6sultats auxquels je suis arriv6. 

Etant donn6e une 6quation diff6rentielle lin6aire et homog6ne d'ordre 
n, on peut toujours, ~ l'aide d'une transformation bien connue, rdcrire 
sous la forme suivante: 

(i) 
d "  !/ d ' - 2 ! ~  . . 

P ( v )  - + + . + = o .  

Dans cette 6quation, supposons que les coefficients P,(z)  (r-----2,3,. . . ,  n) 
soient des fonctions analytiques uniformes de x qui, dans le voisinage du 
point x = o, puissent s'dcrire sous la forme 

+ c o  

p (x) = Z 
) .  = - -  r  
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l '6galit6 ayant lieu pour toutes les valeurs de x qui satisfont k la condition 

~ < l x f  <i~'. 

On peut toujours supposer que 

R <  I < R ' ,  

car, si cela n'6tait pas le cas, on pourrait transformer l'6quation diff6ren- 
tielle donn6e par la substitution 

x = z. ~gi~ 

en une autre 6quation diff6rentielle, pour laquelle cette condition serait 
remplie. 

On sait qu'il existe une s6rie de la forme 

(2) y = X: a~x '§ 

qui converge pour chaque point k l'int6rieur de ranneau circulaire (RR') 
et qui satisfait s l'dquar (I). Pour ddterminer les quantit6s gz et p, 
introduisons la s6rie (2) dans P(y);  posons 

~9(D ) ----/9(~o-- I ) . .  , ( p - - @  2 I- I) 

+p( ,o - - i ) . . ( , o - -n+  3)a~.-,+...+a,.-,, 

~.,~ = Go + 2)(a + a - -  ~ ) . . .  Go + ~ -  - + 3)~, ._~_~ 

+ (,o + 2 ) . . .  (p + 2 - -  n + 4)*q,,~-x-~ + - . .  + a~,,~_x_~, 
+0o 

ao,(p) = f ( p  + ~)go, + Z '  -4o~a~; ,~*-, 

Ao, ( m .  2); r  = x, 

Oil a u r a  
+oo 

(3) P(v)  = X a~(p)x,+--'. 

I1 faut donc que les quantit6s g~. et p satisfassent aux 6quations en 
hombre infini: 

G m ( p ) = o  ( m = o , - a  t- I ,  + 2 , . . . )  

ou, si l'on pose 
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Formons maintenant  le d6terminant infini 

(4) ~2(p) = 

�9 �9 �9 * �9 . �9 . , �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

�9 . .  , . . - .  r . . .  r . . . .  
�9 �9 ~ �9 ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 �9 �9 

�9 . .  r  . . .  I . ~  r 

�9 �9 " C f n ) - - m  �9 * �9 C f . q O  " �9 " I 

�9 �9 ~ �9 o . �9 ~ ~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ �9 ~ 

ee  Je  dis que 

0 0 0 

0 �9 g 

I �9 0 

0 Q 0 

Q 0 �9 

O 6 I 

d6terminant est convergent; en effet, envisageons la 

s6rie k double entr6e 

s = x . x ~  I r  

Ecrivons m -  v au lieu de 2 et posons 

O,,~m) 

(,o + , , - , , ) C o  + ~--,,-- , ) . . .  Co + ,~--,,--- + ~ + ,) 

, , ,  h (*) (,,~ = Co + ,,,)"-' + h~'>(,,)Co + ,,0"-'-1 + + . - - , ~ ,  

oh h,~(,,) est une fonction enti6re rat ionnelle en ,, de degr6 r .  

On aura alors 

.a. , ._~ = ~ ( ~ ) ( p  + ,,0 "-~ + R~(~)(p + ,,)--~ + . . .  + H.( , , )  

oh 

H,(, ,)  = ~.~,,_,; Ha(,,) = h?~( , , )~ . - ,  + ~ , - ~ ;  . . .  

~ ( , , )  h~_~(,,) , _~  + , , ~ _ ~ ,  ,,~_~ + . . .  + ~,~- . ,  

d'oh l'on conclut:  

(s) 

~,(p + m)I I//~(,,) 1 + " " +  I~(, +'~)1 IH"(,,) [" 
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Le point x - ~  I ~tant situ~ ~ l'int~rieur de (RR'), les s~ries 

sont 5videmment convergentes ce qui nous permet d'~crire 

S < S~ ~l (p + ~a)n-21 S~ ~-~ (p + ~n)"-3 l 
- -  ~(p + ~)  ] + ~ - - ~  I ~ ( ~  + ~)  + " ' "  

+ o)1 
Mais de 1~ on conclut que la sdrie S converge, pourvu que p ne soit 
racine d'aucune des 6quations 

(7) ~ ( p  + u )  = o .  (~:0,_+~,~,.~.) 

En vertu du theor~me de M. POISCARk, on peut donc affirmer que le 
d~terminant ~2(p) est convergent. 

Consid~rons maintenant la quantit4 p ~ u - { - i v  comme un point 
variable du plan; soit /3 une aire finie ou infinie situ~e tout entiSre entre 
deux droites verticales et telle qu'aucune des racines des ~quations (7) ne se 
trouve en dedans ou sur la limite de B. On dSmontre ais5ment que les 
s~ries qui se trouvent dana le second membre de l'in~galit6 (6) sont uni- 
form5ment convergentes dans B. I1 en est donc de mdme du produit 

ce qui nous permet de le d~velopper en une s~rie uniform~ment con- 
vergente. Soit ~ eette s~rie, le produit 

pourra s'~crire comme une s~rie unifo~m~ment et absolument convergente 
~1,  dont aucun terme n'excSde en valeur absolue le terme eorrespondant 
de ~ .  Dana la s~rie ~1 ,  remplaTons certains termes par z~ro et mul- 
tiplions les autres, suivant lea cas, par ~- x ou - - I .  La s~rie ~2 ainsi 
obtenue repr~sentera B(p). Et, comme aucun terme de ~2 ne peut ~tre 
plus grand en valeur absolue clue le terme correspondant de ~ ,  cette 
s~rie ~ est aussi uniformSment et absolument convergente en dedans 

Acta mathematica, 15. Impr im6 le 13 . mai  1890. 8 
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de B. Soit P0 un point quelconque de B, la fonction ~2(p), d'apr6s un 
theo%me bien connu, pourra s'6crire dans le voisinage de Po sous la 
forme 

= - -  p . ) ,  

!~(p--P0)  6tant une s6rie ordonn6e suivant les puissances enti6res posi- 
tives de p - - p 0 .  Donc ~2(p) est une fonction analytique de p qui se 
comporte reguli6rement dans l entourar de chaque point du plan k 1'ex- 
ception des points qui satisfont aux 6quations (7)- De plus, il est facile 
de voir que dans le voisinage de chacun de ces derniers points 32(p) a 
le caract@e d'une fonction rationelle. Puisqu'on peut supposer que le 
domaine B s'dtend infiniment dans l'~ direction de l'axe imaginaire, on 
aura, en faisant croitre lu partie imaginaire de p au delk de toute limite, 
une 6galit6 de la forme suivante: 

l im~(p)~--  I. 

Remarquons maintenant que ~2(p) est une fonction p6riodique de p; en 
effet, changeons p en p + I, l'6galit6 

~m~t(~0 + I ) =  Cm+l),+l(jO) 

nous apprend que la v,deur de ~2(p) n'est pas chang6e. Donc, la fonction 
~2(p) a la p6riode I, et il est 6vident qu'elle ne peut eli avoir d'autre. 
En .vertu des propri6tds du d6terminant s nous venons de d6- 
montrer, il est clair que nous pouvons le repr6senter sous la forme d'une 
fonction lin6aire des quantitds cotang(p--p~)~r et de leurs deriv6es, ~ 
P i , P u , . - .  6tant certaines racines de l'6quation 

(8) = o. 

En partieulier, supposons que toutes les racines p~, P 2 , - - - ,  P- de cette 
6quation soient in6gales et qu'elles ne diff6rent pas par des hombres 
entiers. Dans l'entourage de p----p~ on aura 

(9) ~(p) -- ~ ~ ~(P -- Pb, 
p --P~ 

' Voir p. ex. Cours de M. HER1WITE~ profess6 k 1~ Facult6 des sciences de Paris~ 

]e 2 e semestre I88I---82~ 3 me ddition~ p. IO4. 
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et, par cons6quent, la fonction g2(p) pourra 4tre mist sous la forint 

n 

~2(p) = M + ~=~tMx cot(p - -  px)zr. 

Faisons eroitre la partie imaginaire de p une fois vers + cxv, l'autre fois 
vers ---cxv, on obtiendra les deux 6galit6s qui suivent: 

Oil 

Posons 

n 

I = . M - -  ~ i X M - ) , ;  I = M -71- 7 r i ~ M i t  
t=1 t=1 

n 

M =  ~; X;3 /~  = o .  
).=1 

on aura enfin 

(!o) a(p) = i + ~ x ~ , ~ o t ( p - p , ) : - -  ~ + : ~ o - - - - ~ "  

En vertu de la convergence du produit 1-[~(~ + x ~ l ~ l ) ,  nou~ 
pouvons d6velopper I-[,,~ 0 + XX~m~) suivant les 616ments d'un facteur 
quelconque: 

ce qui nous permet de d6velopper le d&erminant t2(p) suivant les el&nents 
d'une ligne quelconque. Soit qJ'm~(fl) le coefficient de ~b~(p) dans lc 
d6veloppement de ~(p) suivant les 616ments de la light num6rot6e m, 
de sorte que 

4-~o 

En ehangeant p en p + i g2(p) ne change pas, mais la fonetion qg=a(p) 
devient #~+l,a+a(P) et en m4me temps ~F.a(p) devient ~..+l,a+l(p), ee qui 
peut s'exprimer par la relation 

~~ + p)=  r 
oh p d6signe un nombre entier quelconque. 
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Remarquons maintenant que le d6terminant ~q(p)restera convergent, 
si l'on remplace les dl6ments d'une ligne par les dldments correspondants 
d'une autre ligne; le noveau ddterminant ainsi obtenu est n6cessairement 
nul, puisque deux lignes sont identiques; on est donc conduit aux 6galit6s 

+ o o  

les nombres enticrs x ct m n'6tant assujettis qu'h la seule condition m =~ x. 
Par un raisonnement parfaitement analogue, on obtient les identit6s 

- t -oo  

i" 

m = - - o o  

En ver tu  de ( i i ) ,  (I3) et (3), il est clair qu'en posant 

(I4) y(x p)=- ~. ~'pa(/))x e§ 

la s6rie y(x, p), pourvu qu�9 converge, repr6sentera une int6grale de 
l '6quation diff6rentielle 

( i 5 )  P(v) = r + v)e(p)x ~247 

Pour ddmontrer la convergence de y(x, p), remarquons en premier lieu 
qu'on obtient cette sdrie en remplagant les 616ments de la ligne num6rot6e 
p du d6terminant P~(p), savoir, 

�9 . . ,  r  r 2 4 7  �9 . . ,  C / p ) ,  . . . ,  r  r  . . .  

par les quantit6s 

�9 �9 . X p . X p + m - 1  X P + m  �9 ~ X P - - m  ~ X p - m + l  , �9 �9 , ~ �9 �9 5 ~t ~ . . . .  

Dans le nouveau d6terminant ainsi ddfini, multiplions la colonne num6rot6e 
m par x -~ et la ligne num6rot6e m par x ~ et donnons au nombre m 
successivement les valeurs o ,  + I ,  + 2, . . .  La valeur du d6terminant 
n'est 6videmment pas alt6r6e, mais les 616ments de la ligne num6rot6e p 
sont maintenant tous 6gaux s x p+p et ceux d'une ligne num6rot6e m sont 

�9 �9 �9 yt X 2 m  ~ ~ ~ �9 ) �9 �9 �9 , , . . . .  r176 , r247 r ~, r 
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Pour &ablir la convergence, il suffit d'observer qu'en vertu de (5) on a 
l'inSgalit~ 

<p +-~)-~ I 
I r176  7(-b-+ ~)I lH=(~)m~l 

et que les series 

(r=2,3,...,n) 

convergent cn dedans de l'anneau circulaire (RR'). On en conclut que 
la s~rie 

converge dans (BR') ce qui nous montre cnfin qu'il e n e s t  de m~me du 
d&erminant considerS, c'est-g-dire de la sSrie y(x,  p); par consequent, 
y(x,  p) est une intSgralc de l'~quation (I5). Pour que cette s~rie satis- 
f a s s eg  l'~quation (I), il faut et il suffit que la quanfit~ p soit choisie 
de sorte que 

(,6) F(p -t- P)B(p) = o. 

Supposons maintenant qu'aucune des quantlt~s M~ d~finies par (9)ne soit 
~gale ~ z~ro. Dans ce cas, l'(~quation (i6) aura les m~mes racines que 
l'~galit~ 

(i7) ~(p) = o. 

Soit p' une racine de cette derni&e ~quation, il est (~vident que y(x,  p') 
est une intSgrale de l'6quation diff~rentielle donn~e. Soit p' une racine 
sim2le de l'6quation (I 7), je dis qu'il cst impossible que routes les fonc- 
tions ~z (p )  s'~vanouissent pour p = p ' .  En effet, si l'on pose 

I I - -  II.[~ + z~r 

al-I 
les quantit~s ~ ne peuvent pas d~passer en valeur absolue une certaine 
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limite, et lu s~rie ~ar  4tant absolument et uniform~mcnt con- 

vergente pour tous les  points de B, il s'ensuit que l'~galit~ 

all] ~II .~., 

lieu et que la sSrie du second membrc converge absolument et uni- 
form5ment. D~veloppons maintenant le produit IX en une s~rie ~ ,  
puis, rempla~ons certains termes de ~ par zSro et multiplions les autres 
par + I o u -  I, de sorte que ~1 devienne ~2(p), nous obtiendrons: 

l'~galitd ayant lieu pour tousles points r~guliers de la fonction analytique 
~2(p). Mais de lh on conclut qu'il est impossible que routes les fonctions 

 9(p) _ 

s'6vanouissent pour p = p'. 
I1 est donc possible de choisir l'indicc p des fonetions ~ ( p )  

( 2 ~ o ,  + I , •  2 , . . . )  de mani~re que la s~rie y(x,p) d4finie par (~4) 
ne se r~duise pas identiquement k z~ro pour p ~ p ' .  On peut alors dire 
en employant ta terminotogie de M. Fucns, que t'intdgrale y(x, p')appar- 
tient ~ la racine p : p ' .  

Enfin, supposons que la fonction pSriodique .(2(p) ait n z6ros in- 

congruents: 
pl, p 2 ,  . . . , p,,. 

D'apr~s ce qui vient d'dtre ~tabli, il est toujours possible de choisir l'indice 

p, des fonctions 

de fa~on que lu s6rie 
-~-oo 

yr(x : ) =  Z 

ne se r6duise pas identiquement ~ z~ro pour p-~-p". 

Y(x Z 

Posons 
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on obtiendra, en vertu de (i2), l '6galit6 suivunte: 

(r=l,2,...,n) 

d'oh" l 'on conclut que les fonctions 
f 

Y(x , f l ! -~ -  P l ) ,  Y(x ,D 2Jr P2), ' '  ", Y(x , f la  2ff pn) 

forment un systdme fbndamental d'int~grales de l 'dquation diff6rentielle donnde. 
Dans ce qui prdc6de, j 'ai fair trois suppositions: 
I ~ que les racines de l '6quation (8 ) so i en t  in6gales et qu'elles ne 

diff6rent pas par des hombres entiers; 
2 ~ qu'aucun des r6sidus M1, M 2 , . . . ,  Mn ne soit 6gal ~ z6ro; 
3 ~ que ~2(p) air n z6ros incongruents. 
Je me propose de revenir une autre fois au cas oh l 'une ou l 'autre 

de ces conditions n'est pas remplie. 


