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SUR LA PROJECTION
DE VARIETES ALGEBRIQUES REELLES

DANIEL PECKER

In this paper we give the following characterization: A semi-
algebraic subset of 1" is the projection of an irreducible algebraic
subset of Rn+ι if and only if its Zariski closure is irreducible.

1. Introduction. Dans ce travail nous nous interessons au probleme
de trouver un ensemble algebrique, si possible irreductible, se proje-
tant sur un ensemble semi-algebrique donne. Comme le fait remarquer
R. Thorn, c'est le probleme hermeneutique que devaient resoudre les
habitants enchaίnes de la caverne de Platon.

Notre resultat principal est de nature geometrique:

THEORfeME 2. Un semi algebrique de W1 est la projection d'un en-
semble algebrique irreductible de W+x si et seulement si son adherence
de Zariski est un ensemble algebrique irreductible.

On commencera par le resultat algebrique suivant d'elimination rel-
ative des inegalites. (On note x = (xi, ... , xn).)

THEORfeME 1. Soit S un ensemble semi-algebrique contenu dans V
une variete irreductible de RN non reduίte a un point.

II existe un polynόme P(x, t) G R[x, t] dont la reduction modulo
I{V) est un polynδme irreductible de R(K)[ί] tel que:

X G S ^ X E V et3teR, P(x, ί) = 0.

Comme un ensemble algebrique reel d'equation irreductible n'est
pas forcement irreductible on utilisera, pour deduire le Theoreme 2
du Theoreme 1, une generalisation du critere de changement de signe
(qui permet de deduire sous certaines conditions Γirreductibilite d'un
ensemble algebrique reel de Γirreductibilite de ses equations).

Dans le cas oϋ le semi-algebrique est localement ferme d'interieur
non vide, une demonstration plus explicite des Theoremes 1 et 2 fig-
ure dans [PI] et [P2]. Dans le cas general aborde ici, on utilise un
argument de densite deduit du theoreme d'irreductibilite de Hubert
qu'on rappelle au paragraphe 2.
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Le cas oύ S est ferme pour la topologie euclidienne est plus sim-
ple, toutes les projections peuvent alors etre choisies propres, et les
equations des ensembles algebriques unitaires (cf. [P3]).

En general, ce n'est plus le cas, mais les fibres des projections obte-
nues dans cet article sont finies.

Enfin, on donne des reponses a la plupart des questions posees dans
les premiers travaux sur ce sujet (cf. [Motl], [Mot2], [A.G1], [A.G2]).
Pour d'autres details, on pourra se reporter a [P2].

2. L'elimination relative des inegalites. Si x = (x i , x2, . . . ) e R°° =

\JT=\ ̂ n o n n o t e x - 0 si et seulement si tous les jcf > 0 .
Soit Λfc(x) = Xk+i(xi + χ2 + * + χk) k = 1,2, ... et a(x) =

(fli(x), fl2(χ)j •••)• Remarquons que a(x) > 0 si et seulement si
x > 0 ou - x > 0.

Definissons les polynόmes Pn(x,u) et An(x) par recurrence:

Λ(x, u) = u-xΪ9 Aι(x) = xΪ9

Pn+i(x, u) = Pn(aι(x), . . . , an(x), (u-(xχ + •• + x Λ + 0 ) 2 ) ,

An+ι(x) =An(aι(x), . . . , an(x)).

An est une somme positive de monόmes. α, (x) = Λ/(—x), d'oϋ
Pi(x, u) = Pi(-x, -u) et Ai(x) = A^-x).

PROPOSITION 1. (i) Pn et An sont homogenes de degrέ 2n~ι.
(ii) Pn est unitaire en chaque variable.

(iii) Si xeRn, x>0&3teR, Pn(x9 t2) = 0.
(iv) Si x e W1, x > 0 et u <fc ]0,2(xi + ••• + xn)[ alors

\Pn{x,u)\>An{x).
(v) Si X G K " et Γun des xt < 0, alors Pn(x, t2) > \An(x)\.

Demonstration, (i) et (ii) sont faciles, (iii) est demontre dans [P2].
Demontrons (iv) par recurrence.

Le cas n = 1 est clair, |JPi(x, u)\ = \u - x\ > x si u <fc ]0, 2x[.
Supposons la propriete vraie pour n, et montrons la pour n + 1.

On a: Pπ+i(x, u) = Pn{aχ(x)9 . . . , αΛ(x), {u- [xx + + x r t + i )) 2 ) .
Par Γhypothese sur u on a:

(K - (*i + + xn+ύ)2 >(xχ + - + Xn+\Ϋ > 2(αi(x) + + an(x)).

DΌύ par Γhypothese de recurrence:

|JPΛ+i(x, u)\ >An{aι(x)9 . . . , an(x)) = An+Ϊ(x).

(v) Par recurrence: pour n = 1 c'est vrai.
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On a: Pn+ι(x9 t2) = Pn{ax{x)9 . . . , an(x), {t2-{xx

 2

Si α(x) > 0, par la remarque on voit que -x > 0.
On a alors en utilisant (iv):

, t2)\ = |P π + i (-x , -t2)\ > |

ce qui montre Γaffirmation dans ce cas, Pn+χ(x9 t2) etant unitaire en
t et ne pouvant s'annuler, son signe est constamment positif.

Sinon c'est que Γun des α/(x) < 0, et par recurrence:

Pn+i(x, t2) > \An(ax(x)9...9 an(x))\ = \An+ι(x)\. D

Dans la suite de ce travail, on notera V un ensemble algebrique
irreductible non reduit a un point contenu dans RN, I(V) son ideal,
k = R(V) le corps des fractions de R[V] = R[x]//(K) et k' = C(F) =

PROPOSITION 2. Soit S un sous-ensemble semi-algebrique de V
donne par la formule:

S = {xe V\Cx(x) > 0, . . . , Cn(x) > 0, Bx(x) > 0, . . . , Bm(x) > 0}.

Alors il existe un polynόme P(x, t) de M[x, t], etun polynόme a(x)
de R[x]-I(V) tel que

î; Λί x e K , x t o p J ί t i , -r̂ x, r; — υ,

(ii) si xeV et x <£ S P(x, t) > |α(x) | ,
(iii) Λ xG F , P(x, oc) > 1.
(iv) Si P est constant pour x e Cn, α/or̂  P(x, t) = 1.

Demonstration. On peut supposer qu'aucun des polynόmes C z, B7

n'estdans I(V).
Soit

-* ( x ? 0 = (-"I ' ' ' *̂/w) Pm+n Q ) ? Cw ,

> 1 ••"-

Par la Proposition 1 P(x9 t) a une racine reelle si et seulement si
CΊ(x) > 0 , . . . , C π ( x ) > 0 , J?i(x) > 09...9Bm(x) > 0 . De plus on
a P(x, ί) > |α(x)| si Γun des Ct < 0 ou Γun des Bx < 0, avec a(x)
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donne par:

a(x) = {Bλ •••Bm)2

DANIEL PECKER

n+n—l ί

Am+n 1 (-Ί ? ? ^« ?

# 1 > •• 9 Bm-\ 9
i )

B\Bι - - Bm)

En eίFet si Fun des 2?; est egal a zero, An+m n'etant pas unitaire on
a α(x) = 0. Dans le cas oύ aucun des 2Ϊ, ne s'annule on utilise
directement la Proposition 1.

Quitte a multiplier chacun des 2?/, Cj par des nombres positifs, on
peut supposer que a(x) φ I(V).

Enfin, P ne peut etre constant que si B\ Bm = 0 et a ce moment-
la P(x,ί) = 1. •

Dans la demonstration du theoreme suivant, on va utiliser le
thέoreme d'irreductibilite de Hubert (cf. [LI] p. 225, 236 et 239).
Rappelons-le sous la forme qui nous interesse ici:

Si A est un anneau de type fini sur R, k son corps des fractions
qui n'est pas algebrique sur R, kf une extension algebrique finie de
k, et P(λ, t) un polynόme irreductible dans k[λ, t]. Alors il existe
λo€A, tel que P(λo, t) soit irreductible dans kr[t].

THEOR6ME 1 (Elimination relative des inegalites). Soit V c RN un
ensemble algebrique irreductible non reduit a un point, I(V) son ideal,
k = R(V) k' = k[i], et S un ensemble semi-algebrique contenu dans
V. Alors il existe un polynόme P(x, /) e R[x, /] tel que:

(i) Si xe V, xeS&3teR, P(x, t) = 0.
(ii) La reduction de P(x9 t) modulo I{V) est irreductible dans

(iii) JP(X, t) n'est identiquement nulpour aucune valeur de xeCN.

Demonstration. Soit S = [jf si, 851, = {x G V\C[ > 0, ... , Q >
0, B\ > 0, ... , Bm > 0}. Pour chaque /, soit JP/(X, t) et α/(x) des
polynόmes donnes par la Proposition 2.

Soit H(x) = a\{x) α l / ( x ) ' e* ^(x) u n polynόme quelconque.
Definissons P par la formule:

Demontrons que le polynόme P a les proprietes voulues:
(i) Si x € [jf Si Fun des Pi s'annule pour une certaine valeur de

t, et P(x, ί) prend une valeur negative on nulle. Quand t tend vers
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Γinfini P(x, t) prend des valeurs strictement positives. P s'annule
done pour une valeur reelle de t. D'autre part si x φ [jf1 Si,
i f ( x , 0 > af(x), d'oύ PI'PM > H(x) et cela implique que
P(x, t) > H2(x) et par suite P(x, t) > 0. Ce polynόme P a done les
bonnes proprietes de projection.

(ii) En vertu du theoreme d'irreductibilite de Hubert, pour montrer
qu'il existe un polynόme λ de M[V] tel que P soit irreductible dans
k[V] il suffit de demontrer le lemme suivant:

LEMME. Soit k un corps, B, H, K des elements non nuls de ky

A G k[t] un polynόme non constant, alors P = (K + Hλ2)A2 - B2 est
irreductible dans k[λ, t].

Demonstration du lemme. P n'a pas de diviseur non constant dans
k[t], en effet ce diviseur diviserait A, et par soustraction B ce qui
est impossible puisque B e k . Si P = (aλ + β)(γλ + δ) avec a, β ,
γ, δ dans k[t] on a a β γδ Φ 0, ay — HA2, aδ + yβ = 0 et
/?5 = i £ ^ 2 — 2?2 . Tout diviseur commun de δ et y divisant P, on
voit done que <J et y sont premiers entre eux. Comme δ divise γ β
(par la troisieme relation) on en deduit par le lemme dΈuclide que δ
divise β (dans k[t]), de meme β divise δ. D'oύ β = rδ avec r e f e ,
en reportant dans la quatrieme relation on obtient B2 = KA2 - rδ2

avec K, r e / : . Comme 2? est un polynόme constant de k[t] et que
A ne Test pas, on voit en identifiant que r — v2K oύ υ G k, et par
suite 5 = J£(Λ - z/(5)(>4 + vδ), d'oΐi yl + vδ e k, A - vδ e k ce
qui implique que A G /c, ce qui n'est pas vrai. La demonstration du
lemme, et done de (ii) est achevee.

(iii) Montrons enfin que le polynόme obtenu P(x, t) ne s'annule
identiquement en aucun point x de C^. Sinon, si (1 + H + Hλ2) =
0 en ce point, alors 77 = 0 et par suite P2 P^ = 0 ce qui est
impossible, ce polynόme ayant une limite au moins egale a 1 quand t
tend vers Γinfini. Par suite la seule possibilite e'est que P2 P^ soit
de degre 0 en t, e'est-a-dire que chaque polynόme Pz le soit, mais
alors e'est que

chaque Pt = 1 et par suite P = Pf P^ = 1 φ 0. D

REMARQUES. L'utilisation du theoreme de Hubert, si elle permet
un enonce beaucoup plus general que celui trouve en [P2] ne four-
nit pas vraiment d'indications sur la maniere de trouver le polynόme
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λ(x). D'autre part les degres (meme en t) des polynόmes obtenus
sont plus eleves que ceux qu'on obtient en [P2] pour des ensembles
semi-algebriques localement fermes. Enfin, dans le cas oύ S est ferme
le polynόme P obtenu, contrairement a ceux de [P2] n'est pas uni-
taire. On pourrait en modifiant la definition de P faire en sorte qu'il
le soit, mais au prix d'un degre plus eleve.

3. Les projections de varietes algebriques reelles. Dans ce para-
graphe nous allons deduire de Γirreductibilite des equations de cer-
tains ensembles leur irreductibilite geometrique. Une telle deduction
necessite evidemment quelques precautions: X2 + Y2{Y + I) 2 = 0 est
bien une equation irreductible, mais Γensemble de ses zeros ne Test
pas. (D'apres le Theoreme 1 cet ensemble a meme une equation C-
irreductible). Notre outil sera une generalisation du critere de
changement de signe. Commenςons par rappeler quelques notations:
V c RN est un ensemble algebrique irreductible, I(V) l'ideal de
R[x\, ... , XN] = R[x] forme de tous les polynόmes qui s'annulent
sur V, R[V] = R[x]//(F) et k = R(V) le corps des fractions de
R[V]. On suppose que V n'est pas reduit a un point. Un polynόme
de R[x, /] sera dit irreductible modulo I{V), s'il est irreductible, et
si sa reduction modulo I(V) est un polynόme irreductible de k[t].
On dira enfin qu'un element de R[x, t] est un polynόme reel. Si
W est un ensemble algebrique reel contenu dans lRm notons We le
sous-ensemble de Cm oϋ tous les polynόmes de I(W) s'annulent:
Wc Π Rm = W. Si W est irreductible, We Test aussi.

LEMME. Soit W = {(x, t) e Vc x C|i?(x, t) = 0} oύ R(x, t) est
un polynόme ne s'annulant identiquement en aucun point x e Vc.
Soit W1 c C ^ 1 un ensemble algebrique, et a{x) un polynόme non
identiquement nul sur V, alors si W — {a(x) = 0} c W' on a aussi
W cW.

Demonstration. D'apres le theoreme sur la dimension des intersec-
tions (cf. [L2, page 36], [Sam] our [Sha]), chacune des composantes
irreductibles dc^W est de dimension r, et aucune d'elles ne peut etre
contenuedans Wn{a(x) = 0} = ({a(x) = 0}nKcxC)Π{i?(x, t) = 0}
qui est de dimension r - 1 (R(x, t) ne pouvant s'annuler identique-
ment sur aucune des composantes de {α(x) = 0}nKcxC puisque ces
composantes sont des cylindres). Soit W[ une composante irreductible
de W, comme Wt c W'u{Wn{a(x) = 0}) et Wt <jL {Wn{a(x) = 0}),
on a done Wt c W' et par suite W c W. D
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PROPOSITION 3 (Generalisation du critere de changement de signe).
Soit V c W1 un ensemble algebrique irreductible, I(V) son ideal,
R(x, t) un polynδme reel irreductible modulo I(V) qui n'est iden-
tiquement nul pour aucune valeur de x e Vc Alors, si W =
{ ( X , / ) G F X R | i ? ( x , i) = 0} seprojette verticalementsur un ensemble
de meme dimension que V, W est irreductible.

Demonstration. Le cas oύ V est un point etant trivial, on peut done
supposer que V n'est pas reduit a un point. On peut supposer aussi
que R est de meme degre que sa reduction modulo I(V). Montrons
que cette hypothese implique que R est de degre minimal au sens
suivant: soit P un polynόme de R[x, t] non congru a zero modulo
I(V), nul sur un ferme W\ c W de dimension maximale, et de degre
minimal en t parmi tous les polynόmes ayant ces proprietes. Le coef-
ficient b(x) du terme de plus haut degre en t de P(x, t) n'appartient
pas a I(V). On a la divison dans R[x, t]:

bM(x)R(x, ί) = λ{x, t)P(x, t) + Rx (x, t).

Par la minimalite de P , on voit que i?j est congru a zero mod-
ulo I(V), et en reduisant modulo I(V) on obtient: bM(x)R(x, t)
= λ(x, t)P(x, t). Comme R(x, t) est irreductible dans R(V)[t] et
P(x, t) n'est pas de degre zero en ί, on en deduit que P et R ont
meme degre en t, e'est-a-dire que R est de degre minimal.

Supposons maintenant que le polynόme Q s'annule sur un ferme
W\ c W de dimension maximale. Si a(x) £ I(V) est le coefficient
du terme de plus haut degre en t de R(x, t), on a la division (d) dans

(d) aD(x)Q(x, ί) = μ(x, t)R(x, t) + R2(x, ί ) .

Par la minimalite de R, on voit que R2 e I(V)[t]. Soit W-{(x, t) e
F cxC|i?(x, ί) = 0}_et W = {(x, t) e Cn+ι\Q(x, t) = 0'}. Del'egalite
(d) on deduit que W - {a(x) = 0} c W. Par le lemme, cela implique
que W c W, e'est-a-dire que le polynόme Q s'annule sur W tout
entier, done sur W c W. D

REMARQUE. Si V = RN, la Proposition 3 n'est autre que le critere
de changement de signe (voir [BCR, page 85] ou [Mil, p. 14]).

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le resultat prin-
cipal de ce travail:

THEORfeME 2. Un semi-algebrique de W1 est la projection drun en-
semble algebrique irreductible de Rw + 1 si et seulement si son adherence
de Zariski est un ensemble algebrique irreductible.
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Demonstration. Soit S ce semi-algebrique et V son adherence de
Zariski qu'on suppose irreductible. Par le Theoreme 1 et le critere
de changement de signe generalise (Proposition 3) on voit que S est
projection d'un ensemble algebrique irreductible de R r t + 1 .

La reciproque est facile: si Γadherence de Zariski de S n'est pas
irreductible, on peut trouver deux polynόmes P\ et Pi non identique-
ment nuls sur S, tels que leur produit soit identiquement nul sur S.
Par suite si W c RΛ + 1 se projette sur S, ces deux polynόmes ne sont
pas identiquement nuls sur W, mais leur produit Test, ce qui montre
que W n'est pas irreductible. D

REMARQUE. Les projections obtenues ici sont quasi-finies, c'est-a-
dire que leurs fibres sont des ensembles finis.

On peut maintenant se poser d'autres questions:
Quels sont les projections de varietes non singulieres, de varietes

rationnelles ou parametrisables par des polynόmes?
Cette derniere question semble en rapport avec la question de

J. M. Gamboa: Queues sont les images de W par des applications
polynomials?

REFERENCES

[A.G1] C. Andradas et J. M. Gamboa, A note on projections of real algebraic
varieties, Pacific J. Math., 115, no. 1, (1984), 1-11.

[A.G2] , On projections of real algebraic varieties, Pacific J. Math., 121, no.
2, (1986), 281-291.

[B.C.R] J. Bochnak, M. Coste and M. F. Roy, Geometrie Algebrique Reelle,
Ergebnisse der Mathematik, vol. 12, Springer-Verlag, 1987.

[LI] S. Lang, Fundamentals of Diophantine Geometry, Springer-Verlag, 1983.
[L2] , Introduction to Algebraic Geometry, Interscience, 1958.
[Mil] J. Milnor, Singular Points of Complex Hyper surfaces, Princeton Univ.

Press, Princeton, N.J., 1968.
[Motl] T. S. Motzkin, Elimination theory of algebraic inequalities, Bull. Amer.

Math. Soc, 61 (1955), 326.
[Mot2] , The Real Solution Set of a System of Algebraic Inequalities is the

Projection of a Hypersurface in One More Dimension, Inequalities II,
Academic Press, 1970, pp. 251-254.

[PI] D. Pecker, Sur I 'equation d'un ensemble algebrique de Rn+ι dont la
projection dans Rn est un ensemble semi-algebrique ferme donne, C.R.
Acad. Sci. Paris, 306, serie I, (1988), 265-268.

[P2] , On the elimination of algebraic inequalities, Pacific J. Math., 146,
no. 2, (1990), 305-314.

[P3] , Projections propres de varietes algebriques reelles, C.R. Acad. Sci.
Paris, 309, serie I, (1989), 777-779.



PROJECTION DE VARIETES REELLES 173

[Sam] P. Samuel, Methodes d'Algebre Abstraite en Geomέtrie Algebrique,
Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 1967.

[Sha] I. R. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York, 1974.

Received August 23, 1990 and in revised form February 18, 1991.

UNIVERSITE PIERRE ET MARIE CURIE

4 PLACE JUSSIEU 75252 PARIS (FRANCE)






