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SUR L'UNICITE DU CONE CONVEXE DIVISIBLE RELATIF

AU NOYAU DE CONVOLUTION DE HUNT DEFINI

PAR L'OPERATEUR DIFFERENTIEL

MASAYUKI ITO

§ 1. Introduction

Dans toute la suite Rn designera Γespace euclidien a dimension

( n \ 1/2

Σ χi2)
et la coordonnee spherique dans Rn designera (r, σ).

Rappelons qu'un noyau de convolution N sur Rn est une mesure (de
Radon) positive dans Rn dans la theorie du potentiel. Pour une mesure
reelle μ dans Rn,N*μ s'appelle le iV-potentiel de μ des que cette convo-
lution est definie au sens des mesures. On connaίt bien que, dans la
theorie du potentiel, les noyaux de convolution de Hunt possedent les
proprietes definitives.

Dans Γarticle [6], on a introduit la notion du cone convexe divisible
(du cone convexe de Riesz) relatif au noyau de convolution de Hunt
donne et on a montre, dans Γarticle [7], que pour un operateur differen-
tiel elliptique et auto-adjoint L d'ordre ^ 2 sur Rn a coefficients con-
stants tel qu'il existe le noyau de convolution GL sur Rn s'annulant a
Γinfini verifiant LGL = — ε (au sens des distributions), oύ e est la mesure
d'unite a Γorigine, un cone convexe divisible relatif au noyau GL forme
par 0 et de noyaux de convolution de Dirichlet sur Rn est uniquement
determine et que cela est egal a

ice + ί GL>pdv(p);ceR+,veM+(R+) avec Γ — dv(p) < + oo) ,
I J Ji p )

oύ R+ = {t e R1 t ^ 0}, M+(R+) est Γensemble forme par toutes les mesures
positives sur R+ et oύ (GLtP)p^0 est la resolvante associee au noyau GL.

Le but de cette note est une generalisation de ce resultat. Soit L
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158 MASAYUKIITO

un operateur differentiel elliptique d'ordre ^ 2 sur Rn a coefficients con-

stants tel qu'il existe le noyau de convolution de Hunt GL sur Rn a

LGL = — ε. Alors un cone convexe divisible relatif au noyau GL est

toujours unique et cela est de la meme forme que ci-dessus.

Rappelons finalement la definition d'un cone convexe divisible CR(N0)

relatif au noyau de convolution de Hunt donne 2V0 sur Rn: CE(N0) est

un cone convexe vaguement ferme de vertex 0 constitue par 0 et de

noyaux de convolution de Hunt sur Rn et verifiant

(a) NQeCR(N0),

(b) A tout Γ element N Φ 0 de CR(NQ), on peut associer un element

N' Φ 0 de CB(NQ) tel que N*N'= No.

On remarque que, dans ce cas, N' est uniquement determine.

§ 2. Preliminaires

D'apres C. S. Herz [3], on dit qu'une distribution u dans Rn est con-

ditionnellement positive si u ^ 0 au sens des distributions en dehors de

Γorigine. Rappelons que toute la distribution est localement d'ordre fini

-et posons, pour un entier k Ξ> 1,

Θ\Rn) = {/ e Cκ(Rn) Daf(0) = 0 pour tout le multi-indice a a \a\ < k),

oύ Cκ(Rn) est Γespace de (LF) usuel des fonctions infiniment derivables

dans Rn a valeurs complexes et a support compact et oύ, pour a
gi«ι n

= (a19 , an), Da = et led = Y] at. Alors on obtient qu'une dis-
dxl1 dXa

n

n i-i

tribution u est conditionnellement positive si et seulement s'il existe un

entier k >̂ 1 tel que u soit Λ-conditionnellement positive; e'est-a-dire,

quelle que soit ψ de Θk(Rn), u(\φ\2) ^ 0. Pour un entier k >̂ 1, on note

CPk = CPk(Rn) Γensemble constitue par toutes les distributions λ -condi-

tionnelement positives dans Rn, et alors, d'apres Θk(Rn) D Θk+1(Rn), CPk

c CPk+\ On note ensuite CP = U CPfc. Soit ^ e CPfc et supposons que

w est a croissance lente. On a alors, pour toute φ de Θk(Rn),

ύ*φ*φ(0) = ^(|^)|2) ^ 0 ,

oύ Λ represente la transformation de Fourier et φix) = φ(—x). Posons,

pour un entier k ^ 1,

0k(Rn) — Iφe Cκ(Rn) I xaφ(x)dx = 0 pour tout le multi-indice a a \a\ < fcj,
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oύ, pour a — (a19 ,α n ), xa = a?"1 xa

n

n. On dit, d'apres [3], qu'une

distribution v dans Rn est fc-conditionnellement de type positif si, quelle

que soit φ de Sk{Rn), v*φ*φ(0) ^ 0. On note CTPk = CTPk(Rn) la totalite

des distributions &-conditionnellement de type positif dans Rn, et alors

CTPk c CTPk+1. On pose CΓP = Q CΓP& et toute la distribution ap-
Jc = l

partenant a CTP est simplement dite conditionnellement de type positif.

On obtient facilement la proposition suivante (cf. [3]).

PROPOSITION 1. Soit k un entίer ^> 1. Alors les deux έnonces

suivants sont equivalents.

(1) v e CTPk.

(2) v = ύ, oύ u e CPk et u est a croissance lente.

Done on obtient facilement que v e CTP si et seulement si v = ύ,

oύ u est conditionnellement positive (e'est-a-dire, u e CP) et a croissance

lente. C. S. Herz a montre que toute la fonction de θk est de la forme

explicite suivante (cf. [3]).

PROPOSITION 2. Pour un entier k >̂ 1, Θk est un ideal de convolution

de Cκ(Rn) et on a

{ D ga ga e C^

Soit u une distribution dans Rn. On dit que u est un laplacien

generalise sur Rn si Γon a, quelle que soit φ de Cχ(Rn)9 u(φ) ^ 0 des que

ψ est a valeurs reelles et ^(0) = max φ(x), et alors u e CP1.
v6Rn

PROPOSITION 3 (cf. par exemple, [3]). Soit u une distribution dans

Rn. Alors les trois enonces suivants sont equivalents.

(1) u est un laplacien generalise sur Rn.

(2) -ύ est egale a une fonction defίnie-nέgative ψ dans Rn.

(3) 11 existe un semi-groupe vaguement continu (at)t^Q de mesures

positives dans Rn a \ dat ^ 1 ( vί ^ 0) tel que —iat — e) converge vers u
J t

dans Rn au sens des distributions dans Rn lorsque t->0.

Une fonction definie-negative ψ dans Rn est, par definition, une

fonction complexe et continue dans Rn qui verifie les deux conditions

suivantes:
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(a) ψ(0) ^ 0 et ψ(—x) = ψO*O pour tout x de Rn.
(b) Quels que soient m un entier ^ 1, (#*)£. 1 et (c^JLi, une famille

m

de points de Rn et une famille de nombres complexes a Σ c* = 0,
i-l

m in

Σ J Σ Ψ(χί — XJ)CiCj ^ 0 .

D'apres le theoreme de Levy-Khinchine, pour une fonction definie-

negative ψ dans Rn, il existe une famille d'une constante c ^ 0, d'une

forme lineaire L(x) sur i?w, d'une forme quadratique Q(x) ^ 0 sur Rn et

d'une mesure positive a en dehors de Γorigine a —LJ—da{x) < +oo,
J 1 + |^|2

et une seule telle que Γon ait

ψ(x) — c + L(X)Λ/^Λ + Q(x)

+ [ίl - exp {2π^lx-y) - 2π^'V^7ϊ)da(y) sur Rn ,
J \ 1 + x2 /

oύ x-y est le produit scalaire entre x et y sur Rn.

Une famille (at)t^0 de mesures positives dans Rn s'appelle un semi-

groupe vaguement continu si Γon a, pour tous t ^ 0, s ^ 0, at*a8 = α ί + ί ,

αr0 = e et si Γapplication t e R+ -^ at est vaguement continue.

Dans la proposition 3, (at)t^0 est uniquement determine et on a d̂

= exp(—ίψ) sur i?w.

Un noyau de convolution de Hunt iV sur Rn est, par definition, de
Λoo

la forme N = atdt, oύ (at)t^0 est un semi-groupe vaguement continu
Jo

de mesures positives dans Rn. Dans ce cas, (at)t^0 est unique et s'appelle

le semi-groupe associe au noyau N.
poo

PROPOSITION 4 (cf. [1] et [4]). Soίt N = atdt un noyau de con-
Jo

volution de Hunt sur Rn. Alors les enonces suivants sont equivalents:

(1) II existe un nombre t0 > 0 tel que datQ ^ 1.

(2) Pour tout t^Q, ί dat ^ 1.

(3) II existe un laplacien generalise u dans Rn tel que u*N = —£

dans Rn.

(4) N est bornea\
(1) Cela signifie que, quelle que soit / une fonction finie et continue dans Rn a sup-

port compact, N*f est bornee sur Rn.
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(5) N est de type positif au sens faίble{2\

Dans ce cas, u est uniquement determine et s'appelle le laplacien

generalise relatif au noyau N.

Soient N un noyau de convolution sur Rn et (Np)p^0 une famille de

noyaux de convolution sur Rn. On dit que (Np)p^0 est la resolvante

associee au noyau N si Γon a, pour tous p >̂ 0, q > 0, Np — Nq

= (q — p)Np * Nq et lim NP = NQ = N (vaguement). II est naturel que (Np)p^0

est unique. Si N est un noyau de convolution sur Rn de la forme N

Γ Λoo

atdt9 alors, en posant Np = at exp (—pt)dt ( vp ^ 0), (NP)P^Q est la
Jo

resolvante associee au noyau N. Cela resulte facilement du fait que

lorsque Γon pose

(dt sur R+ (exv(—pt)dt sur R+

K = < et Λ:,, = <̂ (VP > 0) ,
|0 dans Z?1 - R+ P [0 dans R1 - R+

(fcp)p>o est la resolvante associee au noyau A;. Le theoreme de Bernstein

(cf. par exemple, [8]) affirme la proposition suivante:

PROPOSITION 5. Sσit N un noyau de convolution sur RK Alors les

deux enonces suίvants sont equivalents:

(1) Pour tout Γentier m > 0, ( - l ) m — i V est de CP{Rι) et N = 0
dtm

dans R — R+.

(2) JV est de la forme N = cε + tcpdv{p), on ceR+ et veM+(R+)

a Γ — dv(p) < +oo.
Ji p

On remarque ici que pour une mesure positive v sur R+, κpdv(p)

definit un noyau de convolution sur Rι si et seulement si —dv(p) < +oo,
J p

car

Γ ί exp (-pt)dv(p)dt = ί 1(1 - exp (-p))dv(p)
JoJ J p

(2) Cela signiίίe que, quelle que soit / une fonction finie et continue dans Rn a sup-
port compact, N*/*/(0)^0, oύ f(x) = /(—x). Dans ce cas, N n'est pas toujours
symetrique par rapport a Γorigine.
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Soient N, N et (Np)pe Ό ( i 2 + ) m deux noyaux de convolution sur Rn et

une famille de noyaux de convolution sur Rn. On dit que (Np)pe Ό iR+}m

est la classe divisible associee au noyau N relativement au noyau N si

(N(p))peR+ est la resolvante associee au noyau JV et si, pour tout p

= (Pi>P2, ',Pm) de U (R+)n,N9*N{puPΛt...tPMt0) = N et (NiPltP%ι...tPmtP))peR+

est aussi la resolvante associee au noyau N(Pίι...ιPmt0).

PROPOSITION 6. Soient N et N deux noyaux de convolution sur Rn

et supposons N Φ 0. S'il existe la classe divisible (Np)pe u (R+)m associee

au noyau N relativement au noyau N, alors elle est uniquement deter-

minee et pour tout p de U 0R+)m, Np est un noyau de convolution de

Hunt sur Rn.

• Pour tout p = dPi,V2, '"fPm) de U (R+)m, on a Np*N(Pu...,Pm>0) = N,

et par suite, d'apres N Φ 0, Np Φ 0. Done cette proposition resulte

immediatement de la proposition suivante connue et du principe d'unicite

pour les noyaux de convolution de Hunt(3).

PROPOSITION 7 (cf. [5]). Soit N un noyau de convolution sur Rn.

Alors pour que N soit un noyau de convolution de Hunt sur Rn, il faut

et il suffit que N Φ 0 et il existe la resolvante associee au noyau N.

§3. Quelques lemmes

Commengons d'abord avec la definition du principe relatif de domi-

nation. Soient Nλ et N2 deux noyaux de convolution sur Rn. On dit

que Nx satisfait au principe de domination relatif au noyau N2 si, queues

que soient / et g de C£, Nx*f(x) ^ N2*g(x) sur Rn des que N^f(x)

<̂  N2*g(x) sur le support supp (/) d e / . Dans cette note, on note toujours

Cκ = Cκ(Rn) et C£ = C£(Rn) Γespace de (LF) usuel des fonctions finies

et continues dans Rn a support compact et son sous-ensemble des fonctions

non-negatives, respectivement.

LEMME 1. Soient N1 et N2 deux noyaux de convolution Φ 0 sur Rn.

Si N1 satisfait au principe de domination relatif au noyau N2, alors on

a supp (Nj) + supp (N2) c supp (JV2).

( 3 ) Un noyau de convolution N sur Rn satisfait au principe d'unicite si, quelle que
soit μ une mesure reelle dans Rn, μ~0 des que N*μ a un sens et N*μ = Q.
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Dans ce cas, la signe + signifie la somme vectorielle dans Rn.

Voyons le lemme 1. Pour toute / de C£ et pour toute g de C£ a

supp (g) c {x e Rn N2*f(x) > 0}. Alors il existe une constante cg > 0

telle que Nx*g(x) <; cgN2*f(x) sur supp (g), et par suite cette inegalite a

lieu sur Rn, d'oύ supp (Λ7Ί) + supp (g) = supp (N1*g)a supp (N2*f). La

f onction # etant quelconque, on obtient supp (Λ7Ί) + supp (JV2 * / )

c supp (N2*f). La fonction / etant aussi quelconque, on obtient supp (JVj)

+ supp (iV2) c supp (Λf2), d'oύ le lemme 1.

Dans le present lemme, si supp (N2) 3 0, alors supp (7VΊ) c supp (N2).

COROLLAIRE 1. Soient No un noyau de convolution de Hunt sur Rn

et N un noyau de convolution sur Rn a supp (N) 9 0. SHI existe une

mesure positiveμ dans Rn telle que N = N0*μ, alors supp(N0) c supp(iV).

En efFet, on connaίt bien que No satisfait au principe de domination

(c'est-a-dire, au principe de domination relatif a lui-meme), et done No.

satisfait au principe de domination relatif au noyau N9 d'oύ supp (2V0)

c supp (N).

De la meme maniere que dans §2, on pose, pour une constante

reelle α,

Γexp (—at)dt sur R+

Ka = [0 dans R1 - R+ .

Alors κa est un unique noyau de convolution de Hunt sur Rι tel que, au

sens des distributions, ( — + a μa = ε.
\ dt I

LEMME 2. Soient a une constante reelle et N un noyau de convolu-

tion sur R\ Alors les trois enonces suivants sont equivalents:

— + a) N est de CP{Rι) et N

dt I

satisfait au principle de domination relatif au noyau tca.

(2) N est de la forme

N = cε + J ιcpdv(p) ,

oύ ceR+ et v est une mesure positive sur [a, + oo) a \ —dv(p)
Jα + l p

< +oo.
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(3) II existe la classe divisible (Np)pe y (B+)m associee au noyau N

relativement an noyau κa.

Montrons d'abord Γimplication ( l ) φ ( 2 ) . D'apres le lemme 1, on a

supp (TV) c supp O J = R+. Soit Na le noyau de convolution sur R1 defini

dm

par dNa = exp (at)dN(t). Alors, pour tout Γentier m ;> 0, — N a

dtm

( d \m

— + a) N. Done, d'apres la proposition 5, il existe unique-
az /

ment une constante c ^ 0 et une mesure positive i/ sur R+ a —dv'(p)
Ji p

< + oo telles que Na = cε + κpdv'(p). Soit v la mesure positive obtenue

de i/ par la translation de a; alors on obtient que N est de la forme

dans (2).

Montrons ensuite Γimplication (2) d> (3). II est deja connu, dans

[6], que pour une constante c ^ 0 et pour une mesure positive v sur R+ a

Γ — dv{p) < +oo, il existe uniquement une constante d ^ 0 et une mesure

V

—dv\p) < + oo telles que

V

ί cε + J fCpdvipyj * ί&e + \ κpdv'(pη = K .

On connait aussi, d'apres [6], que pour les memes c, v que ci-dessus, il

existe la resolvante (Np)p^o associee au noyau cε + κpdv(p) et que Np

est de la forme Np — cpε + \ κqdvp(q) ( vp ^ 0), oύ cpeR+ et vpeM+(R+)

a Γ -dvp(q)< +oo.
Ji q

Soit N = cε + κpdv(p) le noyau de convolution sur R1 donne dans

(2), et posons Na = cε + κpdτ_av(p), oύ τ_av est la mesure positive ob-

tenue de v par la translation de — a. Alors il existe la classe divisible

(Na,p)pe u («+)» associee au noyau Na relativement au noyau tc, et pour

tout p, NatP est de la forme Na>p = cα>ίε + fcpdva,p(p)9 oύ cα)jJ e i?+ et
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Γ°° 1
apeM+(R+) a —dvatP(p)< +00. Soit vp la mesure positive obtenue de

Ji pp

va,p P&r ^a translation de a et posons

Np = cpε + \ /

oύ Cp = c β f ί . Alors on peut montrer facilement que (Np)pe Ό (jK+)m est la

classe divisible associee au noyau N relativement au noyau κa.

Montrons ίinalement Γimplication (3) φ (1). Pour tout p = (pu , pm)

de U (2?+)TO, on a d'abord, d'apres la proposition 6 et le corollaire 1,

supp (Np) c supp ( O = i?+. On a ensuite

= ε

et

vaguement dans Λ1, car N(pu...iPmM est un noyau de convolution de Hunt

sur R1. Done on peut montrer facilement que (p(ε —

converge vers (-— + a )NP au sens des distributions dans R1 lorsque
\ at /

39-^+00. Par consequent, ( — 1)(— + O)NP est de CP(Rι).
\ dt )

Soit k un entier ^ 1 et supposons que, quel que soit p de (J (R+)m,

\fp est de CPiR1). Pour tout p = (^, ,pm) de U (^+)w>

on a

l , . . ) 3 W ) - ε) = ( -

au sens des distributions dans R1, et par suite on obtient la famille

- — + a) Np au sens des distributions dans R1

Cut /
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( d \ ft+i
1- a) Np est de

dt )

CP(Rι), et par suite on obtient, par recurrence, (3) c> (1).

Considerons ensuite un operateur differentiel elliptique d'ordre ^ 2

sur Rn a coefficients constants. On dit, d'apres [6] et [7], qu'un noyau

de convolution N sur Rn est completement L-sous-harmonique si, pour

tout rentier m ^ 0, LmN est de CP(Rn), oύ L°N = N,U = L et Lm + 1

LEMME 3. Soient L = Σ Σ aίj—-— + Σ δ * — + c u n operateur
dxdX dX

differentiel elliptique sur Rn a coefficients constants, a = (a19 a29 , δn)

^^ poίnί jft̂ β dβ J?71 eί N ^^ noyau de convolution sur Rn. On designe

par N(&) le noyau de convolution sur Rn defini par dNm = exp (—ά x)dN(x).

Si N est completement L-sous-harmonίque, alors Nm est aussί complete-

ment La-sous-harmonique, oύ

j

En effet, on a, pour tout i avec 1 rg ί ^ n,

+ α,W(S) = exp (-a-x) J-N
3a?

au sens des distributions dans Rn, et done on peut montrer, par recur-

rence, N& est completement Lg-sous-harmonique.

On notera S l f0 la sphere d'unite de centre 0.

LEMME 4. Soient a une constante ^ 0 et L = Δ — a, oύ Δ est le

laplacien ordinaire sur Rn. Si un noyau de convolution N sur Rn est de

masse totale finie et completement L-sous-harmonique, alors il existe

uniquement une constante c ^ 0 et deux families (a(

σ

1))σeSuo, (oί(^))σeSuo de

mesures positives sur [Va, + oo) telle que la transformee de Fourier N

de N soit de la forme

N(x)
J p + Ίπ^f^Λr J p

En effet, d'apres la proposition 1, pour tout Γentier m ^ 0, la

distribution (—l)m(4ττ2|α;|2 + a)N(x)dx dans Rn est de CTP. Posons, pour

un point σ de Slf0,
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ti(t,σ) si ί 5:0

(-*, -a) si t < 0 ;

alors ψσ est finie, continue et de type positif dans R\ En considerant

une certaine rotation de N, on obtient que, pour tout Γentier m :> 0,

(-I)^(4ττ2 |ί |2 + a)mψχt)dt est de CTP(Rι) (cf. le corollaire 1 dans [7]).

Soit Λ;, un noyau de convolution sur R1 de masse totale finie tel que

kσ — ψσ. En utilisant encore la proposition 1, on a, pour tout Γentier

m ( •72 \ m xJ2m

— - α tcσeCP(Rι), et par suite ——Λ;, est encore de CP(Rι)
dt2 I dt2m

(cf. par exemple, le lemme 5 dans [7]). Ayant \ dιcσ < +oo, on obtient

d2m+ι

facilement que, pour tout Γentier m > 1, κa < 0 au sens des distri-
dt2m+1 ~

d2mλ'1butions dans (0, + oo) et tcσ ^ 0 au sens des distributions dans
dt2m

(—oo,0). Done il existe une constante cσ ^ 0, une fonction sommable

kσ(ΐ) ^ 0 dans R1 et deux fonctions infiniment derivables φUσ ^ 0, φ2tσ ^ 0

telles que κa — cσe + kσ(t)dt, ka(t) — φuχt) presque partout (note p.p.) dans

(0, +oo), kσ(t) = φ2,X—t) p.p. dans (— oo,0) et pour tout Γentier m >̂ 0,

(_l)m«L^< σ(ί) ^ 0 dans (0,+oo) (i==l,2). D'apres le theoreme de

Bernstein, il existe une mesure positive aί>σ sur R+, et une seule telle

que Γon ait

<Pi,*(t) = J e χ P i-Vt)dauXv) dans (0, + oo) (i = 1,2) .

Ayant ί φit9(jb)dt < +oo, on a α<fσ({0}) = 0 et Γ — dai>σ(p) < +oo.
Jo Jo p

Comme

(~1)m^{^ ^ a)ψί'σ(t) - ° daΠS (0'+co)'
la mesure (p2 — a)daifσ(p) doit etre positive sur i?+, d'apres le theoreme

de Bernstein, d'oύ supp (ai>σ) c [\/a, +oo) (i = 1,2). On a ensuite, pour

tout r ^ 0,

= c, + J J exp ( -
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+ j J exp (-(p - 2πΛ/^Λr)s)da2>σ(p)ds .

Done, cΓapres le theoreme de Fubini,

N(r,σ) = cσ+ ί — * <falt,(p) + ί - ^ = - c f a 2 f . ( p ) .
J p + 2τrv — l r J p — 2π<y/ — lr

On a evidemment, pour tout a de S lf0, cσ = N({0}). En posant c = e,,

a™ = αlfff et α<2) = α2fβ, on obtient une constante c et deux families

( i σ 6 5 l ϊ 0 (iO.e^.o demandees.
Soient c', (αi3))αe5lϊ0

 e ^ (αi4))σe<sls0

 u n e autre constante ^ 0 et deux
families de mesures positives sur [V&, + oo) telles que

N(r,σ) = d + f J—=-dαf(p) + f *
p + 2τrVΊ=:lr

Ayant c; = N({0}), on a c = c'. En considerant la transformation inverse

de Fourier, on a

ί exp (-pf)da™(p) = ί exp (-pί)dα?+ 2 )(p) dans (0, + oo) (i = 1,2) ,

et par suite, pour tout <; de SUQ, a™ = α^3) et α^2) = α^4). La demonstra-

tion est ainsi complete.

LEMME 5. Soient a et L les memes que ci-dessus supposons qu'un

noyau de convolution N sur Rn est completement L-sous-harmonique et

que, pour tout Ventier m ^ 0, d(LmN) < +oo. Soίt IV(W) le noyau
J \x\>0

de convolution sur Rn definί par fdN{m) = f(x)d(LmN)(x) pour toute
J J |a?|>0

/ e Ck9 et soient (a™)σeSuo et (α(2))βesi,0 ^es deux families des mesures posi-

tives sur [Vd9 +oo) obtenues dans le present lemme pour N. Alors, pour

tout Γentier m ^ 0, Γ (P2 ~ a)m da«\p) < +oo, f ^ ~ α ) m da*\p) < +oo
J p J p

et

^\r,σ) - Γ (P2 - ojT , f e α ) ( p ) + f (p
J p + 2ττV-^lr J p —p 2ττV — l r

En eίfet, d'apres le lemme 4,

,σ) = f X efaw(p) + ί X

J p + 2π:Λ/ : :7lr J p - 2^v-
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Γ i_ da?(p) < +00 et Γ — da™(p) < +co. II suffit de montrer
Jo p Jo p

,σ) - f
— l r

f £-=-"
J p — 27rV-T

car si c'est vrai, il resulte de Γinegalite dNω < +00 et du lemme 4

Γ°° sn2 a
que, pour tout σ de S109 d(a™ + a(

σ

2))(p) < +00, et on peut
Jo p

montrer, par recurrence, notre lemme. On a

p
LNw(r,σ) = f ( 1 "^__ -

J \p + 2τrv-^lr

+ f ( ζ - : :

7 ^ = - - p -
J \p — 2πΛ/--lr

Posons, pour un point σ de Slf0,

(LN{0)(t, σ) si t ^ 0

si t < 0 '

alors φσ(t)dt est de CTP(Rι). Soit πσ la distribution dans 2?1 telle que

ua = φXt)dt (cf. la proposition 1). On a alors

/T exp (~pt)(p2 - a)da{v{p)\dt dans (0, + oo)

(f exp (pί)(p2 - ά)da™(p))dt dans ( - oo, 0)

D'autre part, Nω etant completement L-sous-harmonique et ayant dNω

< + oo et JV(1)({0}) = 0, on obtient, d'apres le lemme 4, qu'il existe

uniquement deux families (a?$oeSli0 et (a{^1)σeSuo de mesures positives sur

[\ίa, +oo) telles que

W» (r,σ) = ί
J p + 2π\/ — lr + f -L

J p — 2πΛ \r

Dans ce cas, <\({0}) - 0, *«({()}) - 0 et Γ —d(a?\ + a?Q(p) < + 00. Soit
Jo p

£,fl le noyau de convolution sur R1 de masse totale finie tel que

Λ ^ ( Q = N^\tyσ) sur R+ et Ci«) = ^ 1 } ( - ί , -σ) dans i?1 - R+. Ayant
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supp (LiV(0) - Nω) c {0}, on obtient que LN(0) - iV(1) est egale a un poly-

nδme, et done φσ — κσΛ est aussi egale a un polynδme. Par consequent,

uσ = κσΛ en dehors de Γorigine, et par suite

f exp {-pt){p2 - a)daf{p) - J exp (-pt)da[%p)

dans (0,+00) (ί = l,2), d'oϋ dafΛ = (p2 - a)da^\p) (i = l,2), d'apres

Γinjectivite de la transformation de Laplace.

De la meme maniere que ci-dessus, si N est completement L-sous-

harmonique et s'il existe un entier k ^ 1 tel que, pour tout Γentire m

a l ^ ^ ί ; , d(LmN) < +00, alors N(m) est de la forme que ci-dessus
J |a?|>0

LEMME 6. Solent a une constante ^ 0 et au a2 deux mesures posi-

tives sur Wa, +00) telles que <Xi({0}) = «2({0}) = 0 et pour tout Γentier

f / 1 \m

wi^ 0, Up + — j dCα:! + a2)(p) < +00. Posons, pour tout Ventier m >̂ 0,

oύ Von suppose id (p2 — α)° = 1 po^r ίo^ί p. Si, pour tout Γentier

m ^ 0, (4π2 |ί |2 + α)^m(ί) esί bornee sur R\ alors ax = α2-

En eίfet, on a

- ( 4 ^ 2 | ί | 2 + a)λm(t) = W a) da1(p) + {V a > d a 2 { p )
J p + 2πv—It J p — 27rV-:lί

- ί P(P2 - a)md{ax + a2)(p)

+ 2πV^ϊt f (p2 - a)md{aλ - a2)(p) ,

et par suite (p2 — a^da^p) = (p2 —α)wcfo2(p). Done, pour tout Γentier

m ^ 0, p^da^p) = φ2mda2(p) < +00. Par consequent, pour tout t de

J exp {-p2t)dax{p) = J exp (-p2ί)d^2(2>) >
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d'oύ aγ = a2.

Pour considerer le noyau de convolution divisible, on definit, pour

tout Γentier m ^> 2, une famille (CZ^OΓJΊ1 de fonctions positives, finies et

continues dans In. (R+)m, oύ In. (R+)m designe Γinterieur de (R+)m dans

Rm. On pose df\tλ, t2) = tλ dans In. (R+)2. Supposons que, pour un entier

m ;> 2, (eZ^OϊLΊ1 est definie. Soit (tιy , ί m + i ) un point quelconque dans

In. (R+)m+1 alors on pose, pour tout Γentier i a 1 ^ i ^ m,

4- / 2 Ϋ 1 rl(mH

\tj + l ' ' ' tm + lAtj + l ' ' ' H + l)

oύ Γon suppose d^ — 0. On obtient ainsi une famille ((di

(w))KΓi1)m-2

LEMME 7. Soient N un noyau de convolution de Hunt borne sur Rn

et u la laplacien generalise sur Rn verifiant ϋ*N = — ε. Supposons que,

pour un noyau de convolution donne N sur Rn, il exίste la classe

divisible (Np)pe Ό (jB+)m assocίee au noyau N relativement an noyau N et

posons, pour un point p — (p19 , pm) de (J In. (R+)m,

m - 1

Σ
ί = l

0 ) P l ) * . *Λ r

( O f p l f . . . ,p m )

• ,pJNiOtPlt...tPt)* *NiOtPlt...tPnύ .

Alors

U*Mp =

,PmW(β,p1.....pl+1)*

βn dehors de Γorigine.

En effet, on remarque d'abord que, pour tout p — (plf , pTO) de

U (i?+)m, d'apres Np*N{Plt...ιPmt0) — N, Np est aussi un noyau de convolu-

tion de Hunt borne sur Rn. On a done, pour tout i a 1 ^ i ^ m,

Pi dNiOtPlι...tPi) ^ 1, et par suite M^ definit un noyau de convolution borne

sur Rn, d'oύ u*Mp est definie. Ayant
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oύ dans le cas oύ i = 0, NiOtPlt...tPi) signifie N, on obtient done

u*Mp = p1 - Vm((PiN{OtPl) - e)*Λί ( O lp l l P l )* *Λr(ofplf...fPΛ))

m-l

+ Σ $ w ) ( P i , " > ( , p 1 , , ί < + i ) ( , 2 l f f P 4 + s , )

* *Λ^(θ,pi,...,pm))

= P l ( P 2 * * PmN(0,Pl)*' • *N(0,plf...,2>»>

+ — (dίm)(p19 , p j p 2 - Pi pwW (o ) P l (p,)* *iV(o,plf...,pW)
Pi

1 m-l

+ — Σ (d<r\p19 . , p j p < + 1 - dffi(Pi, ,P«))Λίr(o,p1....fi,<+1>

* ' *^Γ(o.p1,....p.)) - ^ΛCPi, ,P™)e .

D'apres la definition de ((^m))Γ="i1)^=2, on a

dίm)(p19 , p m )p 2 - Pi 2>m = Pϊ^m- 1 }(P2, , Pm)

et pour tout Γentier i a 2 ^ i ^ m - 1,

$ m ) (Pi, ,Pm)Pί+i - ^l-KPi, --,PJ = P i ^ 7 7 1 " 1 ^ ^ , ,Pm).

P a r consequent on obtient immediatement notre lemme.

On dira que ((^m))Γ=~ix)m=2 est la famille de fonctions associee a la

classe divisible. D'apres le lemme 7, dlm)(plf « , p m ) est egale a la con-

stante positive ^(0^)7^) , qui a ete deja introduite dans [7].

L E M M E 8. Pour tout (t19 •• , t j d e U In. (R+)m et pour tout Γentίer

i a 1 rg i ^ m,

l i m r](rn+i)(f . . . f f\ — rl{m)(t . . . t Λi n n —— u^ v^u 9 "my v) — UΊ yOif , ί/m>; .

Cela est immediatement obtenu par recurrence. On remarque ici

que si, pour un noyau de convolution de Hunt N sur Rn et pour un

noyau de convolution N sur Rn, il existe la classe divisible (N9)pe Ό (Λ+)»

associee au noyau N relativement au noyau N, alors pour un point

P = (Pi, - ,PJ de U (R+)m, en posant

NpA = ^c Λ , . .,p.+ί,,β.,-,«*>(v3 = (?i. . ?*) e U (^+)m) »

(NPiz)qe u (Λ+)» e s ^ aussi la classe divisible associee au noyau Np relative-

ment au noyau N.
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Rappelons finalement la definition du cone convexe divisible relatif

au noyau de convolution de Hunt donne.

LEMME 9. Soient N un noyau de convolution de Hunt sur Rn et

CR(N) un cone convexe divisible relatif au noyau N. Alors, pout tout

N Φ 0 de CR(N), il existe la classe divisible associee au noyau N relative-

ment au noyau N et elle est contenue dans CR(N).

Cela resulte du fait que, pour tout N Φ 0 de CR(N), la resolvante

associee au noyau N est contenue dans CR(N) et de la condition (b) dans

§1. Voir [6] et [7].

§ 4 . Notre theoreme principal

Rappelons notre theoreme principal qui a ete introduit dans § 1.

THEOREME 1. Soit L un operateur differential elliptique d'ordre ^ 2

sur Rn a coefficients constants tel qu'ϊl existe le noyau de convolution

de Hunt GL sur Rn verίfiant LGL = — ε. Alors un cone convexe divisible

relatif au noyau GL est uniquement determine et cela est egal a

+ GL pdv{p) ceR+,ve M+(R+) a — dv(p) < + oo \ ,
J J i p J

ou (GLfP)p^Q est la resolvante associee au noyau GL.

On connaίt deja que Γensemble CR(GL) = Icε + \ GLtPdv(p); ceR+,

v e M+(R+) a —dv(p) < + oo \ est le plus petit cone convexe divisible
Ji p J

relatif au noyau GL (cf. [6] et [7]). Par consequent, le theoreme 1 resulte

immediatement du lemme 9 et du theoreme suivant:

THEOREME 2. Soient L, GL les memes que ci-dessus et N un noyau

de convolution sur Rn. Alors les deux έnonces suivants sont equi-

valents :

(1) II existe la classe divisible associee au noyau N relativement au

noyau GL.

(2) N est de la forme

N = ce + ί GL>pdv(p) ,
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oύ ceR+ et veM+(R+) a Γ —dv(p) < +00.
Ji p

Demonstration. L'implication (2) q> (1) est deja connue, d'apres le

lemme 9, car N e CR(GL). Done on montrera seulement Γimplication

(1) φ (2). On designe par (Np)pe y ( Λ + ) m la classe divisible associee au

noyau N relativement au noyau GL. Alors, pour tout p e U (R+)m, Np est

un noyau de convolution de Hunt sur Rn. On remarque d'abord que, pour

une mesure positive v sur R+, GLtPdv(p) definisse un noyau de convolu-

tion sur Rn si et seulement si —dv{p) < +00. Cela est obtenu dans
Ji p

[7] dans le cas oύ L est auto-adjoint. Le cas general peut etre montre

aussi de la meme maniere, car (pGL)P)p>0 converge vaguement vers ε lors-

que p —> +00.

Notons L = 2 Σ aij + Σ hi—— + c alors, d'apres Γexistence

de GL, on a, pour tout x = (x19 , xn) de Rn, Σ Σ ^ij^i^j ^ 0 Alors

il existe une constante a > 0, un entier kkO^k^net une trans-

formation lineaire T de Rn a lui-meme a \T\ = 1 tels que Σ Σ α ϋ

soit transforme en & Σ P a r >̂ °u 1̂ 1 e s ^ l e determinant de T.
<-i to?

Soient L ( Γ ), GiΓ) et Nf } les transf ormees de L, GL et de Np par Γ(Vp e U (R+)m),

respectivement. Alors il est facile de voir que LmGP = —ε et

(NP

T))pe y ( Λ + ) Λ est la classe divisible associee au noyau NiT) relativement

r k r)2 n 3

au noyau Gf}, ou iV(Γ) = Np. Ecnvons UT) = α Σ — + Σ δ{— + c ,

et posons a = f-^, , - ^ , 0, , θ) e Rn. On designe par Up
\ 2α 2α /•

Γoperateur difFerentiel defini par L ( Γ ) dans le lemme 3 et par G{p&\

NP

τ'a) les noyaux de convolution sur Rn definis par G{P, N(T) et N!~T) dans

le lemme 3, respectivement. Alors il est facile de voir que LpG^p^

= —ε et (iV^'δ))pe u (*+)* e s ^ la classe divisible associee au noyau NiT*a)

ft 7^/2

relativement au noyau Gi27'5^ Si k = n9 on a evidemment cr — Σ — ^ 0.
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Si k < n et pour tout Γentier i a H H i ^ w , 5 ί = 0, alors d —J] —

< 0. Si k < n et (bk+19 , b'n) Φ (0, , 0), il existe un autre point af

= (ά'lf , a'n) de 7?w tel que α̂  = — — (ί = 1, , k) et le terme constant de

Up est < 0. Par consequent, si notre theoreme est vrai dans le cas oύ

oύ α, δf (i = £ + 1, , n) et c sont de constantes verifiant a > 0 et c >̂ 0
ou bien c > 0 d'accord avec ^ = n ou bien 0 <Ξ A < n, alors, d'apres la
discussion inverse avec la presente reduction, on se comprend que, en
general, notre theoreme a lieu. Done on suppose, des maintenant, que
L est de la presente forme, et alors GL s'annule a Γinfini. Pour tout
V = (Pi> * ->Vm) de U (i?+)m, Np s'annule aussi a Γinfini, car Np*NiPltmmmtPmt0)

= GL9 et par suite, pour tout p > 0, p \ dN(Pu...iPmtP) ^ 1. On connaίt bien

que CR(GL) est vaguement ferme et que, pour tout Γelement Np de la
resolvante associee au noyau N, il existe la classe divisible associee au
noyau Np relativement au noyau GL. Par consequent, on peut supposer

dN < +oo. On designe par Co = C0(Rn) Γespace de Banach constitue

par toutes les fonctions finies et continues dans Rn s'annulant a Γinfini
et muni de la norme || || de convergence uniforme. On note ensuite || ||'
la norme dans Γespace dual Co de Co. Soit δ un nombre quelconque
> 0 donne. On peut montrer qu'il existe une suite croissante (pm)Z=i de
nombres positifs verifiant les deux conditions suivantes:

(a) Pour tout Γentier m ^ 1, on a

Λ > i , - ^ < ^
δ pm+1 2\2

(b) di1)(Pi,P2)/PiP2 < δ/2 et pour tous les entiers fe ^ 0 et m ^ 2,

Σ
i l

m \PJC+ 19 " " * fVk + m) d™ {

Pfc + m Pfe + ί * * * Pfc + m + l

oύ d™(pk+1,..-,pk+n) = 0.
Cela est obtenu par recurrence, en utilisant le lemme 8.
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On note, pour deux entiers k ^ 0 et m >̂ 1, pk>m = (pk+i, -,Pk+m)>

M(l) /v) /v) Λ7 *k ik I\/

Pfcjjre — /̂ fc + 1 ίJk + mιy (0,pi, ,p&) ̂  i V (0,pi, ,pί;+m) >
m-1

et

oύ 29O = 0. On a alors, pour tout m ^ 2,

et done

Σ
i = l

X

dίm+1\pk+1, ,

Pk + τn + 1 Pk + i

m*M0,pi, ,p*+i) ' ' ' ^ ( 0 ,

^ dN{0,Pu...,Pk) + ^ +
Δ J Δ

Done, pour tout Γentier k ^ 0, il existe une constante aδ,k ^ 0 et un noyau

de convolution Mδ,k sur Rn tels que

= a ^ f c e t l i

On a encore M ί o ? 1 = PιN*NiOιPl) et

ΠH

XT' α ^ vPl? ? Pm) \

i = 1 Pi-' Pm *



CONE CONVEXE DIVISIBLE 177

On obtient done que Mδj0 converge vaguement vers N lorsque £ JO, et par

suite il suffit de voir que M M est de la forme

Mδi0 = cδε + J GL)Pdvδ{p) ,

oύ cδeR+ et vδeM+(R+). On a, pour tous les entiers fe ^ 0 et m ^ 3,

qui resulte de Γegalite

ΛT . . ΛT
1 V ( 0 , P i , ,p*+ί + s _ i ) * ^ I V (0,3?i,.. ,2?A + m)

5

(1 ^ v i ^ m) (cf. le lemme 7). GL s'annulant a Γinfini, on a, pour tout

Γentier k ^ 0,

On obtient done, pour tout Γentier k >̂ 1,

0 ^ L*ilfa.o = pϊ

en dehors de Γorigine. D'apres la proposition 1, pour tout Γentier k >̂ 0,

la distribution

est de CTP(Rn). On note, pour un entier & ^ 1 , M $ le noyau de convo-

lution sur Rn definie par [fdM$ = ί /(^)d(LfcMδ)0)(^) pour toute / de
J ' J \χ\>o

Cκ. On peut supposer que L n'est pas constant, et done GL({0}) = 0,

d'oϋ Mδ>k({0}) = 0. Par consequent, M $ = p? -p\Mδιk. On obtient

d'autre part,

De la meme maniere que dans le lemme 4, il existe uniquement une

constante c£ >̂ 0 et deux families (a{^)σesw, (αi2))σe5^J ^e mesures positives
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sur [Vcfa, + oo) telle que, pour tout σ de S[% = {σ = (σu , σn) e S l ι 0

^+1 = * * = σn = 0},

i£>,σ) - c, + ί -i-==-cfo^) + ί A-^faVQp)
J p + 2πV — l r J P — 2τr V — lr

sur i?+. De la meme maniere que dans le lemme 5, on a, pour tout

Γentier k ^ 1 et pour tout σ de S$,

J p + 2τrv — l r J p —+ 2τrv — l r J p — 2τrv —

sur jR+. Evidemment, pour tout Γentier fc ^ 0, (p + —) d(a™ + a

< +oo. D'apres le lemme 6, on a, pour tout σ de S[% a™ = a™, et

done, pour tout σ de S[% il existe une mesure positive va appartenant a

M+(R+) telle que

ί -1
J p + 4τr2α

sur R+ .
+ 4τr2αr2 + c

Posons, pour un point σ de Slf0,

I Mδ 0(ί, σ) si t ^ 0

M M ( - ί , - o ) si ί < 0

alors, pour un point σ = (σ1} , σn) de S M veriίiant σx = . . = σ̂  = 0, la

distribution ( - l ^ / W v ^ ί Σ δ ^ ί + cΐφ£t)dt est de CTP(Rι) pour

tout Γentier fc ^ 0. La fonction ψσ etant finie, continue et de type positif,

on obtient, d'apres la proposition 1 et le lemme 2, il existe une constante

cσ ^ 0 et une mesure positive vσ sur R+ telles que

Mδ 0(r, σ) = ^σ(r) = cσ + dvσ(p)
39 + 2W —1( 2 &^)r + c

sur R+. Soient σ — (σu •• ,σn) de S1 | 0; posons aσ — aj^ \oi\2 et

6ff = 2 ^i^i e ^ supposons aσ Φ 0. Si δσ — 0, alors, de la meme maniere

que ci-dessus, on peut ecrire
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y\ Γ 1
M*δt0(r, σ) = ce +

J p + αff

dvXv) ,
p + αffr

2 + c

oύ v f f el + (i? + ), Supposons bσΦθ; alors, d'apres notre hypothese con-

cernant L, on a c > 0. Pour tout Γentier m Ξ> 0, on note

pί&ίί ,*) si t ^ 0

TO(-t, -σ) si t < 0

oύ φ(

σ

0) = 99̂ . Soit 4m ) le noyau de convolution sur Rι de masse totale finie

tel que 4m ) = p<m). D'apres le corollaire 1 dans [7], pour tous les entiers

m;> 0 et k ^ 0, la distribution (—l)*(4ττ2αffί
2 + 2^/^ϊ&σί + c)kφim)dt est de

CTPiR1), et done, d'apres la proposition 1, ( α , — + 6 α — - cV^m)

\ dt2 dt I

est de CP{Rι). On a ΛSW) = (aa— + bσ~^- - cVm~1} en dehors de Γorigine
\ dt2 dt )

( vm ^ 1). D'apres c > 0, il existe un noyau de convolution de Hunt

G{σ) sur Rι de masse totale finie telle que (aσ~~ + bσ— — c )G(σ) = —ε.
\ dt2 dt /

Soient fc(

σ

m)/ et G(σ) les noyaux de convolution sur R1 definis par

die™' = exp (-^-t\dfc(

σ

m\t) et dG{σ) = exp (^-t)dG(σ)(t), respectivement.

( d2

a° 2

- -^- - c)G[σ) = - ε . Done f dG[a) < + oo. Pour tout Γentier m ^ 0, ̂ TO)

4αff / J

satisfaisant au principe de domination relatif au noyau Giσ)9 tό™v satisfait

aussi au principe de domination relatif au noyau G[σ)9 et par suite

Γ i d 2

\d/cim)/ < +oo. D'apres le lemme 3, pour tout Γentier k ^ 0, ία f f—-
J \ dt

- (— + c))\^y est de CP{Rι). On a encore ( α σ — - ( ^ + c))fcίm+1)/

\4ασ // V dt2 \kaa ))

= ^m ) / en dehors de Γorigine (vm ^ 0). D'apres les lemmes 4, 5, il existe
uniquement une constante cσ ;> 0 et deux mesures positives a™, a™ sur

Γ̂T + ) > + ) t e l l e s

4α2 a)

f X efaw(p) + ί
Jί? + 2π V - l r J V
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p -\ J dice™ + a^)(p) < +

£"(ί) = f (p2-d^lfa?(p) + f (P°~d^
J p + 2π*f-lt J p — 2πV^lt

oύ d. = — + -Q-. Ayant Mffl = p\ • • • pi,Ms<m, on obtient
a. 4α 2

o

sur If1, et par suite

= Pϊ
vί

Par consequent, pour tout Γentier m ^ 0, la fonction (47r2α<;ί
2 + da)/c{

σ

m)'(t)

est bornee sur if1. D'apres le lemme 6, on a a™ = α^2), et par suite il

existe une mesure positive va sur R+ telle que

f
J p + 4ττ2α,ί2 + c + bl/4aσ

d'oύ

J c
p + £π2aσt

2 + 2πΛ/-lbσt + c
On obtient ainsi qu'il existe une famille (cσ)σe8li0 de constantes ^ 0 et

une famille (vσ)σeSl,0 dans M+(R+) telles que

M M (r, σ) = cσ + ί
4 2 d Σ

oύ (7 = Oχ, ,σn). Ayant Mδ>Q({0}) = 0, on a, pour tout <7 de Sχ,0, oσ = 0.

On a

LM>,σ) = j ( r
\4π2αg 2 ^ί^r + c + p
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et d'apres le lemme 7 et Γunicite de la decomposition dans le theoreme

de Levy-Khinchine, on a \ dvσ < + oo (V<χ e SM) et

MΪ%r, σ) = f
4π2aΣ Wifr2 + 2πV~^-ϊ Σ ^ia%r + c + V

Par recurrence, on a, pour tout Γentier m ^ 1,

y\ r

4 A Σ \σi\
2r2

D'apres dMffi < +00, Mffl est finie et continue, et par suite -±-—dvσ(p)
J ' J c + p

est finie et ne depend pas de σ. De la meme maniere que dans le lmeme

6, va ne depend pas de σ. Posons v = vσ alors on obtient

I n

4ττ2αΣ \χί\2 + 2τrv—1 Σ ^ Λ + c + p

sur i?w, oύ x = (Xi, ,# n ) . Par consequent on a M3j0 = GL>pdv(ρ).

La demonstration est ainsi complete.

On designe par CB(GL) le cone convexe divisible relatif au noyau GL.

De la meme maniere que dans [6], Γensemble des points extremes dans

CB(GL) est egal a {ε} U{0} U {GLfP;p ^ 0}. D'apres le theoreme 1, si L

est uniformement elliptique, alors tout Γelement de CR(GL) est analytique

en dehors de Γorigine.
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