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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES INVARIANTES

PAR LES PSEUDO-GROUPES

TATSUO HIGA

Introduction

S. Lie a etudie methodiquement, pour la premiere fois, des proprietes
des equations differentielles invariantes par les groupes continus de
transformations locales (pseudo-groupes continus). Apres avoir etudie
la structure des pseudo-groupes, Lie a esquisse la methode generate
d'integration des equations differentielles, [9]. Un de ses idees fonda-
mentales est celle de reduire les equations differentielles aux autres
equations faciles a etudier: par exemple, les systemes de Pfaff complete-
ment integrables.

La determination d'un pseudo-groupe laissant invariant Γequation
differentielle donnee est, en general, tres difficile et, en outre, il y a
beaucoup d'equations differentielles (non-lineaires) qui n'admettent que
Γidentite d'un espace.

Cependant, en Geometrie differentielle ou Mecanique, on peut
rencontrer souvent des equations differentielles invariantes par les pseudo-
groupes continus dont la structure est bien connue ou facile a etudier
(cf. [1], [3]). Par exemple: L'equation differentielle determinee par le
probleme d'existence d'immersions isometriques locales d'une variete
riemannienne dans une autre; elle est invariante par le pseudo-groupe
fini des isometries locales des deux varietes riemanniennes (cf. [2], [4]).
L' equations diff erentielles parues dans la Geometrie des G-structures,
[10], [11] la plupart de ces equations peuvent etre envisagees comme
des equations invariantes par certains pseudo-groupes.

Le probleme que nous traitons dans ce Memoire est le suivant.
Etant donnes un pseudo-groupe continu fini ou infini S£ et une equation
differentielle R invariante par j£f, nous voulons etudier d'abord les con-
ditions αnoyennant lesquelles Γequation R puisse etre reduite a certains
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systemes de Pfaff completement integrables ensuite le probleme d'exist-
ence de solutions locales de R. Les conditions obtenues doivent etre
geometriques ou algebriques. Nous voulons en fait unifier les divers
theoremes parus dans la Geometrie differentielle.

Dans le chapitre I, nous posons la definition des equations differ-
entielles aux derivees partielles, et ses solutions locales. Pour simplifier
les idees, nous etudierons principalement les equations differentielles du
premier ordre.

Dans le chapitre II, nous traitons la structure des pseudo-groupes
laissant invariant les equations. Au lieu des pseudo-groupes, nous
considererons les faisceaux en algebres de Lie (transitifs et π-projetables)
dont la theorie est developpee dans [11] et les G-structures associees
aux faisceaux. II existe toujours une equation differentielle invariante
par se (Theoremes 2.1,2.2).

Pour un faisceau en algebres de Lie transitif et π-projetable ££9

nous pouvons definir une certaine constante structurale Cσ et un sous-
espace vectoriel φσ(o) de Horn (Rn

9 R
m), q etant Γalgebre d'isotropie lineaire

de J2? (voir § 9 et § 11).

Dans le chapitre III, les theoretnes suivants sont demontres. Soit
=£? un faisceau en algebres de Lie transitif et 7r-projetable et soit R une
equation differentielle du premier ordre invariante par J£f.

1) Si ϋ? est plat, R peut etre reduite a certains systemes de Pfaff
completement integrables (Theoreme 3.1).

2) Si e£? verifie les conditions i) Cσ = 0, ii) φX$) = 0, R peut etre
reduite a certains systemes de Pfaff completement integrables (Theoremes
3.2,3.3).

3) Supposons que ££ et R soient analytiques reels. Si «£? verifie les
conditions i) Cσ = 0, ii) φσ(φ est involutif, il existe, pour tout yeM
(Γespace de variables independantes et dependantes), une solution locale
de R passant par le point y (Theoremes 3.4,3.5).

Dans le paragraphe 13, nous appliquons la thέorie generale a la
Geometrie differentielle locale. Par exemple, nous pouvons retrouver
le theoreme de Singer-Sternberg en utilisant le theoreme 3) ci-dessus
(voir [11] Chap. Il l) :

THEORέME 3.6. Soient B19 B2 des G-structures sur N19 N2 respective-

ment. Si les conditions suivantes sont verίfiees;
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i) les fonctions structurales Cλ et C2 sont constantes et C1 = C2,
ii) Γalgebre de Lie de G est involutive,

alors Bλ et B2 sont localement ίsomorphes.

Dans toute la suite, Rn designe Γespace vectoriel reel canonique a n
dimensions. Le mot «differentiable» signifie «differentiable de classe
C°°». Mais, a partir du paragraphe 12, nous supposons que tous les
objets soient analytiques reels. Soit M une variete, indiquons par
TX(M) Γespace vectoriel tangent a M en x e M. Soit / une application
differentiate d'une variete U(f) dans une autre V(f), /* designe Γap-
plication tangente de / et /* Γapplication cotangente.

Nous voulons exprimer ici notre profonde reconnaissance au Profes-
seur A. Morimoto qui nous a donne les conseils bienveillants.

I. Equations differentielles aux derivees partίelles

1 Nous allons commencer par poser la definition des equations
differentielles sur une variete differentiate. Dans toute la suite de ce
chapitre, M et N designeront des varietes differentiates et π: M -> N
une fibration (submersion surjective).

Nous indiquons par Jk(M>π) (k = 1,2, •) la variete des &-jets de
sections locales de π. Soit s une section locale de π et designons par
jk

x(s) le fc-jet de s en x e U(s) (le domaine de s). Les applications source
ak: Jk(M, π) —> N et but βk: Jk(M, π) -> M sont definies par les f ormules:
akϋ*c(s)) — x, βkϋx(s)) = six), et il se trouve que ak et βk sont des sub-
mersions surjectives. Done, pour une section s, (jks)(x) = jk(s) donne
une section locale de ak. Lorsque M est un fibre vectoriel sur N, Jk(M, π)
admet une structure canonique de fibre vectoriel sur N.

Si k = 1, nous pouvons envisager J\M, π) comme Γespace E de
toutes les applications lineaires injectives de la forme suivante;

z:Tx(N) - Ty(M) , π{y) = x , π*oZ = id .

Plus exactement, comme Γelement jl(s) est entierement determine par
xy six) et les valeurs en x des derivees du premier ordre de s, on peut
definir Γapplication lineaire z de TX(N) sur Tsix)(M) par z = (s*)x. Done
nous envisagerons JιiM, π) soit comme Γespace des 1-jets soit comme
Γespace E ci-dessus.

Supposons maintenant que M soit le produit de JV et une autre
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variete differentiate Q, i.e., M == N x Q et que π soit la projection
canonique N x Q-+N. Lorsque ceci est le cas, Jk(M, π) s'identifie avec
la variete des ifc-jets des applications differentiables locales de N dans
Q, i.e., Jk(N,Q) et J\M,π) s'identifie, cette fois-ci, avec Γespace de
toutes les applications lineaires de TX(N) dans Tq(Q) (pour tous xeN,
q e Q).

Soit Mf une variete differentiable et soit πf: Mf -+ N une fibration.
Supposons que M' soit un sous-fibre de M par rapport a π, alors Jk(M', π')
est considere comme un sous-fibre de Jk(M, π) par rapport a la fibration
ak: Jk(M, π) -+ N.

DEFINITION 1.1 (cf. [5], [6]). Nous disons qu'une sous-variete Rk de
Jk(M9π) est une equation differentίelle aux derivees partielles d'ordre k
sur (M,π,N) si et seulement si Rk9 muni de cette structure de variete,
est un sous-fibre de Jk(M,π) par rapport a la fibration ak.

Remarque. 1) Si Rk est un sous-fibre differentiate de Jk(M,π)
par rapport a la fibration βk, Rk est considere comme une equation dif-
ferentielle d'ordre k. Cela signifie que Rk ne donne aucune relation
d'ordre zero entre les fonctions inconnues.

2) Lorsque M est un fibre vectoriel sur N et Rk est un sous-fibre
vectoriel de Jk(M, π), Rk est appele une equation differentielle lineaire
d'ordre k (cf. [5]).

3) L'equation differentielle Rk dans la definition est localement
donnee par Γ ensemble de tous les points qui annulent un nombre fini
de fonctions differentiables locales. Si, en outre, Rk satisfait a une
condition convenable, il existe un fibre diff erentiable sur N, πr: Mf -» N,
un morphisme de fibres ψ : Jk(M, π) —> Mf et une section diff erentiable sf

de πf tels que

i) s'(N)aψ(Jk(M,π)),

ii) Rk = {z 6 Jk(M, π) I ψ(s) = s'(ak(z))}

soient verifies (voir [6]).

PROPOSITION 1.1. Soit Mr un sous-fibre de M par rapport a π et
soit Rk une equation differentielle d'ordre k sur (M',π\M,,N). Alors Rk

est considere comme une equation differentielle d'ordre k sur (M,π,N).

DEFINITION 1.2. Soit Rk une equation differentielle d'ordre k sur
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(M,π,N). Une section differentiable locale s de π definie sur un ouvert
V de N est dit une solution locale de Rk si et seulement si (jks)(V) c Rk

est verifie.

2 Donnons quelques exemples. Soit Q une variete differentiable.

EXEMPLE I. Supposons que dim N ^ dim Q. Etant donnees une
metrique riemannienne g sur N et g sur Q, nous indiquons par R(g, g)
Γensemble de toutes les applications lineaires z: TX(N) —» Ty(Q) (pour tous
xeN,yeQ) telles que gy(z(X), z(Y)) = ^(X, Y) pour tous X, Y e TX(N).
On voit aisement que R(g, g) est une equation differentielle du premier
ordre sur (JV x Q, π, N) et qu'une application differentiable locale / de
N dans Q est une solution locale de R(g, g) si et seulement si / verifie
f*g = r̂, c'est-a-dire une immersion isometrique. Si Q — Em, Γespace
Euclidien de dimension m avec la metrique canonique ds, Γexistence de
solutions locales de R(g, ds) signifie que N peut etre localement plonge
dans Em et que, dans le cas particulier de m = dim N, N est un espace
de Riemann localement euclidien.

La theorie de G-structures peut generaliser la situation ci-dessus
aux autres structures geometriques. Soit G un sous-groupe de Lie de
GL(n,R), n etant la dimension de N; une G-structure B sur N est la
donnee d'un sous-fibre principal, du groupe structural G, du fibre de
reperes de JV, ta: F(N) -> N (cf. [10]).

EXEMPLE II. Supposons que dim N = dim Q. Etant donnees deux
G-structures B, B sur N et sur Q respectivement, nous indiquons par
R(B9B) Γensemble de toutes les applications lineaires isomorphes z de
TX(N) sur Ty(Q) (pour tous xeN,y eQ) verifiant la condition z(Bx) = By,
oύ Bx (resp. By) designe B Π ®~ι(x) (resp. B Π ®~\y)). II se trouve que
R(B,B) est une equation differentielle du premier ordre sur (N x Q,π,N).
L'existenee de solutions locales signifie que B et B sont localement iso-
morphes. En particulier, si B et B sont des G-structures plates, il
existe toujours, pour tous xeN,yeQ, une solution locale s telle que
s(x) =5 y (cf. [10], [11]). Ce fait sera generalise aux autres equations.

EXEMPLE III. Etant donnees r expressions de Pfaff lineairement
independantes ω1, , ωr sur M (r < dim M), nous indiquons par R(ω\ ,
ωr) Γ ensemble de tout point z e J\M, π) verifiant ω^ziX)) = 0 (i = 1,2,
• ,r) pour tout l e Ta(z)(N). R(ω\ ,ωr) ne devient pas toujours une
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equation differentielle.

Posons, pour tout xeN, Mx = π~ι(x) et designons par cx Γinclusion

de Mx dans M. Considerons un systeme (ω1, , of) satisfaisant a la

condition

(C) les formes ίnduites c*ωι, , c*ωr sur Mx sont encore linέaire-

ment independantes pour tout xeN.

Cela etant, nous pouvons prendre, pour tout y eM, un systeme de

coordonnees locales d'un voisinage ouvert U de y, (x\ -,xn, y1, -,ym)

(n = dim N,n + m = dim M), et celui de 7 = π(U), (x\ , xn) tels que

i) χι o π = xι (i = 1, 2, , n),

ii) of* = d2/< - Σ?-i 4 ^ J - ΣΓ=r+i &*#* (i = 1,2, , r) forment un

systeme de Pfaff equivalent a (ω1, « ,ω r), oύ αj, δ | sont des

fonctions diίFerentiables de x* et ^ .

Chaque element z e β~KU) c Jι(M9 π) est represente par

(1.1) z(A) = ( 8 ) + 2 P ί ( 3 ) ( y = f̂e), a = ^ ) )

et par suite, (a?1, , #w, τ/\ , ym, p{) devient un systeme de coordonnees

locales de β'^U). II est facile de demontrer a Γaide de ce systeme de

coordonnees que R(ω\ « ,α>r) Π β~KU) coincide avec Γensemble de tous

les points qui annulent les fonctions suivantes;

m

F J = p J - α J - Σ blPkj ( t = l , 2 , . . , r ; j = 1 , 2 , -- , n ) .
A; = r + 1

Cela veut dire que JSίω1, , ωr) est un sous-fibre de J\M> π) par rapport

a la fibration but β: J\M9 π) —> M. II est utile, pour la suite, d'exprimer

ce resultat sous la forme suivante.

PROPOSITION 1.2. Solent ω\ ,ω r des formes differentielles lineaire-

ment independantes sur M. Si (ω\ , ωr) satisf ait a la condition (C),

alors R(ω\ , ωr) est un sous-fibre de Jι(M, π) par rapport a la fibration

but β et par suite, R(ωλ

9 , ωr) est une equation differentielle du premier

ordre sur (M9π9N).

Supposons que R(ω\ , of) donne une equation differentielle sur

(M, π, N). Alors il est evident qu'une section locale s de π est une so-

lution de R(ω\ , ωr) si et seulement si s donne une variete integrale

a n dimensions du systeme de Pfaίf ω1 = 0, , ωr = 0.



PSEUDO-GROUPES 33

Cet exemple nous conduit a poser la definition suivante:

DEFINITION 1.3. Etant donnee, en general, une equation differen-
tielle du premier ordre R sur (Λf, π, N), nous disons que R est complete-
ment rέductible si et seulement si, pour tout y eM, il existe un voisinage
ouvert U de y dans M et r expressions de Pfaff lineairement independ-
antes ω\ , of sur U (r <̂  dim M — dim N) telles que

i) ω\ ,ωr satisfont a la condition (C),
ii) ω\ , of forment un systeme de Pfaff completement integrable,

iii) toute solution de R(ω\ ,of) est encore celle de R, i.e.,
R(ω\ , ωr) c R.

Remarquons qu'une telle equation possede toujours des solutions.
On verra dans le chapitre III que cette notion pour les equations dif-
ferentielles peut etre caracterisee par des proprietes geometriques ou
algebrique des pseudo-groupes laissant les invariant.

3 Soit pk: Jk{M, π) -> Jk~\M, π) (k ^ 2) la projection canonique et
soit Rk une equation differentielle d'ordre k sur (M,π,N). Supposons
que le rang de pk\Rk9 la restriction de pk a Rk, soit constant sur Rk on
observera que Γimage M = pk(Rk) devient un sous-fibre de Jk~ί(M9π) par
rapport a la fibration source ak~ι et en outre que Rk peut etre envisagee
comme une equation differentielle du premier ordre sur (M,ak~ι\M,N).
En raison de ce fait, dans toute la suite de ce Memoire, nous ne con-
sidererons que les equations differentielles du premier ordre sur (M,π,N).

Soit R une equation differentielle du premier ordre sur (M,π,N).
Definissons une forme differentielle exterieure de degre 1, ω, a valeurs
dans le fibre vectoriel Ker π* = {v e T(M) \ π*v = 0}

(1.2) ωz(Xz) = β*Xz - z(a*Xz) (z eR,Xze TZ(R)) ,

a etant Γapplication source et β Γapplication but.

DEFINITION 1.4. Nous dirons que ω est la forme canonique sur R.
Soit c:R Q JKM,π) Γinclusion et soit ® la forme canonique sur

J\M, TΓ), il est immediat de constater que c*w = α>. Soient U un ouvert
de M9 (x\ , xn, y\ , ym) (n + m = dim M) un systeme de coordonnees
locales de U et (x1, , xn) (n = dimiV) celui de V = π(U) tels que X1°K
= χ*9 i z=z 1,2, , n. Indiquons par (x\ • , xn, y\ , ym, p{) le systeme
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de coordonnees locales de β~ι(JJ) attache a (x\ , xn, y\ , ym) (cf. 1.1).

Prenons une section locale s de π; f(s) est represente par

en posant sj = yj os (j = 1,2, ,m). Examinons ensuite Γexpression

locale de la forme canonique w sur Jι(M, π), on a

(1.3) *> = dy' - Σ P . W 0' = 1, 2, , m) ,
ί = l

en posant c* = J] °Π — )
j=i \dyJ/

Considerons maintenant une section τ de a\β-Hϋ): β~ι(U) -*> V verifiant

τ*& = 0 et posons τ3 = yj © τ, τ{ = p{ o τ (i = 1,2, , n j = 1,2, , m).

Alors, d'apres (1.3), τ*xϋ = 0 entraϊne dr^ = Σ^=iτid^ (ί = 1,2, ,m)

puisque α* © τ = α* (i = 1,2, , n) et par suite on a τ | = -^—. Definissons
dxι

une section s de TΓ^ : U —> V par ^ o s = ^% ̂ /-̂ Όs = τ3 (i = 1, 2, , n /

= 1,2, ,m). Les relations r | — — signifient que fs = r. Done on

obtient le lemme suivant.

LEMME. Soit τ une section locale de a: Jι(M, π) -> N definie autour

d'un point xoeN. Pour quHl existe une section locale s de π definie

autour du point x0 telle que jιs = τ, il faut et ίl suffit que τ satisfasse

a la condition τ*& = 0.

PROPOSITION 1.3. Soient R une equation differentielle du premier

ordre sur (M,π,N) et ω la forme canonique sur R. Soit τ une section

locale de a:R-*N. Pour que la section locale s = β o τ de π donne une

solution de R, il faut et il suffit que τ satisfasse a la condition τ*ω = 0.

En effet, soient & la forme canonique sur J\M,π) et c:RQJι(M,π)

Γinclusion, coτ est une section locale de a\ On a (eoτ)*a = τ*oc*w

= r*ω = 0 et par suite, d'apres le lemme precedent, fs = t o τ. II en

resulte que s donne une solution de R.

II Pseudo-groupes laissant invariant les equations differentielles

4 Dans ce chapitre, nous traiterons les pseudo-groupes qui laissent



PSEUDO-GROUPES 35

invariant les equations differentielles. Au lieu des pseudo-groupes, nous

considererons, au fond, ses algebres de Lie, c'est-a-dire les faisceaux

en algebres de Lie.

Dans toute la suite de ce chapitre, toutes les varietes sont supposees

connexes π:M-*N designera une fibration. Etant donnee uneapplication

locale / d'une variete M' dans une autre M", nous designerons toujours

par U(f) le domaine de / et par V(f) Γimage de / .

Soient φ un diffeomorphisme local de M dans M et X un champs

de vecteurs local dans M.

DEFINITION 2.1. Nous disons que φ est π-projetable s'il existe un

diffeomorphisme local / de N dans N tel que πoφ = foπ. Ensuite, X

est dit π-projetable s'il existe un champs de vecteurs local Y dans N

tel que π*(Xy) = Yπiy) pour tout y e U(X). Pour simplifier les notations,

ecrivons / = t(φ).

Soit φ un diffeomorphisme lolal π-projetable de M dans M. Definis-

sons un diffeomorphisme local p(φ) de J\M, π) dans Jι{M, π) par la f ormule:

piφ)(z) = φ# o z o t(φ)j1, pour tout ze β~KU(φ)), oύ β designe Γapplication

but. On a aop(φ) — f oa et βop(^) — φoβ, a etant Γapplication source.

Considerons maintenant un champs de vecteurs local τr-projetable -X" dans

Af. Z est engendre par la famille a un parametre de transformations

locales dans M, {φt}, et toute φt est τr-projetable. Notons par p(X) le

champs de vecteurs local dans J\M,π) engendre par la famille {v(φt)}

II est immediat de demontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Soient φ, φ! des diffέomorphismes locaux et π-

projetables de M dans M, X, Y des champs de vecteurs locaux et π-

projetables dans M.

1) Si V(φO = U(φ), alors p(φoφ>) = p(φ)oP(φ>).

2) β*(p(X)) = X.

3) Si U(φ) = U(X), alors φ*X est π-projetable et p(φ*X) = p(φ)*p(X).

4) [X,Y] est encore π-projetable et p([Z, Y]) = [p(X)9p(Y)l

Soit β une equation differentielle du premier ordre sur (M,π,N).

DEFINITION 2.2. Nous dirons qu'un diffeomorphisme local π -proje-

table φ laίsse R invariant si piφ) verifie

n β
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et qu'un champs de vecteurs local π-projetable X dans M laisse R invariant
si p(X) est un champs de vecteurs local tangent a R.

La proposition suivante resulte de la Proposition 2.1.

PROPOSITION 2.2. Soient φ un diffeomorphisme local π-projetable
et X, Y des champs de vecteurs locaux π-projetables. Supposons qu'ils
laissent R invariant.

i) Si U(φ) = U(X), φ*X laisse R invariant,
ii) Si U(X) = U(Y), [X, Y] laisse R invariant.

EXEMPLE (voir § 2, Exemple I): Soient / une isometrie locale de
N dans N et ψ celle de Q dans Q. II est ciair que φ = / x ψ est un
diffeomorphisme local π-projetable deJVxQ dans J V x Q e t que p(φ)(z)
appartient a R(g, g) si et seulement si z e R(g9 g). Cela signiίie que φ
laisse R(g, g) invariant. II en est de meme pour Γexemple II.

5 Όesignons par TM Je Uisceau des germes de champs de vecteurs
locaux dans M et par Xy le germe en y eM du champs de vecteurs local
X defini autour du point y. TIM est muni de la structure de faisceau
d'algebre de Lie. Soit ££ un sous-faisceau d'espace vectoriel de TM, et
posons, pour tout y eM,

oύ sey designe Γespace vectoriel de tous les germes en y de &. Indiquons
par Γ(U, ££), U etant un ouvert de M, Γensemble de toutes les sections
de S£ definies sur U; comme on sait, Γelement de Γ(U,g>) s'identifie
canoniquement avec un champs de vecteurs defini sur U indiquons finale-
ment par &(&) le pseudo-groupe engendre par jgf.

DEFINITION 2.3. Un sous-faisceau d'espaces vectoriels, se, de TA1
est dit un fαisceαu en αlgebres de Lie si et seulement si J2> verifie les
conditions suivantes:

1) pour tous X,Ye Γ(U, se), [X, Y] e Γ(U, &),
2) φ e Θ>{&) et X e Γ(U(φ), <?) implique φ^X e Γ(V(φ), if),

3) <e est defini par un systeme d'equations differentielles aux
derivees partielles d'ordre quelconque.

Lorsque if satisfait, en outre, a la condition
4) dim Z?(J2?)V = constant, pour tout yeM,

& est dit regulier. En particulier, si if verifie



PSEUDO-GROUPES 37

4y J9(J2% = Ty(M), pour tout y eM,

se est appele transitif.

A propos de cette definition, sur tout de la condition 3), on peut voir

les subtilites dans [11]. Dans toute la suite, ££ designe un faisceau en

algebres de Lie de base M. Remarquons que si <£ est regulier, D{^)

forme une distribution involutive et la restriction de =£? a une feuille

integrate M de D(J?) est un faisceau en algebres de Lie transitif sur M.

DEFINITION 2.4. <£ sera dit π-projetable si et seulement si toute

section locale de <£f est π-projetable.

Soit se 7r-projetable. Designons par ft le morphisme de faisceaux

defini par π(Xy) = (π*X)π(v) e ΓM pour tout Xy e &v. On a π[Z9 Z']

= [πZ, πZ'] pour tous Z, Zf e 2V. Posons k{S£) = Ker ft. k(&) est con-

sidere comme le faisceau des germes de champs de vecteurs de Jδf tan-

gents aux fibres de la fibration π. II est clair que &(<£% est un ideal

de J2V

Nous allons definir la filtration en y {^r

y}rez comme suivant:

se\ = sey (r < 0 ) , se% = {Xye<?y\xy = 0},

se% = {xy e sey i jy(X) = 0} (r ^ l)

et posons k(JP)r

y = k{&\ Π JSfJ (r e Z). II est facile de demontrer les

relations: [jδfj, jδfj] c jί?j+% [jgfj, fc(jί?)J] c k(£>)r

y

+s (r, s e Z) la premiere

relation signifie que JSfJ est un ideal de S£y (r ^ s Ξ> 0).

Considerons Γalgebre de Lie L = lim ^y/^r

y9 appelee Valgebre formelle

de se en y, k(L) = limfc(Jδf)y/fc(Jδf); et L° = liniS(*/3rv. k(L) peut etre

considere comme un ideal de L puisque fc(J£% est un ideal de sey et

k(jeyy c jgfj (r = 1,2, •). On a facilement [L°,L°] c ZΛ Nous avons

ainsi obtenu le triplet (L, L°, fc(L)), que nous appellerons le K-systeme

d'algebres de Lie attachee a & en y.

PROPOSITION 2.3. Soit S£ π-projetable et supposons

= Tπ(y)(N) pour tout y eM. Soit (L, L°, fc(L)) ie K-systeme d'algebres de

Lie attache a & en yeM, et posons V = L\L\ W = k(L)/k(L) Π L°.

Aϊors V s9ίdentifie canoniquement avec Γespace vectoriel D(J?)y et V/W

avec Tπiy)(N).

En effet, on observe aisement que L/L° (resp. k(L)/k(L) Π L°) est

isomorphe a Sey\sey (resp. k(^)y/k(^)o

y) et par suite, F (resp. TF) s'identi-
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fie avec D(Sf)v (resp. D(&)VID(&)V Π Ker (π*)v). Done Γapplication
lineaire surjective π* : D(&)v —> Tπ(y)(N) entraine Γisomorphisme π*:V/W

Definissons une serie de sous-espaces vectoriels L D L° D L1 D L2

par induction:

L1 = {XeL°|[X,L]cL0}

Lorsque jδf est transitif, il se trouve que Lp coincide avec lim

(cf. [11]). Lorsque if est regulier, la filtration ci-dessus a quelque rela-
tion a celle de Γalgebre formelle du faisceau restreint (voir [7]).

6 Soit L une Λ-algebre de Lie de dimension finie ou infinie et soit
L° une sous-algebre de Lie de L.

DEFINITION 2.5. Etant donne un ideal K de L, nous dirons que
(L, L°, K) est ^^ K-systeme d'algebres de Lie si dim L/L° < oo est verifie.

Soit (L,L°,K) un jfiC-systeme d'algebres de Lie, et posons U
— {X e L° I [X, L] c L0} et pour simplifier les notations, ecrivons V = L/L°,
W = K/K Π L°, a = L7L1. On a immediatement [L, L1] c L°, [L°, L1] c L1

et [L1, L1] c L 1 , II est facile de demontrer de cela que g est muni de
la structure d'algebre de Lie, appelee Valgebre d'ίsotropie lineaire de
(L,L°), et que Q est consideree comme une sous-algebre de Lie de QΪ(V)
par la representation fidele / : Q —> $(V) definie par f(po(X0))(p(X))
— p([X0, X]), pour tous X e L, Xo e L°, oύ p0 (resp. p) designe la projec-
tion canonique L° —> g (resp. L —• V). W s'identifie avec un sous-espace
vectoriel de V et [L, K] c K signifie que g laisse W invariant.

Indiquons par gl(F, W) la plus grande sous-algebre de Lie qui laisse
W invariant. Soit σ: V/W-* V un relevement, e'est-a-dire une applica-
tion lineaire verifiant ftoσ = id, ft etant la projection V—» V/W. Definis-
sons Γapplication lineaire surjective φσ: gί(F, W) -> Hom(V/W, W) par
la formule: φXX){ξ) = X o σ(ξ) - σ o π o Z o (j(f) pour tous Zegί(F, W),

LEMME 2.1. Si Z e Ker φ0,

i) Z n o ( 7 = σoftoXnoσ (n = 1,2, ••),
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ii) (exp (sX)) o a = a o ft (exp (sX)) o a pour tout s e R, oύ exp (X)
oo γn

= Σ
n=0 n ! "

En effet, i) sera evident pour n = 0 et l e K e r ^ σ signifie par defini-
tion que Xoa =z σofίoXoσ. Supposons que i) soit valable pour n (n ^ 1).
Alors

Xn+ιoa = Z o ( j o π o X 7 1 oo = σ°πoXoaoftoX71 OQ = σojϊoXn+1 oσ .

Done i) est etabli par induction, ii) resulte immediatement de i).
Pour une sous-algebre de Lie Q de gΓ(F, TF), nous definissons les

deux applications lineaires

d: Horn (7, g) -> Horn {V A V, V)

δσ: Horn (Y/W, Q) -> Horn (V/W A V/W, W)

par les formules:

(2.1) (dS)(u Av) = S(u)v - S(v)u (u, v e V) ,

(2.2) (3.D(£ Λ Ϊ) = ^(Γ(f))(,) - φXT(η)Xξ) (f, , e V/W) ,

pour tout /SeHomCF, g) et tout Γ € Hom(F/W, g). En outre, nous
definissons les deux applications lineaires

<;* : Horn (7, g) -> Horn (7/ if, g) ,

d: Horn (V A V, V) -> Horn (V/W A V/W, W)

par les formules: σ*(S) = S o <τ,

(2.3) (0(A))(£ Λ 7) = A(σ(f) Λ σ(^)) - σoif o A(α(f) Λ

(f, 9 e V/TF) pour tout S e Horn (7, g) et tout A e Horn (7 Λ 7, 7).
Cela etant, on a aisement σod = δσoσ*. Par consequent, on obtient

Γapplicationlineaireσ:Hom(7Λ7, 7)/Imd-*Hom(7/TFΛ V/W, W)/lmδσ

definie par

(2.4) σ(πd(A)) = πσ(σ(A)) (A e Horn (7 Λ 7, 7)) ,

oύ πd (resp. πσ) designe la projection canonique de Horn (7 Λ 7, 7) sur
Horn (7 Λ 7, 7)/Im d (resp. de Horn (V/W A V/W, W) sur Horn (V/W
A V/W9W)βmδβ).

Considerons encore un if-systeme d'algebres de Lie (L,L°,K). Soit
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p: L —> V = L/L° la projection canonique, prenons un relevement τ de p.
Pour ce relevement, nous pouvons determiner Γelement Ct e Hom(7Λ7, V)
par Cτ(u Av) = p([τ(ύ), τ(v)])(u, v e V). II se trouve que Γelement C
= πd(Cτ) de Horn (F Λ V, 7)/Im 5 ne depend pas du choix de τ. 1/element
C ainsi obtenu est appele la constante structurale de (L,L°).

DEFINITION 2.6. Soit (L9L°,K) un #-systeme d'algebres de Lie et
soit C la constante structurale de (L,L°). L'element Cσ de Έom(V/W
A V/W, W)/Imδσ deίini par σ(C) = Cff sera dit la constante structurale
partielle par rapport a σ.

7 Soit π: M -»N une fib ration et soit & un faisceau en algebres
de Lie ;r-projetable.

DEFINITION 2.7. Une equation differentielle du premier ordre R
sur (My π, N) sera dit invariant par <£ si et seulement si toute section
locale de if laisse R invariant (cf. Definition 2.2).

PROPOSITION 2.4. Soit R une equation differentielle du premier ordre
sur (M,π,N). Alors le faisceau des germes de tous les champs de vec-
teurs locaux et π-projetables dans M laίssant R invariant est un faisceau
en algebres de Lie.

En effet, les conditions 1) et 2) de la Definition 2.3 resulte de la
Proposition 2.2. La condition de tangence de p(X) a R, X etant un
champs de vecteurs local et τr-projetable dans M, est representee par
un systeme d'equations differentielles. On a done 3) de la Definition
2.3.

Un probleme que nous voulons traiter principalement dans ce chapi-
tre est celui d'existence des equations differentielles invariantes par un
faisceau en algebres de Lie. Soit ££ τr-projetable, et posons

B\^)z = {p(X)z e TZ(J\M,π))\Xy e<?v(y = β(z))} .

En general, Ό\<£) est une distribution avec singularites. On doit passer
la situation aux G-structures.

8 Soit F(M) le fibre principal des reperes de M avec la fibration
canonique w: F(M) —>M. F(M) est considere comme Γensemble de toutes
les applications lineaires isomorphes de la forme suivante:

u:V0~>Tx(M) (xeM) ,
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oύ Vo ~ Rn+m (n + m = dimM). Soit G un sous-groupe de Lie de

GL(n + m, R) et soit Wo = Rm le sous-espace vectoriel canonique de F o.

DEFINITION 2.8. Nous dirons qu'une G-structure B sur M est π-

projetable si et seulement si ^(TF0) = Ker (π*)y (y = ®(u)) est verifϊe pour

tout ueB. Par suite, il faut que le groupe G satisfasse a la condition:

g(W0) = Wo, pour tout g e G.

Posons P(π ) = {̂  e ί W ) | w( Wo) = Ker (π*)β(u)}. II est evident que P(π)

est une G-structure τr-projetable, de base M, du groupe structural

GL(V0, Wo) = {ge GL(Vo)\g(Wo) = Wo}. Etant donne un difFeomorphisme

local et τr-projetable φ de M dans M, nous pouvons definir un diffeo-

morphisme local φ de P(π) dans P(π) par ^(^) = φ^ou (ue P(π) avec

o/(̂ ) e U(φ)). En consequence, si X est un champs de vecteurs local et

7r-projetable, X est remonte a P(π) notons le par X Soit J2? transitif

et π -projetable, et indiquons par 3$(S£) le faisceau en algebres de Lie

determine par Jδf, i.e.,

«(^)« = {In eT(P(π))\Xv e&v(y = w(u))} .

Remarquons encore que toutes les varietes soient supposees connexes.

Alors nous pouvons retrouver la proposition suivante (voir [11] Chap.

Π §2.4).

PROPOSITION 2.5. On a dim Z)(^(JSP)) = dimΛf + dimg, oύ g dέsigne

Valgebre d'isotropie lineaire de J2f. Soit Bu une feuille integrale de

D(&(&')) passant par un point ueP(π). Alors BucP(π) est une G-

structure sur M, appelee une G-structure associee a J£?, et Valgebre de

Lie du groupe structural de Bu s'identifie avec Q par le repere u. Pour

un autre point uf e P(π), il existe un element g e GL(V0, Wo) tel que

Rg(Bu) = Bu,.

En vertu de cette proposition, nous pouvons passer toute situation

aux G-structures (transitifs).

Pour chaque ueP(π), indiquons par t(u) Γapplication lineaire iso-

morphe de VQ/W0 sur TX(N) (x = πo^o (u)) deίinie par la for mule:

(2.5) π* ou = t(u)ojt 0 9

π0 etant la projection VQ-*V0/W09 et pour un relevement σ de π0 definis-

sons Γapplication Φσ: P(π) -» Jι(M, π) par la f ormule:
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(2.6) Φσ(u) =:uoσo tin)'1 .

On a, pour Γapplication but β: J\M, π) -»M,

(2.7) βoΦσ = ® .

On peut observer que Φσ est differentiate.

PROPOSITION 2.6. Soit φ un diffeomorphisme (local) π-projetable de

M sur M et soit X un champs de vecteurs (local) π-projetable dans M.

Alors les relations suivantes sont verίfiees.

2)

3)

Pour simplifier les notations, designons par g Γalgebre de Lie

Wo) et par kσ($ Γalgebre de Lie Ker^ff (cf. §6). Pour tout A eg,

A* designe le champs de vecteurs w-vertical sur P(π) determine par

Γoperation de GL(V0, Wo) dans P(π). Posons pour u e P(π)

LEMME 2.2. Si A e kσ(φ9 Φσ(u exiρ (sA)) = Φσ{u) pour tout u e P(π) et

tout seR.

En effet, pour g e GL(VQ, Wo) indiquons par t(g) Γapplication lineaire

isomorphe de Vo/Wo sur lui-meme definie par t(g) o ft0 = π0 o g. On a

aisement, pour tout ueP(π) et tout ge GL(V0, Wo), t(uog) = t(u)ot(g).

Done la condition du lemme est equivalente a (exp (sA)) o a o ί(exp (sA))"1

= σ pour tout s e R et par suite, a la condition (exp (sA)) o (j = a o τf0
o (exp (sA)) o (7 pour tout ^ei?. Alors ce lemme resulte du Lemme 2.1.

PROPOSITION 2.7. Ker ( (Φ.)^ = /bσ(g)* pour tout ueP(π).

Demonstration. La relation &σ(g)* c Ker ((ΦJHC)^ resulte du Lemme

2.2. On peut demontrer que, pour tout v e Tz(Jι(M, π)), il existe un

champs de vecteurs local et π-projetable X dans M tel que p(X)z = v.

Ce fait et 3) de la Proposition 2.6 signifient que Φσ possede le rang

maximum sur P(π). On a done

dixn (Ker ((ΦX)U) = dim P(π) - dim Jι(M, π)
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- (dim M + dim (Horn (VJW» WQ)))

= dim gί(F0, Wo) - dim (Horn (F0/TF0, Wo))

= dim (fc (g)) .

Comme la correspondance g 3 A •-> A* e Ttt(P(ττ)) est injective, on obtiexit
dim (Ker ((Φ,)*) J = dimλ;*(g)*. II en resulte que Ker((φχ)u coincide
avec λ?*(g)*. c.q.f.d.

Soit B une G-structure π-projetable sur M et soit R une equation
differentielle du premier ordre sur (M,π,N).

DEFINITION 2.9. Nous dirons que R est ίnvariante par B si et
seulement si, pour tout zeR, il existe un element ueB et un releve-
ment σ de πQ: Vo-* Vo/Wo tels que

i) Φa{B) C R ii) ΦXu) = β .

PROPOSITION 2.8. Soit & transίtif et π-projetable, de base M, et
soit R invarίante par ££. Soit B une G-structure assocίee a <£. Alors
R est invariante par B.

En effet, soit zeR, et prenons un element ueB verifiant &(u) = β(z)
et posons σ = vrι o z o t(u): Vo/Wo-> Vo. II est evident que σ est un releve-
ment de π0 et que Φσ(u) = z. Gomme B est une feuille integrate de
Ώ{β{se)) passant par un point, ®{Se)\B est transitif. 0(β{&)\jύ est aussi
transitif car B est connexe. Chaque element de &{β{se)) est de la
forme φ,φe0>(g>) et par suite, pour tout u'eB, il existe un element
φ £&(£>) tel que φ(u) = u'. Done on a d'apres la Proposition 2.6

= p(φ)oφσ{u) =

Puisque 0 laisse # invariant, on a $,«) e β. Ceci demontre la condi-
tion i) de la Definition 2.9.

PROPOSITION 2,9. Soit R invariant par B. Alors tons les automor-
phismes locaux de B laίssent R invariant. En consequence, R est in-
variant par le faisceau en algebres de Lie π-projetable determine par
les automorphismes infίnitesίmaux de B.

En effet, soit φ un automorphisme local de B, i.e.,

φ(B Π ®-\Ό(φ))) = S Π to-KViφϊ) .

Prenons un element arbitraire zeR Π β~\U(φ)) et soit ueB et a un



44 TATSUO HIGA

relevement verifiant la condition de la Definition 2.9. On a d'apres la
Proposition 2.6

p(φ)(z) = p(φXΦM) = ΦXφiv)) .

Cela signifie que p(φ)(z) e R Π β~KV(φ)). Comme φ est un diffeomorphisme
de U(φ) sur F(0), on obtient aussi la relation inverse.

THEORέME 2.1. Soit B une G-structure π-projetable sur M et soίt
σ un relevement de τt0: Vo-> Vo/Wo. Alors R = Φσ(B) est une equation
differ entielle invariante par B.

LEMME 2.3. Pour tout relevement σ de π0, Γapplication differentiate
Φσ\B:B -* J\M,π) possede le rang constant sur B.

Si ce lemme est etabli, nous pouvons demontrer le theoreme a Γaide
du theoreme de fonction implicite.

Demonstration du Lemme 2.3. Soit g Γalgebre de Lie du groupe
structural de B, et posons kσ(φ = Ker φσ Π g. Puisque

(Φa\B) - dim (Im
= dim B - dim (Ker (((Φ,|B)*) J )

pour tout ueB, il suffit de demontrer Γegalite Ker ((Φσ\B)*)u = ^σ(g)*.
La relation fc'(g)* c Ker((Φσ\B)*)u resulte immediatement du Lemme 2.2.
Soit veKer((Φσ\B)*)u, i.e., veTu(B) Π Ker((#,)#)„. D'apres la Proposi-
tion 2.7, il existe un element A e Ker φσ tel que A* = v. On a done
G^O) = 0. Par suite, il existe aussi un element A e g tel que A* = v.
Comme Γapplication QBX*-* X* eTu(P(π)) est injective et A, A eg, on a
A = AeKer^σ Π g. Ceci demontre que v = A* eΛ"(g)^ c.q.f.d.

DEFINITION 2.10. Nous dirons que £? est π-transitif si <£? verifie
les conditions suivantes:

i) ££ est regulier et ^-projetable,
ii) π*(D(J?\) - Γ^̂ OV) pour tout yeM.

Remarquons que tous les faisceaux en algebres de Lie transitifs et π-
projetables sont π-transitifs.

THEORέME 2.2. Soίt se π-transίtίf. Alors il existe toujours une
equation differentielle du premier ordre sur (M, π, N) invariante par &.
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Demonstration. Comme ££ est regulier, nous pouvons considerer les
feuilles integrates de ZKi?). Fixons un point yoeM et indiquons par
M(yQ) la feuille integrate de D(&) passant par le point y0 et par
π': M(yQ) —> N la restriction de π a M(y0). D'apres la condition iii) de
la Definition 2.10, il se trouve que πf est une fibration et que M(y0) est
un sous-fibre de M par rapport a π. Puisque le faisceau ^\M(yo) est
transitif et π '-projetable, d'apres la Proposition 2.5, il existe une G-
structure B associee a Sf\MiVo). En vertu du Theoreme 2.1 et de la
Proposition 2.9, il existe done une equation differentielle du premier
ordre R sur (M(y^9π

r,N) invariante par S£\M^Y Soit e:M(yo)QM
Γinclusion, et considerons le morphisme de fibres injectif p(c): Jι(M(y0), πr)
-*-J\M9π). Posons R = p(t)(R). R est une equation differentielle du
premier ordre sur (M,π,N).

Nous allons demontrer finalement que tout element de £?(&) laisse
R invariant. Pour simplifier Γidee, supposons que φ e ̂ (Jδf) soit defini
globalement sur M. Comme φ laisse M(y0) invariant, on peut considerer
la restriction de φ a M(yo),ψ, i.e., φot = coψ. Par suite, on a p(φ)p(c)

et

p(φ)(R) - p(φ)p(c)(R) = p(tMψ)(R) = p(ό(R) = R .

Ceci demontre que φ laisse R invariant, c.q.f.d.
S. Lie a etudie Γexistence des equations differentielles invariantes

par un pseudo-groupe continu donne en calculant des invariants differ-
entiels de ce groupe (cf. [9]).

9 Finalement nous allons definir certaines fonctions structurales
sur une G-structure π>projetable elle sont en rapport etroit avec les
constantes structurales attachees a un faisceau en algebres de Lie transitif
et 7r-projetable (cf. § 6).

Soit B une G-structure τr-projetable sur M et soit g Γalgebre de Lie
du groupe structural de B. Pour tout A e g, designons, comme prece-
dent, par A* le champs de vecteurs sur B determine par Γoperation
du groupe structural dans B. Considerons la fibration but β: J\B, &)
-> B, a* etant la projection de B sur M Γespace vectoriel Horn (Vo, g)
peut operer dans Jι(B, at) comme suivant:

(S*X)(v) = X(v) + S{u-\v))t (v e TV(M), y = nt(u)) ,
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pour tout S e Horn (Vo, g) et tout X e J\B, w) avec β(X) = u. II est facile

de demontrer le

LEMME 2.4. II existe, pour tous Xy Xf e J\B, &) avec β(X) = /3(X'),

un element S e Horn (Vo, g) tel que Xf =

Soit ^ la forme canonique sur B definie par

(2.8) ΘU(Z) = VΓKXA+Z) (ueB,Ze TU(B)) .

^ possede les proprietes:

(2.9) ΘU(A*) = 0 , ΐ(A*)c^ = -Aθ

pour tout A e g , oύ ΐ(A*) designe Γoperation de produit interieur par

rapport a A*. Definissons Γapplication C: J\B> ®) —> Horn (VQ Λ Fo, Fo)

par la formule suivante:

Λ 9 ) = (dθ)u(X ^(f) Λ

pour tous ξ9ηe VQ. On a aisement, pour tous S e Horn (Vo, Q) et X

eJKB,a),

(2.10) C(S*X) = C(Z) - 3S ,

oύ d designe Γoperation definie par (2.1). En vertu du Lemme 2.4 et

de (2.10), on obtient Γapplication C: J5->Hom(F 0 Λ V09 yo)/Imd de sorte

que

(2.11) πdoC = Coβ

soit etabli, πd etant la projection canonique; c'est ce qu'on appelle la

fonctίon structurale de B (cf. [10], [11]).

Fixons un relevement σ de π 0 : Vo—> Fo/^o βt posons

est la Wo-composante de 0 et θ* la C70-composante de θ, oύ C70

LEMME 2.5. i(A*)d£?σ = — AoΩσ — ^(A)oif0o^, po^r ίo^ί A eg.

En effet, d'apres (2.9), il se trouve que i(A*)dΩσ est la W0-co\n-

posante de — Aoθ. On a par definition
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Aoθ = AoΩσ + Aoσoπ0oθ

= (A o Ωσ + φσ(A) o 7f0 o θ) + ((A - φσ(A) o So) o θ°)
= (A o 42* + 0α(A) o τf0 o 0) + σ o τf0 o A o 0- .

II est evident que σ°πQoAoθσ est une forme a valeurs dans Uo et que
AoQσ + φσ(A)oTt^oθ dans T70. Ceci demontre le lemme.

Soit Jι(B,πo®) la variete des 1-jets de sections locales de πow:B
-* N, et indiquons par Rσ(B) Γ ensemble de tous les elements verifiant
la condition:

(2.12) ΘU(Y o t(u)(ξ)) = σ(ξ) (Y e ^ ( β , Γ O ®\ u = β(Y))

pour tout ξe

PROPOSITION 2.10. Rσ(B) est un sous-fibre de J'iB^*®) par rapport
a la fibration but β: J\By π o w) —> B.

En eflFet, ]a condition (2.12) est equivalente a Ωσ

u(Y o t(u)(ξ)) = 0. Ω°
determine un systeme de Pfaff sur B, Σ, et Rσ(B) coincide avec Γensem-
ble R(Σ) defini dans § 2 (cf. Exemple III). II est facile de demontrer
que Σ verifie la condition (C) dans § 2. Cette proposition resulte done
de la Proposition 1.2.

L'espace vectoriel Hom(V0/W0, q) peut operer dans R*(B) comme
suivant: soit A e Horn (Vo/Wo, g) et soit Y e Rσ(B),

(A*Y)(v) = Y(v) + A(t(uT\v))* (u = β(Y)) ,

pour tout v e TX(N) (x = π

PROPOSITION 2.11. Pour tous Y, Y'eR (B) avec β(Y) = β(Y'), fl
m element A e Horn (70/ Wo, g) ίβί g^β F = A*Γ. Si A € Horn (7

g) verifie, pour un element Y eRσ(B), A*Y = Y, αZors A = 0.

En effet, il est facile de demontrer que

w*(Y' o t(u)(ξ) - Y o t(u)(ξ)) = 0 (u = β(Y))

pour tout £ eV0/W0. Par suite, on n'a qu'a definir un element A de
Horn (70/T^o, fl) Par A(f)* - Y' o t(u)(ξ) - Y o ί(w)(f) (f e Fo/ Wo). Si Y7 - Y
dans cette equation, on a A(ξ)* = 0 pour tout ξeV0/W0. Comme la
correspondance g a D -» D* e Γω(β) est injective, on obtient A = 0.

Pour simplifier les notations, ecrivons Y(f) = Y°t(u)(ξ)(u = β(Y),
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ξeV0/W0). Definissons d'abord l'application C.: R°(B) ->• Horn ((Fo/ Wo)
A (Vo/Wo), Wo) par la formule:

(2.13) CXY)(ξ A η) = (dΩ')(Ϋ(ξ) A Ϋ(η)) ,

pour tout YeR'(.B) et tout ξ,ηeV0IW0.

LEMME 2.6. CXA*Y) = CXY) - δXA), pour tous Y e R'(B), A
e Horn (70/ W0,g).

Pour ξ,rjeV0/W0, on a, d'apres le Lemme 2.5, (2.2), (2.12) et (2.15),

CXA*Y)(ξ A η) = (dβ')((?(f) + A(f)*) Λ {Ϋiφ + A()?)*))

= (dΩ')(Ϋ(ξ) A Ϋ{η)) + (iίAί^^d^OίF^))

- (i(A(.η)*dΩ°)(Ϋ(ξ)) -

= C.(y)(f. Λ η) - φXA(ξ))(v)

= CχY)(ξ A η) - {δσA)i.ξ A η) .

Definissons l'application Cσ:B-+ Horn((Vo/Wo) A (VJW0), W0)/lmδσ

par la formule:

(2.14) CXu) - πXCXY)) ,

Y etant un element de R'(E) verifiant u — β(Y). En vertu de la Prop-
osition 2.11 et du Lemme 2.6, on voit facilement que Cσ ne depend pas
du choix de Y. L'application C. sera dit la fonction structurale partielle
par rapport a σ. Nous allons etablir le rapport entre les deux functions
C et C..

PROPOSITION 2.12. C, = σ C, oύ σ designe l'application definie par
(2.4).

Demonstration. Definissons l'application Ψ: J\B, ©) —* Jι(B, π°©) par
Ψ(X) = X°u°σ°tiu)-1 (Xe J\B,«), u = β(X)). Onats.o W(X)ot{u) = uoσ

et done Ψ{J\B,&))cR'{B). Pour ξ,ηeVt/Wt, on a

CX¥(X))(ξ Aη) = (dΩ°)((Xouoσ(ξ)) A ( !

= (dθ - σ°πaodθMXoUoσ(ξ)) A

= U(X)(σ(ξ) A σ{η)) - a o s, o C(X)Gr(f) Λ

et par suite, C,oψ = σ°C, oύ σ est l'application definie par (2.3). En
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consequence, on a, de plus,

II en resulte que σoC = Cσ. c.q.f.d.

PROPOSITION 2.13. Pour qu'un point ueB annule Cσ, il faut et il
suffit qu'il exίste un element Y e Rσ(B) tel que β(Y) — u et Cσ(Y) = 0.

En effet, supposons que ueB annule Cσ et prenons un element
Y' e R°(B) avec β(Y') = u. On a Ca(Yf) e Im δσ. II existe done un element
AeKom(V0/W09Q) tel que C£Y') = δm(A). Posons Y = A*Y'. On a
Cσ(Y) = C£Y') - δXA) = 0. La reciproque sera evidente.

PROPOSITION 2.14. Si la fonctίon Cσ est nulle sur B, il existe, pour
tout u0 e B, une section differentiable locale τ de β: R"(B) —> B definie
autour du point uQ telle que Cσ(τ(u)) — 0 pour tout u e E7(r).

En effet, prenons une section τ de β: Ra(B) -> B. En ίixant un
sous-espace vectoriel ^ de Hom(F0/PF0, g) verifiant

Horn (Vo/Wo, g) = (Ker δ.) Θ ^ (la somme directe) ,

nous definissons Γapplication lineaire isomorphe δσ: ^ —> Im ̂ σ par *̂
= ία(r. En outre, definissons Γapplication differentiable f: U(v)-+ Ra(B)
par KM) = ( ^ " W . W M ) ) * ^ ) ) (M e U(τ)). On a

= Cσ(τ(u)) - δXδXKCXτiu)) = 0 .

Considerons ensuite un faisceau JS? transitif et τr-projetable sur M
et une G-structure associee a if, β. Soit (L, L°, fc(L)) le Z-systeme
d'algebres de Lie attache a if e n p M .

PROPOSITION 2.15. La fonction structurale partielle Cσ sur B est
constante et coincide avec la constante structurale partielle de (L, L°, k(L))
par rapport au relevement σ.

En effet, soit C la fonction structurale sur B definie par (2.11).
II se trouve que C est constante et que coincide avec la constante struc-
turale de (L,L°) (voir [11] Chap. II, §2.10). Alors Γassertion resulte de
la Definition 2.6 et de la Proposition 2.12.
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III Theoremes d'existence

10 Dans ce chapitre, nous etudirons Γexistence de solutions des
equations differentielles invariantes par les pseudo-groupes. La premiere
question est de trouver des conditions moyennant lesquelles les equations
differentielles soient completement reductibles (cf. Definition 1.3). Lorsque
ceci est le cas, une telle equation diff erentielle est ramenee a certain
systeme de Pfaff completement integrable. La deuxieme question est
de chercher des conditions moyennant lesquelles Γexistence de solutions
des equations differentielles soit ramenee au Theoreme de Cartan-Kahler.

Dans ce chapitre, nous supposons encore que toutes les varietes
considerees soient connexes et considerons une fibration π: M —> JV et
designons par R une equation diff erentielle du premier ordre sur (M, π, N)
et par B une G-structure π-projetable et finalement indiquons par ω la
forme canonique sur R et par θ la forme canonique sur B (cf. (1.2) et
(2.8)). Soit Vo = Rn+m et Wo = Rm (n = dimiV, n + m = dimM). Prenons
un relevement σ de τro Fo —> VQIWQ et posons Ωσ = θ — σoτt0oθ.

LEMME 3.1. Soit σ un relevement de π0 verίfίant Φσ(B)aR. Alors
on a

u-KΦ*ω)u(XJ = Ω U(XJ (u eB,Xue TU(B)) .

En effet, on obtient, d'apres les formules (1.2), (2.5), (2.6) et (2.8),

= ΘU(XJ - σoτt0oθu(Xu)

=ΩXXJ.

PROPOSITION 3.1. Soit R invarίante par B, et fixons un relevement
σ tel que Φσ(B) c R. Si p est une section locale de πo®;B—>N veriftant
p*Ωσ = 0, alors s = xn° p est une solution locale de R.

En effet, puisque τ = Φaop est une section locale de a: R -+ N et
verifie la relation β o τ — s, il sufϊit de demontrer τ*ω = 0 (cf. Proposi-
tion 1.3). Pour tout xe U(τ) et tout Xe TX(N), on a, d'apres le lemme
precedent,

- 0
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et par suite, τ*ω = 0 puisque p(x)~ι est un isomorphisme lineaire de
TS{X)(M) sur Vo.

Cette proposition signifie que nous sommes ramenes a la recherche
de Γ equation differentielle du premier ordre sur (B, πo&, N), Rσ(B) (cf.
§2. Exemple III, et Proposition 2.10). D'ailleurs, comme nous avons
deja assez de resultats sur les G-structures, Γobjet Rσ(B) sera moins
difficile a rechercher que R. D'abord, nous allons profiter de la notion
geometrique «plate».

DEFINITION 3.1 (cf. [10], [11]). Etant donnee, en general, une G-
structure B sur M, nous disons que B est plate si et seulement si,
pour tout y0 e M, il existe un systeme de coordonnees locales (y\ , yn+m)

(n + m = dimM) d'un voisinage ouvert U de yQ tel que λ{y){βi) = (—-)
xdyί/v

{y e U, i = 1, 2, , n + m) forme une section differentiate locale de
w: B -* M, oύ {el9 ,en+m} est le systeme de base canonique de Vo.

THEOREME 3.1. Soίt B une G-structure π-projetable sur M et soίt
R une equation differentielle du premier ordre sur (M,π,N) invariante
par B. Si B est plate, alors R est completement reductible.

Demonstration. Soit (U,(y\ •• ,2/w+m)) une carte de M verifiant la
condition de la definition et soit λ: U —> B la section canonique associee
a la carte. En posant θ = 2 θιei9 on a λ*θι = dyι (i = 1,2, , n + m)

puisque θ(λj—) ) = λ(yYι(—) = et. Ceci demontre que <%λ*θ) = 0,
\ \dyι/y/ \ayz/y

par suite, pour un relevement σ verifiant Φσ(B) c R, on a d(λ*Ωσ) = d(λ*θ)
- σ o τf0 o (d(λ*θ)) = 0. Posons ^*βσ = ΣΓLiβ^n+i* alors le systeme de Pfaff
2] = ̂ S , Ωmy sur Z7 devient completement integrable. Prenons une
section arbitraire s de π verifiant 8*0* = 0 (i = 1,2, ,m). Posons
p =: λos, p est une section locale de πow B -> N verifiant ^ β * = 0.
D'apres la Proposition 3.1, il se trouve que s est encore une solution
locale de R. II en resulte que R est completement reductible. c.q.f.d.

Ensuite nous allons chercher autre condition sous laquelle les equa-
tions differentielles sont completement reductibles. Supposons que R
soit une equation differentielle du premier ordre sur (M,π,N) in-
variante par B et qu'un relevement σ de πo:Vo—>V0/W0 satisfasse a
Φσ(B) c R.
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LEMME 3.2. Pour un vecteur Z e TJβ), les deux conditions suivantes

sont equivalentes:

i) β;(Z) = 0,

ii) il existe un element Y e Rσ(B) avec β(Y) = u et element A e g

tels que Z = Y(v) + A* (v = π+o

En effet, supposant la condition i), on a

Ω U(Z) = ΘU(Z) - σoπ0oθu(Z)

= ΘU(Z) - σ o τf0 o vrι o

et par suite, ΘU(Z) = σίίCw)"1^)). D'apres la definition de Rσ(B) et (2.12),

on a aussi

υs*{Z - Y(v)) = uθu(Z - Y(v))

= u{θu{Z) - σ{t{uY\v))}

= 0 .

Ceci demontre ii). La reciproque sera evidente.

THEOREME 3.2. Soit B une G-structure π-projetable et soίt R une

equation differentielle du premier ordre sur (M, π, N) ίnvariante par B.

S'ίl existe un relevement a de πQ: Vo-* Vo/Wo tel que

1) Φσ{B)<zR,

2) la fonction structurale partίelle Cσ est nulle sur B,

3) φσ(φ = {0}, g έtant Valgebre de Lie du groupe structural de B,

alors R est completement reductible.

Demonstration. D'apres le Lemme 2.3 et la condition 1) ci-dessus,

Rf — Φσ(B) est une equation difϊerentielle verifiant R' c R. La condition

3) signifie que fcσ(g) = g, on a done

dim R' = dim B - dim (Λ '(g))

= dim B — dim g = dim M .

II en resulte que la projection but β' :R' -*M est un diffeomorphisme

et que la forme canonique ω' sur R' determine localement un systeme

de Pfaff Σ' dans M. II est clair que R(Σ') — Rr (cf. Exemple III).

Pour constater que le systeme Σ est completement integrable, il suffit de
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demontrer, en vertu du Lsmme 3.1, que Ωσ = 0 est un systeme de Pfaff
completement integrable.

Considerons la distribution D(Ωσ) sur B definie par

D'apres la Proposition 2.14, il existe, pour tout uQeB, une section
locale r de |3:Rσ(B) —>B definie autour du point u0 telle que Ca(τ(uj) = 0
pour tout ue U(τ). Fixons une telle section locale τ et definissons pour

tout ξ e VQ/W0 un champs de vecteurs τ(ξ) sur U(τ) par la formule

ήξ)u = τ(u)(t(u)(ξ)) (u e 17(τ)) .

On a, d'apres le Lemme 3.2, Ωσ

u(τ(ξ)u) = 0 et Ωσ

u(A*) = 0 pour tous

ξ e Vo/Wo, A e Q et tout u e U(τ). Les champs de vecteurs τ(ξ) (ξ e V0/WQ)

et A*(A e g) engendrennent la distribution puisque dim D(Ωσ)u

= dim (VQ/WQ) + dim g. Par consequent, on n'a qu'a demontrer les rela-
tions

i) [A*, £ * ] . e D(Ωσ)u (A, B e g ) ,

ii) [A*,K|)]% eD(Ω°)U (A eg,f e 70/Wo) ,

iii) Wf),H^)]w e D{Ω )U (ξ, 7 e Fo/

Mais i) sera evident. On a

= φσ(A)(ξ) .

Ceci demontre ii) puisque 0,(g) — 0.
Ensuite on a

Par suite, Ωσ

u([τ(ξ), τ(η)]J — 0. Ceci demontre iii). c.q.f.d.

THEOREME 3.3. Soit ££ un faίsceau en algebres de Lie transitif et
π-projetable et soit R une equation differentielle du premier ordre sur
(M,π,N) invarίante par S£. Soit (L,L\k(L)) le K-systeme d'algebres
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d e L i e a t t a c h e a ϋ ? e n y e M. SHI e x i s t e u n p o i n t z e R t e l q u e

ii) la fonction structurale partίelle Cz de (L, L°, k(L)) est nulle,
iii) φz(q) = 0, g etant Γalgebre dHsotropie lineaire de (L, L°, k(L)),

alors R est completement reductible.

En effet, prenons un point u e P(π) avec &(u) — y et posons σ = u~ι

°zot(v). Π est clair que σ est un relevement de π0: Fo-> F0/TF0 et que
la G-structure B associee a Jδf passant par le point w verifie Φσ(B) c i?
(cf. Propositions 2.5 et 2.8). D'apres la Proposition 2.3, s s'identifie
canoniquement avec un relevement de π\Y —>V/W, oύ V (resp. W)
designe L/L° (resp. k(L)/k(L) Π L°). La fonction structurale partielle
Cσ sur JB coincide par definition avec Cz et par suite Cσ = 0. Soit g0

Γalgebre de Lie du groupe structural de B, alors g est isomorphe a g0

et φz(φ est aussi isomorphe a ^Xg0) par les isomorphismes constructs
par le repere u. Done ce theoreme resulte du Theoreme 3.2.

11 Nous donnons ici quelques notions algebriques qui sont utilisees
dans la suite.

Soient V, Y" des espaces vectoriels reels de dimension finie et E
un sous-espace vectoriel de HomCF7, F"). Nous definissons le prolonge-
ment algebrique d'ordre 1 de E par

Ea) = {Xe Horn (V, E) \ X(u)(v) = X(v)(u) pour tous u, v e V'} .

Soit Ur un sous-espace vectoriel a r dimensions de V, posons

E(Ur) = {feE\f(u) = 0 pour tout ue Ur} .

Fixons un sous-espace vectoriel a r dimensions Ul de V £7j est dit
generique si t/J verifie dim E(Ur

Q) ̂  dim jEr(Z7r) pour tout sous-espace
vectoriel a r dimensions Ur de V'.

DEFINITION 3.2. Un sous-espace vectoriel E de Horn (F7, F") est
dit involutίf si et seulement s'il existe une serie de sous-espaces vec-
toriels generiques

{0} = U° c Uι c U2 c .. c Un' = F r O' = dim F0

telle que dim£T(1) = Σ ^ 1 dim E(Ur).
Considerons maintenant un Z-systeme d'algebres de Lie (L, L°, K)

et ecrivons F = L\L\ W = K/K Π ZΛ Soit g Γalgebre d'isotropie
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lineaire de (L,L°,K); g est envisagee comme une sous-algebre de Lie

de g((F, W) (voir §6). Prenons un relevement a de π:V->V/W et

considerons encore les applications lineaires φσ: gl(Ύ, W) —> Hom(V/W, W)

et ^ σ : Horn (7/TF,g)-> Horn (7/1^ Λ V/W, W) definies dans §6. Pour

simplifier les notations, ecrivons kσ(φ = gΠ Ker φσ, gθ) = 0σ(g) et /σ(g)

= Ker δ0.

LEMME 3.3. dim/σ(g) = dim(V/W) x dimit^g) + dimgθ) ( 1 ).

En efFet, comme la suite

est exacte,

0 > Horn (V/W, kσ(φ) - ^ > Horn (V/W, g) - ^ > Horn (V/W, g(σ)) • 0

est aussi exacte. II est facile de cela de demontrer que la restriction

de φ^ a Iσ(φ possede Γimage dans g(σ)(1) et en outre que la suite

0 • Horn (V/W, k°(φ) -±+ /'(g) - ^ > g(σ)(1) > 0

est exacte. Le lemme est ainsi etabli.

Soit Ur un sous-espace vectoriel a r dimensions de V/W. Posons

gσ(Z7r) = {Ae Q\φσ(A)(η) = 0 pour tout ηe Ur} ,

Q(σ Ur) = {Ce g(σ) | C(rj) = 0 pour tout η e Ur} .

LEMME 3.4. dim qσ(Ur) = dim kσ(φ + dim gθ Ur)

En effet, la suite

est exacte.

PROPOSITION 3.2. Si g(σ) est involutif par rapport a une serie de

sous-espaces vectoriels generiques

{0} = U° c Uι c U2 c . c Un = V/W (n = dim (V/W)) ,

alors

i) dim Iσ(φ — 2]r=ί dim %a(Ur) ,

ii) dim gσ(ί/r) ^ dim Qσ(Ur)
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pour tout sous-espace vectorίel a r dimensions Ur de V/W.

Cette proposition resulte du Lemme 3.3 et du Lemme 3.4.

12 A partir de ce paragraphe, nous supposons que tous les objets
geometriques soient analytiques reels. Tout ce que nous avons obtenu
jusqu'a present est encore valable en remplagant le mot "differentiate"
par "analytique reel". Nous nous proposons dans ce cas-la d'indiquer
certains theor ernes qui ramenent le probleme d' existence au probleme
algebrique.

Voici les theoremes fondamentaux.

THEOREME 3.4. Soient B une G-structure analytique et π-projetable
et R une equation differ entielle analytique invariante par B. SHI existe
un relevement σ de πQ: Vo—> VQ/WQ tel que

i) Φσ(B)aR,
ii) la fonction structurale partielle Cσ est nulle,

iii) Q(σ) c Hom(F0/^o> Wo) est ίnvolutif, g etant Γalgebre de Lie du
groupe structural de B,
alors il existe, pour tout y e l , une solution locale de R passant par le
point y.

Laissons la demonstration de ce theoreme pour le moment.

THEOREME 3.5. Soit & un faisceau en algebres de Lie analytique
transitίf et π-projetable et soit R une equation differ entielle analytique
invariante par ££. Soit yoeM et soit (L, L°, k(L)) le K-systeme d'algebres
de Lie attache a ££ en y0. Sfil existe un relevement zoeR tel que

i) β(z0) = Vo,
ii) la fonction structurale partielle CZo de (L, L°, k(L)) est nulle,

iii) gOSβ) est involutif, g etant Γalgebre d'isotropie de (L, L°, k(L)),
alors il existe, pour tout y e l , une solution locale de R passant par le
point y.

En effet, nous pouvons passer la situation a celle de Theoreme 3.4
en posant σ = u^oz^otiu^, u0 etant un element de P(π) veriίiant w(u0)
= 2/o (voir la demonstration du Theoreme 3.3).

Pour demontrer le Theoreme 3.4, nous nous rappelons la theorie
des systemes diίferentiels exterieurs, (voir [3], [4], [8]).

Soit P une variete, indiquons par Λ(P) Γalgebre des formes differ-



PSEUDO-GROUPES 57

entielles exterieures de P et par d: Λ(P) —> Λ(P) Γ operation differentielle

exterieure. Un sous-ensemble Σ de Λ(P) est dit un systeme differentίel

exterieur si et seulement si Σ satisfait aux conditions suivantes:

1) Σ est un ideal de Λ(P), 2) d(Σ) c Σ,

3) Σ est homogene, i.e., Σ = I ( 0 ) .+ i:(1) + - - + ΣM

(la somme directe, m = dim P), oύ Σ(r) = Σ Π (Γespace vectoriel des

formes de degre r),

4) 21 est engendre par un nombre fini d'elements de Σ. Remarquons

que si Ω\ , Ωs sont des formes de degre 1 sur P, elles determinent

le systeme diίferentiel exterieur engendre par Ω1, dΩί (ΐ = 1,2, ,s).

Nous ne considererons qu'un tel systeme et par suite Σm = {0}.

Soit Gr

p(P) la variete grassmannienne de tous les elements plans a

r dimensions en p e P, posons Gr(P) = {Jpep Gr

p(P). Gr(P) est le fibre

grassmannien sur P avec la fibration canonique p. Un element plan

E e Gr(P) est dit integral si et seulement si, pour tout θ(s) e Σ(s) et tous

X19--,XseE, Θ(S)(X19 , Xs) = 0 est verifie (s = 1,2, -. ., m). Notons

par /""(J) Γensemble de tous les elements plans integrals de Σ. Pour

tout E e Gr

p(P) (p eP), designons par H(E) le sous-espace vectoriel de

TP(P) de tous les elements X e TP(P) verifiant Θ(X, Y19 , Y8^) = 0 pour

tout θ eΣ(s\ tous Y19 , Ys_! e £ e t tous s = 1,2, . ,m. JΪCE) est appele

Γespace polaίr de E\ Posons, pour tout J? e Gr(P),

t(E) = dim P - dim #(£7)

et, de plus,

ts(E) = Max {£(£") I ί?' e GS(P) avec E' a E) (s = 0,1, , r) .

Un element plan integral Z? e /r(2T) est dit ordinaire s'il existe un ouvert

Jί de Gr(P) tel que

i) Eejr

ii) /r(2I) Π Jί est un sous-fibre de Jί par rapport a la fibration

iii) dim (Ir(Σ) Π ΛO = dim P + r(dim P - r) - 2ϋΓ=o

Considerons en outre une fibration a: P —• N, oύ N est une autre

variete de dimension n. Un element plan E e GnJJP) sera dit un N-ele-

ment plan si et seulement si Γapplication lineaire a#\E: E —> Ta{p)(N) est

un isomorphisme de E sur Γα(p)(iV). Indiquons par G(P,N) Γensemble

de tous les iV-elements plans; il est facile de demontrer que G(P,N)
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s'identifie canoniquement avec la variete J\P,a) et que G(P,N) est
ouvert dans Gn(P). Par consequent, un Λf-element plan integral E
e I(Σ, N) = In(Σ) Π G(P, N) est ordinaire si et seulement s'il existe un

ouvert Jίf de G(P,N) tel que

iy ίe/;,
ii)' /(I', 2V) Π Jίr est un sous-fibre de Jίf par rapport a la fibration

P\JT>>

iii)/ dim (I(Σ, N) Γ) JΓ') = dim P + n(dim P - n) - Σ^i UE).
Nous disons que le systeme (Σ, P, a, N) est en involution a un point p e P
si et seulement si les conditions suivantes sont verifiees:

1) il existe un N-element plan integral E avec p(E) = p,
2) tout iV-element plan integral en p est ordinaire.

Une section locale s de a est dit une solution locale de Σ si s*0 = 0 est
verifie pour tout θ e Σ. En vertu du Theoreme de Cartan-Kahler, nous
pouvons retrouver la proposition suivante, (voir [3], [4]).

PROPOSITION 3.3. Supposons que (Σ,P,a,N) est en involution a un
point p eP. Alors ίl existe une solution locale de Σ passant par le point
p.

A Γaide de cette proposition, nous allons demontrer le Theoreme
3.4. Considerons le systeme differentiel exterieur engendre par Ω* et
dΩ% Σ(Ωσ). On peut constater d'abord que tous les 2V-elements plans
de (B, πo&,N) sont representes par les elements de J\B, πo&);

E(Y) = Y(TX(N)) (Y 6 J\B, π o w), x = π o & o β(Y)) .

L E M M E 3.5. Pour tous Y e Rσ(B)9 A e g et tous ξ,ηe Vo/Wo,

(dΩ%((Y(t(u)(ξ)) + At) A Y(t(u)(η)))

= Cσ(Y)(ξ Λy)- φσ(A)(v)(u = β(Y)).

Ce lemme resulte immediatement de la definition de Cσ (2.13) et du
Lemme 2.5.

LEMME 3.6. Pour que Y e J\B, π o &) s'identifie avec un ΛJ-element
plan integral de Σ{Ωσ), il faut et il suffit que Y e Rσ(B) et Cσ(Y) = 0.

En effet, supposons que Y donne un AΓ-element plan integral de
Σ(Ωσ), c'est-a-dire que

i) β;(Γ(iθ) = o,
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ii) (dΩ%(Y(v) A Y{v')) = 0 (u = β(Y))

pour tous v, v'e TX(N) (x = πo&(u)). D'apres le Lemme 3.2, i) signifie
qu'il existe Y'eRσ(B) et A eg tels que Y(v) = Y'(v) + At. On a par
definition

0 = ΘU(AΌ = θu{Y(y) - Y\v))

= θu(Y(v)) -

et par suite, θu(Y(v)) = σ(t(u)-\v)). Ceci demontre que Y e Ra(B).
Ensuite, ii) signifie que Cσ(Y) = 0. La reciproque sera evidente.

LEMME 3.7. Soίt Ur un sous-esvace vectoriel a r dimensions de
VQ/W0. Si Ur est generίque par rapport a

tr(E(Y)) - dim β - dim iV - dim g#(ί7r)

pour tout Y 6 Rσ(B) vέrifiant Cσ(Y) = 0.

En effet, indiquons par H(Y, Ur) Γespace polaire de Er — Y(Ur), i.e.,

H(Y, Ur) = {Ze TU(B) I fl;(Z) = 0, (dΩ*)u(Z A Zf) - 0 pour tout Z' e Er) .

D'apes le Lemme 3.2, Z doit etre de la forme Z = Y(v) + A* (A e g,
v = π*w*(Z)). Puis d'apres le Lemme 3.5, on a

(dΩ')u(Z A Z') = -^#(A)(9) - 0

en posant Z7 = Y(t(u)(v)) (ηe V0/WQ). Par suite, H(Y, Ur) est isomorphe

a la somme directe (V0/WQ)®qσ(Ur), on a done

t(Y(E7')) = dim B - dim N - dim g#(J7r) .

A Γaide du Lemme 3.4, on peut demontrer aisement que t(Y(Ur))

^>t(Y(Ur)) pour tout sous-espace vectoriel a r dimensions Ur de Vo/Wo.
Done le lemme est etabli.

Maintenant fixons un element yosM et un element u0 e B avec
®(u0) = yQ. D'apres la Proposition 2.13, il existe un element Yo e Rσ(B)
tel que ̂ (Γo) = ̂ o et Cσ(Y0) = 0. Par suite, il existe un iV-element plan
integral de Σ(Ωσ) en uQ (cf. Lemme 3.6). Done il suffit de demontrer
que tout Y e Rσ(B) verifiant β(Y) = u0 et Cσ(Y) = 0 est ordinaire.

Puisque Cσ est nulle sur B, il existe, d'apres la Proposition 2.14,
une section locale τ de β: Rσ(B) -> B definie autour du point uQ telle que
Ca(τ(u)) = 0 pour tout u e C7(r). Nous pouvons supposer que τ verifie
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aussi τ(uQ) = Y.

Considerons Γapplication

Ψ: U(τ) x 7 (fl) - I(Σ(Ω°), N) Π j8" WW)

definie par Ψ(u, A) = A*r(%) ((w, A) e E7(r) X 7 (g)). On a βo y( w , A) = u

et SFO&io, 0) = Y. II est facile de demontrer, d'apres la Proposition 2.11,

que Ψ est injective. Soit Γ' un element de I(Σ(Ω ), N) Π β'KUM). D'apres

la meme Proposition 2.11, il existe AeHom(F 0/Ifo)9) tel que Y;

= A*τ(u) (w = ]8(Γ0). On a

δσA

et par suite, A e 7σ(g). Ceci demontre que ¥ est^surjective. Comme

Rσ(B) est localement represente par le produit de Z7(r) et Ή.om(V0/W0, g),

^r = I(Σ(Ω<), N) Π β'\U{τ)) est envisage par Γapplication bijective ?Γ

comme un sous-fibre de J?σ(J5) Π β~\U(τ)) par rapport a la fibration β.

II en resulte que Jί est un sous-fibre de β~KU(τ)).

Comme g(σ) est involutif, il existe une serie de sous-espaces vector-

iels generiques {0} = U° c Uι c . c Un = Vo/Wo telle que dim/'(g)

= Σnr~Λ dim qa(Ur) et tr(E(Y)) = dim β - dim 2V - dim a.(17r) (r - 0, 1,

• -,n — 1) (cf. Proposition 3.2 et Lemme 3.7). Calculons

dim u? = dim B + dim 7σ(g)

= dim B + ΣΓr'Λ (dim B - dim N - tr(E(Y))

= dim J5 + n(dim B - n) - Σ?:J tr(E(Y)) .

Ceci demontre que E(Y) est ordinaire. Le Theoreme 3.4 resute done de

la Proposition 3.3 et de la Proposition 3.1. c.q.f.d.

13 Maintenant nous allons appliquer la theorie generale a la ge-

ometrie des G-structures.

Soient NlfN2 des varietes analytiques reelles. Supposons que dimiVj

— dim N2 = n. Soit G un sous-groupe de Lie de GL(n9 R) et soient Bl9

B2 des G-structures sur A/\ et iV2 respectivement. Bλ et B2 determinent

Γequation diίFerentielle du premier ordre R(B19 B2) sur (N1 x N29 π19 NJ,

πx etant la projection canonique (cf. § 2, Exemple II). R(Bl9 B2) est une

equation invariante par le pseudo-groupe des automorphismes locaux de
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2?! et de B2. Remarquons que Bx x J52 est plonge canoniquement dans le

fibre des reperes de Nλ x N2. Definissons Γapplication lineaire σ: Rn

-> R2n = Rn®Rn par σ(ξ) = (ξ, f) (f e i?w) σ est un relevement par rapport

a la projection canonique π0: R2n —> Rn.

LEMME 3.8. Φσ(B1 x B2) = i2(Bj, B2).

En effet, on a d'abord £(w, v) = u pour tous ueB19v eB2 (cf. 2.5)

et Φ,(^, t;) (Z) = (X,vo vr\X)) pour tout Z e Tx(Nλ) (x = o^fa)). Par suite,

Φσ(u,v) s'identifie avec vou'K II en resulte que Φσ{u,v){(β^x) — (B2)y

(y = &2(v)). Soit z e R(Bί9 B2) avec a(z) = α?, /3(̂ ) = j / . Prenoris ^ e B^

v e B2 avec α̂ xĈ ) = a?, ®2(y) — y et posons α — v 1 o ^ ^ , Comme zou ap-

partient a B2, v©α est un element de J52. Done on obtient Φσ(w, voα) = 2,

Soient θlf θ2 les formes canoniques sur B1 et JS2 respectivement et θ

la forme canonique sur Bxx B2. II est immediat de constater que θ

coincide avec θx — θ2 et que Ω° — θ2 — βlβ Soit i2ff(JBi X B2) Γequation

differentielle sur (Bx x B2y w19 NJ determinee par Ωσ (cf. § 2, Exemple III

et Proposition 2.10). Definissons Γapplication FiJ^BvtΰJxJKBzffy)

-> R9{Bλ x B2) par la f ormule:

F(Xl9 Z2)(Y) - (Z.CΓ), X2 o ^ o ^-1(7)) ( ^ = β(Xt)f i = 1,2)

pour tous Z^ e J 1 ^ , «<), i = 1,2, et tout Y € ΓX(Λ7Ί) (x = tuauj). On peut

constater que F possede Γimage dans Rσ(B19 B2).

LEMME 3.9. F est surjective.

En effet, soit Y e Rσ(B1 x B2) avec β(Y) — (u19 u2). Comme pour tout

XeTx(NJ(x = υtfyQ), Y(X) est un element de T{UltUi)(Bx x β2) = TUl(Bd

Θ Γωa(J52), nous pouvons partager Y(Z) en deux: Y(Z) = (Y^Z), Y2(X))

(Yi(X) e Tu.iBi), ί = 1,2). II est clair que Yi9 i = lf2, sont des applica-

tion lineaires. Posons Xx — Yx et Z 2 = Y2ou1ou~1. Alors on obtient

Xi 6 JKBi9 «<), i = 1,2, et par suite, F(X19 Z2) = Y.

LEMME 3.10. Lα fonction structurale partielle Cσ sur Bλ x B2 coincide

avec C2 — C19 Ct etant la fonction structurale de Bt (i = 1,2).

En effet, pour Xt e J\Bί9 #*), i = 1,2, ξ, 27 e i?w, on a

C ^ , Z2))(f Λ η) = (dθ )((-ϊi o ^(f), Z 2 o ^(f)) Λ (Z> o t^ί,), Z 2 o u2(η))
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Λ Xx

= C2(X2)(ξ A η) - C^XJiξ Λ

et par suite, Cσ(uί9 u2) = C2(u2) —

Soit g Γalgebre de Lie de G. Designons par g Γalgebre de Lie du

groupe structural de Bx x B29 i.e., g = g θ g (la somme directe).

LEMME 3.11. §0) = g.

En effet, soit A = (Ax, A2) e g (A< e g, ί — 1,2), on a

= A o σ(ξ) - a o TΓO o A o <K£)

= (0, (A, - Ax)(f))

pour tout ξeRn.

Nous pouvons demontrer le theoreme suivant qui a ete trouve par

Singer et Sternberg (voir [11], Chap, III).

THέOREME 3.6. Soient B19 B2 des G-structures sur Nt et N2 respec-

tivement et Cl9 C2 les fonctions structurales de Bλ et B2 respectivement.

Si les conditions suivantes sont verifiees:

1) Cx et C2 sont constantes et Cx — C29

2) Γalgebre de Lie de G9 g, est involutive,

alors Bx et B2 sont localement ίsomorphes.

En effet, d'apres le Lemme 3.10, 1) signifie que la fonction Cσ est

nulle sur B1χ B2; d'apres le Lemme 3.11, 2) signifie que gθ) est invo-

lutive. Ce theoreme resulte done du Theoreme 3.4.

Soit N une variete de dimension n et soit B une G-structure sur

N. Supposons que la fonction structurale C de B soit nulle. Designons

par R(B) Γensemble de tous les elements z de J\B9w) verifiant la rela-

tion (dθ)u(z(X)9 z{Y)) = 0(u = β(z)) pour tous X9Ye TX(N) (x = w(u))9 θ etant

la forme canonique sur B. II se trouve que R(B) est une equation dif-

f erentielle du premier ordre sur (B9 w9 N) invariante par le pseudo-

groupe des automorphismes locaux de B. Pour qu'il existe, pour tout

point xeN9 une solution locale de R(B) definie autour du point x9 il

faut et il suffit que B est plate (cf. Definition 3.1).

Pour tout zeR(B)9 nous pouvons definir Γelement H(z) de F(B)9 le

fibre des reperes de B9 par les formules:
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H(z)(ξ) = z o u(ξ) , H(z)(A) = A* (u = β(z))

pour tout ξ e Rn et tout Aeg, Γalgebre de Lie de G. Soit g(1) le pro-
longement algebrique d'ordre 1 de g. Posons

G(1> = {XeGL(Rn Θ β) X(f, A) - (£, X(ξ) + A),Xe 9

(1)}

et β(1) = H(R(B)). Alors B(1) est une G(1)-structure sur B, le prolonge-
ment geometrique d'ordre 1 de B (cf. [10]). Definissons Γapplication
σ:Rn -+ RnΘq par σ(f) = (£, 0) (f e /?"). II est facile de demontrer que
Φσ(B(1)) = R(B) et que 0,(8) = fl(υ,8 έtant Γalgebre de Lie de G(1). Le
Theoreme 3.4 s'applique a cette situation. Lorsque B est une structure
riemannienne, i.e., g = o(n), la fonction structurale partielle Cσ sur B(1)

est envisagee comme la courbure de cette structure riemannienne et
g(1) = 0. Dans ce cas-la, le Theoreme 3.2 montre un des theoremes
fondamentaux de la geometrie riemannienne: Si la courbure de Γespace
de Riemann N est nulle, N est un espace localement euclidien.
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