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LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES INVARIANTES
PAR LES PSEUDO-GROUPES

TATSUO HIGA

Introduction

S. Lie a étudié méthodiquement, pour la premiére fois, des propriétés
des équations différentielles invariantes par les groupes continus de
transformations locales (pseudo-groupes continus). Aprés avoir étudié
la structure des pseudo-groupes, Lie a esquissé la méthode générale
d’intégration des équations différentielles, [9]. Un de ses idées fonda-
mentales est celle de réduire les équations différentielles aux autres
équations faciles & étudier: par exemple, les systémes de Pfaff compléte-
ment intégrables.

La détermination d’un pseudo-groupe laissant invariant 1’équation
différentielle donnée est, en général, trés difficile et, en outre, il y a
beaucoup d’équations différentielles (non-linéaires) qui n’admettent que
Videntité d’un espace.

Cependant, en Géométrie différentielle ou Mécanique, on peut
rencontrer souvent des équations différentielles invariantes par les pseudo-
groupes continus dont la structure est bien connue ou facile & étudier
(cf. [11,[3]). Par exemple: L’équation différentielle déterminée par le
probléme d’existence d’immersions isométriques locales d’une variété
riemannienne dans une autre; elle est invariante par le pseudo-groupe
fini des isométries locales des deux variétés riemanniennes (cf. [2], [4]).
L’équations différentielles parues dans la Géométrie des G-structures,
[101,[11]; la plupart de ces équations peuvent étre envisagées comme
des équations invariantes par certains pseudo-groupes.

Le probléme que nous traitons dans ce Mémoire est le suivant.
Etant donnés un pseudo-groupe continu fini ou infini % et une équation
différentielle R invariante par %, nous voulons étudier d’abord les con-
ditions ymoyennant lesquelles 1’équation R puisse étre réduite & certains
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systémes de Pfaff complétement intégrables; ensuite le probléme d’exist-
ence de solutions locales de R. Les conditions obtenues doivent é&tre
géométriques ou algébriques. Nous voulons en fait unifier les divers
théorémes parus dans la Géométrie différentielle.

Dans le chapitre I, nous posons la définition des équations différ-
entielles aux dérivées partielles, et ses solutions locales. Pour simplifier
les idées, nous étudierons principalement les équations différentielles du
premier ordre.

Dans le chapitre II, nous traitons la structure des pseudo-groupes
laissant invariant les équations. Au lieu des pseudo-groupes, nous
considérerons les faisceaux en algebres de Lie (transitifs et z-projetables)
dont la théorie est développée dans [11] et les G-structures associées
aux faisceaux. Il existe toujours une équation différentielle invariante
par # (Théorémes 2.1,2.2).

Pour un faisceau en algébres de Lie transitif et z-projetable .2,
nous pouvons définir une certaine constante structurale C, et un sous-
espace vectoriel ¢,(g) de Hom (R", R™), g étant ’algebre d’isotropie linéaire
de . (voir §9 et §11).

Dans le chapitre III, les théorémes suivants sont démontrés. Soit
Z un faisceau en algébres de Lie transitif et z-projetable et soit R une
équation différentielle du premier ordre invariante par %Z.

1) Si & est plat, R peut étre réduite & certains systémes de Pfaff
complétement intégrables (Théoréme 3.1).

2) Si & vérifie les conditions i) C, = 0, ii) ¢,(a) = 0, R peut étre
réduite a certains systémes de Pfaff complétement intégrables (Théorémes
3.2,3.3).

3) Supposons que .# et R soient analytiques réels. Si # vérifie les
conditions i) C, =0, ii) ¢,(g) est involutif, il existe, pour tout yeM
(I’espace de variables indépendantes et dépendantes), une solution locale
de R passant par le point y (Théorémes 3.4, 3.5).

Dans le paragraphe 13, nous appliquons la théorie générale & la
Géométrie différentielle locale. Par exemple, nous pouvons retrouver
le théoréme de Singer-Sternberg en utilisant le théoréme 38) ci-dessus
(voir [11] Chap. III):

THEOREME 3.6. Soient B,, B, des G-structures sur N,, N, respective-
ment. Si les conditions suivantes sont vérifiées;
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i) les fonctions structurales C, et C, sont constantes et C, = C,,
ii) Palgébre de Lie de G est involutive,
alors B, et B, sont localement isomorphes.

Dans toute la suite, R™ désigne 1’espace vectoriel réel canonique a n
dimensions. Le mot «différentiabley signifie «différentiable de classe
C=». Mais, & partir du paragraphe 12, nous supposons que tous les
objets soient analytiques réels. Soit M une variété, indiquons par
T.(M) D’espace vectoriel tangent &4 M en xe M. Soit f une application
différentiable d’une variété U(f) dans une autre V(f), f, désigne I’ap-
plication tangente de f et f* I’application cotangente.

Nous voulons exprimer ici notre profonde reconnaissance au Profes-
seur A. Morimoto qui nous a donné les conseils bienveillants.

I. [Equations différentielles aux dérivées partielles

1 Nous allons commencer par poser la définition des équations
différentielles sur une variété différentiable. Dans toute la suite de ce
chapitre, M et N désigneront des variétés différentiables et n: M — N
une fibration (submersion surjective).

Nous indiquons par J*(M,z) (k =1,2,--.) la variété des k-jets de
sections locales de =. Soit s une section locale de = et désignons par
7%(s) le k-jet de s en x € U(s) (le domaine de s). Les applications source
af: J¥M,z) — N et but g¢: J*(M,n) — M sont définies par les formules:
a®(75(8)) = x, B*(j%(s)) = s(x), et il se trouve que aFf et p* sont des sub-
mersions surjectives. Donc, pour une section s, (5*s)(x) = j%(s) donne
une section locale de «*. Lorsque M est un fibré vectoriel sur N, J*(M, )
admet une structure canonique de fibré vectoriel sur N.

Si k=1, nous pouvons envisager J'(M,r) comme l’espace E de
toutes les applications linéaires injectives de la forme suivante;

2:T,(N)—> T, M), a(y) =, Teoz =id.

Plus exactement, comme 1’élément ji(s) est entiérement déterminé par
z, s(x) et les valeurs en x des dérivées du premier ordre de s, on peut
définir I’application linéaire z de T,(N) sur T,,,(M) par z = (s,),. Donc
nous envisagerons J'(M,r) soit comme l’espace des 1l-jets soit comme
I’espace E ci-dessus.

Supposons maintenant que M soit le produit de N et une autre
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variété différentiable Q, i.e., M = N X Q et que = soit la projection
canonique N X @ — N. Lorsque ceci est le cas, J*(M, n) s’identifie avec
la variété des k-jets des applications différentiables locales de N dans
Q, ie., JEN,Q) et JY(M,r) s’identifie, cette fois-ci, avec ’espace de
toutes les applications linéaires de T,(N) dans T, (@) (pour tous zeN,
qeQ).

Soit M’ une variété différentiable et soit n’: M’ -— N une fibration.
Supposons que M’ soit un sous-fibré de M par rapport & =z, alors J*(M’, z’)
est considéré comme un sous-fibré de J*(M, x) par rapport a la fibration
o JE (M, n) — N.

DEFINITION 1.1 (cf. [5],[6]). Nous disons qu’une sous-variété R, de
JEM, ) est une équation différenticlle aux dérivées partieclles d’ordre k
sur (M, n, N) si et seulement si B,, muni de cette structure de variété,
est un sous-fibré de J*(M, n) par rapport a la fibration «*.

Remarque. 1) Si R, est un sous-fibré différentiable de J*(M, )
par rapport & la fibration g%, R, est considéré comme une équation dif-
férentielle d’ordre k. Cela signifie que R, ne donne aucune relation
d’ordre zéro entre les fonctions inconnues.

2) Lorsque M est un fibré vectoriel sur N et Rk est un sous-fibré
vectoriel de J*(M,r), B, est appelé une équation différentielle linéaire
d’ordre k (cf. [5D).

3) L’équation différentielle R, dans la définition est localement
donnée par I’ensemble de tous les points qui annulent un nombre fini
de fonctions différentiables locales. Si, en outre, R, satisfait & une
condition convenable, il existe un fibré différentiable sur N, z’: M’ — N,
un morphisme de fibrés +: J*(M,x) — M’ et une section différentiable s’
de 7’ tels que

) sWN) C M, ),
i) By ={zeJ"M,n)|¥(2) = s'(a"(2))}

soient vérifiés (voir [6]).

PRrROPOSITION 1.1. Soit M’ un sous-fibré de M par rapport d = et
soit R}, une équation différentielle d’ordre k sur (M',x|y,N). Alors R
est considéré comme une équation différentielle d’ordre k sur (M, r, N).

DEFINITION 1.2. Soit R, une équation différentielle d’ordre k& sur
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(M, 7, N). Une section différentiable locale s de n définie sur un ouvert
V de N est dit une solution locale de R, si et seulement si (j*s)(V)C R,
est vérifié.

2 Donnons quelques exemples. Soit @ une variété différentiable.

EXeMPLE I. Supposons que dim N < dim Q. Etant données une
métrique riemannienne g sur N et § sur @, nous indiquons par R(g, §)
P’ensemble de toutes les applications linéaires z: T (N) — T,(Q) (pour tous
zeN,yeQ) telles que 7,((X),2(Y)) = g,(X,Y) pour tous X,Y e T (N).
On voit aisément que R(g, §) est une équation différentielle du premier
ordre sur (N X Q,r, N) et qu'une application différentiable locale f de
N dans @ est une solution locale de R(g, §) si et seulement si f vérifie
f*d =g, c’est-a-dire une immersion isométrique. Si @ = E™, l’espace
Euclidien de dimension m avec la métrique canonique ds, ’existence de
solutions locales de R(g, ds) signifie que N peut &étre localement plongé
dans E™ et que, dans le cas particulier de m = dim N, N est un espace
de Riemann localement euclidien.

La théorie de G-structures peut généraliser la situation ci-dessus
aux autres structures géométriques. Soit G un sous-groupe de Lie de
GL(n, R), n étant la dimension de N; une G-structure B sur N est la
donnée d’un sous-fibré principal, du groupe structural G, du fibré de
repéres de N, @ : F(N) — N (cf. [10]).

EXEMPLE II. Supposons que dim N = dim Q. Etant données deux
G-structures B, B sur N et sur Q respectivement, nous indiquons par
R(B, B) ’ensemble de toutes les applications linéaires isomorphes z de
T, (N) sur T,Q) (pour tous e N,y € Q) vérifiant la condition z(B,) = E,,
ou B, (resp. f?,,) désigne B N @~ '(x) (resp. Bn @~ '(y)). 11 se trouve que
R(B, B) est une équation différentielle du premier ordre sur (N X Q, w, N).
L’existence de solutions locales signifie que B et B sont localement iso-
morphes. En particulier, si B et B sont des G-structures plates, il
existe toujours, pour tous zeN,ycQ, une solution locale s telle que
s(z) =y (ef. [10],[11]). Ce fait sera généralisé aux autres équations.

ExeMPLE III. Etant données r expressions de Pfaff linéairement
indépendantes o', - - -, 0" sur M (r < diin M), nous indiquons par R(»!, - - -,
o") ’ensemble de tout point zeJ'(M,n) vérifiant 0*(z(X)) =0 1 =12,
«++,7) pour tout XeT,.,,N). R(o',---,w") ne devient pas toujours une
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équation différentielle.

Posons, pour tout x e N, M, = n~'(x) et désignons par ¢, ’inclusion
de M, dans M. Considérons un systéme (o), ---,0") satisfaisant 3 la
condition ;

(C) les formes induites tFo', ---,c*0w” sur M, sont encore linéaire-
ment indépendantes pour tout x e N.

Cela étant, nous pouvons prendre, pour tout y ¢ M, un systéme de
coordonnées locales d’un voisinage ouvert U de ¥, (x, -, 2% %% -, y™)
(n =dimN,n + m = dim M), et celui de V = =(U), (', - .-, T*) tels que

1) Zlorm =&t =112, .--,n),

i) et =dyt— > ,aide?! — 30, bidy* 1 =1,2,-.-,7) forment un

systeme de Pfaff équivalent a (o', ---,0"), ol af, b sont des
fonctions différentiables de ¢ et y/.

Chaque élément ze §7'(U) C JY(M, ) est représenté par

et par suite, (2, ---, 2% ¥', - - -, Y™, pf) devient un systéme de coordonnées
locales de p7'(U). 1l est facile de démontrer 4 I'aide de ce systéme de
coordonnées que R(o', ---,0") N f7Y(U) coincide avec ’ensemble de tous
les points qui annulent les fonctions suivantes;

Fi=pi—ai— > biph  G=12-,7r;j=12---,0).
k=r+1

Cela veut dire que R(o, - - -, »") est un sous-fibré de J'(M, n) par rapport

a la fibration but g:J'(M,r) — M. 1l est utile, pour la suite, d’exprimer

ce résultat sous la forme suivante.

PROPOSITION 1.2. Soient ', -- -, 0™ des formes différentielles linéaire-
ment indépendantes sur M. Si (o', ---,0") satisfait a la condition (C),
alors R(o', ---,") est un sous-fibré de J' (M, z) par rapport d la fibration
but B et par suite, R(v', - - -, 0") est une équation différentielle du premier
ordre sur (M, r,N).

Supposons que R(w', ---,w") donne une équation différentielle sur
(M, r,N). Alors il est évident qu’une section locale s de = est une so-
lution de R(o', ---,»") si et seulement si s donne une variété intégrale
a n dimensions du systéme de Pfaff o' =0, :-:,0" = 0.
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Cet exemple nous conduit & poser la définition suivante:

DEFINITION 1.3. Etant donnée, en général, une équation différen-
tielle du premier ordre R sur (M, r, N), nous disons que R est compléte-
ment réductible si et seulement si, pour tout y e M, il existe un voisinage
ouvert U de y dans M et r expressions de Pfaff linéairement indépend-
antes o', ---,0" sur U (r £ dim M — dim N) telles que

) o ---,0" satisfont a la condition (C),
ii) @' ---, 0" forment un systéme de Pfaff complétement intégrable,
iii) toute solution de R(o!, ---,0") est encore celle de R, i.e.,
R, ---,0") C R.

Remarquons qu’une telle équation posséde toujours des solutions.
On verra dans le chapitre III que cette notion pour les équations dif-
férentielles peut étre caractérisée par des propriétés géométriques ou
algébrique des pseudo-groupes laissant les invariant.

3 Soit p*:J¥M,z) —» J*(M,n) (k = 2) la projection canonique et
soit R, une équation différentielle d’ordre k& sur (M,r, N). Supposons
que le rang de p*|p,, la restriction de p* & R,, soit constant sur R,; on
observera que I’image M= o*(R;) devient un sous-fibré de J*'(M, ) par
rapport a la fibration source «*~' et en outre que R, peut étre envisagée
comme une équation différentielle du premier ordre sur (M, a* |z, N).
En raison de ce fait, dans toute la suite de ce Mémoire, nous ne con-
sidérerons que les équations différentielles du premier ordre sur (M, z, N).

Soit R une équation différentielle du premier ordre sur (M, =z, N).
Définissons une forme différentielle extérieure de degré 1, w, a valeurs
dans le fibré vectoriel Ker n, = {ve T(M) |z, v = 0};

1.2) 0,(X,) = B, X, — 2(a, X)) (2eR,X.ecT(R),
a étant I’application source et g I'application but.

DEFINITION 1.4. Nous dirons que o est la forme canonique sur R.
Soit ¢: R G J'(M,n) linclusion et soit @ la forme canonique sur
JY M, ), il est immédiat de constater que ¢*& = w. Soient U un ouvert
de M, (x, ---, 2% %%, ---,y™) (n + m = dim M) un systéme de coordonnées
locales de U et (z', ---, %" (n = dim N) celui de V = #z(U) tels que Ziox
=24,1=1,2,...,n Indiquons par (2%, ---, 2" 9", ---,y™, p!) le systéme
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de coordonnées locales de g~'(U) attaché & (2%, ---, 2", ', - - -, y™) (cf. 1.1).
Prenons une section locale s de = ; j'(s) est représenté par

Go0( ). = (2), + S22, =

en posant s/ = yios (j =1,2,.--,m). Examinons ensuite 1’expression
locale de la forme canonique @ sur J'(M, =), on a

1.3) ol =dy’ — Yipidet  ((=1,2--,m),
i=1

L 0
en posant @ = mf<—) .
P JZ; oy’

Considérons maintenant une section r de «|;-1y,: 7 (U) — V vérifiant
o*w =0 et posons ’L‘j = ijT, T;j = p'7{°1' (’L = 1,2, M '7’”’;.7. = 1729 M '9m)-

Alors, d’aprés (1.3), t*@ = 0 entraine de¢/ = 37, ¢{dz* (7 = 1,2, --.,m)
puisque afor = Tt (1 = 1, 2, .-.,n) et par suiteon a 7J = %T_—Jl Définissons
T

une section s de zn|y: U—V par xtos =%}, ylos=71(1=12,.---,m;7]
) i, .
=1,2,..-,m). Les relations ¢; = -aa-% signifient que j's =z. Donc on
T
obtient le lemme suivant.

LEMME. Soit t une section locale de a:J'(M,z) — N définie autour
d’un point x,e N. Pour qu’il existe une section locale s de n définie
autour du point x, telle que j's = 7, il faut et il suffit que = satisfasse
a la condition *@ = 0.

ProOPOSITION 1.3. Soient R une équation différentielle du premier
ordre sur (M,z,N) et w la forme canonique sur R. Soit r une section
locale de a:R— N. Pour que la section locale s = Bor de n donne une
solution de R, il faut et il suffit que = satisfasse a la condition t*w = 0.

En effet, soient @ la forme canonique sur J'(M,rz) et : R G J'(M, x)
I’inclusion, ¢oz est une section locale de «'. On a (oo)*mw = t*oc*w
= t*w = 0 et par suite, d’aprés le lemme précédent, j's = coz. Il en
résulte que s donne une solution de E.

II Pseudo-groupes laissant invariant les équations différentielles

4 Dans ce chapitre, nous traiterons les pseudo-groupes qui laissent
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invariant les équations différentielles. Au lieu des pseudo-groupes, nous
congsidérerons, au fond, ses algébres de Lie, c’est-a-dire les faisceaux
en algébres de Lie.

Dans toute la suite de ce chapitre, toutes les variétés sont supposées
connexes; n : M — N désignera une fibration. Etant donnée une application
locale f d’une variété M’ dans une autre M”, nous désignerons toujours
par U(f) le domaine de f et par V(f) I'image de f.

Soient ¢ un difféomorphisme local de M dans M et X un champs
de vecteurs local dans M.

DEFINITION 2.1. Nous disons que ¢ est n-projetable s’il existe un
difféomorphisme local f de N dans N tel que no¢ = for. Ensuite, X
est dit z-projetable 8’il existe un champs de vecteurs local Y dans N
tel que =, (X,) =Y,,, pour tout y € U(X). Pour simplifier les notations,
écrivons f = t(¢).

Soit ¢ un difféomorphisme lolal z-projetable de M dans M. Définis-
sons un difféomorphisme local p(¢) de J'(M, =) dans J'(M, =) par la formule:
p($)(2) = ¢y 020oU(@);', pour tout ze g '(U(g)), ou B désigne I’application
but. On a aop(p) = foa et Bop(d) = o B, a étant 'application source.
Considérons maintenant un champs de vecteurs local z-projetable X dans
M. X est engendré par la famille & un parametre de transformations
locales dans M, {¢,}, et toute ¢, est =-projetable. Notons par p(X) le
champs de vecteurs local dans J'(M,r) engendré par la famille {p(¢,)}.
Il est immédiat de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. Sotient ¢,¢’ des difféomorphismes locaux et =n-
projetables de M dans M, X, Y des champs de vecteurs locaux et z-
projetables dans M.

1) Si V(¢) = Ulg), alors p(gog’) = n(g) o p(g).

2) B,m(X) = X.

3) SiU(g) = UX), alors ¢, X est n-projetable et p($,X) = p($)p(X).

4) [X,Y] est encore n-projetable et p(X, Y] = [p(X), p(Y)].

Soit R une équation différentielle du premier ordre sur (M, r, N).

DEFINITION 2.2. Nous dirons qu’un difféomorphisme local z-proje-
table ¢ laisse R invariant si p(¢) vérifie

P@AE N U@ =R N g7 (V(g)
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et qu’un champs de vecteurs local z-projetable X dans M laisse B invariant
si p(X) est un champs de vecteurs local tangent i R.
La proposition suivante résulte de la Proposition 2.1.

PROPOSITION 2.2. Soient ¢ un difféomorphisme local n-projetable
et X, Y des champs de vecteurs locaux n-projetables. Supposons qu’ils
laissent R invariant.

1) St U(g) = UX), $.X laisse R invariant,

i) Si URX) = UXY), [X,Y] laisse R invariant.

EXEMPLE (voir §2, Exemple I): Soient f une isométrie locale de
N dans N et ¢ celle de @ dans @. Il est clair que 6=J X est un
difféomorphisme local z-projetable de N X Q dans N X Q et que p(#)(z)
appartient & R(g,§) si et seulement si z¢ R(g, §). Cela signifie que ¢
laisse R(g, §) invariant. Il en est de méme pour I’exemple II.

S Désignons par TM le faisceau des germes de champs de vecteurs
locaux dans M et par X, le germe en y e M du champs de vecteurs local
X défini autour du point y. TM est muni de la structure de faisceau
d’algébre de Lie. Soit % un sous-faisceau d’espace vectoriel de TM, et
posons, pour tout ye M,

D), = {X,e T, |X,c 2, ,

ou #, désigne ’espace vectoriel de tous les germes en y de . Indiquong
par I'(U, £), U étant un ouvert de M, ’ensemble de toutes les sections
de & définies sur U; comme on sait, 1’élément de I'(U, #) s’identifie
canoniquement avec un champs de vecteurs défini sur U ; indiquons finale-
ment par (%) le pseudo-groupe engendré par %.

DEFINITION 2.8. Un sous-faisceau d’espaces vectoriels, ., de ™
est dit un faisceau en algébres de Lie si et seulement si Z vérifie leg
conditions suivantes :

1) pour tous X,YeI'(U, ¥),[X, Y] e r'w,»,

2) 9eP(2) et XeI'(U(p), #) implique ¢,X ¢ I'(V(p), #),

3) &£ est défini par un systdme d’équations différentielles aux
dérivées partielles d’ordre quelconque.

Lorsque % satisfait, en outre, & la condition

4) dim D(#), = constant, pour tout yeM,
< est dit régulier. En particulier, si & vérifie
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4y D), = T,(M), pour tout y e M,
& est appelé transitif.

A propos de cette définition, surtout de la condition 3), on peut voir
les subtilités dans [11]. Dans toute la suite, # désigne un faisceau en
algébres de Lie de base M. Remarquons que si £ est régulier, D(%¥)
forme une distribution involutive et la restriction de % a une feuille
intégrale M de D(%) est un faisceau en algdbres de Lie transitif sur M.

DEFINITION 2.4. % sera dit z-projetable si et seulement si toute
section locale de # est =-projetable.

Soit % =z-projetable. Désignons par # le morphisme de faisceaux
défini par #X,) = (@xX)., € TM pour tout X, e%,. On a z[Z,7']
= [#Z, #Z'] pour tous Z,Z'e€ #,. Posons k(¥) = Ker#. k(%) est con-
sidéré comme le faisceau des germes de champs de vecteurs de ¥ tan-
gents aux fibres de la fibration z. Il est clair que k(%), est un idéal
de 2,.

Nous allons définir la filtration en y {¥}},., comme suivant:

=2, <0, L={X,e2,|X, =0},
&z ={&,e2,|i(X)=0 (=1

et posons k(¥L), = k(£), N &, (reZ). 1l est facile de démontrer les
relations: [&7, 5] C Z0*, (L7, k(L)) C k(L) (r,seZ); la premiére
relation signifie que &, est un idéal de &} (r = s = 0).

Considérons ’algébre de Lie L = l(iin_.,?,,/ &5, appelée U'algébre formelle
de £ eny, k(L) =lim k(2),/k(£); et L*=1lim 23/ #]. k(L) peut &tre
considéré comme un idéal de L puisque A(¥), est un idéal de Z, et
)y c &, (r=1,2,---). On a facilement [L’ L] C L. Nous avons
ainsi obtenu le triplet (L, L’ k(L)), que nous appellerons le K-systéeme
d’algebres de Lie attachée a &£ en y.

PROPOSITION 2.3. Soit ¥ =-projetable et supposons = (D(¥),)
= T,,,(N) pour tout ye M. Soit (L, L’ k(L)) le K-systéme d’algedbres de
Lie attaché 6 £ en yeM, et posons V =L/L, W = k(L)/k(L) N L".
Alors V s’identifie canoniquement avec I'espace vectoriel D(¥), et V/W
avec T, ,(N).

En effet, on observe aisément que L/L° (resp. k(L)/k(L) N L° est
isomorphe & %,/ %5 (resp. k(#),/k(£);) et par suite, V (resp. W) s’identi-
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fie avec D(¥), (resp. D(¥),/D(¥), N Ker (x,),). Donc I’application
linéaire surjective r, : D(¥), — T,,,(N) entraine I’isomorphisme #,: V/W
— T (N).

Définissons une série de sous-espaces vectoriels L O LD I} D L?...
par induction:

L' = {XeL'|[X, L] LY}
L= {XeL|[X, L] C L'}

Lorsque % est transitif, il se trouve que L? coincide avec lim 25/.%5*"

r

(ef. [11]). Lorsque Z est régulier, la filtration ci-dessus a quelque rela-
tion & celle de 'algébre formelle du faisceau réstreint (voir [7]).

6 Soit L une R-algébre de Lie de dimension finie ou infinie et soit
L° une sous-algebre de Lie de L.

DEFINITION 2.5. Etant donné un idéal K de L, nous dirons que
(L, L, K) est un K-systéme d’algébres de Lie si dim L /L’ < co est vérifié.

Soit (L,L° K) un K-systeme d’algébres de Lie, et posons IL!
={X e L'|[X, L] C L et pour simplifier les notations, écrivons V = L/L",
W=K/KNLg=LL' On aimmédiatement [L, L] < L [L° L'] C L}
et [LY L'] C L. 1l est facile de démontrer de cela que g -est muni de
la structure d’algebre de Lie, appelée l'algébre d’isotropie linéaire de
(L, L%, et que g est considérée comme une sous-algébre de Lie de gl(V)
par la représentation fidele f:g— gl(V) définie par [f(p(X))»(X))
= p([X,, X]), pour tous XeL, X, L’ ou p, (resp. p) désigne la projec-
tion canonique L'~ g (resp. L — V). W s’identifie avec un sous-espace
vectoriel de V et [L, K] < K signifie que g laisse W invariant.

Indiquons par gl(V, W) la plus grande sous-algébre de Lie qui laisse
W invariant. Soit ¢:V/W — V un relévement, c’est-a-dire une applica-
tion linéaire vérifiant #o¢ = id, # étant la projection V— V/W. Définis-
sons Dl’application linéaire surjective ¢,:gl(V, W) — Hom (V/W, W) par
la formule: ¢,(X)(€) = Xo0d(§) —oofoXog(§) pour tous Xegl(V,W),
teV/|W.

LEMME 2.1. Si XeKerg,,
i) XnOGZUOTTOXnOG (n=1’2"")!
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ii) (exp (sX))oog = go7 (exp (sX))oa pour tout seR, ou exp(X)

En effet, i) sera évident pour » = 0 et X ¢ Ker ¢, signifie par défini-
tion que Xog =og070Xog. Supposons que i) soit valable pour n (n = 1).
Alors

X"tlog = XogoftoX%00g = goftoXogofoX"0og = goto X" log .

Donc i) est établi par induction. ii) résulte immédiatement de i).
Pour une sous-algébre de Lie g de gl(V, W), nous définissons les
deux applications linéaires

0:Hom (V,g) - Hom(V A V,V)
6,: Hom (V/W,g) - Hom (V/W AV /W, W)
par les formules:
2.1) ©@S)(u A\ v) = S(wyv — SCw)u (u,veV),
(2.2 @.T)E N 7 = ¢(TEN® — ¢ (T(NE)  (,9e VW),

pour tout SeHom(V,g) et tout Te Hom(V/W,g). En outre, nous
définissons les deux applications linéaires

a*: Hom (V,q) —» Hom (V/W,q) ,
6:Hom(VAV,V)->Hom(V/WAVIW,W)

par les formules: ¢*(S) = Soo,
(2.3) GANE N p) = A(e®) N a(p) — aoitoA(a(§) N a(p)

,7e V/W) pour tout Se Hom (V,q) et tout Ae Hom(V A V, V).

Cela étant, on a aisément 600 = §,00*. Par conséquent, on obtient
Papplication linéaire 5 : Hom(VAYV, V)/Imé—Hom(V/ WAV /W, W)/Im3d,
définie par
(2.9 o(ry,(A) =r,6(4) (AeHom(VAV,V),

ol m, (resp. =,) désigne la projection canonique de Hom (V A V, V) sur
Hom (VA V,V)/Ima (resp. de Hom (V/W A V/W,W) sur Hom (V/W
ANVIW,W)/Im3é,).

Considérons encore un K-systeme d’algebres de Lie (L, L', K). Soit
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p:L—V = L/L° la projection canonique, prenons un relévement = de p.
Pour ce relevement, nous pouvons déterminer I’élément C, e Hom(VAV, V)
par C.(u N\ v) = p([z(w), t)D(u, v e V). 11 se trouve que 1’élément C
= r,(C.) de Hom (V A V, V)/Im d ne dépend pas du choix de z. L’élément
C ainsi obtenu est appelé la constante structurale de (L, LY.

DEFINITION 2.6. Soit (L, L°, K) un K-systéme d’algébres de Lie et
soit C la constante structurale de (L, L%). L’élément C, de Hom (V/W
ANV/W,W)/Imé, défini par a(C) = C, sera dit la constante structurale
partielle par rapport 4 o.

7 Soit #: M — N une fibration et soit % un faisceau en algébres
de Lie z-projetable.

DEFINITION 2.7. Une équation différentielle du premier ordre R
sur (M, =, N) sera dit invariant par &£ si et seulement si toute section
locale de & laisse R invariant (cf. Définition 2.2).

PROPOSITION 2.4. Soit R une équation différentielle du premier ordre
sur (M,r,N). Alors le faisceau des germes de tous les champs de vec-
teurs locaux et n-projetables dans M laissant R invariont est un faisceau
en algebres de Lie.

En effet, les conditions 1) et 2) de la Définition 2.3 résulte de la
Proposition 2.2. La condition de tangence de p(X) & R, X étant un
champs de vecteurs local et rn-projetable dans M, est représentée par
un systeme d’équations différentielles. On a donc 3) de la Définition
2.3.

Un probléme que nous voulons traiter principalement dans ce chapi-
tre est celui d’existence des équations différentielles invariantes par un
faisceau en algébres de Lie. Soit % z-projetable, et posons

DY(L), = (p(X), e T.(J'(M, )| X, e £, (y = B(2))} .

En général, D'(¥) est une distribution avec singularités. On doit passer
la situation aux G-structures.

8 Soit F(M) le fibré principal des repéres de M avec la fibration
canonique @ : F(M) — M. F(M) est considéré comme I’ensemble de toutes
les applications linéaires isomorphes de la forme suivante:

u:Vy— T (M) (xeM),
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ot Vo=R""™ (n +m =dim M). Soit G un sous-groupe de Lie de
GL(n + m, R) et soit Wy, = R™ le sous-espace vectoriel canonique de V,.

DEFINITION 2.8. Nous dirons qu’une G-structure B sur M est =-
projetable si et seulement si w(W,) = Ker (z,), (¥ = w(w)) est vérifié pour
tout e B. Par suite, il faut que le groupe G satisfasse a la condition:
gW,) = W,, pour tout geG.

Posons P(z) = {u e F(M)|w(W,) = Ker (7y)yw,}- 1l est évident que P(x)
est une G-structure r=-projetable, de base M, du groupe structural
GL(V, Wy) = {9 GL(V)|g(W,) = W,}. Etant donné un difféomorphisme
local et z-projetable ¢ de M dans M, nous pouvons définir un difféo-
morphisme local ¢ de P(z) dans P(z) par $(u) = gyou (ue P(r) avec
a(u) € U(g)). En conséquence, si X est un champs de vecteurs local et
n-projetable, X est remonté a P(z); notons le par X. Soit # transitif

et r-projetable, et indiquons par #(¥) le faisceau en algébres de Lie
déterminé par %, i.e.,

(L), = (X, e T(P@)| X, e £, (y = s(w)} .

Remarquons encore que toutes les variétés soient supposées connexes.

Alors nous pouvons retrouver la proposition suivante (voir [11] Chap.
II §2.4).

PRrOPOSITION 2.5. On o dim D(#(¥)) = dim M + dimg, o g désigne
Ualgébre d’isotropie linéaire de ¥. Soit B, une feuille intégrale de
D(#(#)) passant par un point we P(x). Alors B, C P(x) est une G-
structure sur M, appelée une G-structure associée & &, et Ualgébre de
Lie du groupe structural de B, s’identifie avec g par le repére u. Pour

un autre peoint u ¢ P(x), il existe un élément ge GL(V,, W,) tel que
R,B,) = B,..

En vertu de cette proposition, nous pouvons passer toute situation
aux G-structures (transitifs).

Pour chaque u ¢ P(r), indiquons par ¢(u) I’application linéaire iso-
morphe de V,/W, sur T (N) (x = rowo (1)) définie par la formule:

(2.5) TyoU = t(U)ofy ,

#, étant la projection V,— V,/W,, et pour un relévement ¢ de 7, définis-
sons ’application @,: P(x) — J' (M, z) par la formule:



42 TATSUO HIGA

(2.6) D, (u) = uooot(w)™ .
On a, pour P’application but g:J'(M,r) - M,
2.7 B0, =w.

On peut observer que @, est différentiable.

PROPOSITION 2.6. Soit ¢ un difféomorphisme (local) n-projetable de
M sur M et soit X un champs de vecteurs (local) n-projetable dans M.
Alors les relations suivantes sont vérifiées.

1) HFw) = t()y o0 tw) ,
2) p(@)od, =0,08,
3) ()X = pX).

Pour simplifier les notations, désignons par § l’algébre de Lie
gl(V,, W) et par k°(§) 1’algébre de Lie Ker ¢, (cf. §6). Pour tout A e,
A* désigne le champs de vecteurs w-vertical sur P(z) déterminé par
Popération de GL(V,, W,) dans P(x). Posons pour % e P(x)

@i = {Af e TPx)|A ek @)} .

LEMME 2.2. Si A € k(§), D,(u-exp (sA)) = @,(u) pour tout ue P(x) et
tout seR.

En effet, pour g e GL(V,, W,) indiquons par t(g) ’application linéaire
isomorphe de V,/W, sur lui-méme définie par t(g)oz, = #09. On a
aisément, pour tout ue P(x) et tout ge GL(V, W), t(uo g) = t(w) - t(g).
Done la condition du lemme est équivalente a (exp (sd))ooot(exp (s4))™
= ¢ pour tout seR et par suite, a la condition (exp(sd))oc = 00#,
o(exp (sA)) oo pour tout se R. Alors ce lemme résulte du Lemme 2.1.

ProPOSITION 2.7. Ker ((9,),), = k°(@)F pour tout ue P(x).

Démonstration. La relation k°(@F C Ker ((9,),), résulte du Lemme
2.2. On peut démontrer que, pour tout »e T,(J'(M,r)), il existe un
champs de vecteurs local et z-projetable X dans M tel que p(X), = ».
Ce fait et 3) de la Proposition 2.6 signifient que @, posséde le rang
maximum sur P(z). On a donc

dim (Ker ((2,),).) = dim P(z) — dim J'(M, =)
= (dim M + dim g\(V,, W)
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— (dim M + dim (Hom (V,/ W,, W,)))
= dim gl(V,, Wy — dim (Hom (V,/ W, W)
= dim (%)) .

Comme la correspondance §= A — A* e T, (P(x)) est injective, on obtient
dim (Ker ((9,)4),) = dim £°@)}. 11 en résulte que Ker ((9,),), coincide
avec k°(§)¥. c.q.f.d.

Soit B une G-structure z-projetable sur M et soit B une équation
différentielle du premier ordre sur (M, r, N).

DEFINITION 2.9. Nous dirons que R est invariante par B si et
seulement si, pour tout ze R, ii existe un élément ue B et un reléve-
ment ¢ de #:V,— V,/W, tels que

i)y o(B)CR i) o,(u)==.

PROPOSITION 2.8. Soit # transitif et m-projetable, de base M, et
soit R invariante par £. Soit B une G-structure associée a ¥£. Alors
R est invariante par B. ‘

En effet, soit z ¢ R, et prenons un élément u ¢ B vérifiant @(u) = f(z)
et posons ¢ = ultozot(w): Vo/ W — V,. " 11 est évident que ¢ est un reléve-
ment de 7%, et que @, (u) =z Comme B est une feuille intégrale de
D(#(£)) passant par un point, Z(L)|z est transitif. P(B(L)|p) est aussi
transitif car B est connexe. Chaque élément de #(#(¥)) est de la
forme ¢, ¢ e #(¥) et par suite, pour tout « e B, il existe un élément
$c P(Z) tel que g(u) = «. Donc on a d’aprés la Proposition 2.6

D) = 0,3w) = p($) oD, (w) = p(P)) .

Puisque ¢ laisse R invariant, on a &,(w)e R. Ceci démontre la condi-
tion i) de la Définition 2.9.

PRrOPOSITION 2.9. Soit R invariant par B. Alors tous les automor-
phismes locaux de B laissent R invariant. En conséquence, R est in-
variant par le faisceau en algébres de Lie rn-projetable déterminé par
les automorphismes infinitésimaux de B.

En effet, soit ¢ un automorphisme local de B, i.e.,
(B N a(U@)) = B N o (V(g)) .

Prenons un élément arbitraire ze R N gY(U(g)) et soit ucB et ¢ un
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relévement vérifiant la condition de la Définition 2.9. On a d’aprés la
Proposition 2.6

P(@)(2) = p(@)(D, (W) = D,(J(w) .

Cela signifie que p(¢)(z) e R N g~ (V(¢)). Comme ¢ est un difféomorphisme
de U(¢) sur V(¢), on obtient aussi la relation inverse.

THEOREME 2.1. Soit B une G-structure =-projetable sur M et soit
g un reléevement de #y:V,— V,/W, Alors R = ®@,(B) est une équation
diff érentielle invariante par B.

LEMME 2.3. Pour tout relevement g de #,, Uapplication différentiable
@,|z: B— J'(M, ) posséde le rang constant sur B.

Si ce lemme est établi, nous pouvons démontrer le théoréme a I’aide
du théoréme de fonction implicite.

Démonstration du Lemme 2.8. Soit g l’algebre de Lie du groupe
structural de B, et posons k°(g) = Ker ¢, N g. Puisque

rang, (9,|z) = dim (Im (((2,|5)+).))
= dim B — dim (Ker (((?,|5)+).))

pour tout ue B, il suffit de démontrer 1’égalité Ker ((®,|5).). = k°(g)*.
La relation k°(g)¥ < Ker ((9,5),). résulte immédiatement du Lemme 2.2.
Soit v e Ker (9,]5)3)us i.€., v T, (B) N Ker ((?,);),. D’aprés la Proposi-
tion 2.7, il existe un élément A e Ker ¢, tel que Zi;': =9. On a donc
@,(v) = 0. Par suite, il existe aussi un élément Acg tel que A¥ = ».
Comme D’application §5 X — X* ¢ T(P(x)) est injective et A, A e g, on a
A=AecKerg, Ng. Ceci démontre que v = A* e k*(g)*. c.q.f.d.

DEFINITION 2.10. Nous dirons que & est n-transitif si £ vérifie
les conditions suivantes:

i) % est régulier et n-projetable,

i) = (D)) = T,,,(N) pour tout ye M.
Remarquons que tous les faisceaux en algébres de Lie transitifs et z-
projetables sont z-transitifs.

THEOREME 2.2. Soit & =-transitif. Alors il existe toujours wune
équation différentielle du premier ordre sur (M,r, N) invariante par £.
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Démonstration. Comme ¥ est régulier, nous pouvons considérer les
feuilles intégrales de D(%¥). Fixons un point y,¢ M et indiquons par
M(y,) la feuille intégrale de D(¥) passant par le point y, et par
' : M(y)) — N la réstriction de = & M(y,). D’aprés la condition iii) de
la Définition 2.10, il se trouve que zn’ est une fibration et que M(y,) est
un sous-fibré de M par rapport & z. Puisque le faisceau Z|y, est
transitif et z’-projetable, d’aprés la Proposition 2.5, il existe une G-
structure B associée & Z|y,, En vertu du Théoréme 2.1 et de la
Proposition 2.9, il existe donc une équation différentielle du premier
ordre B sur (M(y,), ', N) invariante par Z|y,,. Soit ¢:M(y) GM
Pinclusion, et considérons le morphisme de fibrés injectif p(c) : J'(M(y,), z")
— JY (M, 7). Posons R = p()(R). R est une équation différentielle du
premier ordre sur (M, r, N).

Nous allons démontrer finalement que tout élément de (%) laisse
R invariant. Pour simplifier ’idée, supposons que ¢ ¢ #(¥) soit défini
globalement sur M. Comme ¢ laisse M(y,) invariant, on peut considérer
la réstriction de ¢ & M(y,), ¥, i.e., goc = coyy. Par suite, on a p(¢)p()
= p()p(¢p) et

p(@)(R) = p(@)p)(EB) = p(pWIEB) = p()(R) =R .

Ceci démontre que ¢ laisse R invariant. c.q.f.d.

S. Lie a étudié I’existence des équations différentielles invariantes
par un pseudo-groupe continu donné en calculant des invariants différ-
entiels de ce groupe (cf. [9]).

9 Finalement nous allons définir certaines fonctions structurales
sur une G-structure z-projetable; elle sont en rapport étroit avec les
constantes structurales attachées & un faisceau en algébres de Lie transitif
et z-projetable (cf. §6).

Soit B une G-structure z-projetable sur M et soit g I’algébre de Lie
du groupe structural de B. Pour tout A ¢g, désignons, comme précé-
dent, par A* le champs de vecteurs sur B déterminé par 1’opération
du groupe structural dans B. Considérons la fibration but g:J'(B, )
— B, w étant la projection de B sur M; l’espace vectoriel Hom (V,,g)
peut opérer dans JY(B, ») comme suivant:

S*X)(v) = X(v) + S '(v)* weT,M),y = o(w),
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pour tout S e Hom (V,, g) et tout X e J'(B, @) avec B(X) = u. Il est facile
de démontrer le

LEMME 2.4. Il existe, pour tous X, X' € J'(B,w) avec B(X) = BX"),
un élément S e Hom (V,, g) tel que X’ = S*X.

Soit ¢ la forme canonique sur B définie par
2.8) 0.(2) = u (w4 2Z) (ueB,ZecT,(B)) .
6 posséde les propriétés:
2.9 0. (A =0, W(A*)ds = — Al

pour tout Aeg, ou #(A*) désigne ’opération de produit intérieur par
rapport & A*. Définissons I'application C:J'(B,w) — Hom (V, A V,, V)
par la formule suivante:

CXE A D =W0X-u®)NXum) (= pX)

pour tous &, 7peV, On a aisément, pour tous SeHom (V,gq) et X
e J\(B, o),

(2.10) CS*X) = C(X) — 38,

ol ¢ désigne l’opération définie par (2.1). En vertu du Lemme 2.4 et
de (2.10), on obtient ’application C: B— Hom (V, A V,, V,)/Ima de sorte
que

@.11) 7,0C = Co B

soit établi, =, étant la projection canonique; c’est ce qu’on appelle la
fonction structurale de B (cf. [10], [11]).
Fixons un relévement ¢ de #,: V,— V,/W, et posons

Q° =0 —gofol, 0°=goro.

¢ est la Wy -composante de 6 et ©° la Us;composante de 4, ou U,
= O'(Vo/ Wo)-

LEMME 2.5. i(A*)dQ° = —AoQ2° — ¢,(A) o700, pour tout Aeg.

En effet, d’aprés (2.9), il se trouve que (A*)dR° est la W,-com-
posante de —Ao-4. On a par définition
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Acl =A002° + Aogoiyol
= (40" + ¢(A) e 7o) + (A — $,(A) 0 7) 0 6°)
= (A2 + ¢, (A)o7yo ) + GoFoAoO” .

Il est évident que ¢o%oAo®” est une forme 3 valeurs dans U, et que
Ao + ¢, (A) o7 00 dans W, Ceci démontre le lemme.

Soit JY(B, 7o) la variété des 1-jets de sections locales de mow: B
— N, et indiquons par R“(B) I’ensemble de tous les éléments vérifiant
la condition:

(2.12) 0. Y ot(w)(@) = 0(§) (Y eJ'(B,zow),u = p(Y))
pour tout £eV,/W,.

PROPOSITION 2.10. R°(B) est un sous-fibré de J'(B, x o o) par rapport
a lo fibration but 8:J'(B,row) — B.

En effet, la condition (2.12) est équivalente 3 Q:(Y o #u)(&) = 0. Q¢
détermine un systéme de Pfaff sur B, 3, et R“(B) coincide avec I’ensem-
ble R(X) défini dans §2 (cf. Exemple III). Il est facile de démontrer
que X vérifie la condition (C) dans §2. Cette proposition résulte done
de la Proposition 1.2,

L’espace vectoriel Hom (V,/W, g) peut opérer dans R°(B) comme
suivant: soit A ¢ Hom (V,/W,, g) et soit Y ¢ R*(B),

(A*Y)(v) = Y(v) + A@w) ')  (u= pY)),
pour tout v e T, (N) (x = mow(w)).

PROPOSITION 2.11. Pour tous Y,Y’ € R*(B) avec BY) = p(Y"), il ex-
iste un élément A ¢ Hom (V,/W,, g) tel que Y = A*Y. Si A ¢ Hom VoW,
) vérifie, pour un élément Y ¢ R'(B), A*Y = Y, alors A = 0.

En effet, il est facile de démontrer que
T (Y o t(u)(&) — Yot(u)(&) =0 (u = B(Y))

pour tout §eV,/W, Par suite, on n’a qu’a définir un élément A de
Hom (V,/ Wy, 9) par A®)F = Yo t()(©) — Yot(w)(@) EcVo/Wy). SiY =Y
dans cette équation, on a A(®)* = 0 pour tout e VW, Comme la
correspondance g3 D > D¥ ¢ T, (B) est injective, on obtient 4 = 0.

Pour simplifier les notations, écrivons ¥(&) = Yot(u)(©@) (u = A(Y),
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£eV,/W,). Définissons d’abord l’application C,: R*(B) — Hom (V,/W,)
N (Vo /W), W) par la formule:

(2.13) C.Y)E N p) = @2)T©) N Y@
pour tout Y € R°(B) et tout &,5c V,/W,.

LEMME 2.6. C,(4*Y) = C,(Y) — §,(A), pour tous YeR(B), A
€ Hom (V,/W,, g).

Pour &,9¢V,/W,, on a, d’aprés le Lemme 2.5, (2.2), (2.12) et (2.15),

CA*Y)E A ) = (@29(Y(©®) + A®H A (Y + AWF)
= (d)(F©) N TO) + @A©HI)NT )
— GAE*ANT(E) + GAEMA2)NAME)
= C,(V)E A 7 — ¢(AED + .(AME)
=C,(Y)E N — @BAEN7.

Définissons D’application C,: B — Hom ((V,/ W) N (V,/Wy), W) /Im 4,
par la formule:

2.149 C.(w) = z,(C.(Y),

Y étant un élément de R’(B) vérifiant » = p(Y). En vertu de la Prop-
osition 2.11 et du Lemme 2.6, on voit facilement que C, ne dépend pas
du choix de Y. L’application C, sera dit la fonction structurale partielle

par rapport & ¢. Nous allons établir le rapport entre les deux fonctions
C et C,.

PROPOSITION 2.12. C, =&-C, ou & désigne Uapplication définie par
2.4).

Démonstration. Définissons ’application ¥ : JY(B, w) — JY(B, row) par

V(X)) = Xouogot() ' X eJ'B,m), u = p(X)). Onaa, o¥U(X)ot(1) =ucag
et donc ¥ (J'(B, w))CR(B). Pour & 9eV,/W, on a

C,TXNE N p) = (dR)(Xouoa(®) N (Xouoa(n))
= (df — ooy d)(X ouoa(@) N (Xouoa(y)
= C(X)(a(®) N a(n)) — a070 C(X)(a(§) A alp))
= (6o CXE N p)

et par suite, C,o¥ = oC, ol & est I’application définie par (2.3). En
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conséquence, on a, de plus,
GoCof=gomoC =1r,060C=n,0C,00 =C,08¥ =0C,0p.
Il en résulte que 6-C = C,. c.q.f.d.

PrOPOSITION 2.13. Pour qu'un point ue B annule C,, il faut et il
suffit qu'il existe un élément Y € R°(B) tel que p(Y) = u et C,(Y) = 0.

En effet, supposons que e B annule C, et prenons un élément
Y’ e R(B) avec f(Y) =u. Ona C,(Y")eImg,. Il existe donc un élément
AcHom (V,/W, g tel que C(Y’) =4,(4). Posons Y = AxY’. On a
C(Y)=C/[Y") —6,(A) = 0. La réciproque sera évidente.

PROPOSITION 2.14. Si la fonction C, est nulle sur B, il existe, pour
tout u,e B, une section différentiadble locale ¢ de B:R°(B) — B définie
autour du point u, telle que C,(z(w)) = 0 pour tout ue U(%).

En effet, prenons une section z de g:R’(B)— B. En fixant un
sous-espace vectoriel ¥ de Hom (V,/W,, g) vérifiant

Hom (V,/W,,¢) = (Kers,) ®¥ (la somme directe) ,

nous définissons I’application linéaire isomorphe §,: 4 — Im4§, par §°
=0, En outre, définissons I’application différentiable #: U(z) — R*(B)
par #(w) = (3,)"(C, (z(w)) *z(w)) (e U(z)). On a

C.¢w) = C,(e(w)) — 6,6)7'(C,(z(w) =0 .

Considérons ensuite un faisceau % transitif et z-projetable sur M
et une G-structure associée a ¥, B. Soit (L, L°, k(L)) le K-systéme
d’algébres de Lie attaché & ¥ en ye M.

PROPOSITION 2.15. La fonction structurale partielle C, sur B est
constante et coincide avec la constante structurale partielle de (L, L°, k(L))
par rapport au relévement a.

En effet, soit C la fonction structurale sur B définie par (2.11).
11 se trouve que C est constante et que coincide avec la constante struc-
turale de (L, L°) (voir [11] Chap. II, §2.10). Alors ’assertion résulte de
la Définition 2.6 et de la Proposition 2.12.
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III Théorémes d’existence

10 Dans ce chapitre, nous étudirons l’existence de solutions des
équations différentielles invariantes par les pseudo-groupes. La premiere
question est de trouver des conditions moyennant lesquelles les équations
différentielles soient complétement réductibles (cf. Définition 1.3). Lorsque
ceci est le cas, une telle équation différentielle est ramenée a certain
systéme de Pfaff complétement intégrable. La deuxiéme question est
de chercher des conditions moyennant lesquelles I’existence de solutions
des équations différentielles soit ramenée au Théoréme de Cartan-Kéihler.

Dans ce chapitre, nous supposons encore que toutes les variétés
considérées soient connexes et considérons une fibration =: M —- N et
désignons par R une équation différentielle du premier ordre sur (M, =, N)
et par B une G-structure z-projetable et finalement indiquons par o la
forme canonique sur R et par 4 la forme canonique sur B (cf. (1.2) et
2.8)). SoitV,=R"""et Wy,=R"(n=dimN,n + m =dimM). Prenons
un relévement ¢ de #,: V, — V,/W, et posons 2° =60 — go#,08.

LEMME 3.1. Soit ¢ un relévement de 7, vérifiont @ (B) C R. Alors
on a

U (D¥w)(X,) = 27(X,) (e B, X, eTyB)) .
En effet, on obtient, d’aprés les formules (1.2), (2.5), (2.6) et (2.8),

U N W, ((D,) X)) = U (D) Xy — Uooot(U) 'wyPyo D, X,)
= U @y X, — Uogof,ocu o X,)
= 0,(X,) — 00700,(X.)
= 2u(X,) .

ProPOSITION 3.1. Soit R invariante par B, et fixons un relévement
o tel que ©,(B) C R. Si p est une section locale de now: B — N vérifiant
p*2° =0, alors s = wop est une solution locale de R.

En effet, puisque z = @,0p est une section locale de «: R — N et
vérifie la relation por = s, il suffit de démontrer z*o = 0 (cf. Proposi-
tion 1.3). Pour tout x e U(z) et tout X e T, (N), on a, d’aprés le lemme
précédent,

(@)1 (z*0) (X) = p(x) " (DFw)(pxX)
= 2°(pxX) = (p2)(X) = 0
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et par suite, t*» = 0 puisque p(x)' est un isomorphisme linéaire de
Ty(M) sur V,.

Cette proposition signifie que nous sommes ramenés & la recherche
de I’équation différentielle du premier ordre sur (B, o, N), R°(B) (cf.
§2. Exemple III, et Proposition 2.10). D’ailleurs, comme nous avons
déja assez de résultats sur les G-structures, ’objet R’(B) sera moins
difficile & rechercher que R. D’abord, nous allons profiter de la notion
géométrique «platey.

DEFINITION 3.1 (cf. [10],[11]). Etant donnée, en général, une G-
structure B sur M, nous disons que B est plate si et seulement si,
pour tout y, e M, il existe un systéme de coordonnées locales (¥, - - -, y™**™)

(n + m = dim M) d’un voisinage ouvert U de y, tel que A(y)(e,) = ( a,>

oyt /v
welU,i=1,2,.--,n + m) forme une section différentiable locale de
w:B— M, ou {e, ---,e,,n} est le systéeme de base canonique de V,.

THEOREME 3.1. Soit B une G-structure m-projetable sur M et soit
R une équation différentielle du premier ordre sur (M,rz, N) invariante
par B. Si B est plate, alors R est complétement réductible.

Démonstration. Soit (U, ', ---,y"*™)) une carte de M vérifiant la
condition de la définition et soit 1: U — B la section canonique associée
a la carte. En posant 6 = > 6%, on a 2*¢*=dy* i=1,2,---,n + m)
puisque 0(1*( 3.) ) = Z(y)“(—é—) = ¢, Ceci démontre que d(1*¢) = 0,
oyt/y oyt/y
par suite, pour un relévement ¢ vérifiant 9,(B) C R, on a d(1*2°) = d(1*0)
— gofFyo (d(A*0)) = 0. Posons 1*Q2° = > ™, Q%,,,, alors le systéme de Pfaff
> =<2, -, 2™ sur U devient complétement intégrable. Prenons une
section arbitraire s de n vérifiant s*2* =0 ((=1,2,.--,m). Posons
p=Acs, p est une section locale de row:B — N vérifiant p*Q2° = 0.
D’aprés la Proposition 3.1, il se trouve que s est encore une solution
locale de R. 1l en résulte que R est completement réductible. c.q.f.d.

Ensuite nous allons chercher autre condition sous laquelle les équa-
tions différentielles sont complétement réductibles. Supposons que R
goit une équation différentielle du premier ordre sur (M,=z, N) in-
variante par B et qu’un relévement ¢ de #,: V,— V,/W, satisfasse a

o.(B) C R.
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LEMME 3.2. Pour un vecteur Z ¢ T,(B), les deux conditions suivantes

sont équivalentes:

D QU2 =0,

ii) 4l existe un élément Y e R°(B) avec B(Y) = u et élément Acg
tels que Z = Y(v) + A¥ (v = nyow(2)).

En effet, supposant la condition i), on a

R:(Z) = 0,Z) — go7y00,(Z)
= 0,(Z) — ooftyout cw(Z)
= 0,(Z) — cot(u) omyowy(Z)
= 0,(Z) — o(t(u)"'(v))

et par suite, 6,(Z2) = o(t(w)~'(v)). D’apres la définition de R*(B) et (2.12),
on a aussi

ox(Z — Y(v)) = wd(Z — Y(v))
= u{0(Z2) — o(t(W)~'(v))}
=0.

Ceci démontre ii). La réciproque sera évidente.

THEOREME 3.2. Soit B une G-structure m-projetable et soit R une
équation différentielle du premier ordre sur (M,r, N) invariante par B.
S’il existe un relévement o de #,: Vy— V,/W, tel que

1) ¢,(B)CR,

2) la fonction structurale partielle C, est nulle sur B,

3) ¢.(a) = {0}, g étant Ualgébre de Lie du groupe structural de B,
alors R est complétement réductible.

Démonstration. D’apres le Lemme 2.3 et la condition 1) ci-dessus,
R’ = @ (B) est une équation différentielle vérifiant R’ C R. La condition
3) signifie que k°(g) = g, on a donc

dim R’ = dim B — dim (k°(g))
=dimB —dimg=dimM .

Il en résulte que la projection but p': R'— M est un difféomorphisme
et que la forme canonique o’ sur R’ détermine localement un systéme
de Pfaff 3/ dans M. 11 est clair que R(Y’) = R’ (cf. Exemple III).
Pour constater que le systeme X est complétement intégrable, il suffit de
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démontrer, en vertu du Lemme 8.1, que 2° = 0 est un systdme de Pfaff
complétement intégrable.
Considérons la distribution D(2°) sur B définie par

D7), = {Z e Tu(B)|2:(Z) = 0} .

D’aprés la Proposition 2.14, il existe, pour tout u,e€ B, une section
locale  de 8: R°(B) — B définie autour du point u, telle que C,(z(w) =0
pour tout we U(z). Fixons une telle section locale r et définissons pour

tout £¢ V,/W, un champs de vecteurs ;(Vg) sur U(z) par la formule
@ = (E@E) (e UE).

On a, d’aprés le Lemme 3.2, Q;(r/(?)/u) =0 et 2(4F%) =0 pour tous
eV, /W, Aecg et tout we U(z). Les champs de vecteurs ;(\'g‘J) EecV, /Wy
et A*(Aeg) engendrennent la distribution puisque dim D(Q°),
=dim (V,/W, + dimg. Par conséquent, on n’a qu’a démontrer les rela-
tions
i) [A*, B*], e D(2°), (A4,Beg),
i) [A%7@)eD@), (AegeeV,/W),
i) (), 7M1 e D@ (Ene VoW .

Mais i) sera évident. On a

QA% 7 D)) = —d2°(A* A\ @))

= —({(A%)d2)CE))
= — Ao 2GR + $.(A)o 700,z E))
= $,(A)E) .

Ceci démontre ii) puisque ¢,(g) = 0.
Ensuite on a

Q@, TPl = — (@29, (@0 A ()
= —C,c(w)E A 1) .

Par suite, Q,‘;([fr?éj),/r\(;)]u) = 0. Ceci démontre iii). c.q.f.d.

THEOREME 3.3. Soit & un faisceau en algébres de Lie transitif et
n-projetable et soit R une équation différentielle du premier ordre sur
M, z, N) invariaonte par £. Soit (L,L° k(L)) le K-systéeme d’algébres
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de Lie attaché 6 & en ye M. S’il existe un point ze R tel que
D p =y,
ii) la fonction structurale partielle C, de (L, L°, k(L)) est nulle,
iii) ¢.(@) = 0,g étant Ualgebre d’isotropie linéaire de (L, L’ k(L)),
alors R est completement réductible.

En effet, prenons un point u e P(z) avec w(u) = y et posons ¢ = ™!
ozot(u). Il est clair que ¢ est un relévement de #,: V,— V,/W, et que
la G-structure B associée a % passant par le point u vérifie ¢,(B) C R
(cf. Propositions 2.5 et 2.8). D’aprés la Proposition 2.3, z s’identifie
canoniquement avec un relévement de #:V — V/W, ou V (resp. W)
désigne L/L° (resp. k(L)/k(L) N L%. La fonction structurale partielle
C, sur B coincide par définition avec C, et par suite C, = 0. Soit g,
I’algébre de Lie du groupe structural de B, alors g est isomorphe & g,
et ¢.(g) est aussi isomorphe & ¢,(g,) par les isomorphismes construits
par le repére u. Donc ce théoréme résulte du Théoréme 3.2.

11 Nous donnons ici quelques notions algébriques qui sont utilisées
dans la suite.

Soient V’/, V" des espaces vectoriels réels de dimension finie et E
un sous-espace vectoriel de Hom(V’, V”). Nous définissons le prolonge-
ment algébrique d’ordre 1 de E par

EY = {XeHom (V/, E)| X(w)(v) = X(v)(w) pour tous u,ve V'}.
Soit U un sous-espace vectoriel & » dimensions de V’, posons
EWU")={feFE|f(uw) =0 pour tout ue U’} .

Fixons un sous-espace vectoriel & r dimensions U; de V’; U; est dit
générique si U; vérifie dim E(U;) < dim E(U”) pour tout sous-espace
vectoriel & r dimensions U™ de V’.

DEFINITION 3.2. Un sous-espace vectoriel E de Hom (V/, V") est
dit involutif si et seulement s’il existe une série de sous-espaces vec-
toriels génériques

O=0cUcl’c...cU*=V @ =dimV)

telle que dim E® = > » - 'dim E(U").
Considérons maintenant un K-systéme d’algebres de Lie (L, L% K)
et écrivons V =L/L°, W=K/K N L' Soit g Dalgébre d’isotropie
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linéaire de (L,L’ K); g est envisagée comme une sous-algébre de Lie
de gl(V, W) (voir §6). Prenons un relévement ¢ de #:V > V/W et
congidérons encore les applications linéaires ¢, : gli(V, W) - Hom (V /W, W)
et §,: Hom(V/W,q) - Hom (V/W A V/W, W) définies dans §6. Pour
simplifier les notations, écrivons k°(g) = g N Ker ¢, glo) = ¢,(g) et I°(g)
= Ker g,.

LEMME 38.3. dimI°(g) = dim (V/W) x dim k°(g) + dim g(o)®.
En effet, comme la suite

0 —> k() —> g —27> g(0) —> 0

est exacte,

0 —> Hom (V/W, k°(g)) 5 Hom VIW,q f—"—"—) Hom (V /W, g(e)) —> 0

est aussi exacte. Il est facile de cela de démontrer que la restriction
de ¢,, & I°(g) posséde I'image dans g(o) et en outre que la suite

0 —> Hom (V| W, k(@) —> I(g) = g(a)® —> 0

est exacte. Le lemme est ainsi établi.
Soit U™ un sous-espace vectoriel & r dimensions de V/W. Posons

g, (U") = {A eg|¢,(A)( = 0 pour tout e U},
glo; U) = {Ceg(a)|C(yp) = 0 pour tout »e U"}.

LEMME 3.4. dimg,(U") = dim k°(g) + dim g(e; U")

En effet, la suite

0 —> k*(g) ——> g,(U") 25 g(0; U) —> 0
est exacte.

PROPOSITION 3.2. Si g(o) est involutif par rapport d une série de
sous-espaces vectoriels génériques

Ol=00cUlclUtc...cU=V|W n =dim((V/W)),
alors

i) dimI(g) = > 753 dimg,(U"),
i) dimg,(U") < dim g, (0"
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pour tout sous-espace vectoriel a r dimensions U de V/W.

Cette proposition résulte du Lemme 3.3 et du Lemme 3.4.

12 A partir de ce paragraphe, nous supposons que tous les objets
géométriques soient analytiques réels. Tout ce que nous avons obtenu
jusqu’a présent est encore valable en remplacant le mot “différentiable”
par “analytique réel”. Nous nous proposons dans ce cas-1a d’indiquer
certains théorémes qui ramenent le probléme d’existence au probléme
algébrique.

Voici les théorémes fondamentaux.

THEOREME 3.4. Soient B une G-structure analytique et m-projetable
et R une équation différentielle analytique invariante par B. S’il existe
un reléevement o de #,: V,— V| W, tel que

i) o,B)CRE,

i) la fonction structurale partielle C, est nulle,

iii) g(e) € Hom (V,/W,, W) est involutif, g étant U'algebre de Lie du
groupe structural de B, )
alors il existe, pour tout y e M, une solution locale de R passant par le
point y.

Laissons la démonstration de ce théoréme pour le moment.

THEOREME 3.5. Soit & un faisceau en algébres de Lie analytique
transitif et m-projetable et soit R une équation différentielle analytique
nvariante par £. Soit y,e M et soit (L, L°, k(L)) le K-systéme d’algébres
de Lie attaché o £ en y,. S’il existe un reléevement z,e R tel que

D B = Yo

ii) la fonction structurale partielle C,, de (L, L’ k(L)) est nulle,

iii) gz, est tnvolutif, g étant Ualgebre d’isotropie de (L, L, k(L)),
alors il existe, pour tout y e M, une solution locale de R passant par le
point .

En effet, nous pouvons passer la situation a celle de Théoreme 3.4
en posant ¢ = uy'oz,ot(u,), u, étant un élément de P(x) vérifiant @ (u,)
= 7, (voir la démonstration du Théoréme 3.3).

Pour démontrer le Théoréme 3.4, nous nous rappelons la théorie
des systémes différentiels extérieurs, (voir [3], [4], [8]).

Soit P une variété, indiquons par A(P) ’algébre des formes différ-
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entielles extérieures de P et par d: A(P) — A(P) I’opération différentielle
extérieure. Un sous-ensemble 2 de A(P) est dit un systéme différentiel
extérieur si et seulement si X satisfait aux conditions suivantes:

1) X est un idéal de A(P), 2) d) c 2,

3) X est homogeéne, i.e.,, 2 =30 4 3V 4 ... 4 FM™
(la somme directe, m = dim P), ou X =23 N (I’espace vectoriel des
formes de degré ),

4) 2 est engendré par un nombre fini d’éléments de 2. Remarquons
que si 92, .-.,02° sont des formes de degré 1 sur P, elles déterminent
le syst2me différentiel extérieur engendré par £°¢, d2* 1 =1,2,---,8).
Nous ne considérerons qu’un tel systéme et par suite X = {0}.

Soit G(P) la variété grassmannienne de tous les éléments plans a
r dimensions en pe P, posons G'(P) = U,cp G3(P). G"(P) est le fibré
grassmannien sur P avec la fibration canonique p. Un élément plan
E ¢ G"(P) est dit intégral si et seulement si, pour tout 6 ¢ X et tous
X, -, X,¢E, 60X, - ,X,) =0 est vérifié (s=1,2,...,m). Notons
par I"(2) I’ensemble de tous les éléments plans intégrals de Y. Pour
tout E € Gi(P) (p € P), désignons par H(E) le sous-espace vectoriel de
T,(P) de tous les éléments X ¢ T,(P) vérifiant 6(X,Y,, ---,Y,_) = 0 pour
tout e 3, tous Y, ---,Y,_,eE et touss =1,2, ..., m. H(E) est appelé
Pespace polair de E. Posons, pour tout E e G"(P),

t(F) = dim P — dim H(E)
et, de plus,

ts(E) = Max {t(E')|E’ € G*(P) avec E' C E} (s=01,.---,7.

Un élément plan intégral E ¢ I7(Y) est dit ordinaire §’il existe un ouvert
A de G"(P) tel que

i) Fes

i) I'X) N A est un sous-fibré de 4 par rapport & la fibration
P|,w

iii) dimJI'C) N A)=dimP + r(dim P — r) — D i t(E).

Considérons en outre une fibration «: P — N, ol N est une autre
variété de dimension n. Un élément plan E e Gi(P) sera dit un N-élé-
ment plan si et seulement si I’application linéaire ay|z: E — T,,,(N) est
un isomorphisme de E sur T,,,(N). Indiquons par G(P,N) I’ensemble
de tous les N-éléments plans; il est facile de démontrer que G(P,N)
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g’identifie canoniquement avec la variété J'(P,a) et que G(P,N) est
ouvert dans G™(P). Par conséquent, un N-élément plan intégral E
elZ,N) =I1*2) N G(P,N) est ordinaire si et seulement s’il existe un
ouvert 47 de G(P,N) tel que

iy Eed”,

iiy I(2,N) N A7 est un sous-fibré de A4 par rapport a la fibration
ol

iiiy dim (I(Z,N) N #”") = dim P + n(dim P — n) — > -t t(E).
Nous disons que le systéme (2, P, @, N) est en involution a un point pe P
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) il existe un N-élément plan intégral E avec p(E) = p,

2) tout N-élément plan intégral en p est ordinaire.
Une section locale s de « est dit une solution locale de ¥ si s* = 0 est
vérifié pour tout 6. En vertu du Théoréme de Cartan-Kihler, nous
pouvons retrouver la proposition suivante, (voir [3], [4]).

PRrROPOSITION 3.3. Supposons que (2, P,a, N) est en involution d un
point pe P. Alors il existe une solution locale de 2 passant par le point
p.

A TPaide de cette proposition, nous allons démontrer le Théoreme
3.4. Considérons le systéme différentiel extérieur engendré par £2° et
dfee, 2(2°). On peut constater d’abord que tous les N-éléments plans
de (B,zow, N) sont représentés par les éléments de J'(B,now):

E() = Y(T.(N)) YeJ'B,rom),x =rnowopf(Y)) .
LEMME 8.5. Pour tous Y e R(B),Acg et tous &,9e V,/W,,

(@), (YE@(E) + A N Y(E(w)(n))
= C.(ME A 9 — ¢ (D = BY)) .

Ce lemme résulte immédiatement de la définition de C, (2.13) et du
Lemme 2.5.

LEMME 3.6. Pour que Y ¢ J'(B,row) s’identifie avec un N-élément
plan intégral de 3(2°), il faut et il suffit que Y e R°(B) et C,(Y) = 0.

En effet, supposons que Y donne un N-élément plan intégral de
3(02°), c’est-a-dire que

D 2u¥w) =0,
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i) @)Y ANY®) =0 (u=pY))
pour tous v, v’ e T,(N)(x = now(u)). D’aprés le Lemme 3.2, i) signifie
qu’il existe Y e R°(B) et Aeg tels que Y(v) = Y'(v) + A¥. On a par
définition
0 = 6,(A4%) = 6,(Y(v) — Y'(v))
= 0,(Y(v)) — a(t(u)"'(v))

et par suite, 6,(Y(®)) = o(t(w)~'(v)). Ceci démontre que Y e R’(B).
Ensuite, ii) signifie que C,(Y) = 0. La réciproque sera évidente.

LEMME 3.7. Soit U” un sous-espace wvectoriel a r dimensions de
VoW, St U est générique par rapport & g(s),

t,(E(Y)) = dim B — dim N — dim ¢,(U")
pour tout Y e R°(B) vérifiant C,(Y) = 0.
En effet, indiquons par H(Y, U") ’espace polaire de E” = Y(U"), i.e.,
HY,U)={ZeT.(B)|2:Z) =0,(dR2).(Z N Z) =0 pour tout Z’e¢ E"}.

D’apés le Lemme 3.2, Z doit étre de la forme Z = Y(v) + A} (Aeg,
v = nya@y(Z)). Puis d’aprés le Lemme 3.5, on a

d2)(Z N Z") = —¢,(A)n) =0

en posant 2’ = Y({t(w)(y) (pe V,/W,). Par suite, H(Y, U") est isomorphe
a la somme directe (V,/W,) @ g,(U"), on a donc

t(Y(U") = dim B — dim N — dim g,(U") .

A Tlaide du Lemme 3.4, on peut démontrer aisément que t(Y(U7))

> t(Y(IF]\;)) pour tout sous-espace vectoriel & r dimensions U de Vol W,
Donc le lemme est établi.

Maintenant fixons un élément y,eM et un élément u,c B avec
w(u,) = 9¥,. D’apres la Proposition 2.13, il existe un élément Y,c R°(B)
tel que B(Y,) = u, et C(Y,) = 0. Par suite, il existe un N-élément plan
intégral de 3(2°) en u, (cf. Lemme 8.6). Donc il suffit de démontrer
que tout Y e R*(B) vérifiant B(Y) = u, et C,(Y) = 0 est ordinaire.

Puisque C, est nulle sur B, il existe, d’aprés la Proposition 2.14,
une section locale « de : R°(B) — B définie autour du point u, telle que
C,(z(w)) = 0 pour tout we U(:). Nous pouvons supposer que ¢ vérifie
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aussi (uy) =Y
Considérons ’application

U:U(r) X I'(9) — I(2(2°), N) N g7 (U(=))

définie par T(u, A) = Axz(u) (u,4) e U(z) X I’(g)). On a Bo¥(u,A)=u
et (u, 0) =Y. Il est facile de démontrer, d’aprés la Proposition 2.11,
que ¥ est injective. Soit Y’ un élément de I(2(2°), N) N g~'(U(z)). D’aprés
la méme Proposition 2.11, il existe A e Hom (V,/W,g) tel que Y’
=Axc(u) (= pX’)). On a

3,A = —C,(r(w) + 5,A
=-C,(Y)=0

et par suite, Ael°(g). Ceci démontre que ¥ est}surjective. Comme
R°(B) est localement représenté par le produit de U(z) et Hom (V,/W,,q),
M = 1(Z(2°),N) N p~'(U(z)) est envisagé par l’application bijective ¥
comme un sous-fioré de R’(B) N g~'(U(z)) par rapport a la fibration g.
Il en résulte que 4 est un sous-fibré de g~'(U(z)).
Comme g(o) est involutif, il existe une série de sous-espaces vector-
iels génériques {0} =U'c U'cC --- Cc U"=V,/W, telle que dimI°(g)
Z 1dimg,(U") et t.(E(Y)) =dimB —dim N — dimg,(U") (r = 0,1,
.,n — 1) (cf. Proposition 3.2 et Lemme 3.7). Calculons dim .#,

dim # = dim B + dim I°(g)
= dim B + > *zidim g,(U")
=dim B + >z} (dim B — dim N — ¢,(E(Y))
=dim B + n(dim B — n) — > " t(E(Y)) .

Ceci démontre que E(Y) est ordinaire. Le Théoréme 3.4 résute donc de
la Proposition 3.3 et de la Proposition 3.1. c.q.f.d.

13 Maintenant nous allons appliquer la théorie générale a la gé-
ométrie des G-structures.

Soient N,, N, des variétés analytiques réelles. Supposons que dim N,
=dim N, =n. Soit G un sous-groupe de Lie de GL(n, R) et soient B,,
B, des G-structures sur N, et N, respectivement. B, et B, déterminent
I’équation différentielle du premier ordre R(B,, B,) sur (N, X N,, n;, N,),
z, étant la projection canonique (cf. § 2, Exemple II). R(B,, B,) est une
équation invariante par le pseudo-groupe des automorphismes locaux de
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B, et de B,., Remarquons que B, X B, est plongé canoniquement dans le
fibré des repéres de N, X N,. Définissons ’application linéaire ¢: R
— R*™ = R*@® R" par o(&) = (§, &) (6 € R™); ¢ est un relévement par rapport
a la projection canonique z,: R*™ — R".

LEMME 3.8. &,(B, X B,) = R(B,, B,).

En effet, on a d’abord t(u,v) = u pour tous uc B,, ve B, (cf. 2.5)
et @,(u, v)(X) = (X, vou (X)) pour tout X ¢ T ,(N) (# = w,(u)). Par suite,
@ ,(u,v) s’identifie avec vou™'. Il en résulte que 9,(u,v)((B),) = (B,
(y = @,(v)). Soit ze R(B,, B,) avec a(z) =z, () =y. Prenons ueB,,
v e B, avee o, (u) = x, @,(v) =y et posons @ = v 'ozou., Comme zou ap-
partient & B,, voa est un élément de B,, Donc on obtient @,(u, voa) = 2.

Soient 4,, 4, les formes canoniques sur B, et B, respectivement et ¢
la forme canonique sur B, X B,. Il est immédiat de constater que ¢
coincide avec 4, — 0, et que Q° =46, —6,. Soit R‘(B, X B,) 1’équation
différentielle sur (B, X B,, w,, N,) déterminée par £2° (cf. § 2, Exemple III
et Proposition 2.10). Définissons P’application F':J'(B,, @w,) X J'(B,, @,)
— R°(B, X B,) par la formule:

FX, X)(Y) = (X\(D), Xpoupou (YY) (u; = p(X),0=1,2)

pour tous X, e J'(B,, w,), 1= 1,2, et tout Ye T ,(N) (¢ = w,(u))). On peut
constater que F' possede I'image dans R°(B,, B,).

LEMME 3.9. F est surjective.

En effet, soit Y € R°(B, X B,) avec B(Y) = (u, u,). Comme pour tout
XeT, (N (x = o,(u)), Y(X) est un élément de T,, ., (B, X B) = T, (B))
® T,,(B,, nous pouvons partager Y(X) en deux: Y(X) = (Y (X), Y, (X))
YX)eT,(B),i=1,2). 1l est clair que Y;,7=1,2, sont des applica-
tion linéaires. Posons X, =Y, et X, = Y,ou,ou;’. Alors on obtient
X, eJY(B;,w,),1=1,2, et par suite, F(X,X,) =Y.

LEMME 3.10. La fonction structurale partielle C, sur B, X B, coincide
avec C, — C,, C, étant la fonction structurale de B, (i = 1,2).

En effet, pour X;eJ'(B;,»;),1=1,2,&7eR", on a

CU(F(XI’ X)E N 77) = (dR)(X, o u,(8), X,0u(&)) N\ (X0 ul(’?), X,o uz(’?))
= (d02)ug(X2 ° uz(f) A\ Xz ° uz(ﬂ))
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— (dal)ul(Xl ° ul(&) A X1 ° ul(’?))
= _z(Xz)(g A ﬂ) - él(Xl)(E N 7])

et par suite, C,(u;, u,) = Cy(u) — Cy(wy).
Soit g I’algébre de Lie de G. Désignons par § l'algébre de Lie du
groupe structural de B, X B,, i.e., § = g® g (la somme directe).

LEMME 3.11. §(o) = g.
En effet, soit A =(A4,4)e§ (4;eq,i=1,2), on a

P, (A)(E) = Aca(§) — aomo Aoa(§)
= (A8, A(&) — a(AL(&)
= (0, (Az - Ax)(&))

pour tout £¢ R".
Nous pouvons démontrer le théoréme suivant qui a été trouvé par
Singer et Sternberg (voir [11], Chap, III).

THEOREME 3.6. Soient B, B, des G-structures sur N, et N, respec-
tivement et C,, C, les fonctions structurales de B, et B, respectivement.
St les conditions suivantes sont vérifiées:

1) C, et C, sont constantes et C, = C,,

2) UDalgebre de Lie de G, g, est involutive,
alors B, et B, sont localement isomorphes.

En effet, d’aprés le Lemme 3.10, 1) signifie que la fonction C, est
nulle sur B, X B,; d’aprés le Lemme 3.11, 2) signifie que {(¢) est invo-
lutive. Ce théoréme résulte donc du Théoréme 3.4.

Soit N une variété de dimension % et soit B une G-structure sur
N. Supposons que la fonction structurale C de B soit nulle. Désignons
par R(B) ’ensemble de tous les éléments z de JY(B, w) vérifiant la rela-
tion (d#),(2(X), 2(Y)) =0 (u = p(z)) pour tous X, Y ¢ T,(N) (x = w(w), 0 étant
la forme canonique sur B. Il se trouve que R(B) est une équation dif-
férentielle du premier ordre sur (B,w,N) invariante par le pseudo-
groupe des automorphismes locaux de B. Pour qu’il existe, pour tout
point x e N, une solution locale de R(B) définie autour du point z, il
faut et il suffit que B est plate (cf. Definition 3.1).

Pour tout z e R(B), nous pouvons définir I’élément H(z) de F(B), le
fibré des repéres de B, par les formules:
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H@)(E) =zouw®), H@A) =AF (u=§()

pour tout &£ e R* et tout A eg, 'algebre de Lie de G. Soit g le pro-
longement algébrique d’ordre 1 de g. Posons

GV = (X e GLR* D g) X(&,4) = (£, X(®) + A), X e g}

et BY = H(R(B)). Alors BY est une GV-structure sur B, le prolonge-
ment géométrique d’ordre 1 de B (cf. [10]). Définissons 1’application
g:R"— R"®@g par o(&) = (§,0) (6€R"). 1l est facile de démontrer que
?,(B®) = R(B) et que ¢,@ = g*,§ étant ’algebre de Lie de G®. Le
Théoréme 3.4 s’applique a cette situation. Lorsque B est une structure
riemannienne, i.e., g = o(n), la fonction structurale partielle C, sur B®
est envisagée comme la courbure de cette structure riemannienne et
g® = 0. Dans ce cas-la, le Théoréme 3.2 montre un des théorémes
fondamentaux de la géométrie riemannienne: Si la courbure de I’espace
de Riemann N est nulle, N est un espace localement euclidien.
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