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SUR LE TYPE D’HOMOTOPIE D’UN CW-COMPLEXE
MAHMOUD BENKHALIFA

(communicated by Lionel Schwartz)

Abstract

Il est bien connu que la seule donnée des groupes
d’homologie et des groupes d’homotopie ne permet pas en
général de déterminer le type d’homotopie d’'un CW-complexe.
J.H.C. Whitehead a introduit un invariant plus fin: la “cer-
taine” suite exacte associée a un CW-complexe et en tire la
classification des CW-complexes simplement connexes de di-
mension 4. Dans ce travail, en exploitant les propriétés de la
suite exacte de Whitehead, nous montrons comment cette suite
peut-étre utiliser afin de classifier le type d’homotopie d’un
CW-complexe simplement connexe de dimension quelconque.

1. Introduction

Une grande partie de la topologie algébrique tient peut-étre dans les tentatives de
réponse a la question: comment caractériser algébriquement les espaces topologiques
(& homotopie prés)? Autrement dit, sait-on construire des invariants algébriques
(de préférence calculables et maniables) tels qu’a une collection donnée d’invariants
corresponde un seul type d’homotopie.

Des réponses partielles, en général limitées aux CW-complexes, sont apportées
depuis lentemps, dans la littérature [4], [5], [6], [7], [10],[12], [9], [8], [13], [15], [20]
et [21].

Si 'on se restreint aux CW-complexes simplement connexes de type fini dont
I’homotopie est rationnelle, Quillen [18] puis Sullivan [19] ont construit respective-
ment des théories (& chaque espace est associé un “modele algébrique”) identifiant
une catégorie topologique a une catégorie algébrique. Bien sir la partie de tor-
sion des groupes d’homotopie est en général trés riche (que ’on songe au cas de la
sphere!). Dans une certaine mesure les théories & modele peuvent se généraliser et
tenir partiellement compte de la torsion (théorie modérée de Dwyer [14], théorie
d’Anick [2] et [3]).

Une approche du cas général radicalement différente remonte a J.H.C Whitehead.
Dans [21] il a introduit une “certaine” suite exacte:

s Hy (X, 2) T — (X)) D H (X, Z) — -
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pour tout CW-complexe X associant ainsi les groupes d’homotopie et les groupes
d’homologie singuliere de celui-ci et en tire une classification des CW-complexes
simplement connexes de dimension 4.

Dans ce travail et afin de continuer le programme deja commencer par J.H.C
Whitehead dans [21] et bien repris essentiellement par H.J. Baues [4], [5] et [6], nous
nous proposons d’exploiter les propriétés de la suite exacte de Whitehead associée
a un CW-complexe simplement connexe X en montrant comment cette suite peut
servir, sous une certaine condition, dans le but de classifier le type d’homotopie de
celui-ci.

A cet effet on introduit la catégorie I'-Systéme dont les objets sont les I'-
systémes (grossierement parlant un I'—systéme détermine les suites exactes longues
qui sont condidates a étre les suites de Whitehead associées a des CW-complexes)
et dont les morphismes sont des homorphismes gradués f, : H, — H; vérifiant
certaines conditions (un tel homorphisme gradué est appelé un I'-morphism). En
outre nous définissons un fonteur I' : TCW{ /. — I'-Systéme, ou 'CW désigne
la sous-catégorie de CW( la catégorie des CW-complexes simplement connexes)
dont les morphismes sont les applications cellulaires vérifiant la condition (4.1)
et nous montrons que celui-ci vérifie les propriétés qui définissent un “detecting
functor”. Une notion introduite par H.J.Baues dans [5] et qui induit les résultats
suivants:

Théoreme 1. Soient X et Y deuxr CW-complexes simplement connexes, si leurs
I — systéemes respectivement associés sont isomorphes dans T'-Systéme alors X
et Y ont le méme type d’homotopie.

Théoréme 2. Les types d’homotopie dans la catégorie TCW 1 sont en bijection
avec les classes d’isomorphisme dans la catégorie I'-Systéme.

En outre on montre également le résultat suivant:

Théoréme 3. Deux objets dans TCW 71 ont le méme type d’homotopie si et seule-
ment si leurs suites exactes de Whitehead sont isomorphes.

Enfin on introduit la condition (4.2) qui nous permet d’identifier la catégory
CW, a sa sous-catégorie 'CW et par suite nous concluons que, sous la condition
(4.2), les théoremes précédents demeurent aussi vrais dans CWjy.

2. Suite de Whitehead associée a un CW-complexe

Soit X un CW-complexe simplement connexe et soit {X"},,>2 une filtration de
X par ses squelettes (puisque X est simplement connexe on peut supposer donc que
X1 ~ %),

Considérons la suite suivante associée a cette filtration :

o (XM I (0, X B () -
On sait que 7,(X™, X"~ 1) est un Z-module libre qui admet pour base I’ensemble
Z,, des cellules de dimension n :
(X" X" ) = @ Z[e}]

enecZ,
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en posant:
Cr = (X", X" 1), dp=jn_1008n (2.1)
(Cy,d) est donc le complexe de chaine cellulaire de X vérifiant:
H,.(C.,d) = H(X,Z).
Pour tout n > 2 posons:
Dy = Im(my (X" 1) — (X)) (2.2)

alors la suite exacte de Whitehead associée a X est par définition:

s Hy (X, 2) T, s (X)) D H (X, Z) -

ou ’homomorphisme gradué b, est donné par la formule:

bnt1(2) = Bu(2)
h,, étant ’homomorphisme d’Hurewitz.

Remarque 1. I- Le groupe I's a été calculé par J.H.C.Whitehead dans [21], il est
donné par la relation :

I3 =T'(Hy(X,Z))

ot le R-module T'(Hy(X,Z)) est défini par la propriété universelle suivante :
un homomorphisme de groupes abéliens f : Hy(X,Z) — A est dit quadratique si
f(h) = f(=h) et si Uapplication:
[h,aly = f(h+a) = f(h) = f(a)

est bilinéaire en h et a.
1l existe un homomorphisme quadratique v : Ho(X,Z) — T'(Ha(X,Z)) tel que
pour tout homomorphisme quadratique f : Ho(X,Z) — A, on peut trouver un ho-

momorphisme de groupes abéliens } :T(Ha(X,Z)) — A vérifiant } oy =f.
Notons, par exemple, les formules suivantes :

NZ)="7% (2.3)
[(Zy,) = Zap, sin est pair
I(Zy) = Z,, sin est impair
2- Le groupe Ty été calculé par H.J.Baues dans [4].
Remarque 2. Puisque C,, est libre, alors de la suite exacte courte :
Ty — m(X") > ker 3, C C,
on tlire que:
(X" 2T, ®ker 5,, Vn > 2 (2.4)

et de la différentielle d,, : C,, — C,h_1 on tire la décomposition en somme directe
sutvante :

C, = (Imd,) @ kerd, (2.5)



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 104

o (Imdn)/ C C, est une copie de Imd,, C C,,_1. De ce fait les deux suites exactes
courtes sutvantes:

’ dn+1

(Imdp41) — kerd, — H,

s dnt1

(Imdp41) — ker 8, — kerb,
peuvent-étre choisi comme des résolutions libres respectivement pour les groupes

abéliens H,, et kerb,,.

Remarque 3. En vertu des relations (2.5) et (2.4), si (zny1.0)0e™ €t (L1 .4') 7 P
désignent respectivement des bases des groupes abéliens libres (ker d,,11) et (Imd,41)’,
Uhomomorphisme 3,11 s’écrit donc:

Brt1(2n+1,0 + ln+1,a’) =bnt1(Znt10) + ‘Pn(anrl,a’) (2.6)
EBdn+1(ln+1,o/)

ot @y, est un homomorphisme tel que p, : (Imdn+1)l —Iy.

Désignons par CW; la catégorie des CW-complexes simplement connexes. No-
tons qu’'une application f : X — Y dans CW; induit le diagramme commutatif
suivant, reliant les deux suites de Whitehead associées respectivement a X et Y :

o Hy1 (X, Z) "8 T —— 1 (X) — Ho(X,Z) 2

Hn+1(f) 77{ Ww,(f) Hn(f)

/ /

= Hyy (Y, Z) 250, — 1, (Y) — Ho(Y,Z) =
Ainsi la commutativité de ce diagramme induit la formule suivante:

(Ha(£)" ([ma(¥)]) = (4« ([ (X)) (2.7)

ot [, (X)] € Ext(kerb,,Cokerb, 1), [1,(Y)] € Ext(kerb,,,Coker bn+1) et ou:

(
(H,(f)" : Ext(ker b , Coker an) — Ext(ker by, Cokerbnﬂ)
(’yyfb)* : Ext(ker b,,, Cokerb,, 1) — Ext(ker b, Cokerbnﬂ)

Remarque 4. La formule (2.7) peut étre expliquer de la maniére suivante:
choisissons les deux résolutions libres:

(Imdn_ﬂ)/ — ker 3, — ker b,
(Imd;ﬂ)/ — ker ﬁ; — ker b;L
respectivement pour les groupes ker b, 1 et ker b;H. A la donnée des extensions

[T (X)], [1n(Y)] et des homomorphismes v, (H,.(f))" correspond les diagrammes
suivants:
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’ dn+2 ’ dn+2

(Imd,42) — ker 3, — kerbyiq (Imd,42) — ker 3, — kerbyiq
On Ent1
4 Y, , d;+2
Cokerb,, 1 (Imd,,5) — ker 3, — ker b
", ©
Y \ ’
Cokerb;, | Cokerb,, |

ot [pn] = [Ha(A)], [¢,] = [Hn(B)] et 012775 (respect. £n41) est homomorphisme
induit par v (respect. par Hy,11(f)) sur le groupe quotient Cokerb, 1 (respect. sur

le sous-groupe (Imd,41) ).

Les deuz homomorphismes (7i)s et (Hn(f))* sont définis par les formules:

)
n ) = ['Vn © (Pn}
(Hn(f)) ([ n( )]) = [y, © €nt1].

—
* 2
\_/
/\
/\
\_/

Donc la formule (2.7) est équivalente & la relation:
[,77{ o @n] = [, © £ns1] dans Ext(ker by, Cokerb/nﬂ)
ou encore I’homomorphisme:
E 0 Py — cpln 0&pgr : (Imdpyq) — Cokerb;l_s_1
se prolonge au sous-groupe ker 3,.

Proposition 1. Soit X un CW-complexe simplement connexe, alors pour tout n >

2o0na:
Cokerb,,+1 @ ker 3,

(X)) = T T, (2.8)
0t By, - (Imdpy 1) 23T, — Cokerby 1.
Preuve. De la suite exacte suivante :
T (X7 X)) Ot (X)X S 0
on tire que:
xn
(X7 & T (2.9

En substituant les formules (2.5) et (2.6) dans la relation (2.9) il vient que:

I, & ker 3,

n X'rL—',—l o~
mn( ) Imby 41 + Imep, & Imd,, 41
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ol encore :
Cokerbn_H D ker Bn

" Xn+1
™ (X = o 6 Imdy

1%

et enfin, puisque 7, (X) = 7,(X"1), on peut donc écrire:

., Cokerb,, 11 @ ker 3,
T (X) & — .
mp, ¢ Imd, 4

ce qui acheve la démonstration (]

3. Systemes d’homotopie d’ordre n

Dfinition 1. Un systéme d’homotopie d’ordre n est la donnée d’un quadruple
(Cyy X™, bpy1, ) constitué des données suivantes :

1- X™ est un CW-compleze simplement connezxe de dimension n.

2- Cy = (C;)i»2 est un complexe de chaine tel que :

Ci 2 my( X, XY pouri < n
autrement dit le complexe de chaine
Cn*)Cn—l 4’4’02 )

coincide avec le complexe de chaine cellulaire de X .
3- bpy1 est un homomorphisme de groupes abéliens

b1 Hop1(Cy) = Ty C (X7,
4- 7, est une extension telle que :
7 € Ext(H,(Cy), Cokerb,1).

5- L’application composée suivante:

Copr 25 0 2 (X7, X771 2 (X (3.1)

est triviale. Autrement dit 3, o dpy1 = 0.

Rappellons que le sous-groupe T';, est donné par la formule (2.2).

Dfinition 2. Un morphisme entre deux systemes d’homotopie d’ordre n,
(Ce, X", bppyr1,mpn) et (Co, Y™, b, q,m,) est la donnée d'un couple (§,m) constitué
des données suivantes :

1-n: X™ = Y™ est une application cellulaire
2- & 0 Cp — C, est une transformation de chaine telle que &<, coincide avec
celle induite par n
&:Ci—C,,izn+1.

Ces deux données sont soumises aux deux conditions suivantes:
1- 7rn(77) o bn+1 = bnio fn+1
2- (Hp(&4)) (M) = (VZ)*(WH)
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ot les deuz homomorphismes (Hp (§+))*, (v, sont ceuz induits respectivement
par les homomorphismes Hy,11(&x) et yn. Autrement dit:
(Hn(€.))" : Ext(H,(CL), Cokerb,,, ) — Ext(H,(C.), Cokerb,, )
(Y1) : Ext(H,(C.), Cokerb, y1) — Ext(H,(C.), Cokerb, . ,).

Remarque 5. Ezprimons autrement la condition (2). Soient:

0— (Imdn_,_l)/ daty kerd, - H,

;od / /
0 — (Imd, ;) —5 kerd, - H,

) . . . 4 P .
deuzx résolutions libres respectivement de Hy, et H,,. A la donnée des extensions m,
’ . . .
et m, et des homomorphismes 7, et fn41 correspondent les diagrammes suivants:

/

r dny s dag

0 — (Imd,y1) — kerd, - H, 0— (Imdln_H) 25 kerd,, — H,
Pn Ent1
! d 7 dng1
Cokerb,, 11 0 — (Imd,4+1) — kerd,, - H,
Y Y
Cokerd], | o Cokerb;, ,
ou [p,] = 7 , [@,] = m, et ou v, est 'homomorphisme induit par ! sur le

sous-groupe quotient Cokerb,, ;1.

Or les homomorphismes (i)« et (Hp(&x))* dont définis par les deux formules
sutvantes:

(M)«(mn) = [y © 0]
(Hn(62))* () = [ © €n)
La condition (2) est donc équivalente a la relation:
7 © o] = [ © Ensa] dans Ext(H,(C.), Cokerb, . )
ot encore que I’homomorphisme:
% 0 Py — gp;L o0&yt (Imdn)/ — Cokerblnﬂ
se prolonge au sous-groupe ker d,,.

Désignons par H,, la catégorie dont les objets sont les systemes d’homotopie
d’ordre n et leurs morphismes et par H?! la sous-catégorie de H,, constituée
des systemes d’homotopie d’order n (Cy, X™, by11,m,) vérifiant C; = 0 pour tout
i =>n+ 2.

Dfinition 3. Soient (€,1) et (£ ,n') deuz morphismes dans la catégorie H,. On
dit que (§,m) et (£ ,n) sont homotopes, et on note (§,m) ~ (£ ,n), si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
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-n and 77/ sont homotopes antant qu’applications cellulaires.
- 1l existe des homomorphismes de groupes abéliens

aj:Cj—>Cj+1 ,j=2n+1
vérifiant la relation suivante :
djjpooajir =ajodjpr ,j=2n+l

Désignons par H,, /~ (respect. par H?T! /) la catégorie dont les objets sont les
objets de H,, (respect. de H?*1) et dont les morphismes sont les classes d’homotopie
{(¢,m)} des morphismes (£,7) de H,,.(respect. de H?+1).

3.1. Foncteur )\,
La suite exacte de Whitehead introduite dans la section précédente nous permet
de définir une fonction

An : ObCW, /.. — ObH,,/~

comme suit :
soit X un CW-complexe simplement connexe. En vertu du chapitre précédent
la suite exacte de Whitehead associée a X s’écrit :

s Ho (X, 2) 25T, — 10 (X) — Ha(X,Z) — -+

cette suite nous fournie donc I’ homomorphisme b,11 : H,y1(X,Z) — T, et la
suite exacte courte Cokerb,, 1 — 7, (X" 1) — kerb,,. Or d’apres la proposition (1)

on a:

Cokerb k
o (X) 2 okerb,, 1 @ ker 3,

Imp, & Imd, 1
Puisque la relation (2.8) implique que ker 3,, C kerd,, alors posons:

| Cokerb,, 41 @ kerd,

T =

3.2
Im®, & Imdy 41 (3.2)

ou @y, : (Imdm_l)' 21, —»Cokerb,, 11, de sorte que:
7 € Ext(H,(X,Z), Cokerb, 1),
ce qui nous permet de définir la fonction A, par la formule:
An(X) = (Cu(X), X", bpgr, Tn)

ot C,(X) est le complexe de chaine cellulaire associé a X.

Soit {n} : X — Y un morphisme dans CW; /~. Nous avons vu que Papplication
continue 7 induit un diagramme commutative entre les suites exactes de Whitehead
associées respectivement a X et Y. D’olt 7 induit la relation (2.7). Par conséquent
on définit TCW; comme étant la sous-catégorie de CW7 dont les morphismes sont
les applications cellulaires n vérifiant la condition suivante:

Pour tout n > 2 on a:

(Y © on] = ln, © &) dans Ext(H,(X,Z), Cokerb, ., ,). (3.3)



Homology, Homotopy and Applications, vol. 5(1), 2003 109

Rappellons que cette condition veut dire que I’homomorphisme:
Yo pn — 0y s (Imdyy 1) — Cokerb,

qui se prolonge a ker 3,, par la remarque (4), peut-étre aussi prolonger a ker d,,. Par
conséquent on définit le foncteur I',, : TCW; /. — H,, '~ en posant:

An(X) = (Cu(X), X" byg1, )
An({n}) = {(&;m xn)}

ol 1, x~ désigne la restriction de 'application 7 au n-squelette X et ou £ désigne
la transformation de chaine induite par 'application 7 sur les complexes de chaine
cellulaires associées respectivement a X et Y.

Notons que la condition (3.3) implique que le morphisme (§.,n, x~) satisfie les
deux conditions qui définissent les morphismes dans H,,.

Si on désigne par 1"CW;H'1 la sous-catégorie de 'CW 7 dont les objets sont les
CW-complexes X™t! de dimension n + 1, alors on peut aussi consider le foncteur
AL TCW ! /o — HIT /L donné par la formule:

/\ZJFI (T(Vén-i-?v 5)) = (C<n+1 (X)a Xn’ bn+1, '/Tn)
A0} = {E<ntr,m xn)}

Remarquons que A"T1 n’est autre que la restriction du foncteur A, a la sous-
catégorie TCWT! /.
Nous abordons maintenant 1’étude des foncteurs \,, et A"+,

Théoréme 4. Une application cellulaire est une équivalence d’homotopie dans
CWI T (autrement dit un isomorphisme dans la catégorie TCWTT! /L) si et
seulement si son image par le foncteur A, est un isomorphisme dans H, / ~.

Preuve. Soit {} : X"*! — Y™+ un morphisme dans la catégorie CW7 1! /.
Si {n} est un isomorphisme alors il vient que 7 : X" — Y"1 est une équivalence
d’homotopie, d’ou 1,/ x» et la transformation de chaine £, sont aussi respective-
ment une équivalence d’homotopie est un isomorphisme de groupes abéliens. Par
conséquent on déduit que A, ({(£,1)}) est un isomorphisme dans la catégorie H,, /' ~.

Inversement si A, ({(¢,7)}) est un isomorphisme dans H,, /~ alors il vient que
n,/ xn : X" — Y™ est une équivalence d’homotopie.

En outre, puisque X" est un CW-complexe de dimension n+ 1 , son complexe
de chaine cellulaire s’écrit :

0 — Ty (XL X™) dngr T (X" X" dn T (XL X2 — ...

Par hypothese A, ({(£,1)}) est un isomorphisme dans H,, /'~ ceci implique que
la transformation de chaine (&;)i<nt1, ot & = m;(n) : (X, X71) — m (Y Vi1
induit un isomorphisme en homologie:

Ho(n) : H.(X",Z) — B, (Y™, 7).

Enfin le théoreme de Whitehead assure que 7 est donc une équivalence d’homo-
topie O
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Théoréme 5. Pour tout systéme d’homotopie (Cpy1, X", b1, m,) d’ordre n dans
H L il existe un CW-complere X" de dimension n + 1 tel que:

)\Z+1(Xn+1) = (C<n+17Xn7bn+1;7rn) (34)

Preuve. Choisissons (Imdn+1)l — kerd, —» H,, comme une résolution libre du
groupe abélien H,,. L’inclusion ker b,, < H,(C<p41) induit Phomomorphisme:
Ext(H, (C<ns1), Cokerb, 1) —= Ext(ker by, Cokerby, ,1).

A la donnée de Pextension m, €Ext(H,, (Cgn+1),Cokerb,41) correspond le dia-
gramme commutatif suivant:

(Imd, 1) — kerd, — H,
()DTL @

r, Cokerby, |

ou:

Cokerb,, 11 & ker 3,
_— p— . 3~5
[?] Imp, & Imd, 11 T (3.5)

De la relation (8, o dy 41 ( voir (3.1) ) on déduit I'existence d’un homomorphisme

dy41 faisant commuter le diagramme suivant:

O7z+1 dn+1 Cp = ﬂn(Xannil) ﬁ’ 7"'71—1()(7171)

dn+1 ]n

T (X™)

A Tlaide de la décomposition en somme directe du groupe abélien:
Cn+1 = (Imdn+1) @ kEr dn+1

et en choisissant (z,,41,0),c" (respect. (lni1, UI)O_IGP’ ) comme étant une base
du groupe abélien libre kerd,, 1 ( respect. du groupe abélien libre (ImdnH)'), nous
allons attacher au CW-complexe X™ des cellules de dimension n+1 via I’application
d’attachement suivante:

a: \VpS! \Y — X"
o€

n
Zn+1,0 , \/p/Sln+17O'/
o€
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définie par les deux relations:

/s, ] = buni(Erme) € ma(X7)

Zn+4+1-9

/s ] =l )+ Bl ) € T

-
ol o/ gn » ( respect. a,/gn ) désigne la restriction de l'application «
Fntl.e lng1ro
a la (n + 1)-sphere SQHLU ( respect. & la (n + 1)-sphere Sﬁﬂ,g') de sorte que

Phomomorphisme [y,41 : Cpy1 — 7, (X™) satisfait la relation:
Br+1(2n+1,0 + ln+17a/) = bnt1(Znti,0) + Spn(ln+170’) + dn+1(ln+17g’) (3.6)

Posons X"t ~ (C, (C, étant le cone de I'application « ). Nous allons montrer
maintenant que la formule (3.4) est vérifiée. En effet il est clair que le complexe de
chaine cellulaire associé¢ & X" s’identifie au complexe C<p, 11 et que le n-squelette
du CW-complexe X! est X™ d’ow:

At (X"H) = (Can X7, g, ).
Reste maintenant a démontrer que b; 1 =bppretm, = 7T;l. En effet d’apres la
définition du foncteur A»*! d’une part ’homomorphisme b, 41 est défini par :
b1 (Faiio) = Bri1(Zniie) = bug1 (i)
d’ou b;H_l = by41. D’autre part d’apres la proposition (1), 'extension 7r;L vérifie :

+ ., [Cokerb, 11 @ ker 3,

7TTL -

Imp, + Imd, 4
d’ott d’apres la relation (3.5) en déduit que :
Tn = 7, € Ext(Hy(Cappr), Cokerbyyq)
ce qui acheve la démontration O

Dfinition 4. La paire (by42,mh+1) est appelée un couple adapté au CW-complexe
X",

Dfinition 5. Une application entre deuxr CW-complexes X™ et Y™ de dimension
n est dite n-diagonale si elle applique le (n — 1)-squelette X"~ 1 de X™ sur le (n —
1)-squelette Y"1 de Y™ et les cellules de dimension n de X™ sur les cellules de
dimension n de Y™.

Lemme 1. Sin: X™ — Y™ est une application n-diagonale alors en tenant compte
de la décomposition en somme directe de mp,(X™) 2 T',® kerb,, (respect. m,(Y™) =
T, ® kerbd,, ), 'homomorphisme m,(n) se décompose en:

() =7 ® &n (3.7)

ou Y est I’homomorphisme induit par n sur le sous-groupe I'y, et ou &, : ker 3, —
ker 3,, est la transformation de chaine induite par n sur les complexes de chaine
cellulaires.
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Preuve. (triviale)

Théoréme 6. Soit X"+ et Y"1 deux CW-complezes et soit:
(Eerm) s ARFHXHY) = AR (Y™

un morphisme dans la catégorie H" ' tel que I’application n soit n-diagonale, alors
il existe une application (n+1)-diagonale 7j : X"t — Y"1 vérifiant :

H;(m) = Hi(n) pour tout i < n (3.8)
Hn+1(ﬁ) = HnJrl(f*) .

Dans le but de démontrer ce theoreme, considérons le diagramme suivant:

Tog1 (X, X7) Swtl | ma (VLY
6n+1 ’:L+1
Wn(Xn) dn+2 Wn(n) ;l+2 _ ﬂ.n(Yﬂ)
Jn Jn
Y Y
ﬂ'n(Xn7Xn_1) fn - 7Tn(Y'TL7Y'7z—1)

(a)- ou les triangles de gauche et de droite commutent par définition des différen-
tielles d,, 11 et d,, ;.

(b)- ol le trapéze inférieur commute par la donnée de I’application 7.

(c)- o le carré central commute car &, est une transformation de chaine.

Puisque j, (7 (1) © Bpg1 — Bry1 ©§nt1) = 0, on déduit que :

Im (70 (1) Bot1 — ﬁ;+1€n+1) C 1—‘;1.

Commencgons par donner le lemme crucial suivant:

Lemme 2. Il existe un homomorphisme de groupes abéliens g, : C,, — F;L vérifiant

Tn(1) © Bry1 — 61/1-1-1 0&nt1 = gn 0 dnt1 (mOd Imb;l-‘rl) (3.9)

Preuve. Puisque 7 est n-diagonale alors les relations (2.6) et (3.7) nous permet-
tent d’écrire d’une maniere explicite ’homomorphisme Hy,(a™) o Bn42 — 3,415 0 &nt2
et par conséquent il vient que:

Hy(a™) o By — Bn+2 0&nt2 =Yy O Pn — Ppn 0 &nt2

En tenant compte de la condition (2), définissant les morphismes dans la catégorie
H,, et la remarque (5), il existe donc un homomorphisme g, faisant commuter le
diagramme commutative suivant:
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0 _(Imdyys) A2 . kerdyiq

V" n — Pnnto In

T, » Cokerb .,

Puisque ker d,, est un facteur directe du groupe abélien C,, (voir (2.5)) alors on
peut prolonger g,, & C), et le lemme est donc prouvé O

Preuve du théoréme (6)
D’apres le lemme (2) on a:
(Hn(n) - gn]n) o ﬁn—i—l - B;H—l © En—i—l =0 (Il’lOd Imb;ﬁ-l)'

Par suite, V,,41 étant libre, il existe un homomorphisme A, 41 faisant commuter
le triangle suivant:

kerd;
An+1 B:z«#l
Vn+1 (T(k(n) - hnjn)5n+1 - ﬁr”+1£k+2 ; Im b;l+1 C 1‘\;1

Ainsi la formule (3.9) devient:

(T (n) = hndin) © Bt — Bos1 © Ent1 = Brst © Ans1- (3.10)

Remarque 6. Puisque I’homomorphisme (mn,(n) — gnjn) © Bnt1 — B;L_H o0&pt1 est
nul sur kerd,,, ’homomorphisme \,, peut étre choisi nul sur ker d,n.

Définissons I’application 77 : X" t! — Y"*! de la facon suivante:
Sur le n-squelette X™ de X"+, 7 est définie en perturbant I’application 7 de la
maniere suivante:
représentons X” comme une union disjointe de son (n — 1)-squelette et de ses
cellules de dimension n, autrement dit:
X" =X""tv( R e IV e )
€ n

Zn,o
7 n,o
oce ’

7 est définie donc par ses restrictions suivantes:

N, xn-1 =1
ﬁ/ Ve, el , =

n

ﬁ/ v ez, . :nvahn

gE
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ou l'application 7 V oy, est définie comme suit:
L’existence de ’homomorphisme h,, nous permet de définir, & homotopie pres,
une application:

Zn,o

ap,: el —yrlcyn
oce

en posant (o, (e2 )] = —hn(2n,0)-

Zn,o
Puisque 7 est une application n-diagonale donc elle applique les cellules de di-
mension n de X" sur les cellules de dimension n de Y™ ce qui nous permet de définir
I’application:
. -1
nVay, : ae\b el =Yy en

’

n o € n Mo

’

De sorte que ’homomorphisme 7, (7) : 7, (X™) — m,(Y™), induit par 7, satisfait
la relation:

Tn (ﬁ) = Tn (77) - hnjn~

Reste maintenant a définir 7 sur les cellules de dimension n + 1.
A cet effet, représentons X" ! en fonction de son n-squelette X™ et de ses cellules
de dimension n + 1:

Xrt=xrv ool ovoow gt
A o'e ., nthe

On définit 7 par ses restrictions en posant :

n/oeﬂnﬁ-leg’iil,o - a£7L+1
n, B e
ol L4 MThe
ou l'application:
gy @ B 627:_11,0 — yntl

7€ g1
est définie, a homotopie pres, par la relation:
1
[a§1L+1 (eg:;lyg )] = £n+1 (Zn+1,o')
et ou 'application:

oy vy entl  _ yntl
!’

ntl o' Lo,

n+1

est définie & homotopie pres et vérifiant la relation:
1
[Oé)\n+l (E?n—:—l.al )] = )‘n-‘rl (ln+1,o" )

Enfin, d’apres la construction de I’application 7, il est clair que celle-ci est une appli-
cation (n+1)-diagonale et que I’homomorphisme gradué, induit par 7j en homologie,
H.(m) : H (X"t Z) — H,(Y"+1 Z) vérifie les relations (3.8) O
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4. La catégorie [-Systeme :

4.1. Notion de I'-systeme :

En gros, la catégorie I'-systeme est la catégorie dont les objets sont les suites
exactes longues qui sont condidates a étre les suites exactes de Whitehead associées
aux CW-complexes.

Soit donné un groupe abélien gradué (H,),>2 et soit (Ci,d) un complexe de
chaine vérifiant H,(Cy,d) = H,.

Dfinition 6. Un I'-systéme est la donnée d’un triplet (Hp, bypyo Tn)ns2 0U, pour

tout n = 2, (bpto,m,) est un couple adapté (voir la définition (4)) au CW-compleze

X" qui est construit apartir de X2 = \E/AS% , 00 (Co)aen est une base du groupe
o o

abélien libre Cy et les paires (by+1,mk)2<k<n—1 selon le théoréme (5).

Explicitement on commence par prendre X? = \E/AS% , selon le théoreme (5)
o o

le couple adapté (bs,73) nous permet d’attacher des 3-cellules & l'espace X? en
donnant l'espace X3 et ainsi de suite...

Supposons maintenant avoir construit un CW-complexe X" par le procédé in-
ductif précédent, alors (b, 2, 7,+1) est un couple adapté a 'espace X™, permettant
donc d’attacher & celui-ci des (n + 1)-cellules pour obtenir I'espace X" ! toujours
selon le théoreme (5).

Ainsi l'itération de ce procédé nous permet de construire un CW-complexe X
ayant la propriété suivante:

pour tout n > 2 on a:

Fn(X) = (C*7Xn7b’n+17 7Tn)

Dfinition 7. Le CW-complexe construit précédement est dit espace associé au I'-
systéme (Hp, byto, Tnit)n>2-

Notons que X n’est pas unique mais nous montrerons ultérieurement qu’il est
a homotopie pres.

4.2. Notion de I'-morphisme

Soient (Hy, bnt2, Tnt1)n>2, (H;l,b;l+2,ﬂ;+l)n>2 deux I'-systémes et soit f, :
H,— H ; un homomorphisme de groupes abéliens. On dit que f, est un I'-morphisme
si f, satisfie les conditions inductives suivantes:

soient X et Y deux CW-complexes associés respectivement aux deux I'-systemes
donnés. En vertu du théoreme de classification des homotopies [16] et [17], il ex-
iste une transformation de chaine &, : (C.,d) — (C7,d) vérifiant H,(&,) = f..
Commengons par considérer ’application continue:

a®:X?= Vv 83 —»Y? = v S&
acN T« aEN T

définie, & homotopie pres, par la relation:

H2(042) =& .
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Si (&«,a?) est un morphisme dans la catégoie H3, alors o? est 2-diagonale (par
construction) par suite le théoréme (6) nous permet de construire une application
continue, 3-diagonale, o : X3 — Y3,

Supposons maintenant avoir construit une application continue, n-diagonale, o™ :
X™ — Y™ via le procédé décrit ultérieurement et vérifiant la relation:

H;(a") = f; for all i < n.

Si (&4, a™) est un morphisme dans H?! alors le théoréme (6) nous permet donc
de construire une application continue, (n + 1)-diagonale, o™+ : X"+l — yn+l
vérifiant:

Hi(a"t) = fiforalli <n+1.

Ainsi en itérant ce procédé pour tout n > 2, on construit une application continue
a: X — Y ayant les propriétés suivantes:

1— Hz(an) = f*

2- Pour tout n > 2, (&, a™) est un morphisme dans la catégorie H,,.

3- Pour tout n > 2, o™ est n-diagonale.

Dfinition 8. Un homomorphisme gradué f, : H, — H; vérifiant les conditions
inductives précédentes pour tout n > 2, est appelé un I'-morphisme. L’application
cellulaire o construite précédement est dite application associée au I'-morphisme

[

Remarque 7. Il est clair que ['application associée au I'-morphisme f, est un
morphisme dans TCWj.

4.3. La catégorie ['—Systéme

Dfinition 9. La catégorie I'-Systéme est définie comme suit:
Objets: se sont les T'-systemes de la définition (6)
Morphisms: se sont les ' — morphismes de la définition (8).

4.4. Le foncteur I'

Rappellons que nous avons défini 'CW; comme étant la sous-catégorie de CW1
dont les morphisms sont les applications cellulaires o : X — Y satisfaisant la
condition suivante:

pour tout n > 2 :

(73 0 on] = @y, 0 Enya] in Ext(H, 41 (X, Z), Cokerb,, ). (4.1)
On définit le foncteur I' : TCW, /. — I'-Systéme en posant:

F<X) = (HH(X’ Z)a b2, 7Tn+1)n>2
I'({a}) = He(a)

ou le T-systeme (H,(X,Z),bpt2,Tnt+1)n>2 est donné par la suite exacte de
Whitehead associée au CW-complexe X (voir la définition du foncteur T',, dans la
section 3). Rappellons que la condition (4.1) implique que 'homomorphisme gradué
H,(a) est un I-morphisme.
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4.5. Propriétés du foncteur I'
Nous commencgons par la proposition suivante:

Proposition 2. Soient X et Y deuzr objets dans CWy. Si les deur I'-systémes
(Hn(X,Z), by g2, Tpg1)ns2 et (Hu(Y,Z),b;, 1o, T, 1 )Jn>2 qui sont associés respective-
ment a X etY sont isomorphes dans leur catégorie alors les deux espaces X et'Y
ont le méme type d’homotopie.

Preuve. Soit f, : (H,(X,Z),byy2, Tni1)nz2 — (Hn(Y,Z),b;, 15,7, 1 )n>2 Un
isomorphisme dans I'-Systéme et soit a : X — Y [D’application associée au I'-
morphisme f, (voir la définition (8)). Puisque H.(a) = f. alors la preuve découle
du théoreme de Whitehead ]

En suivant H.J. Baues dans [5], soient A et B deux catégories et soit F' : A — B
un foncteur .

On dit que le foncteur F' est un “ detecting functor ’
sont vérifiées :

1 - Un morphisme « : A; — A, dans la catégorie A est un isomorphisme si et
seulement si F(a) : F(A;) — F(Az) lest dans la catégorie B.

2 - Pour tout objet B dans B il existe un objet A dans A tel que F(A) = B.

3 - Soient A; et Ay deux objets dans A et soit 8 : FI(A;) — F(Az) un morphisme
dans B, alors il existe un morphisme « : A; — Ay vérifiant F(a) = (.

Nous abordons maintenant ’étude du foncteur I' : TCW /~—I'-Systéme et
nous montrons que celui-ci satisfait toutes les propriétés qui définissent un “detect-
ing foncteur 7.

” si les conditions suivantes

Théoréme 7. Une application cellulaire est une équivalence d’homotopie dans
T'CW; si et seulement si son image par le foncteur T' est un isomorphisme dans
I'-Systéme.

Preuve. Soit {a} : X — Y un morphisme dans la catégorie CW;,/~. Si « :
X — Y est une équivalence d’homotopie alors il vient que I'({a}) = H.(«) :
H.(X,Z) — H.(Y,Z) est un isomorphisme dans la catégorie I'-Systéme.

Inversement si I'({n}) est un isomorphisme dans I'-Systéme alors:
est un isomorphisme de groupes abéliens gradués et le théoreme de Whitehead nous
permet donc de conclure O

Théoréme 8. A tout T-systéme (Hy,bpt2, Tnt1)n>2 Dpeut-étre associé un
CW-complexe X vérifiant:

F(X) = (Hnabn+2a7rn+l)n22

Preuve. 11 suffit de prendre un CW-complexe associé au I'-systéme donné (voir
la définition (7)) O

Théoreme 9. A tout I'-morphisme f. @ (Hy,bnt1,Tn)n>3 — (H;,b;ﬂ,wg)n)g,
peut-étre associé un morphisme o : X — 'Y dans TCW1 vérifiant:

I'({a}) = f« = Hi(a)
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Preuve. Il suffit de prendre Papplication associée au I'-morphisme (voir la
définition (8)) O
En résumant toutes ces propriétés du foncteur I' on obtient le théoréme suivant:

2

Théoréme 10. Le foncteur I' est un “ detecting functor
Comme corollaire du théoréme (10), nous déduisons le résultat suivant:
Théoréme 11. (Théoréme de classification dans la catégorie TCW 1/~ )

Théoréme 12. Les types d’homotopie dans la catégorie TCW71 sont en bijection
avec les classes d’isomorphisme dans la catégorie I'-Systéme.

La proposition suivante nous permet d’identifier la sous-catégorie TCW; a la
catégorie CWj.

Proposition 3. Soient X etY deux CW-complexes simplement connexes et soient:
= Ho1(X,2) ™5 Ty — 1 (X) 225 Ho(X,Z) — -
b !
= Hoa (Y,2) 25 T — ma(Y) 25 Ha(Y,Z) — -
leurs suites exactes de Whitehead respectives. Si:
H. (X, Z)
ker b,

alors la condition (4.1) est vérifide.

Ext( ,Cokerb;_ﬂ) =0 pour toutn > 2 (4.2)

Preuve. De la suite exacte courte suivante et en vertu du second théoreme
d’isomorphisme des groupes:
kerd,, ~ H,(X,Z)
ker 3, = kerbd,

ker B, ~ ker d,, —»

on deduit que:

H,(X,7Z)
ker b,

Hom (ker 3, Cokerblnﬂ)
i*(Hom(ker d,,, Cokerb, . )

Ext( 7Cokerb;ﬂ) = =0. (4.3)
En vertu de la remarque (4) on sait que I’homomorphisme % 0 Yn — gp;L 0 &nt1
peut-étre prolonger a ker 3,, d’out la relation (4.3) implique que 'homomorphisme
T O Pp — go;L o &n+1 peut-étre aussi prolonger a ker d,,. Par conséquent la relation
(4.2) implique la condition (4.1) O

Corollaire 1. Si la relation (4.2) est satisfaite alors nous avons:
CW,;=TCW,;
Ce corollaire nous permet donc d’énoncer le résultat essentiel de ce travail:

Théoreme 13. Si la relation (4.2) est satisfaite alors deur CW -complezes simple-
ment connexes ont le méme type d’homotopie si et seulement si leurs suites exactes
de Whitehead sont isomorphes.
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Preuve. Il suffit de remarquer que deux I'-systemes sont isomorphes dans leur
catégorie si et seulement si les suites exactes de Whitehead associées aux CW-
complexes, qui sont associés aux I'-systémes donnés, sont isomorphes.

Exemple: 1l existe un seul type d’homotopie d'un CW-complexe X simplement

connexe dont I’homologie singuliere est donnée par les relations:

Hy(X,Z) =17, , H3(X,Z) = L,

Hy(X,Z)=7s, H(X,Z)=0 i>5
ou les entiers p, g et s dont premiers entre eux. En effet le calcul montre que:

Hom(H,(X,Z),T'(H2(X,Z))) = Hom(Z,,Z,) =0
car d’apres les relations (2.3) on a
I'Z,)=2Z,=0.

On déduit donc que 'homomorphisme by est nul. D’ou Cokerby = I'(Z,) = Z,, et
par suite il vient que:

Ext(Hs, Cokerbs) = Ext(Z,,Z,) =0

ce qui implique que 'extension 73 est nulle.
En conclusion il existe donc qu'un seul I'-systeme (H,,0,0) d’ou d’apres le
théoreme (4.6) il existe un seul type d’homotopie de tel espace.
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