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Abstract. We recall some basic facts about the breakdown of smoothness in
general hyperbolic systems and then, we prove that the breakdown of smoothness
in an Euclidean flow comes from an accumulation of vorticity, divergence or
compression.

Dans ce travail, on se propose de décrire comment les dérivées explosent lors
de I'apparition de singularités fortes dans les équations d’Euler d’un fluide com-
pressible. Pour la clarté des énoncés, on supposera le fluide isentropique. On est
conduit au systéme suivant

(Eg) 00 +v-Vo+ (@+¢0)divo =0

1
(E) | (Ej) Ovi +v - Voi + —QTg—ﬁx,P(@-l-Q) =0 ie€{l,...,n}
(Eps1) 06 +v-Vo =0

ou n > 2, g désigne un reéel strictement positif, et p une fonction de R, x R dans
0
R, telle que (—35(9, o) pour tout (g,0) de R} x R.

On considere les données initiales (oo, v, d9) dans I'espace de Soboloev H®
n . . .o
avec s > = + 1, telles que, pour tout x € R", g + go(x) soit strictement positif.

On introduit les notations suivantes
e S, et Q, désignent respectivement les parties symetrique et antisymeétrique
. av,' . .
de la matrice dv = | — ; ce sont respectivement les tenseurs dits de
0x; 1<i,j<n
déformation et de tourbillon.

op\? . . ‘s
° c= (£> , ¢(0 + o(t, x), a(t, x)) est la vitesse du son au point x, a I'instant ¢.
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11 est bien connu (voir par exemple [3]), qu’il existe des solutions réguliéres
a temps petit pour le systéme (E). Mais des singularités peuvent apparaitre.

g , , . 2
T. Sideris, dans [6], a demontre que, si p(g, o) = Ag"e’, avec y € ] L1+ ;] (cest

le modéle des gaz parfaits), et si go, vp €t 6o sont a support compact, il n’y a pas
de solution réguliére globale, sous certaines conditions intégrales reliant g, go, vo
et oyp.

Cependant, contrairement a la dimension un, (voir [2]), il existe des solutions
globales pour des données de Cauchy go et vy non nulles. En effet, soit f une
fonction de C°(R4), on pose

X
g(x) =C+ / v f2(y)c2(y)dy avec C>0.
0
11 est trivial de vérifier que

20(x) = g} +x3), vo(x) = (f (] + x3)x2, — (I +xP)x1), et oo =0

constituent une solution stationnaire de (E) pour n = 2.
Avant de poursuivre, rappelons le résultat bien connu sur Papparition de
singularités dans les systémes hyperboliques symeétrisables généraux; considérons

une fonction U de C([0, T*[; H%), avec s > g + 1, qui soit une solution maximale

du systeme hyperbolique symétrisable

S) a,U + A(U)VU =0,

ou A est de classe C*® sur RY, alors, ou bien T* = +00, ou bien T* < oo, et alors
_—

/(IlazU(t, e +IIVU ()| L=) dt = +o0.
0

Nous rappelons brievement la démonstration, trés simple, de ce résultat.
Supposons que 'on ait:
TQ
JUaw @l +1V0 @I G < 40 et TT <. ()
0

*

Le fait que [ (|0, U(t,")||»dt soit finie entraine que U est bornée sur
0
[0, T*[xR”". Lestimation hyperbolique (voir [3]), entraine alors:
d
LI Wi < CIU @ (10U @) e + 1VU @ ) 1) - @

Donc, d‘apres (1) et le lemme de Gronwall, ona U € L®([0, T*[; H®). En utilisant
(S), il apparait que 6,U € L®([0, T*[; H*™!). Ces deux résultats entrainent que
U (t,-) verifie une condition de Cauchy dans H* pour tout s’ < s. Il existe donc une
fonction U(T™, ") appartenant a H°, telle que U (¢, ) tende vers U (T ™) fortement
dans H¥, pour tout s’ < s, lorsque ¢ tend vers T". Le théoréme d’existence et
d’unicité locale de solution réguliére contredit alors la maximalité de la solu-
tion U.
Dans le cas particulier ou A4 est globalement lipschitzienne, on a:
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Proposition. Soit U solution maximale de classe C([0, T*[; H®) de (S), avec s >
n

2
e ou bien T* = +0

+ 1, Si A est globalement lipschitzienne, alors, on a l'alternative suivante:

T*
e ou bien T* < 40 et alors JIVU(t, )| L=dt = +o0.
0

Démonstration. Le fait que A soit lipschitzienne assure que I'on a
10.U (1, x)] < (C1]U (£, x)| + C3)IVU (8, )| . (©)

En posant M (t,t9) = || U || L=({t,xr")> ON @, par intégration de (3):
t
M (t,t0) < [|U(to, )| L= + (C1M (5, t0) + C2) / VU (&, ) || L=dt . 4
o

T*
Si I'on suppose que T* < oo et que J IVU (@, )|l L=dt < +o0, alors si T* —t est
0

assez petit, I'inégalité (4) assure que M (t, o) est bornée pour t > tg, donc que U
I'est. L'inégalité (3) nous ramene au cas précédent. W

Exemple. Supposons le systéme isentropique [i.e. oo(x) = 0] et relatif a un gaz
parfait [i.e. p(¢) = @’]. Procédons a la symétrisation de Makino-Ukai-Kawashima
(voir [4]), en considérant la vitesse du son comme inconnue. On obtient alors le
systéme suivant:

y—1

dic+v-Ve+ cdive =0

(ES)

2
O +v- Vo + -y—lcax,,c =0.

Le systeme (ES) est bien du type traité par la proposition précédente.

Notre but est de préciser quelles sont les quantités qui, dans le cas parti-
culier des équations d’Euler, explosent nécessairements lors de I'apparition de
singularités, c’est-a-dire celles qu’il suffit de contrdler pour I'éviter.

Théoréme. Soit (0,v,0) = U appartenant a C([0, T*[; H®) une solution maximale
du systéme (E), alors on a:
e ou bien T* = +o0
T*
o oubien T*<+co et [ (| divo(t, )l|=+I2(, ) |L=+[Ve(t, )l=+IVa (s )| =) dt
0
= +o0.

Supposons le fluide isentropique. En dérivant les équations (E;) — (E,), on
obtient

O¢(dv) + v - V(dv) + (dv)* + S(@) =0

DE / _
B avee (s = -2t

— Ox,00x,0 + —=
@+0? %" Gt

La matrice S(p) étant symétrique, en prenant la partie antisymétrique de (DE),
il vient

P"(@ + 0)0x,0x,0.

0tQy + v - VQ, + S,Q, + 2,5, = 0. )
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Un calcul trivial montre, qu’en dimension deux, on a
0,2, +vVQ, + (dive)Q, = 0. (5)
11 en résulte les deux corollaires suivants:

Corollaire 1. Si le fluide est isentropique:
e Ou bien T* = +o0,

*

T
o ou bien T* < +oo et [ (|S,(t,) = - +[Ve(t, )| =) dt = +oo.
0

Corollaire 2. Dans le cas particulier o n = 2, si le fluide est isentropique, on a:
e Ou bien T* = +oo,

*

T
e ou bien T* < 40 et LUl divo(t, )lie + Vo, ) | =) dt = +c0.
0

Ce théoréme et ses deux corollaires sont des généralisations de résultats
obtenus par Beale, Kato et Majda dans [1], Ponce dans [5]. Il signifie que, pour
empécher lapparition de singularités dans un fluide compressible isentropique
en dimension trois, il suffit d’empécher I'accumulation de compression (ou de

T*
détente), cest-a-dire d’assurer que [ (|| divo(t,-)|l= + [ Vo(t, ) |l1=) dt reste finie,

0

et, comme dans le cas incompressible, (voir [1]), Paccumulation de tourbillon,
T'

Cest-a-dire d’assurer que [ (||©2,(z, ") || L=dt reste finie. Dans le cas de la dimension
0

deux, vu qu’il y a existence globale pour le syst¢tme d’Euler incompressible,
le corollaire 2 signifie que, pour empécher I'apparition de singularités, il suffit
d’empécher I'accumulation de compression ou de détente.

Démonstration du théoréme. Soit F, la solution fondamentale du Laplacien sur
R”; un calcul élémentaire assure que ’on a

v=VF,*divo+ Q, * VF,. (6)
Le point clé est alors le lemme suivant, qui est une amélioration d‘une inégalité
de [1].
n

Lemme. Pour tout s > 5

+1, il existe C > 0 tel que, pout tout ¢ > 1, si A =divov
ou si A= Q,, on ait

‘V/A(y)' =gy

[x =yl

< C{llvllzs + (1 + Log* (loll=/ | All=)) | All 1}
L&X)

avec Log™ x = Sup(Log x, 0).

Démonstration. On suit une méthode trés proche de celle utilisée dans [1]. Soit
y une fonction C{°(R"), supportée dans la boule de centre 0 et de rayon 2, et
valant 1 prés de la boule de centre 0 et de rayon 1, et a valeurs dans l'intervalle
[0, 1], on pose wx(x) = y(x), on décompose lintégrale en somme de deux termes
comme suit:

u) = [ A0 Z=Tndy = i) + s ™
avece
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uia(x) = ] A =Lt = )y, ®

o (x) = / AQ) Z=2 = ) (= )y o)

Pour majorer |luyllr», on considére un réel ¢ de Pintervalle ]0,1[ et on pose

1 —1 S .. .
; = nT—l-s Linegalite de Holder assure que,si —+— =1,ona
IVurslie < llwal - 17 LI VAl . (10)
Le fait que H° soit continfiment inclus dans L* pour ¢ > n 2_:1 assure que
VAl < CllAllgs.
Il en résulte que I'on a
IVuplie < B |ollgs . (11)
La majoration de ||Vu| L~ doit étre un peu plus fine.
La formule de Leibniz assure que Vuy, = uy, + uj, avec
U (%) =/A(y)V(| E )(l—wh) (x—y)dy, (12)
avec
i) = [ 40 Z=Lvp = ay. (13)
La majoration de ||u’2’,h |~ est sans probleme:
1 _
lsalle < ( x| "“dx) 4l (14)

h<|x|<2h

Par contre, pour majorer ||u’2,h ||, une nouvelle troncature est nécessaire; soit K
1

, . K\:
un reel tel que l'on ait ||Al|z» < K|v||gs, on suppose que b < K, = (—8—) et

alors on pose: uy;, = v, + vy, avec

o) = [A0v( ZEX ) -p)a—m -, as)

500 = | A(y)V(,;‘_‘ jn)w&(l — ) (= )y (16)

Par exemple, dans le cas ou A = divv (le cas ou A = Q,, bien siir strictement
analogue, est laissé au lecteur) on a, par une intégration par parties,

o o) = [ w0 =0 (= v0 =¥ (ZZ0) by
‘ou

Iosalie < 3 [ e =510 = i) (e =) dy

+ / o) x — y"dy.

K.<|x—y|<2K,
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Le fait que |x|™! appartiennent a L' N L*(R™\B(0, 1)) et |x|™ a L*(B(0,2K,)\

B(0, K;)) assure Pexistence d’un réel C, tel que, pour tout ¢ > 1, on ait
5plle < Cellvllza .

De plus, [[vy, = < |All= [ [x|7"dx, o
h<|x|<2K,

logpll= < (C; — Log h) || Al| 1= .
Donc, d’aprés (11)—(18), on a, pour tout h < K,
Vullo < Cellvllze + (Cc — Log h)|[All e + h*[lv] g -

11 suffit de minimiser le terme de droite de (19) pour obtenir le lemme.
On peut maintenant achever la démonstration du théoréme. Posons

W(t) = Qo )~ + | dive(, )l + [ Ve(t, )lle + Vo, )| L=

et supposons
Ti

/ W (t)dt < +o0.
0

D’apreés (Eg), on a:
—jdiv(r,exp(—tv) (x)) dz
0 +o(t,x) = (2 + 0(0, exp(—tv) (x)) e ° 5

dong, il existe un compact de R: contenant ([0, T*[xR").

*

(17)

(18)

(19)

(20)

21

T
Gréce aux relations (E;) — (E,) et au fait que [ ||Vo(t,")||~dt soit finie, il en
0

résulte que v est bornée sur [0, T*[xR".
Le systéme (E) assure alors que I'on a

10Ut )L < CIVU ()|l o -
L’inégalité (2) assure alors
d 2 2
EIIU(E Nas < CIVU @)= I1U @ ) s -
Le lemme permet alors, grace a (5), d’améliorer (23) en
%nv(t, Wi < (CLW () Log U (¢, )| + C)IU (&) s -

En posant y(f) = log |U(t, )|, grice a (24), il vient:
YO <GWOy@e) + C,.

(22)

(23)

(24)

(25)

Il résulte du lemme de Gronwall et de (20) que y(t) est majorée sur [0, T™[,

d’ou le théoréme.
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