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Abstract. We recall some basic facts about the breakdown of smoothness in
general hyperbolic systems and then, we prove that the breakdown of smoothness
in an Euclidean flow comes from an accumulation of vorticity, divergence or
compression.

Dans ce travail, on se propose de decrire comment les derivees explosent lors
de Γapparition de singularites fortes dans les equations dΈuler d'un fluide com-
pressible. Pour la clarte des enonces, on supposera le fluide isentropique. On est
conduit au systeme suivant

(£o) dtρ + υ Vρ + (ρ + ρ) divϋ = 0

(Ei) dtVi + v - Vvi + τr^~dXιp(ρ + ρ) = 0 i e {1, ..., n)(E)

ou n > 2, ρ designe un reel strictement positif, et p une fonction de R+ x R dans

R + telle que — (ρ, σ) pour tout (ρ, σ) de R* x R.

On considere les donnees initiales (ρoji>o>σo) dans Γespace de Soboloev Hs

avec s > - -f 1, telles que, pour tout x G R", ρ + ρo W soit strictement positif.

On introduit les notations suivantes
• Sυ et Ωv designent respectivement les parties symetrique et antisymetrique

de la matrice dv = [ -r-^- ) ce sont respectivement les tenseurs dits de
\dxjJl<i,j<n

deformation et de tourbillon.
fdpΫ2

• c = I — , c(ρ + ρ(t,x), σ(t,x)) est la vitesse du son au point x, a Γinstant t.
\dρj
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II est bien connu (voir par exemple [3]), qu'il existe des solutions regulieres
a temps petit pour le systeme (£). Mais des singularites peuvent apparaίtre.

1 2]
T. Sideris, dans [6], a demontre que, si p(ρ, σ) = Aργeσ, avec ye 1,1 + - (c'est

le modele des gaz parfaits), et si ρo, vo et σo sont a support compact, il n'y a pas
de solution reguliere globale, sous certaines conditions integrates reliant ρ, ρ0, ̂ o
et σo

Cependant, contrairement a la dimension un, (voir [2]), il existe des solutions
globales pour des donnees de Cauchy ρo et VQ non nulles. En effet, soit / une
fonction de CQ°(R+), on pose

X

•I'-g(x) = C + / yzf z(y)c~ι{y)dy avec C > 0.

o

II est trivial de verifier que

Qo(x) = g(*i + xl)> M*) = (/(*i + ^2)^2, — / (*i + *2)*i)> e t ^o = O

constituent une solution stationnaire de (E) pour n = 2.
Avant de poursuivre, rappelons le resultat bien connu sur Γapparition de

singularites dans les systemes hyperboliques symetrisables generaux; considerons

une fonction U de C([0, T* [;HS), avec s > - + 1, qui soit une solution maximale

du systeme hyperbolique symetrisable

ou A est de classe C°° sur R^, alors, ou bien T* = +00, ou bien T* < 00, et alors

T*

f(\\dtu(t,-)\\L« + \\vu(t, )\\L«>)dt =

0

Nous rappelons brievement la demonstration, tres simple, de ce resultat.
Supposons que Γon ait:

T*

et T * < + o o . (1)

T*

Le fait que J(\\dtU(t, )IIL°°^ soit finie entraίne que U est bornee sur
o

[0, Γ*[xRn. L'estimation hyperbolique (voir [3]), entraίne alors:

jt\\U(t, )\\2

H, < C\\U(t, )\\2

H.(\\dtU(t,')\\L<° + IIVl7(ί, )llL«). (2)

Done, d'apres (1) et le lemme de Gronwall, o n a ί / G L°°([0, T* [ Hs). En utilisant
(S), il apparaϊt que dtU e L°°([0, T*[;// s~1). Ces deux resultats entraίnent que
L7(ί, •) verifie une condition de Cauchy dans Hs pour tout s' < s. II existe done une
fonction £7(JΓ*, ) appartenan.t a Hs, telle que U(t, ) tende vers U(T*) fortement
dans H^9 pour tout s' < s, lorsque t tend vers T*. Le theoreme d'existence et
d'unicite locale de solution reguliere contredit alors la maximalite de la solu-
tion U.

Dans le cas particulier ou A est globalement lipschitzienne, on a:
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Proposition. Soit U solution maximale de classe C([0, T [',HS) de (S), avec s >

- + 1; Si A est globalement lipschitzienne, alors, on a Valternative suivante:

• ou bien T = +00
T*

• ou bien T* < +00 et alors f \\VU(t, )\\L^dt = +00.
0

Demonstration. Le fait que A soit lipschitzienne assure que Γon a

\dtU(t,x)\<(Cι\U(t,x)\ + C2)\VU(t,x)\. (3)

En posant M(ί, ίo) = ||£/||Loo([t0,ί]χR'l)> o n a> P a r integration de (3):

t

M(ί,ί 0) < ||C/(ίo, )llL« + (CiM(ί,ί0) + C2) / \\VU(t, )\\L°odt. (4)

ίo

τ *
Si Γon suppose que T* < 00 et que / ||Vl/(ί, )||L°°dί < +00, alors si T* — ίo est

0

assez petit, Γinegalite (4) assure que M(ί, ίo) est bornee pour ί > ίo, done que U
Test. L'inegalite (3) nous ramene au cas precedent. •

Exemple. Supposons le systeme isentropique [i.e. σo(x) = 0] et relatif a un gaz
parfait [i.e. p(ρ) = ργ]. Procedons a la symetrisation de Makino-Ukai-Kawashima
(voir [4]), en considerant la vitesse du son comme inconnue. On obtient alors le
systeme suivant:

y — 1
dtc + v Vc H —c div v — 0

(ES) \
Λ 2y
otVi + v - \Vi H -cox.c — 0 .

Le systeme (ES) est bien du type traite par la proposition precedente.

Notre but est de preciser queues sont les quantites qui, dans le cas parti-
culier des equations dΈuler, explosent necessairements lors de Γapparition de
singularites, e'est-a-dire celles qu'il suffit de contrδler pour Γeviter.

Theoreme. Soit (ρ,v,σ) = U appartenant a C([0, T [;HS) une solution maximale
du systeme (E), alors on a:
• ou bien T = +00

T*

• ou bien T < + o o et f (\\ divf(ί, )||L°o + ||Ωϋ(ί, ')llL°° + l|Vρ(ί, )llL°° + ||Vσ(ί, ) I I L ° ° ) ^
0

= +00.

Supposons le fluide isentropique. En derivant les equations (£1) — (En), on
obtient

dt(dv) H- v V(dv) + (dv)2 + S(ρ) = 0

(DE) P'(Q + Q) 1
avec (S(ρ))ιj = — — w^χjQ^xiQ + 1 P \Q + Q)SXιdXjρ.

La matrice S(ρ) etant symetrique, en prenant la partie antisymetrique de (DE),
il vient

dtΩv + v WΩV + SVΩV + ΩVSV = 0. (5)
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Un calcul trivial montre, qu'en dimension deux, on a

dtΩv + vVΩυ + (div v)Ωv = 0. (5')

II en resulte les deux corollaires suivants:

Corollaire 1. Si lefluide est isentropique:
• Ou bien T* = +oo,

• ou bien T* < +oo et f(\\SΌ{t9')\\L«> ' +l|Vρ(ί, )||L<»)Λ = +oo.
o

Corollaire 2. Dans le cas particulier oύ n = 2, si lefluide est isentropique, on a:
• Ou bien T* = +oo,

T*

• ou bien T* < +oo et /(||divι?(ί, )llL«> + l|Vρ(ί, )llL«>)Λ = + o o .
o

Ce theoreme et ses deux corollaires sont des generalisations de resultats
obtenus par Beale, Kato et Majda dans [1], Ponce dans [5]. II signifie que, pour
empecher Γapparition de singularites dans un fluide compressible isentropique
en dimension trois, il suffit d'empecher Γaccumulation de compression (ou de

τ*
detente), c'est-a-dire d'assurer que J ( | | divι?(ί, )IIL°° + l|Vρ(ί, O I I L 0 0 ) ^ reste finie,

o
et, comme dans le cas incompressible, (voir [1]), Γaccumulation de tourbillon,

T*

c'est-a-dire d'assurer que f (\\ΩΌ(t,')\\i«>dt reste finie. Dans le cas de la dimension
o

deux, vu qu'il y a existence globale pour le systeme d'Euler incompressible,
le corollaire 2 signifie que, pour empecher Γapparition de singularites, il suffit
d'empecher Γaccumulation de compression ou de detente.

Demonstration du theoreme. Soit Fn la solution fondamentale du Laplacien sur
Rw un calcul elementaire assure que Γon a

v = VFn * div v 4- Ωv * VFn. (6)

Le point cle est alors le lemme suivant, qui est une amelioration d'une inegalite
de [1].

Lemme. Pour tout s > - + 1, il existe C > 0 tel que, pout tout q > 1, si A = div v

ou si A = Ωv, on ait

< C{||I;| |L« + (1 + ^og+(\\v\\Hs/\\A\\L^)) \\A\\Lco}

avec Log + x = Sup(Logx,0).

Demonstration. On suit une methode tres proche de celle utilisee dans [1]. Soit
ψ une fonction Co°(Rn), supportee dans la boule de centre 0 et de rayon 2, et
valant 1 pres de la boule de centre 0 et de rayon 1, et a valeurs dans Γintervalle
[0,1], on pose yty(x) = tpφ, on decompose Γintegrale en somme de deux termes
comme suit:

u(x) = / A{y)*__ y dy = uhh{x) + w^W (7)

avec
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uιh(x) = JA(y)-^-ψh(x-y)dy, (8)
et

U2j,{x) = jΛ(y)^=^(l - ψh) (x - y)dy. (9)

Pour majorer ||UI,),||L<», on considere un reel ε de Γintervalle ]0,1[ et on pose

- = . L'inegalite de Holder assure que, si - + — = 1, on a
p n p p'

^ ' (10)

λ — 2
Le fait que Hσ soit continύment inclus dans Lλ pour σ > n—— assure que

WW\\VA\\LP, ^
II en resulte que Γon a

\\Vulh\\L«<h£\\v\\Hs. (11)

La majoration de HVM^ΛIIL00 doit etre un peu plus fine.
La formule de Leibniz assure que Vw2,/i = u'2h + M ^ avec

= J
avec

u2h(x) = A(y)- —Vψh(x — y)dy. (13)
J \χ — y\n

La majoration de HM^ΛIIL00 est s^ns probleme:

J (14)

^h<\x\<2h '

Par contre, pour majorer IIW^/JIL00? une nouvelle troncature est necessaire; soit K

un reel tel que Γon ait \\A\\L°° < K\\V\\H*, on suppose que h < Kε = ί — j et

alors on pose: u2h = υ'2th + v2h avec

v'lh(x) = J A(y)v(j^j^y>κ.(l - ψh) (x - y)dy.

(15)

(16)

Par exemple, dans le cas ou A — divi; (le cas o ύ i = Ωv, bien sύr strictement
analogue, est laisse au lecteur) on a, par une integration par parties,

V 2 , h ( χ ) = / v i ( y ) s χ t \ ( 1 - Ψk) ( 1 - Ψh) {x — y ) V [ _ ,n ) } d y

d'oύ

J\vi(y)\\χ-y\-n-ι{l-wκ){χ-y)dy

J \vι(y)\\χ-y\~"dy.
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Le fait que \x\-n~ι appartiennent a L1 ΠL00 (Rn\£(0, 1)) et \x\~n a L°°(£(0,2Kε)\
B(0, Kε)) assure Γexistence d'un reel Cε tel que, pour tout q > 1, on ait

, . (17)

De plus, llt^llt- < \\A\\L«, / \χ[-'dx, d'ou

< (Cε - Log/z)M|koo. (18)

Done, d'apres (11)—(18), on a, pour tout h < Kε,

l|Vtt||L- ^ C , | M | w + (C,-LogA)||^| | t» + A ||»||β.. (19)

II suffit de minimiser le terme de droite de (19) pour obtenir le lemme.
On peut maintenant achever la demonstration du theoreme. Posons

W(t) = ||O0(ί, )llL« + Hdivi;(ί, )||Lco + ||Vρ(ί, )||L« + l|Vσ(ί, )llL-

et supposons

T*

fw(t)dt<+cx>. (20)

o
D'apres (EQ)9 on a:

— Γ div(τ, exp(—τ v) (x)) dτ

ρ + ρ(ί, x) = (ρ + ρ(0, exp(—tv) (x)) e ° , (21)

done, il existe un compact de R* contenant ρ([0, T*[xRn).
T*

Grace aux relations (Ei) — (En) et au fait que / ||Vρ(ί, )IIL°°^ soit finie, il en
o

resulte que v est bornee sur [0, T*[xRπ.
Le systeme (E) assure alors que Γon a

||L«. (22)

L'inegalite (2) assure alors

^ l l f l . . (23)

Le lemme permet alors, grace a (5), d'ameliorer (23) en

^ | | t /( ί , . ) | lL<(Ci^(0Log | |U(ί , )|lis + C2)||t7(ί, ) l | ^ . (24)

En posant y(t) = log \\U(t, )\\2

Hs, grace a (24), il vient:

/ ( ί ) ^ C i ^ ( ί M 0 + C2. (25)

II resulte du lemme de Gronwall et de (20) que y(t) est majoree sur [0, T*[,
d'ou le theoreme.
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