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Abstract. If for a relativistic field theory the expectation values of
the commutator (Ψ\[A(x), A(y)]\Ψ) vanish in space-like direction like
exp{— const I (a; — ί/)2|α/2} with α > 1 for sufficiently many vectors Ψ, it follows
that A (x) is a local field. Or more precisely:

For a hermitean, scalar, tempered field A (x) the locality axiom can be replaced
by the following conditions

1. For any natural number n there exist a) a configuration X(n):

X1,...,Xn-1 X{ = - • = Z ί _ i = 0 i = 0,3

with VΣ λ((X} - ZJ+ 1)1 -f VΣ λdX'i - X2

i+1)] > 0 for all λt >_ 0 ί = 1,..., n - 2,
Li = l J Li = i J

n-2
Σ λ{ > 0, b) neighbourhoods of the X/s: Ui(Xi) C Rι i = 1, . . ., n — 1 (in the

ΐ = 1

euclidean topology of J?4) and c) a real number α > 1 such that for all points
(x): x19 . . ., xn-ι: X{ ζ Uf(Xi) there are positive constants C(n){(x)}, hin){(x)} with:

\{iA(Xι). ..A(xn^),A(xnm\ < σ"»{(a:)}exp{-Λ«{(α;)}r«} iorxn = j °Q I , r > 1 .

2. For any natural number n there exist a) a configuration Y(n):

Yι,Y39...,Yn Γί = . . . = Γi = 0 i = 0,3

- Y]+1)Y
J

with f V ^ ( Γ ϊ - Y]+1)Y + Γl μΛYt - Y2i+i)Y - ° f o r a11

U J L J

]+

- 3 J Li = 3
w—1

i = 3, . . ., n — 1, Σ fιi > 0, b) neighbourhoods of the 7/s: FίίΓ,) C i^4

ΐ = 3

i = 2, . . ., n (in the euclidean topology of J?4) and c) a real number β > 1 such

that for all points (y): y2, . . ., yn y« € F t'(Γ t ) there are positive constants C{n){(y)},

\n){(y)} a n ( i a r e a l number y(n){(y)} ζa closed subset of R — {0} — {1} with:

19 Commun. math. Phys., Vol. 8
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7{n){(y)} ' 2/2? 2/3> •» 2/n totally space-like in the order 2, 3, . . ., n and

A(yz) . . .Λ(yn))\ < C{n){(y)} exV{—h{n){(y)}rβ}

Λ /o\
for x± = y(n){(y)}r I Q I , ^2 = 2/2 — [1 — y<»>{(y)}]r I Q I a n d f o r s u f f i c i e n t l y l a r S e

W W
values of r.

Einleitung
In einer vor kurzem erschienenen Arbeit [1] wurde bewiesen, daβ ein

hermitesches, skalares Feld A (x), das die Wightman-Axiome erfϋllt mit
evtl. Ausnahme des Lokalitatsaxioms, strikt lokal ist, falls — grob ge-
sprochen — die Beitrage zum Kommutator [A (x), A (y)] aus dem akau-
salen Bereich (d. h. aus dem Bereich: x—y raumartig) fur groβe raum-
artige Abstande r = \(x — 2/)2|1/2 wie const, exp {— const7 rα} mit oc> 2
abf alien.

Darύber hinaus kόnnen fur die Theorie einer einzigen Sorte von skala-
ren, neutralen Teilchen der Masse m > 0, die mit sich selbst wechsel-
wirken und die durch ein hermitesches, skalares, temperiertes Feld A (x)
beschrieben werden, mit Hilfe einer doppelten Integraldarstellung un-
modifizierte Dispersionsrelationen hergeleitet werden, falls

{[A (Xl), A (xs)] [A (x3), A

Xx + X2

wobei A > 0, β > 1 und χ(t) ζ C~, \χ(t)\ g 1, χ(t) = {Jj | ^ J. \P)

\p'} sollen dabei Ein-Teilchen-Zustande zu den Impulsen p und φr

bezeichnen.

Dieses letztere Resultat legt die Vermutung nahe, daβ die Schranke 2
fur die exponentielle Ordnung des Abf alls der Beitrage zum Kommutator
[A (x), A (y)] aus dem akausalen Bereich nicht optimal ist, sondern sich
auf 1 verbessern lassen sollte.

In der hier vorliegenden Arbeit soil die Richtigkeit dieser Vermutung
zunachst am Beispiel der1 3-Punkt-Funktion, dann aber in voller All-
gemeinheit gezeigt werden. In einem ersten Schritt werden in den
Vakuumerwartungswerten zyklische Umstellungen der Feldoperatoren

1 Bekanntlich liefert die Lokalitat keine Einschrankung fur die 2-Punkt-
Funktion eines hermiteschen, skalaren Feldes.
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betrachtet, was auf eine VergrόBerung der Regularitatsgebiete fuhrt. Die
so vergroβerten Regularitatsgebiete erlauben, aus einem Abfall des Kom-
mutators fur groBe raumartige Abstande r wie const. exp{—const' rβ}
mit β > 1 dann in einem zweiten Schritt strikte Lokalitat zu schlieBen.

Fur die 3-Punkt-Funktion selbst werden wir ein etwas scharferes
Resultat erhalten.

Dreipunktfunktion

Wir gehen aus von den reellen Punkten xv x2, x3, die in dem Durch-
schnitt der "extended tubes'* der 3-Punkt-Funktionen

= <4(x1)A(xi)A(xs)} und

liegen. Wie R. JOST gezeigt hat [2] sind das gerade die in der Reihenfolge
1, 2, 3 bzw. 3,1, 2 total raumartigen Punkte2. Durch reelle Lorentztrans-
formationen lassen sich solche Punkte stets auf die folgende Gestalt
bringen:

x l -

Fig. 1

z2 = (x2 - xzf = z'3= -{x\Y - 2x\x\

= -(^l) 2 + 2x\x\
2 Die hier als (1, 2, 3 )-total raumartig benannten Punkte werden auch

als (1, 2, 3)-Jost Punkte bezeichnet.
19*
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Wir benutzen nun die von G. KALLEN und A. S. WIGHTMAN explizit ange-

gebene Charakterisierung der "extended tubes" der 3-Punkt-Funktion in
den Invarianten [3] und linden, daβ

OU

eine in der langs der reellen Achse von — co bis + (ίdj)2 aufgeschnittenen
2-Ebene regulare Funktion ist bzw. daβ fur alle reellen x\, x\, :x\ > 0,

OU

eine in der Halbebene Rew; > 0 regulare und wegen der Temperiertheit
des Feldes A (x) dort auch polynomial beschrankte Funktion ist.

Wenn wir nun voraussetzen, daβ es eine Eindeutigkeitsmenge E[12l 3]

x\ = x\ + Ijn, m, n = 1, 2,. . . x\ > 0}) derart, daβ fur alle (x\, x\)

0

dann folgt {JF 1 2 3— ^312} \ZΛ = ^ ^n (der) Zusammenhangskomponen-

\Z*I
ten (Zusammenhangskomponente) ^[1 2,3] von / ( ^ i 2 3 ^ ^312)^ welche
(die) in den Reihenfolgen 1, 2, 3 und 3,1,2 total raumartige(n) reelle(n)
Punkte als innere Punkte enthalten (enthalt). Dabei soil / die Abbildung
auf die Invarianten bezeichnen.

Es gibt namlich keine in der Halbebene Heiv > 0 regulare, polynomial
beschrankte Funktion / ( w ) φ θ mit

v log 1/Ml
l im s u p — u ' = — 00 .

w, reell—> + co

(Der Beweis wird im Anhang erbracht.) Daher gilt:
ou

-1 U 0

fur Rew > 0 und alle (a;];, x\) ζ -JŜ [i2,3]- Da laut Voraussetzung ^[i2>3] eine
Eindeutigkeitsmenge ist, ergibt sieh wie behauptet

{^123—^312} z 2 ] = 0 in HL[12,3] {^(^123 ^ ^312)} u n ( i insbesondere:
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(JA (xx) A (xz), A (^ 3)])= 0 fur alle reellen Punkte xv x2i x3, die sowohl
in der Reihenfolge 1, 2, 3 wie auch in der Reihenfolge 3, 1, 2 total raum-
artig sind. Indem wir die angefύhrten Argumente fur {PΓ312— ^231}
wiederholen, kδnnen wir schlieBen:

M
{^312— ^231} I z*1 = 0 in i£[ 3i, 2] {^(^312 ^ ^231)} u n d insbesondere:

W
(\A (x3) A (αjj), A (x2)]) = 0 fur alle reellen Punkte xv x2, xz, die sowohl
in der Reihenfolge 3, 1? 2 wie auch in der Reihenfolge 2, 3, 1 total raum-

^ 312artig sind. P
Holomorphiehulle 3f 3 von

^ 2 3 1

[ 2 3 ) π
Teiie einer einzigen in der

"2 31) regularenFunk-

, Teile einer einzigention Wψ^l (z21 Ebenso sind W212>, WS2i

in der Holomorphiehulle f̂7'4 von

laren Funktion

Als nachstes betrachten wir die reellen Punkte xv x2> x3, die in dem

Durehsehnitt der "extended tubes" ,^ ^ 2 1 3 Das sind
gerade die in den Reihenfolgen 1, 2, 3 und 2, 1, 3 total raumartigen
Punkte [2], Durch reelle Lorentztransformationen lassen sich solche
Punkte stets auf die folgende Gestalt bringen:

λVir interessieren uns speziell fur solche Punkte, die sich auf die Gestalt

/0 \ /0 \ /0 \

Fig. 2
3 4 Evtl. nicht schlicht
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bringen lassen:

z1= (x1 — x2)
2^= z[ = — r 2

Z2 ~ \X2 — Xa) — Z3 — — \L — y) r \xs)

H = fe —^i) 2 = Z2 = — y2 ' r*—(xi)2.

Wir benutzen wiederum die von KALLEN und WIGHTMAΪΓ explizit ange-
gebene Charakterisierung der "extended tubes" der 3-Punkt-Funktion in
den Invarianten [3] und kόnnen so unter Ausnutzung der Regularitats-
gebiete / ( ^ δ i ) ^ z w ^(^"132) zeigen, daβ fur alle x\ > 0, 0 < γ < 1:

+ z I - (1 -

eine in der langs der reellen Achse von —00 bis 0 aufgeschnittenen
2-Ebene regulare Funktion ist.

Die Transformation . — * i ^ 2 — 2z ^ 3

— τ>l 2 — τsl L-̂  — >̂2J — =>3

ist fur zx H= 0 bi-regular. Daher ist:

in {^/Retί; > 0} x {C2/C2 r e e n ί ^ < ?2 < 1} x {CzlCs r e e π ' >^} regular
und dort fur feste reelle £2, f3 : 0 < ζ2 < I, 0 < f3 auch polynomial
beschrankt.

Setzen wir nun voraus, daβ es eine Eindeutigkeitsmenge ^ [ 3 > 2 ] 3 :
: -^[i,2]3C ] 0, 1 [X] 05 + oo[ gibt, derart daβ fur alle [(γ, {x\f = ]

r log\([Λ(a^), l̂ (a;2)] ̂ L to)>|
l i m s u p -— ι — ± - ^ — v 2U v 3 / / l = — 00 ,
r-> + 00 ^

wobei

dann folgt { Wf^J — W^} I ̂ 21 = 0 in (der) Zusammenhangskomponen-

W
ten (Zusammenhangskomponente) von 34? {I {JT\ ̂ \Jl (βΓ'§ \%i\Jl [β~'<ι 31)}

r\ Jff {I{<T'2is) w / ( ^ 2 i ) ^ ( ^ 1 3 2 ) } * welche (die) in den Reihenfolgen
1, 2, 3 und 2, 1, 3 total raumartige(n) reelle(n) Punkte als innere Punkte
enthalten (enthalt), insbesondere also sowohl in den reellen Punkten, die
in den Reihenfolgen 1, 2, 3 und 2, 1, 3 total raumartig sind, als auch in
den reellen Punkten, die in den Reihenfolgen 1, 2, 3 und 1, 3, 2 total
raumartig sind.
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Wir brauchen nur noch ein Argument von WIGHTMAN [5] anzuwen-
den, urn zu zeigen, daβ fur alle reellen Punkte xv x2> x3 gilt:

bzw.
(A(x1)[A(x2),A(x3)]) = 0 falls (x2 - x^ < 0 .

Wir fassen die obigen Uberlegungen in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 1. Sei A (x) ein hermitesches, skalares Feld, das die Wightman
Axiome erfύllt mit evil. Ausnahme des Lokalitdtsaxioms, welches ivir durch
die folgende Voraussetzung ersetzen woΐlen:

Es gϊbt zwei Eindeutigkeitsmengen E[12tS]: ϋ7[12>3] C (R — {0}) X B und
^[i,2]3 : -^[1,2]3 C ]0, 1 [ X ] 0, -f oo[ derart, daβ fur alle (x\, x\)

v log\([A(xj) A(x2), A{x3)])\
h m s u p 6 I N L v i y — κ ~ m — v 3 / J / l = — oo ,
r_^ + o£ r

wobei

IxU / — OJII
χi~ lo I χz- \ o

\0/ \ 0/ \0 lr>\x\\

bzw. fur alle (γ, (xf)'

wobei

Dann gilt fur alle reellen Punkte xv x2, xs mit (x1 — x2)
2 < 0 :

([A(x1),A(x2)]A(x3)) = 0

und fur alle reellen Punkte xv x2> x3 mit (x2 — xs)
2 < 0 :

Fur echt nicht-lokale 3-Punkt-Funktionen sind also

M(x\, x\) = - lim sup

ι T l " O x2~-\ Λ ^3 — I i/r2 _ /«i\a I V^l*^) ^^[12,3]
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I\JΓI r i 2\9\ T

M (y, {xξf) = — lim sup
ΛΛ A(xΆ))\

ί°\ ί°ί \ ί
/ — (i - y)r\ o

*i= o t T 2 = l 0

 α ' 3 = \ α : I
\0 / \0 / \θ

nicht beide gleichzeitig Ξ=-f oo. Die Infima:

i n f M(xlxl)l(χ\

kόnnen aber beliebig groβ sein wie das Beispiel: A(x) = Λ0(x) 4- \AQ\ (X)
+ : ^ § w : (̂ ) + ^oΓW2w ^ ί W 2 n z e i g t . D a b e i i s t ^ 0 ( ^ ) = ^ 0

+(^)-f ^l^(a )
ein freies Feld zur Masse m > 0 und τι eine beliebige naturliche Zahl.

Allgemeine w-Punkt-Funktion

I0
ίxλ I* \

Es gebe a) eine Konfiguration (X): X. = VJ I , . . . , Z n _ ! =- ^S M

\o / \o /
itΓSλiW-^J+il +[Sλi( i?- i? + 1 ) l 2 >0 fur alle

U = l J Lΐ = i J

i= 1

j5 (1) H = 1, ., n — 1 (in der euklidisehen Topologie des i?4) und
c) eine reelle Zahl α > 1 derart, daβ fur alle Punkte (x):
xv . . ., xn-ι Xi £ Ui(Xi) positive Konstanten C^{(x)}, Mn){(x)}
existieren mit:

\([A (Xl) . . . A (xn^), A (xn)])\ exp {-hW{(x)}

. r I - I γ \ 1

1/
D a n n folgt fur e ine bel iebige P e r m u t a t i o n π v o n 1, . . .,n, d a β die

W^«(ζi, • • »C»-i) = ^ { ^ ( P i » ,ί>»-i)}°**(f 1, • - . ί » - i ) 4 = 0 , . . . ,

7i — 1 5 , w o b e i σ = I 1 O «J o l l? Tei le e iner e inz igen i n d e r
\7l ί Δ . . . 7b — o TV — Δ 7b — xJ

n— 1

Holomorphiehύlle J ^ 6 von (J ^"σ*π{i,...,n} regularen Funktion

5 S£ bezeichne die Laplace Transformierte.
6 Evtl. nicht schlicht.
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Fig. 3

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit durfen wir annehmen:

id. Wir betrachten: W(ζl9 . . ., Cn_x) — Wσ(ζ1 . . ., ζn_Ύ)

Zu jedem ε, -

so daβ

- (α— 1) > ε > 0 gibt es Umgebungen Ff (XJ C Όi (XJ,

= W[i 2 . . (tt- Winkelbereich — ^ — — ε ^ a r g (w — 1)

— 2 α "^ ε r e £ u ^ r i s t Wenn wir nun zu den Variablen z = (w — l) α ϋber-

gehen, entsteht folgende Situation :

W[i2,..<n-i)>n]((x)> w) = W[12"^n~1)>n^ ((x) z) ist in dem Winkelbe-
. , n j - π

reicn - α ε - y s fc/ = argz <Ξ γ + αε regular und dort von expo-

nentiellem Typ (sogar polynomial beschrankt)

= 0 fur Θ = ~ocε~π/2

= 0 fur θ = αε + π/2

<0 fϋr 0 = 0

lim sup i ? ^
+co

Nach einem Theorem ϋber Funktionen von exponentiellem Typ [6] muβ
notwendig gelten:

^L^ αε
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und insbesondere

\ " l 2. . . (n -1) n " n i . . . ( n - 2) (n - l ) } I xl x% > > Xn - 2 xn-l>xn~l

— I I I = 0, x\ ^ 1. Daraus ergibt sich:

in (der) Zusammenhangskomponenten (Zusammenhangskomponente)
^[i2..(n-i),n] v o n ^"i2...(w-i)n n ^i...(*i-2)(n-i) welche (die) in den Rei-
h e n f o l g e n 1,2, ...,(n—l),n u n d n , I, . . ., ( n — 2 ) , (n—1) t o t a l
raumartige (n) Punkte als innere Punkte enthalten (enthalt). Dieses
Argument wiederholen wir fur

und erhalten auf diese Weise, daβ die WσJC'^{ζv . . ., Cn-i) ^ = 0, 1, . . .,
n - l

w — 1 Teile einer einzigen in der Holomorphiehϋlle J$? von U

regularen Funktion PΓg^ f...,w } (ίi, . . -, fn-1) s i n d 9 e d

Im folgenden wollen wir weiter voraussetzen:

/ Y1

Esgebea)eineKonfigurationy(^):lr25^3 : := I v2
\ 3

\0

mit lΫμΛYl-Yhi)] +
n-l

^ 0 i = 3, . . ., n — 1, Σ μ% > °?

 b ) Umgebungender 7, : F t ( 7 J
i = 3

E 4 ί = 2, . . ., n (in der euklidischen Topologie des E4) und
c) eine reelle Zahl β > 1 derart, daβ fur alle Punkte (y): y2, . . ., yn

(2) ^ yi ξ. γi (7^) positive Konstanten O(n) {(«/)}, ̂ (n) {(y)} und eine reelle
Zahl γ(n){{y)} ζ einer abgesehlossenen Untermenge von R—{0}
—{1} existieren mit: γ(n){(y)} y%, yB, >,yn total raumartig in
der Reihenfolge 2, 3, . . ., n und

fur ^ = γ{n) {(y)} r I °Q \ , x2 = y2 — [1 — y ( n ) {(y)}] r I ̂  I und alle

W
hinreiehend groBen r.
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Fig. 4

Dann folgt fur alle reellen Punkte y\, y2, . . ., yn mit (y1 — y2)
2 < 0:

<[A(yl),A(y2)-\A(y3)...A(yn)) = 0.

Wir wollen den Beweis fur den Fall γ(n){(y)} ξ einem abgeschlossenen
Inter vail von ] 0, 1 [ fύhren. Dabei wird auch fur die anderen Falle das
Prinzip der SchluBweise klar.

Zum Beweis der Behauptung konstruieren wir unter Berύcksichtigung
der bisherigen Ergebnisse dieses Abschnitts wiederum eine Funktion,
welche die Voraussetzungen des schon erwahnten Theorems ύber Funk-
tionen von exponentiellem Typ [6] erfύllt — namlich

( - ^

und schlieBen so: ([A (yτ), A (y2)] A (yd) . . . A {yn)y = 0 auf einer offenen
Menge von in den Reihenfolgen 1, 2, 3, . . ., n und 2, 1, 3, . . ., n total
raumartigen Punkten. Wenden wir nun das Wightmansche Argument [5]
an, so folgt wie behauptet fur alle reellen Punkte

yvy2,...,yn mit (y1-y2)*<0:([A(y1),A(y2)]A(Vsi)...A(yn)y = 0.

Nun gibt es fur beliebige raumartig getrennte Punkte xλ und x2 stets eine
offene Menge von reellen Punkten, die sowohl in den Reihenfolgen
1, 2, 3, 4, . . ., n — l,n und n, 1, 2, 3, . . . ,n — 2,n — 1 wie auch in den
Reihenfolgen 2, 1, 3, 4, . . ., n — 1, n und n, 2, 1, 3, . . ., n — 2, n — 1
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total raumartig sind. In solchen Punkten gilt:

(A (x,) A (x2) A (x3) A (χA) ...A (xn^) A (xn))

= (A (x2) A (Xl) A (x3) A (x,) ...A (xn^) A (xn))

(A (x,) A (x2) A (x3) A (x,) ...A (xn ̂ ) A (xn))

= (A (xn) A (Xl) A (x2) A (x3) ...A(xn-2)A (xn^))

(A (x2) A fa) A (x3) A (x,) ...A (xn^) A (xn))

= (A (xn) A (x2) A (xλ) A (x3) ...A ( * n _ a ) A (xn^))

u n d d a h e r : {A (xn) [A (xx), A (x2)] A (x3) . . . A fe-i)> = 0 .

Nochmalige Anwendung der Wightmanschen Argumentation und
Umbenennung lief ern:

{A (xj) [A (x2), A (x3)] A (#4) . . . A (xn)} = 0 fur alle reellen Punkte

xv . . ., xn mit (x2 — x3)
2 < 0 .

Indem wir diese Beweiskette fortsetzen, erhalten wir schlieβlich
Satz 2. Sei A (x) ein hermitesches, skalares, temperiertes Feld, ivelches

alle Wightman-Axiome erfilllt mit evil. Ausnahme des Lokalitdtsaxioms.
Genύgt A(x) den Bedingungen Bn(l) und Bn(2) fur alle naturlichen
Zahlen n, so ist das Feld A (x) strikt lokal.

Anhang

Es gibt keine in der Halbebene Res > 0 regulare, polynomial be-
schrankte Funktion / (s) φ 0 mit

lim sup
zreell—> + oc

Beiveis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit dύrfen wir annehmen:
f(z) ist stetig in Res ̂  0 und \f[iy)\ < M.

Wir definieren: Fω(z) = eωz f(z) ω > 0.
i) Fω(z) ist in Res > 0 regular, in Res ^ 0 stetig und von exponen-

tiellem Typ.
ii) \Fω(iy)\<M.

iii) Es existiert eine Konstante mω > 0, so daβ \Fω(x)\ < mω fur x > 0
Aus dem Satz von PHRAGMEN-LINDELOF [4] folgt:

\Fω(z)\ < Max{mω, M) in Res ̂  0 .

Fω (z)Daher gilt fur -γ ^ die Cauchy-Integralformel:
+ CO

πi * J a y [i[z + lf 2πi * J a y [iy + I] 2 [iy — z]
— CO

1/(2)1 e»Neos(arg,) = i^ ( }, < > + M* M Γ _J^ = J l + I i l
>' y J[ ' ωy n — 2 \x\ • π J 1 + y2 2\x\ M .

— oo
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Die rechte Seite dieser Abschatzung ist unabhangig von ω. Daher folgt:

/ (z) ΞΞ 0 in Έjβz > 0 und wegen der vorausgesetzten Stetigkeit in Hez ^> 0.

Einer von uns (K. P.) mόchte Herrn M. SCΉETJNERT fur viele nϋtzliche Dis-
kussionen und fruchtbare Kritik danken.
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