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IMMERSIONS ISOMETRIQUES ELLIPTIQUES
ET COURBES PSEUDO-HOLOMORPHES

FRANCOIS LABOURIE

De nombreux problemes de type elliptique sur les surfaces reςoivent
une interpretation en terme de geometrie complexe. Rappelons, par ex-
emple, la representation de Weierstrass pour les surfaces minimales ou les
constructions twistorielles pour les applications harmoniques.

Dans cet article, nous nous interesserons aux immersions isometriques
elliptiques (ou localement convexes) d'une surface dans une variete de
dimension 3. Par elliptique (resp. ε-elliptique), nous entendons simple-
ment que le discriminant de la deuxieme forme fondamentale est positif
(resp. superieur a un ε positif). Notre remarque initiale est que le 1-jet
d'une telle immersion definit une courbe pseudo-holomorphe. Une telle
interpretation va nous permettre de contrόler la faςon dont degenerent ces
immersions. L'un de nos outils fondamentaux est alors la generalisation
du lemme de Schwarz par M. Gromov [2].

Contrόler la compacite de Γespace des solutions d'un probleme ellip-
tique est bien souvent Γun des points cruciaux de la demonstration de
Γexistence de telles solutions. Dans notre cas, nous avons, en particulier,
obtenu le theoreme d'existence d'immersions isometriques suivant:

Theoreme A. Soit M une variete simplement connexe de dimension 3
a courbure sectionelle inferieure oil egale a Ko. Soit U un domaine orientέ
de la sphere muni d'une metrique complete et a courbure superieure stricte-
ment a K$. II existe alors un plongement propre isometrique, qui respecte
Γorientationy de U dans M. On peut par ailleurs imposer arbitrairement le
\-jet de notre plongement en un point.

Ce theoreme generalise un theoreme connu lorsque M est a courbure
constante [8, p. 38]. II generalise egalement un theoreme de Pogorelov
dans le cas U compact (c'est a dire la sphere), et dont nous proposons une
nouvelle demonstration, sensiblement plus courte:

Theoreme B (Pogorelov). Soit M une variete de dimension 3 a cour-
bure sectionelle inferieure ou egale a KQ. Soit S une surface orientee,
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homeomorphe a la sphere et a courbure superieure strictement a K$. II ex-
iste alors une immersion ίsometrique, qui respecte Vorientation, de S dans
M. On peut par ailleurs imposer le I-jet de Γimmersion en un point et, avec
cette normalisation, Γimmersion est unique.

Traduire en terme de geometrie complexe s'avere egalement tres utile
pour traiter un autre probleme classique pour les surfaces localement con-
vexes, celui de la rigiditέ infinitesimale. Ce probleme se reduit en effet a
un calcul d'intersection. Nous obtenons en particulier une demonstration
tres rapide et elementaire d'un autre theoreme de Pogorelov, les definitions
sont donnees en 7.1:

Theoreme C {Pogorelov). Une surface fermee localement convexe S d'une
variete M de dimension 3 est infinitesimalement rigide dans les cas suivants:

(i) S est homeomorphe a la sphere et ancree en un point et son espace
tangent,

(ii) S est homeomorphe au projectifet ancrέe en un point et une direc-
tion,

(iii) S est homeomorphe au tore ou a la bouteille de Klein et ancree en
un point,

(iv) la caracteristique dΈuler de S est negative.
Remarquons que dans son enonce original, Pogorelov se restreint au cas

des surfaces orientables.
Enonςons maintenant les resultats sur la degenerescence des immersions

elliptiques. On se donne done (fn) une suite d'immersions ε-elliptiques
d'une surface S dans une variete riemanienne (M, g) de dimension 3, telle
que les metriques induites convergent C°° vers une metrique #o On sup-
pose egalement que (fn) converge C° vers une application fo. Notre pre-
mier resultat exhibe un critere qui permet de faire converger C°° notre
suite:

Theoreme D. Si Γintegrale de la courbure moyenne des fn{S) est uni-
formement majorέe, (/„) converge C°° sur tout compact vers une immersion
isometrique f0 de (S, g0) dans (Af, g).

Les theoremes de ce type exigent habituellement une borne uniforme sur
la courbure moyenne. Notre deuxieme resultat, nous permet de decrire la
faςon dont degenere notre suite d'immersions:

Theoreme E. On suppose que la suite (fn) ne converge pas C°° au voisi-
nage d'un point x de S. II existe alors une unique geodesique pour go, γ,
passant par x, telle que fo est une isometrie de γ dans une geodesique de
M.

Reciproquement Vexistence d'une telle geodesique entraine que (fn) ne
converge pas C°° au voisinage de x.
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L'enonce complet du theoreme precise la faςon dont la geodesique ap-
parait (voir §6). Dans le cas ou M est a courbure constante, ce theoreme
se generalise aux hypersurfaces (voir [5]).

Donnons un exemple du phenomene decrit par ce theoreme. On peut
construire (voir [9]) une famille (fn) d'immersions isometriques de la
sphere moins deux points antipodaux dans R3. Chaque immersion fn

s'enroule alors n fois autour de Γaxe des poles, la limite etant un segment
(Figure 1).

1 tour n tours oo t e de tours

FIGURE 1

Remarquons, pour finir, que nous savons peu de choses sur les limites
d'immersions isometriques en general. En grande codimension, toute ap-
plication strictement contractante est limite C° d'immersions isometriques
C°° [3, p. 21]. La situation est certainement bien differente en petite codi-
mension. Par exemple, dans le cas des surfaces dans R3, une inegalite due
a Burago et ShefeΓ fournit une obstruction pour une application contrac-
tante quelconque d'etre limite C° d'immersions isometriques C°° [3, p.
284].

Cet article s'organise de la faςon suivante:
1. Convergence d'applications pseudo-holomorphes.
2. Description pseudo-holomorphe des immersions isometriques.
3. Convergence des jets.
4. Preuve du Theoreme D.
5. Voisinage et contrόle de Γintegrale de la courbure moyenne.
6. Preuve du Theoreme E.
7. Preuve des theoreme de Pogorelov.
8. Preuve du Theoreme A.
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Je tiens a remercier ici M. Gromov pour son interet constant pour ce
travail et P. Pansu pour m'avoir longuement explique les details de la
demonstration du theoreme de compacite des courbes cusps de M. Gro-
mov.

1. Convergence ^applications pseudo-holomorphes

Dans cette section, nous allons, d'une part, rappeler un critere, le lemme
de Schwarz (1.2), qui permet de faire converger une suite duplications
pseudo-holomorphes, et d'autre part, demontrer deux lemmes (1.6 et 1.8)
qui nous permettent de decrire la limite.

Rappelons tout d'abord qu'une structure presque complexe sur une
variete est la donnee d'un champ d'endormorphismes de carre -1 du fibre
tangent. Une application pseudo-holomorphe entre deux varietes presque
complexes est une application dont la differentielle commute avec les struc-
tures complexes. Enfin une courbe pseudo-holomorphe dans une variete
presque complexe est une surface reelle dont le plan tangent est stable par
rapport a la structure complexe.

l l Lemme de Schwarz. Nous allons extraire de la demonstration du
theoreme de compacite des courbes cusps de Gromov [2], le lemme fon-
damental qui nous sera utile par la suite.

Nous considerons une variete E munie d'une structure presque com-
plexe / et d'une metrique hermitienne μ. Soit egalement g une applica-
tion pseudo-holomorphe de D, le disque unite de C, dans E. Le lemme
est le suivant:

1.2 Lemme de Schwarz (Gromov). Si g(D) est incluse dans un com-
pact de E calibre, c'est-ά-dire sur lequel il existe une 1 -forme β telle que

dβ(x,Jx)>0.

Alors g a ses dέrivees a tous les ordres, a Γoriginef a priori majorees.

Ce lemme est le resume de la premiere partie du theoreme de compacite
des courbes cusps de Gromov tel qu'il est expose dans [7].

On peut trouver des compacts calibres de la maniere suivante: soit
F -+ E un fibre, muni d'une connexion, sur une variete presque complexe
E et dont la fibre est kalherienne. L'espace total est alors egalement une
variete presque complexe. Si maintenant K est un compact de la fibre qui
possede un voisinage, dans la fibre, dont le H2 de de Rham est nul, K est
alors calibre. Cette remarque et le lemme de Schwarz nous donnent un
lemme, utilise implicitement dans [7].
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1.3 Lemma. Soit π: F —• E un fibre, muni d'une connexion, sur une
variέtέ presque complexe E et dont la fibre kdlherienne. On munit Vespace
total de la structure presque complexe induite. Soit ensuite (fn) une suite
d'applications pseudo-holomorphes de D dans F telle que

(i) (πofn) converge,
(ii) fn(D) est inclus dans un compact K,

(iii) K possede un voisinage U, dont Γintersection avec chaque fibre est
de H2 de de Rham nul

Alors les derivέes des fn sont uniformέment majorees.

En fait, dans [7], on montre le lemme de Schwarz pour la premiere
derivee et Γon applique le lemme que nous venons d'enoncer (sur la
premiere derivee) a Γespace des jets. Ceci permet d'amorcer la recurrence
qui montrera le lemme de Schwarz a tous les ordres.

1.4 Hypotheses. A Γaide du theoreme d'Ascoli et du lemme de
Schwarz, nous pourrons extraire des suites convergentes C°° sur tout com-
pact d'applications pseudo-holomorphes. Nous nous interesserons done
dans la suite de cette section a la suitation suivante:

(i) une variete E munie d'une suite (Jn) de structures presque com-
plexes convergeant C°° vers Jo,

(ii) une suite (fn) d'applications pseudo-holomorphes de D dans {E, Jn)
convergeant C°° sur tout compact vers fo, pseudo-holomorphe de D dans
{E,Jo),

(iii) nous supposerons egalement que E est muni d'une suite (μn) de
metriques hermitiennes convergeant vers μo

1.5 Singularites. Considerons Gι(E), la grassmanienne des 2-plans
tangents a E. Si maintenant / est une immersion d'une surface S dans E,
on peut lui associer une application / de S dans Gι(E) qui, a un point,
associe le plan tangent a Γimage. Nous allons montrer le

1.6 Lemme. Si les hypotheses suivantes sont verifiees:
(i) les fn sont des immersions,

(ii) (/„) converge,
(iii) fo n 'est pas constante.

Alors fo est une immersion.

Preuve. Remarquons, tout d'abord, que fo etant pseudo-holomorphe
et non constante, ses singularites sont isolees. Nous pouvons done sup-
poser, pour simplifier que λo = \fo\ est non nulle sur D moins Γorigine.
Nous voulons montrer que λo est non nulle partout.

Considerons gn = ftμn, les metriques induites par les /„ sur Zλ Nous
savons que gn = λng oύ g est la metrique canonique et λn = \fn\.



400 FRANCOIS LABOURIE

Nous allons tout d'abord montrer que (ii) entraϊne que, si kn est la
courbure de la metrique gn, il existe une constante C telle que sur un
voisinage de Γorigine

|*M| < C/λn.

Notre deuxieme hypothese peut se traduire de la maniere suivante:
Soient Fn —> D les fibres induits par les fn du fibre tangent a E, alors
les fibres Dn = fn*(TD) vus comme sous-fibres de Fn, convergent. En
particulier:

d'une part, la courbure des plans tangents aux images est uniformement
bornee;

d'autre part, les deuxiemes formes fondamentales Sn de Dn dans Fn

sont uniformement bornees. C'est a dire, si u est un vecteur de Dn et v
un vecteur tangent a D, alors

\Sn(fn*(v),u)\2 <Cg(v,υ)μn(u,u).

Ceci entraϊne que si w, u sont des vecteurs tangents a Γimage

\Sn{w,u)\2 < Ίrμn(w,w)μn(u,u).

En combinant ces deux remarques et Γequation de Gauss pour la surface
fn(D), nous en deduisons Γinegalite recherchee.

Maintenant nous savons que
_ A(log(A,))

n " 2λn '

et done

A(log(λn)) < C.

Nous en deduisons que sur D moins Γorigine

Δ(log(Ao)) < C.

II est alors facile de montrer a Γaide de la formule de Green que λo est
non nulle partout.

1.7 Bord. On note dans ce paragraphe f(dD), Γensemble des points
d'adherence des suites (f(xn)) lorsque (xn) tend vers le bord du disque
unite. Notre but est de montrer le

1.8 Lemme. Si Vaire de fn(D) est uniformement bornee, alors fo(dD)
est inclus dans la limite de Haussdorfdes fn(dD).

Montrons tout d'abord la proposition suivante:
1.9 Proposition. On suppose que notre suite (fn)d 'applications pseudo-

holomorphes vέrifie de plus

(i) dn(fn(dD),fn(0)) est uniformement minoreepar β,
(ii) Vaire pour dn de fn(D) est uniformement majoree par K.
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Alors fo n 'est pas constante.
Preuve. Raisonnons par Pabsurde, si (fn) tend vers une fonction con-

stante alors, pour tout disque D(r) de rayon r et tout ε strictement positif,
fn(D(r)) est inclus dans B(fo(O),ε), pour tout n grand.

Considerons Γanneau A{r) = D\D(r) et notons Ao et A\ les deux com-
posantes de son bord, A\ — dD et AQ = dD(r). D'apres nos hypotheses,
nous avons alors pour tout n grand

(iii) dn(M0),fn(A0))<ε,
(iv) dn(M0)9MAι))>β.
Rappelons maintenant la notion de module d'un anneau. Tout anneau

metrique A est conforme a Sι x [0,L(A)], le reel L(A) est alors appele
module de Γanneau A. On peut egalement le calculer de la maniere suiv-
ante

ou B designe Γensemble des functions u telles que U\A0 < 0 et u\Aι > 1, Ao
et A\ designant les deux composantes connexes du bord.

Revenons a notre anneau A(r), si nous faisons tendre r vers 1 son mod-
ule tend vers 0. Par ailleurs A{r) est conforme a son image par /„, et
nous pouvons minorer son module a Γaide de (*): nous injectons dans la
formule la fonction u(y) = dn(y9fn(0)). Son gradient ayant une norme
inferieure a 1, nous obtenons pour n grand grace a (ii), (iii) et (iv),

L(fH(A{r)))>C(ε,β,K).

Ceci nous fournit la contradiction recherchee. q.e.d.
Nous pouvons maintenant demontrer notre lemme.
Preuve. Soit y un point de fo(dD). Par definition, il existe une suite de

points {yn) tel que y = ]im(fo(yn)). Puisque /„ converge sur tout compact
vers /o, nous pouvons supposer que pour toute suite pn telle que pn > n,

Munissons D de la metrique hyperbolique et supposons que les boules
Bn de rayon 1 autour des yn soient disjointes.

Maintenant puisque Γaire de fn(D) est uniformement majoree, Γaire de
fo(D) est bornee et done

lim (Aire(/o(Λn))) = 0.
n—•oo

II existe done une suite pn telle que pn > n et

(*•) lim (AireC/p,,(£„))) = 0.
n•oo

(
n—•oo
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Considerons maintenant une famille gn de transformations conformes
de D telle que gn(0) = yn et la famille d'applications pseudo-holomorphes
fn = fPno gn. D'apres (**), gn tend sur tout compact vers une application
constante. Par ailleurs, gn(D) = fPn(D) a une aire uniformement majoree.
Notre proposition precedente nous permet d'affirmer que

\im(d(gn(dD),gn(0))) = 0,
n—•oo

et done que
\imo(d(fPn(yn)JPn(dD))) = 0.

Ceci et (*) nous permettent done de conclure que y appartient a
lim(fn(dD)).

2. Description pseudo-holomorphe des immersions isometriques

Nous allons decrire le 1-jet d'une immersion isometrique d'une surface
S dans une variete M de dimension 3. Ce jet est a valeur dans Γensemble
E = IsomίΓS, TM) des isometries lineaires de TS dans TM. Notre but
est de munir un ouvert O de E d'une structure presque complexe telle que
le 1-jet d'une immersion isometrique elliptique (ou localement convexe)
definisse une courbe pseudo-holomorphe de O.

Nous verrons aussi que d'autres courbes pseudo-holomorphes, les sur-
faces depli s'introduisent naturellement (2.9). Enfin, en 2.10, nous etudier-
ons, le calibrage de notre espace, et en 2.12, etablirons, a Γaide de Codazzi-
Mainardi, Γequation que verifie la courbure moyenne dans notre contexte.

2.1 Espace des immersions isometriques. Notre premiere etape va
etre de decrire E et plus particulierement son espace tangent.

E est naturellement un fibre sur S x M. On notera πs et UM, les
projections sur S et M respectivement. Pour simplifier, on notera leur
differentielle de la meme maniere.

La fibre au point (s, m) est Isom(ΓJS', TmM), Γensemble des isometries
de TSS dans TmM. L'space tangent a la fibre en un point g s'identifie a
Γensemble des applications lineaires / de TSS dans TmM qui verifient

<f(u)\g(u)) = 0,

oύ u appartient a TSS et ( | ) designe le produit scalaire de TmM. Une
telle / s'ecrivant necessairement / = g Λ v, oϋ v appartient a TmM, cet
espace tangent s'identifie canoniquement a TmM.

On muni ce fibre de la connexion induite par les connexions de Levi-
Civita sur S et M, et on note UF la projection sur Γespace tangent a la
fibre qui s'en deduit.
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Nous avons done decompose Γespace tangent k E en

T{Sim>g)E = TSS Θ TmM Θ TmM

a Γaide des projections π$, πM et π/r.
2.2 1 -jet d'immersions isometrique. Soit maintenant / une immersion

isometrique de S dans M. Nous noterons /* la differentielle de f, jιf son
1-jet, V la connexion de M, n le vecteur normal a la surface f(S) et
Jo la structure complexe naturelle sur f*(TS) induite par le metrique et
Fomentation, donnee par Jo(u) = n Λu.

Nous allons maintenant decrire Γespace des vecteurs tangent a la surface
jιf(S) dans E.

2.3 Proposition. A Γaide de la decomposition precedente, cet espace
se decrit comme Vensemble des vecteurs de la forme

υ = (u,Mu)9-J0VMu)n),

oil u designe un vecteur de TS.
Preuve. Seul le dernier terme est a verifier. Considerons tout d'abord

Γespace tangent a la fibre comme un espace d'applications lineaires. Le
dernier terme est alors Γapplication πp(v) qui a w associe πf(v)(w) oύ

πF{v){w) = VMu)f*(w) - f*{Vuw) = ΐί(u,w)n,

oϋ II(, ) designe la deuxieme forme fondamentale de la surface immergee.
Or

Il{u,w)n = -(fm{u)n\Mw))n = {n ΛVM u )n) Λ fm{w) = Mw)Λ-J0VMu)n.

2.4 Cas elliptique. Dans le cas elliptique, la deuxieme forme fonda-
mentale est une metrique. On a alors

VMu)n = kJ0J,

oύ k est la racine carree de la courbure de Gauss de la surface, e'est a dire
la difference des courbures extrinseques et intrinseques du plan tangent a
la surface,

k2 = K(TS) - K(MTS))

et J designe la structure complexe associee a la deuxieme forme fonda-
mentale et qui respecte Γorientation.

En particulier, nous avons
2.5 Proposition. L 'espace tangent a jιf(S) dans E est constitue des

vecteurs de la forme

υ = (u

oil u designe un vecteur de TS.
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On remarquera que k est une fonction parfaitement definie sur E.
2.6 Structure presque complexe. Soit O Γouvert de E constitue des

points oύ la courbure de Gauss k est strictement positive. Nous allons
munir O d'une structure presque complexe telle que jιf{S) soit une courbe
pseudo-holomorphe pour / elliptique.

Nous allons decomposer TE d'une nouvelle maniere

TgE = V θ W,

oixV = {G(u,υ) = (u,g{u),kg(v));Vu,v e TS} et W = {(u,-g(u) +
an,βn)}.

Munissons TE de la structure presque complexe

J\v:G(u,υ)*G(v,-u),

J\W (u, -g(u) + an,βή) ι-> (Jou, -g(Jou) + βn, -an).

En fait, la structure complexe sur W n'a aucune incidence sur la suite du
probleme. Munissons V de la metrique hermitienne μ

μ(G(uι,υι),G(u29υ2)) = k(uχ\u2) + k(υx\υ2)9

oϋ ( I ) designe la metrique de S. On munit ensuite W de n'importe quelle
metrique.

2.7 Courbes pseudo-holomorphes. Nous allons maintenant exhiber
des courbes pseudo-holomorphes.

2.8 Proposition. Si f est une immersion isomέtrique elliptique de S
dans M, j{f(S) est une courbe pseudo-holomorphe de O. De plus la struc-
ture presque complexe induite sur S est celle donnέe par la deuxieme forme
fondamentale. L 'aire ω induite est HCOQ oil H designe la courbure moyenne
de Γimmersion et CUQ I'element d'aire de la metrique initiale.

La preuve decoule de 2.5.
II existe d'autre courbes pseudo-holomorphes. Celles que nous allons

definir maintenant nous seront utiles.
2.9 Proposition, Definition. Soient γ(t) une geodesique de S et T(t)

une geodesique de M, toutes deux parametrees par I'arc. La surface F =
F(γ,Γ) de E constituee des isometries de Tyi^t)S dans TΓ^M qui envoient
$ sur $, est une courbe pseudo-holomorphe. Nous Γappelerons Surface de
pli.

A nouveau la preuve est immediate.
2.10 Calibrage. Une notion utile (voir 1.2) pour Γetude des courbes

pseudo-holomorphes est celle de calibrage. Un compact O est calibre s'il
existe une 1-forme β, definie sur O, telle que

dβ(x,Jx)>0.
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Dans notre cas, nous interesserons seulement au calibrage respectivement
a V, c'est a dire que nous demandons que la formule ci-dessus soit verifiee
uniquement pour les vecteurs x de V. Nous pouvons alors montrer

2.11 Proposition. Toute fibre F^m) = Isom( TSS, TmM)deE-+SxM
est calibrέe respectivement a V.

Preuve. Considerons h le champ de vecteur de M defini au voisinage
de m qui a un point x associe Γimage reciproque, par Γapplication expo-
nentielle, de m. On remarque que ce champ de vecteur verifie Vuh = u en
m. On peut relever ce champ de vecteur en un champ de vecteur de £ a
valeur dans TM.

Considerons alors la 1-forme β definie par

oϋ n designe a nouveau ici le champ de vecteur normal. Si nous differenci-
ons cette forme, nous obtenons le long de

On verifie maintentant que pour tout vecteur x tangent a V le long de
F{s,m)9 n o u s avons dβ(x, Jx) > 0. q.e.d.

Les calculs effectues lors de la demonstration de notre derniere proposi-
tion sont lies a ceux permettent d'obtenir les formules de Minkowski (voir
[9]).

2.12 Courbure moyenne et equation de Codazzi Mainardi. Soit H la

courbure moyenne de notre immersion. Remarquons tout d'abord que la
fonction W = 1//7, definie sur jιf(S), peut se definir egalement comme
le determinant de la projection sur S. L'equation de Codazzi-Mainardi va
nous permettre de montrer le

2.13 Lemme. La fonction W est solution d'une equation du type

dWoJ = Wβ = π*sω{-4{kW)2 + 1),

oil k est la courbure de Gauss, ω la forme de connexion du repere des
directions principales et β une l-forme qui ne depend que la projection
orthogonale sur Γespace tangent a j{f{S).

Preuve. Commenςons par calculer la projection orthogonale π d'un
vecteur de G(u,v) de V sur Tjιf(S). Nous obtenons

πG(u,v) = WkG(Jov + JJou,JJoυ - Jou).

Pour effectuer ce calcul, il suffit de remarquer que Γorthogonal de Tjιf(S)
dans V est constitue des vecteurs de la forme G{u, JQJJQU) et que nous
avons

JJO + JQJ = -Γ Id.
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Rappelons maintenant Γequation de Codazzi Mainardi. Si nous ecrivons
la deuxieme forme fondamentale

ll(u,υ) = (A(u)\v)

et si nous designons par R le tenseur de courbure de M et par n le vecteur
normal a la surface, cette equation s'ecrit

VuA(v) - VυA{u) = R(u,v)n.

Or nous pouvons ecrire
A = kJ0J = J0B.

Notre equation se reecrit

VuB{v) - VυB{u) = -J0R(u,υ)n.

Nous avons ensuite les relations de commutation

(VUB)J + J(VUB) = -2{u.k) Id.

En reportant dans Γequation precedente, nous obtenons

(VJUB)(v) - (VuB)(Jv) = 2(u.k)v - 2(y.k)u

- JJ0R(u, v)n -h J0R(u, Jv)n.

En A, cela donne

{VJuA)(v) - (VuA)Jv = 2(u.k)J0υ - 2(v.k)J0u
- JoJJoR(u, v)n - R(u, Jv)n.

Nous allons prendre la trace de cette equation. Un bref calcul nous donne
tout d'abord

\r{{VuA)J) = (H2 - 4k2)ω.

Notons ensuite Λ(«) Γoperateur defini par Huv = R(u, v)n 4- JoR(u, JQV)Π.

Nous obtenons alors

dH{Ju) - (H2 - 4k2)ω = -2dk(J0u) - tr(JRu).

Nous allons relever cette equation sur jιf(S). Nous sommes done conduit
a relever les operateurs Jo et Ru. Leurs releves que nous notons de la meme
maniere sont donnes par

Jo(G(υ9Jv)) = G(Jov,JJov)9

RG(U,JU)G{V,JV) = G(Ruυ,JRuv).

En fait ces operateurs sont les restrictions d'operateurs de la forme HπL
oϋ L est un operateur bien defini sur V. Nous avons
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oύ L\(G(u,v)) = kG(0,u). Ainsi que

Ruv = HnLi{v,w),

oϋ L2(G(u,υ),G(w,z)) = kG(O,-JoRuw). En reportant tout cela nous
obtenons finalement que

dH o J = Hβ + π*sω(H2 - 4k2),

oϋ β ne depend que de π, k, L\ et Li.

3. Convergence des jets

Nous allons maintenant exploiter Pinterpretation pseudo-holomorphe
de la section precedents Notre but est de montrer (3.3) que, sous certaines
hypotheses, le graphe du 1-jet d'une suite d'immersions isometriques el-
liptiques converge, localement, soit vers un graphe, soit vers une surface
de pli.

3.1 Hypotheses. Dans cette section les donnees sont les suivantes:
(i) une variete M de dimension 3, munie d'une metrique g,

(ii) une surface 5,
(iii) une suite d'immersions ε-elliptiques (fn) de S dans M convergeant

C° vers une application f0 et telle que
(iv) la suite de metriques (gn = f*g) convergent C°° vers une metrique

£o.
On note alors Jn la structure complexe sur S donnee par la deuxieme

forme fondamentale (qui est d'apres nos hypotheses une metrique) de
fn{S) et Hn sa courbure moyenne.

On se donne egalement une suite (xn) de points de S convergeant vers
un point XQ, et une suite (On) de voisinages ouverts suffisamment petit de
(xn) homeomoφhes au disque et tels que

(v) fOn Hn dgn est uniformement majoree,

(vi) d(jι fn(xn), j ι fn(d0n)) est uniformement minoree par α.
Considerons maintenant le difFeomorphisme yn de D dans On, donne par

la representation conforme de On muni de /„. Soit alors hn = jιfnoγn,
immersion du disque dans Jι(S,M). D'apres 2.8, hn est_une application
pseudo-holomorphe du disque D dans E muni de la suite /„ de structures
presque complexes associees aux metriques gn. Ces structures presque
complexes convergent C°°, puisque les gn convergent.

3.2 Convergence. Notre but dans cette section est de montrer la
3.3 Proposition. // existe une sous-suite (hPn) de (hn) convergeant C°°

vers une immersion pseudo-holomorphe h0 telle que ho(dD) est inclus dans
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la limite de Haussdorffdes hPn{dD). Deplus, nous avons Valternative suiv-
ante.

Soit ho(D) est inclus dans legraphed'une immersion isometrique, et dans
cas (fPn) converge C°° au voisinage de xo vers fo.

Soit ho{D) est inclus dans une "surface depli"F(γ,Γ) (cf. 2.9). Dans ce
cast si nous parametrisons γ avec Γorigine en xo, nous avons de plus

(i) γ] - a, a[ est la limite des courbes integrates cPn> passant par xn, du
champ (defini sur OPn) de la direction principale associee a la plus petite
valeur propre de la deuxieme forme fondamentale. De meme Γ est la limite
desfPn{cPn),

(ii) enfin fo est une isometrie de γ] - a,a[ dans Γ, et si (uPn) est une
suite de vecteurs tangents en xPn convergeant vers un vecteur u$ tangent a
γ, alors {DfPn(uPn)) converge vers Dfo(uo)

La demonstration se fait en deux etapes.
3.4 Premiere etape. Nous allons montrer la premiere partie de la

proposition, c'est a dire Γexistence d'une sous-suite de (hn) convergeant
C°° vers une immersion pseudo-holomorphe ho telle que ho(dD) soit in-
clus dans la limite de Hausdorffdes hn(dD).

Tout d'abord puisque les On sont suffisamment petits, les fn{On) sont
uniformement inclus un petit voisinage de fo(xo) dans M, Nous en de-
duisons que j{fn(On) est inclus dans un petit voisinage de la fibre au dessus
du point (xo,fo(xo)) qui d'apres 2.11 est calibree.

Nous pouvons done appliquer le lemme de Schwarz 1.2 et extraire
de notre suite (hn), une sous-suite convergeant (hPn) vers une applica-
tion pseudo-holomorphe Λo Nous notons cette sous-suite, pour simplifier,
egalement (hn). Notre hypothese (v) entraϊne que Γaire des hn(D) est uni-
formement bornee (voir 1.6). Le lemme 1.8, nous permet done d'affirmer
que ho{dD) est inclus dans \im(hn(dD)). En particulier notre hypothese
(vi) entraϊne que ho n'est pas constante.

II nous reste simplement a montrer que Λo est une immersion. D'apres
1.6, il suffit de montrer que le releve de hn,hn, par Γapplication de Gauss,
a valeur dans Gι{E), converge.

Pour cela remarquons tout d'abord que hn est en fait a valeur dans
Γespace total du fibre CP(F) -• E, dont la fibre est constituee des droites
complexes incluses dans le sous-fibre V du fibre tangent a E, defini en
2.6. Ce fibre est muni canoniquement d'une connexion, et sa fibre, con-
forme a CP1 = S2, est kalherienne. Plus precisement, hn est a valeur dans
de compact K de CP(F) constitue des droites complexes dont la projec-
tion sur TS (induite par π^) a un determinant positif. On remarque que
Γintersection de K avec la fibre est une hemisphere. Les hypotheses du
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lemme 1.3 sont done verifiees, et nous pouvons par le theoreme d'Ascoli
en deduire Γexistence d'une sous-suite convergente de hn. Ceci, comme
nous Γavons deja remarque, suffit a prouver que ho est une immersion.

3.5 Deuxieme etape. Nous allons maintenant demontrer la deuxieme
partie de notre assertion. Pour cela, remarquons a nouveau que la fonction
Wn = l/Hn definie de hn(D) dans R, peut se definir egalement comme le
determinant de la projection sur S. Cette fonction converge done C°° vers
une fonction Wo definie sur ho(D). Rappelons le lemme 2.13 que nous
pouvons enoncer dans notre contexte sous la forme suivante

3.6 Proposition. Lesfonctions Wn sont solutions d'equations du type

(*) dWn o Jn = Wnβn + π*sωn(-4(kWn)
2 + 1),

oil k est la courbure de Gauss, ωn la forme de connexion du repere des
directions principales et βn converge C°°.

En effet, nous venons de voir que la suite de surfaces (hn(D) = jιfn(S))
convergeait C°°, ce qui nous permet d'assurer que (βn) converge C°°.

Nous allons tout d'abord montrer
3.7 Proposition.
- soit Wo est constamment nulle,
- soit WQ n'estjamais nulle.
Preuve. On se place au voisinage d'un point oϋ Wo est nulle. On

designe par C, des constantes. Pour n grand, (*) nous permet de dire

(1) \π*sωn\<Cx(\Wn\ + \dWn\)<C2.

Derivons (*). Cela donne en notant Ωn la forme de courbure de la metrique

gn sur S

d(dWno7n)-dWnΛβn

[ } = wn(dβn - Sπ*sωn Λ kd(kWn)) + n$an(-4(kW*) + 1).

Maintenant, puisque la courbure des gn est uniformement bornee

(3) \π*sa\<C3\Wn\.

En combinant (1), (2) et (3), on obtient

\d(dWnoJn)-dWnΛβn\<C4\Wnl

ce qui donne a la limite

\d(dW0 o 7 0 ) - dW0 Λ βo\ < C4\W0\.

II existe done un operateur lineaire elliptique du deuxieme ordre sans terme

constant, L, tel que
\L(W0)\<C4\W0\.
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Nous pouvons maintenant conclure a Γaide du principe du maximum,
puisque WQ est positive ou nulle. q.e.d.

II nous reste a montrer
3.8 Proposition. Si Wo n'est jamais nulle, ho(D) est inclus dans le

graphe d'une immersion isometrique. Si Wo est nulle, ho(D) est inclus dans
une "surface de pli" F(γ,Γ)> Dans ce casf si nous paramέtrisons γ avec
Γorigine en xo

(i) γ] - a, a[ est la limite des courbes integrates cPn> passant par xn, du
champ {defini sur OPn) de la direction principale associee a la plus petite
valeur propre de la deuxieme forme fondamentale. De meme Γ est la limite
des f?n(cPn\

(ii) enfin /o est une isometrie de γ] - a,a[ dans Γ, et si (uPn) est une
suite de vecteurs tangents en xPn convergeant vers un vecteur UQ tangent a
γ, alors (DfPn(uPn)) converge vers Dfo(uo).

Preuve. La premiere partie de notre assertion est une trivialite,
puisque WQ est le determinant de la projection sur S. Examinons la
deuxieme partie.

Dans ce cas, Wn converge C°° vers 0. Remarquons alors que, d'apres
Γinegalite (1) de la proposition precedente, π*sωn tend lui aussi vers 0.

Soit maintenant cn la courbe integrate, passant par xn, du champ (defini
sur On) de la direction principale associee a la plus petite valeur propre
de la deuxieme forme fondamentale. D'apres notre remarque precedente
sa courbure geodesique tend vers 0. Par ailleurs, la courbure normale de
fn(Cn) tend egalement vers 0 puisque Hn = \jWn tend vers 0. D'apres
notre hypothese (vi) de 3.1, sa longueur est uniformement minoree par α.

Ceci nous permet de conclure que cn tend vers une geodesique γ de S,
et que fn(cn) tend vers une geodesique Γ de M. ho(D) va done avoir une
infinite de point communs avec la surface de pli F(γ,Γ) Nous pouvons
conclure en utilisant, par exemple, le principe de Carlemann (cf. [1]) qui
nous dit que deux courbes pseudo-holomorphes ayant une infinite de points
communs sont confondues. Le reste de la proposition suit aisement.

4. Preuve du Theoreme D

Rappelons son enonce

Theoreme D. Soit (fn) une suite ^immersions ε-elliptiques dfune sur-
face S dans un compact d'une variete M de dimension 3, munie d'une
metriques g, telle que

(i) les metriques gn = f*g convergent C°° vers une metrique g0,
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(ii) Γintegrale de la courbure moyenne des fn(S) est uniformέment ma-
joree.

Alors il existe une sous-suite convergeant C°° sur tout compact vers une
immersion isometrique fo de (5, go) dans (M, g).

Preuve. Nos hypotheses et le theoreme d'Ascoli nous permettent
d'extraire une sous-suite de (fn) convergeant C° sur tout compact vers
une application f0. Notons cette sous-suite (fn).

Soit O un ouvert suffisamment petit autour d'un point x. Nous sommes
alors dans les hypotheses de la §3.1, avec On = O. En utilisant les memes
notations qu'en 3.1, construisons la suite hn d'applications pseudo-holo-
moφhes du disque dans E (cf. 2.8). Par construction, hn(D) = jlfn{0).

La proposition 3.3 nous permet d'extraire une sous-suite (hPn) con-
vergeant vers ho. De plus, ho(dD) est inclus dans la limite de Haussdorff
des hPn(dD), et en particulier

πs(h0(dD)) c dθ.

Des lors, ho(D) ne peut etre inclus dans une surface de pli, puisque dans
ce cas πs(ho(dD)) est un arc geodesique. Nous sommes dans le premier
cas de Γalternative de 3.3 et (fPn) converge done C°° sur un voisinage de
x vers fo.

-F(n)

B{r)

FIGURE 2

5. Voisinage et contrόle de Γintegrale de la courbure moyenne

Dans les hypotheses 3.1, apparaissent des voisinages ayant de bonnes
proprietes ((v), (vi)). Nous allons montrer Γexistence de tels voisinages.
Notre but est de demontrer le Lemme 5.6. Nous allons montrer egalement
comment contrόler Γintegrale de la courbure moyenne (5.2).
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Avant cela quelques remarques.
5.1 Remarque et proposition. Soit U(r) le fibre unitaire de la boule

B(r) de rayon r/2 autour d'un point m de M, et S(r) la sphere de rayon
r centree sur ce meme point. On considere alors Γapplication F de U(r)
dans S(r) qui a un vecteur unitaire n associe Fintersection de la geodesique
dans la direction n avec S{r) (Figure 2).

Pour r suffisamment petit une telle application est bien definie. L'espace
horizontal Hn du fibre tangent a U(r) en n s'identifie naturellement a TM.
De meme le fibre vertical Vn s'identifie avec un sous espace de TM.

Montrons
5.2 Proposition. Pour r suffisamment petit, il existe une constante Q

telle que si
(u9v)eTnU(r) = HnΘVn

avec (u\n) = 0 et (u\v) < 0, nous avons

\DF(u,υ)\2>C0(\υ\2 + \u\2).

Preuve. C'est une propriete qui est invariante pour des petites per-
turbations de la metrique. Puisque Γon s'interesse a r petit, il suffit de la
prouver pour R3. Dans ce cas elle est facile a verifier.

5.3 Surface elliptique. Soir t tel qu'en 5.2, S une surface ε-elliptique
incluse dans B(r) et n son champ de vecteur normal. On considere alors
Γapplication N = Fon de S dans S(r), c'est a dire Γapplication qui a un
point de S associe Γintersection de la geodesique partant dans la direction
normale a avec S(r) (Figure 3).

FIGURE 3

Nous allons montrer les proprietes suivantes de Γapplication N.
5.4 Proprietes. // existe des constantes C\, Cι et C3 ne dέpendant que

de ε et d'une majoration de la courbure de S telles que
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(i) \DN\ > Cu

(ii) dι{n{z),n(y)) > C2d(N(z),N(y)), ou dx est la metrique du fibre
unitaire de M et d celle de M,

(iii) si N est injectifde O dans S(r), alors

L Hdg<C3;
o

ici H designe la courbure moyenne et g la metrique de S.
Preuve. Remarquons tout d'abord que la propriete (ii) est evidente,

die provient simplement de la continuite de F. Ensuite, on a

(u) = (Df(u),VDf{u)n)9

la surface etant elliptique, nous avons

(Df(u)\VDf(u)n) = -U{u,u)<

Nous pouvons appliquer 5.2, ce qui nous donne

(1) \DN(u)\2>C0(\u\2 2

Ceci prouve (i). Montrons (iii). Soit K la courbure de Gauss de la surface,
(*) nous donne alors qu'il existe une constante C telle que

(2) [ dg+ ί K2dg<C.
Jo Jo

Nous savons que

(3) ^II(u,u) = \u\2 + j\Vnn\2.

Or, Paire de la metrique ^11 est Γintegrale de la courbure moyenne. De
(1), (2) et (3) on en deduit bien (iii).

5.5 Bon voisinage. Ces proprietes vont nous permettre de demontrer
le

5.6 Lemme. Soit f une immersion isometrique ε-elliptique d'une sur-
face (S, go) dans une varietέ (M, g) de dimension 3, et x un point de S. II
existe alors un voisinage O de x, homeomorphe au disque et tel que

(i)foHdg0<A,
(ii) d(jlf(x)Jlf(d0))>B,

ou A et B ne dependent que de g, go, x et f(x).
Preuve. Soit en effet r suffisamment petit pour que les proprietes

precedentes soient vraies autour de f(x). Soit D(a) le disque de rayon a
autour de N{f(x)) dans 5(r) avec

inf{rdo(x,dS))
α = J ;
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ici do designe la distance de S. Le voisinage que nous cherchons est O, la
composante connexe de x dans N~ι{D(a)}.

En effet d'apres 5.4(i), TV est etale de O dans D(ά). De plus d'apres
cette meme propriete et le choix de α, elle est surjective. N est done un
diffeomorphisme et O est diffeomorphe au disque.

D'apres 5.4(iii), (i) est verifiee. Enfin N envoyant dθ dans dD(a), 5.4
(ii) nous donne (ii).

6. Preuve du Theoreme E

Donnons son enonce complet:

Theoreme E. Soit (fn) une suite d'immersions ε-elliptiques d'une sur-
face S dans (M, g), convergeanί C° vers fo, et telle que les metriques induites
gn = fng convergent C°° vers g0.

On suppose que la suite (/„) ne converge pas C°° au voisinage dfun point
x de S. II existe alors une geodέsique pour go, γ, passant par x et telle que

(i) fo est une isometrie de γ dans une geodesique de M.
De plus

(ii) une telle geodesique est unique,
(iii) si {xn) converge vers un point de γ, et si cn est la courbe integrate,

passant par xn, de la direction principale associee a la plus petite valeur
propre de la deuxieme forme fondamentale de fn, alors (cn) converge vers
γ. De meme Γ est la limite de (fn(cn)),

(iv) si (un) est une suite de vecteurs tangents tendant vers un vecteur u
tangent a la geodesique γ, alors Dfn(un) tend vers Dfo(u).

Reciproquement, Γexistence d'une geodesique verifiant (i) entraϊne que
(/„) ne converge pas C°° au voisinage de x. En particulier, (/„) ne converge
C°° au voisinage d'aucun point de y.

6.1 Applications contractantes. Le seule chose que nous sachions pour
le moment sur fo est qu'elle est contractante de (S, go) dans (M, g). Nous
allons avoir besoin de la

6.2 Propriete. Soit fo une application contractante d'une surface S
dans une variete M. On suppose qu 'il existe deux arcs geodesiques γ\ et yi
de S se coupant en un point x, et envoyes isometriquement par fo sur deux
arcs geodesiques, alors

(i) Γangle des geodesiques fo(ϊi) est egal a Γangle des geodesiques yz

(ii) la courbure de S enx est inferieure ou έgale a la courbure sectionelle
k du plan de Tfo{x)M engendre par les fo{γi).
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Preuve. On notera dans cette demonstration ds la distance de S, et
dm celle de M. Le fait que fo soit contractante se traduit par:

dm(Mx),foM)<ds(x9y).

Prouvons (i): Soient done y, deux geodesiques comme dans l'enonce,
se coupant en un point x. On parametrise ces deux geodesiques par Pare
en mettant Γorigine en x. Les deux courbes Γf = foiVi) sont alors des
geodesiques parametrees par Γarc d'apres les hypotheses. Soit a Tangle en
x entre les geodesique yz et β Tangle entre les geodesiques Γz. Pour tout λ
et t de R:

d2(γι(ή,γ2(λή) = t2(l+λ2- Iλcosa) + o{t2\

ainsi que

Le fait que fo est contractante nous permet d'ecrire:

dl{yx{t\y2{λt))>d2

m{Tx{t)J2{λt)\

en divisant par t2 et en faisant tendre t vers 0, on a:

-2λcosα: > -2Acos)ff.

Ceci etant vrai pour tout λ, nous avons bien:

Montrons (ii).
Remarquons tout d'abord que d'apres ce qui precede Tangle entre les y,

et les Γ, = fo(γi) est le meme.
Munissons alors un voisinage de 0 dans Γespace tangent en x de la

metrique d\ induite par Γexponentielle, et de la metrique d2 a courbure
constante k en coordonnees normales.

Soit U\ et u2 les vecteurs tangents aux geodesiques y, . Ces geodesiques
et leurs images ayant le meme angle,

d\(tuutu2) = ds(γλ (t)9γ2(t))9

d2{tuutu2) = dm{Tx{t\T2{t)) + O(t4)

Maintenant / 0 etant contractante, la comparaison a Γordre 3 des metri-
ques nous donne Γinegalite voulue.

6.3 Preuve du Theoreme E. Soit x un point de S au voisinage duquel
(fn) ne converge pas C°°. Montrons
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6.4 Lemme. // existe un arc gέodέsique γ passant par x telle que
(i) fo est une isomέtrie de γ sur une gέodέsique γ de M,

(ii) d(x,dγ) > a(x) oil a(x) est unefonction continue positive sur S,
(iii) les2-planstangentsάTen fo(x) ontunecourbureinfέrieureouέgale

a ko(x) - ε oil ko dέsigne la courbure de go,
(iv) enfin si γ\ est un autre arc gέodesique, passant par x, envoyέ iso-

mέtriquement par f0 sur une gέodesique de M, y\ est tangent a y.
Preuve. Soit done On(x) le voisinage de x homeomorphe au disque

defini pour tout n a Γaide de 5.6 et qui verifie
(a)fOnHdgn<A,

(b)d(jlfn(x)Jlfn(d0n))>B
oϋ A et B ne dependent que de g, gn, x et fn(x).

D'apres le Theoreme D, il existe une sous-suite pn telle que

(*) lim(dn(x,dOPn)) = 0.

On considere la suite (hPn) d'applications pseudo-holomorphes du
disque dans E associee par 3.1. On peut alors, grace a 3.3, extraire
une sous-suite convergente vers une immersion pseudo-holomorphe ho.
A cause de (*), nous sommes dans le deuxieme cas de Falternative de la
proposition. Λo(^) est done inclus dans une surface de pli F(γ,Γ), fo
envoyant isometriquement γ sur Γ. Nous venons de verifier (i) et (ii).

Remarquons que ceci entraine que (fn) ne converge C°° au voisinage
de x pour aucune sous-suite.

Montrons (iii). On considere Γensemble A, des 2-plans P tangents a Γ
en fo(x), pour lesquels il existe une suite de points (xPn) tendant vers x et
tels que

P = \im{DfPn{TXpnS)).

Un tel ensemble est clairement ferme. Montrons qu'il est ouvert. Soit
P un plan de A, et (xPn) la suite de points associee. On construit alors une
suite de voisinages de ces points a Γaide de 5.6, qui verifie les hypotheses
3.1. A nouveau, (*) va etre verifiee (en remplaςant x par xPn). Soit alors
ΛQ Γimmersion pseudo-holomorphe du disque a nouveau obtenue a Γaide
de 3.3. De nouveau, a cause de (*), h'0{D) est inclus dans une surface de
pli. Puisque h'o est une immersion, h'0(D) est ouvert dans cette surface de
pli et en particulier les plans proches de P sont atteints. Ceci montre que
A est ouvert.

A est done ouvert et ferme et contient done tous les plans tangents a Γ.
Or tous les plans de A verifient la condition (iii).

Enfin (iv) est une consequence de (iii) et de 6.2.
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6.5 Lemme. // existe un unique arc geodέsique y passant par x telle
que f0 est une isomέtrie de y sur une geodέsique de M de plus

(i)d(x,dγ)>a(x),
(ii) si {xn) converge vers x et si cn est la courbe intέgrale, passant par

xn, de la direction principale associέe a la plus petite valeur propre de la
deuxieme forme fondamentale de fn, alors cn converge vers y. De meme Γ
est la limite des fn(cn),

(iii) enfin si (un) est une suite de vecteurs tangents convergeant vers un
vecteur u0 tangent a γ, alors (Dfn{un)) converge vers Dfo(uo).

Preuve. Nous venons de montrer la premiere partie, montrons (ii) et
(iii). Remarquons, a nouveau, que Γexistence d'un arc γ entraϊne que /„ ne
converge C°° sur aucune sous-suite. Soit maintenant On la suite de voisi-
nage defini en 5.6, associee a xn et fn. Soit alors ho Γimmersion pseudo-
holomorphe du disque obtenue grace a 3.3. Nous sommes necessairement
dans le deuxieme cas de Γalternative et done ho{D) est inclus dans
F{y> MY)) P a r unicite de γ. Ceci, (i) et (ii) de 3.3 entraϊnent notre resultat.
q.e.d.

Cette proposition est la version locale de notre theoreme. Pour terminer
il suffit de remarquer que (fn) ne converge C°° au voisinage d'aucun point
de notre arc geodesique y et de d'utiliser un argument de connexite usant
de Γunicite de γ.

7. Preuve des theoremes de Pogorelov

7.1 Rigidite infinitesimale. Soit S une surface immergee dans
une variete riemanniene M de dimension 3. Un champ, υ, de deformation
isometrique infinitesimale est un champ le long de S qui verifie, pour tout
u vecteur tangent de TS,

(1) (Vuv\u) = 0,

oύ V est la connexion de Levi-Civita de M. Une surface infintέsimalement
rigide est une surface telle que tout champ de deformation infinitesimale
isometrique (verifiant eventuellement des conditions de normalisations,
voir ci dessous) est nul.

On peut imposer les conditions de normalisation suivantes.

Une surface est ancree en un point si Γon impose que tout champ de
deformation v isometrique est nul en ce point.

Une surface est ancree en un point et une direction u si Γon impose de
plus que Vuv = 0.
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Une surface est ancrέe en un point et son espace tangent si elle est ancree
en ce point et dans toutes les directions.

Enonςons le theoreme de rigidite infinitesimale de Pogorelov.
Theoreme C (Pogorelov). Une surface fermέe localement convexe S

d'une variέtέ M de dimension 3 est infinitέsimalement rigide dans les cas
suivants:

(i) S est homέomorphe a la sphere et ancrέe en un point et son espace
tangent,

(ii) S est homέomorphe au projectifet ancrέe en un point et une direc-
tion,

(iii) S est homέomorphe au tore au a la bouteille de Klein et ancrέe en
un point,

(iv) la caractέristique dΈuler de S est nέgative.
Dans son enonce original (voir [8, pp. 424-434]), Pogorelov se restreint

au cas orientable. Son resultat se generalise aisement au cas non ori-
entable en passant au revetement des orientations sauf, semble-t-il, pour
le cas du projectif. Nous allons donner une preuve extremement rapide et
elementaire de ce resultat.

Preuve. On se ramene au cas oύ S est orientable en utilisant event-
uellement son revetement des orientations.

Soit n le champ de vecteur normal et v un champ de deformation
isometrique, decomposons v en sa partie tangentielle et sa partie normale,
soit

v = x + an.

Soit maintenant V la connexion de Levi-Civita de S pour la metrique
induite de celle de M et II la deuxieme forme fondamentale, Γequation
(1) se traduit par

(2) (Vux\u)=aII(u,u).

En particulier, pour montrer que v est nul, il suffit de montrer que x est
nul.

Soit maintenant /, la structure complexe definie par la deuxieme forme
fondamentale, qui, d'apres nos hypotheses, est une metrique, et soit /*
sa transposee pour la metrique initiale. Utilisant (2), il est alors facile de
montrer que pour tout u de TS

(3) /*VwJC + VywJt = 0.

Cette equation nous dit que si Γon munit TS de la structure presque com-
plexe donnee par / sur Γespace horizontal et -J* sur Γespace vertical, x(S)
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est une courbe pseudo-holomorphe. Remarquons que la section nulle nous
fournit egalement une courbe pseudo-holomorphe et que

(4) χ(S) = I(x,0),

oύ χ(S) designe la caracteristique dΈuler de la surface et I{x,0) Γindice
d'intersection de x et de la section nulle.

Par ailleurs ([2], [1]), la remarque fondamentale de Lefschetz nous dit
que, en dimension 4, Γindice d'intersection en un point de deux courbes
pseudo-holomorphes distinctes est positif et superieur a Fordre de contact
en ce point. Ceci nous donne immediatement (iv). Pour conclure dans
les autres cas, il nous suffit de calculer Pordre de contact impose par nos
conditions de normalisation et de reporter dans (4).

-Ancrer une surface en un point entraϊne bien evidemment un ordre de
contact superieur ou egal a 1, ce qui demontre (iii).

- Si Γon ancre une surface en un point s et une direction w, on a

(5) x(s) = 0, a(s) = 0, Vux = 0, da(u) = 0.

Par ailleurs (3) entraϊne que Vjux - 0. En particulier Pordre de contact
est superieur ou egal a 2. Ceci donne (ii).

-Enfin ancrer une surface en un point et son espace tangent entraϊne
que (5) est verifiee tout u. Si Pon derive maintenant (2) par rapport a un
vecteur u', on obtient en x et pour tout champ de vecteur u.

(VU'Vux\u) = 0.

Comme par ailleurs d'apres (5)

on en deduit aisement pour tout u et u1 de TS9

VM/ Ψux = 0.

L'ordre de contact est done superieur ou egal a 3. Ceci donne (i).
7.2 Existence d'immersions isometriques. Nous allons donner une

preuve du theoreme suivant [8, p. 413].
Theoreme B (Pogorelov). Soit M une variέte de dimension 3, a courbure

sectionnelle inferieure oil egale aK^etm un point de M. Soit S une surface
orientee homeomorphe a la sphere et a courbure superieure strictement a
Ko, s un point de S et I une isometrie de TSS dans TmM. II exίste alors
une unique immersion isometrique qui respecte Vorientation de S dans M
telle que f(s) = m et Dsf = /.
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Par immersion isometrique (ici necessairement elliptique) qui respecte
Γorientation, nous entendons, que le vecteur normal induit par Fomenta-
tion engendre une deuxieme forme fondamentale positive.

Le schema de la demonstration est celui, classique dans ce genre de
problemes, des demonstrations des theoremes du meme ordre par Niren-
berg [6], Aleksandrov [8, p. 21] et Pogorelov [8, p. 413].

On se donne done
-une surface S orientee homeomorphe a la sphere, et un point s de S,
-une variete riemannienne (M9 g) de dimension 3,
On considere alors Γespace F, constitue des immersions / de S dans

M telles que
-la metrique induite f*g est a courbure superieure strictement a K$,
- / respecte Γorientation.
On considere Γespace G, constitue des metriques sur 5 a courbure

superieure strictement superieure a Ko espace H constitue des couples
(go>I) oϋ go est un point de G et / est une isometrie de (TsS,go) dans
TM.

Nous allons etudier Γoperateur P d e F dans H qui, a une immersion,
associe la metrique induite et le 1-jet de Γimmersion en s:

Plus precisement, nous allons montrer que P est un homeomoφhisme.
Pour cela, il nous suffit de montrer que

1. //est connexe,

2. P est un homeomoφhisme local,

3. P est propre,
4. P est injectif.
Pour montrer 1, il suffit de montrer que G est connexe. Ceci est clas-

sique, nous pouvons renvoyer a par exemple a [3, p. 289].
7.3 Preuve de 2. Nous allons raisonner de la meme maniere que [4]

en utilisant la categorie des bons espaces de Frechet que y est developpee,
et a laquelle appartiennent F, G et P.

L'espace tangent a f e n / est Γespace des champs de vecteur v le long de
f(S). L'espace tangent a H en (go, I) oύ / est une isometrie de (7^,5, go)
dans (TmM,g), s'identifie a l'espace des triplets (h,υo,A), oϋ h est une
deux-forme symetrique le long de S, vo un vecteur de TmM et A un endo-
moφhisme de TSS dans TmM verifiant

Vw € TSS, g(I(w), A{w)) = h(w, w).
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Le linearise de P en un point / est Γoperateur DP = (DιP,D2P,D3P)
oύ les D'P(υ) sont donnes par

go(DPι(υ)(w),w) = g(VfmWυ,f.w),

(6) D2P(v) = υ(s),

D3P(v)(w) = Vwv(s).

Nous allons chercher a inverser DP en /. Pour simplifier, on identifie
S et son image par /. On se donne done (h,υo,A) un vecteur de TH, et
Γon cherche un champ de vecteur v le long de f(S) verifiant

(7) v(s) = υ0,

Reecrivons (7) et, pour cela, decomposons, comme dans la demonstration
du theoreme precedent, v en sa partie normale et sa partie tangentielle,
soit

v = x + an.

Nous allons separer les variables x et a et ecrire tout d'abord un systeme
d'equations uniquement en x. Nous obtenons tout d'abord avec les memes
notations que dans la demonstration du theoreme precedent:

(8) h(w, w) = go(Vwx, w) + aU{w9 w).

Ceci nous donne de la meme maniere qu'en (3)

(9) Γh{w) + h(Jw) = J*Vux + Vjux = L(x).

De plus, en utilisant (7) et en derivant (8), on s'aperςoit que le 2-jet de
x en s est impose par v$, A et le 1-jet de h en s. Par ailleurs, Γoperateur
L est clairement elliptique et, etant homotope au 9 de S2, son indice est
6. De plus, nous avons vu au cours de la demonstration du theoreme
precedent que la dimension du noyau est inferieure ou egale a 6. Celle ci
est done exactement 6. L'operateur L1 qui associe a un champ de vecteur
JC, Γendomorphisme L(x) et le 2-jet de x en s est done de noyau nul et
surjectif.

Nous pouvons raisonner comme en [4] et inverser notre operateur L' qui
est un bon operateur, puisque obtenu a partir d'un operateur elliptique. On
resout ensuite algebriquement (7) pour obtenir α. Nous obtenons ainsi une
bonne famille d'operateurs DP. On conclut enfin a Γaide du theoreme de
Nash-Moser [4].
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Nous ne faisons ici que suivre servilement [4, p. 238], oϋ la demonstra-
tion est faite lorsque M est Γespace euclidien, et utiliser Γequation (3) de
la demonstration du Theoreme C, qui nous simplifie la vie.

7.4 Preuve de 3. C'est surtout a cette partie de la demonstration de
Pogorelov que nous avons apporte une amelioration. Nos resultats nous
permettent d'eviter les longs calculs necessaires a Γobtention d'une majo-
ration a-priori de la courbure moyenne [8, pp. 351-365 et 401-413]. Nous
utiliserons ici le Theoreme E. On se donne done une famille d'immersions
(fn) de S dans M telle que, d'une part, (fn(s)) converge et, d'autre part,
les metriques induites sont a courbure strictement superieure a Ko et con-
vergent C°° vers une metrique go. Nous voulons montrer qu'il existe une
sous-suite C°° convergente.

Nous pouvons, tout d'abord, a Γaide du theoreme d'Ascoli, extraire de
(/„), une sous-suite convergeant C° vers une application fo, et notee de la
meme maniere. Ensuite notre condition sur la courbure entraϊne que

diam(/Λ(5)) < Co,

oύ Covaut+oo si AΌ est negatif, et 2π/y/Ko, si KQ est positif. Supposons
maintenant que (fn) ne converge pas C°° au voisinage d'un point x de
S et notons M = fo{x). La surface S etant simplement connexe nous
pouvons relever notre famille d'immersions fn en des immersions fn de S
dans la boule B de rayon Q de TmM munie de la metrique induite par
Γexponentielle.

On applique maintenant le Theoreme E a la famille fn. D'apres ce
theoreme, cette suite ne convergeant pas C°°, il existe une geodesique γ
pour go, envoyee isometriquement par fo dans une geodesique γ de B.
Nous aurions alors une geodesique complete de B passant par 0, or de
telles geodesiques sont des droites, ce qui nous fournit la contradiction.

7.5 Preuve de 4. Ici nous allons grosso-modo suivre Pogorelov. Pour
Γinstant, nous avons montre que P est propre et un homeomorphisme
local de F dans H. Montrons que P est injectif.

Premier cas. M est a courbure constante. On peut supposer que M
est simplement connexe pour simplifier. On se fixe alors un vecteur u de
TSS, un point m de M, un plan P oriente de TmM et un vecteur u1 de P.
On considere ensuite Fo le sous-ensemble de F constitue des immersions
/ telles que

-As) = m,
-Df(s) envoie TSS sur P en respectant Γorientation,

-Df(u) est dans la direction de u'.
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Ce que nous avons montre precedemment entraϊne que Foperateur, qui
associe a un element de Fo, la metrique induite, est propre et est un
homeomorphisme local. II nous faut montrer que cet operateur est injec-
tif. Pour cela, il nous suffit de remarquer que d'une part Fo est connexe,
ce qui se demontre a Γaide de Γaddition de Minkowski des convexes dans
un modele projectif de M, et d'autre part que G est contractile, pour ce
point nous renvoyons toujours a [3, p. 289].

Deuxieme cas. Soit done fo et f\ deux elements de F induisant la
meme metrique et ayant le meme 1-jet en s.

Soit x un point de M n'appartenant ni a fo(S) ni a f\(S). On per-
tube alors la metrique de M au voisinage de x de faςon a ce qu'elle soit a
courbure constante pres de x et toujours a courbure inferieure a #o Nous
avons montre que P etait un revetement, si maintenant nous prenons une
metrique de tres petit diametre et des conditions initiales en x, une im-
mersion isometrique associee est alors incluse dans un petit voisinage de
x, en particulier d'apres ce qui precede elle est unique. Ceci entraϊne que
P est un homeomorphisme et done que fo = fι>

8. Preuve du Theoreme A

Rappelons son enonce,

Theoreme A. Soit M une variete simplement connexe de dimension 3
a courbure sectionelle inferieure oil egale a KQ et m un point de M. Soit U
un domaine de R2 muni dfune metrique complete et a courbure superieure
strictement a KQ, S un point de S et I une isomέtrie de TSS dans TmM. II
existe alors un plongement propre isometrique qui respecte Vorientation de
S dans M telle que f(s) = m et Dsf = /.

Une telle immersion n 'est pas necessairement unique. Ce theoreme gene-
ralise un theoreme analogue obtenu lorsque M est a courbure constante (voir
[8, p. 38];.

Preuve. Commenςons par remarquer qu'il existe une suite Un d'ouverts
de S tels que

(i) Un est inclus dans Un+\9

(ii) S est la reunion des Un,
(iii) chaque Un se plonge isometriquement dans une 2-sphere Sn munie

d'une metrique a courbure superieure a Ko.

En effet, d'apres le theoreme precedemment cite, S se plonge isomet-
riquement dans Γespace Mo simplement connexe a courbure constante Ko
comme le bord d'une surface convexe. Notons / ce plongement et Bn
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la boule de rayon l/n autour de f(s) dans Mo. II est alors clair que les
ouverts definis par Un = f~ι(Bn n f(S)) verifient les conditions exigees.

On utilise ensuite le Theoreme B pour plonger isometriquement Sn dans
M avec les conditions requises en s. Remarquons que les images sont
des bords de convexes. Notons fn le plongement de Un qui s'en deduit.
Nous pouvons alors d'apres le theoreme d'Ascoli en extraire une sous-suite
convergeant C° sur tout compact vers une application f0. II nous reste alors
simplement a montrer que (fn) converge C°° sur tout compact vers fo, qui
sera le plongement que nous cherchons.

Soit done x un point de S, on considere alors la boule B de M de
rayon r autour de fo(x), oϋ r est un reel verifiant la Proposition 5.2. On
considere egalement b la boule de S de rayon l/2r autour de x. Pour n
suffisamment grand, fn{b) est inclus dans B. De plus comme nous Γavons
deja remarque fn(b) est inclus dans le bord d'un convexe.

L'application N de fn(b) dans le bord de B definie en 5.3 est alors
clairement injective. La proposition 5.4 nous permet alors d'affirmer que
Γintegrale de la courbure moyenne de fn(b) est uniformement majoree.
D'apres le Theoreme D, (fn) converge C°° vers fo au voisinage de x. C'est
ce qu'il fallait demontrer.
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