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EQUATIONS DE LIE. I

BERNARD MALGRANGE

Introduction

L article qui suit donne une nouvelle version de la théorie des pseudogroupes
de Lie et des déformations de structure de Spencer (voir notamment [24], [5]
et [15]). La principale différence avec les versions antérieures consiste en
Pemploi systématique du calcul différentiel a la Grothendieck, i.e., du calcul
dans les voisinages infinitésimaux de la diagonale [13]; le role fondamental est
joué ici par la connexion canonique, qui était déja considérée implicitement
dans la cohomologie de Spencer ([24]; voir aussi [17]). Cette connexion a été
définie, et utilisée en géométrie algébrique par Grothendieck [14]. En gros, les
“voisinages infinitésimaux de la diagonale” jouent le rdle que tiennent habituel-
lement les espaces de repéres; la connexion canonique tient alors la place de
la “forme fondamentale” de Cartan, ce qui simplifie, voire trivialise une partie
des calculs.

L’essentiel de ce formalisme—au moins, de sa partie infinitésimale—est
développé au chapitre I, notamment au paragraphe 3, la formule essentielle
étant le théoreme (3.10). La fin du chapitre I et le chapitre II sont consacrés
a deux questions: d’une part, au passage des automorphismes infinitésimaux
aux automorphismes tout court; d’autre part, a ’introduction des ‘“‘équations
de Lie” (c’est-a-dire des équations qui définissent les pseudogroupes de Lie,
dans la terminologie usuelle), et a I’étude de leurs prolongements.

En principe, ces questions sont a peu prés claires, une fois le formalisme
précédent mis en place. L’auteur, non sans une certaine répugnance, a cru
devoir cependant développer en détail les inévitables sorites que cette question
comporte, pour les replacer dans le cadre du point de vue développé ici, d’une
part, faute d’avoir a sa disposition une référence suffisamment satisfaisante
d’autre part. Le point le plus intéressant est probablement contenu dans les for-
mules (6.3) a (6.7) qui établissent les liens entre notre formalisme (c’est-a-dire
essentiellement I’opérateur & de Spencer et la maniere dont il est introduit ici),
la forme fondamentale de Cartan, et la théorie du prolongement des équations
de Lie. Signalons qu’une partie de ces liens avait ét¢ antérieurement donnée
par Guillemin-Sternberg [15], et une autre par Qué [21].

Au total, le formalisme obtenu se révele a ’usage utilisable, malgré une
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certaine lourdeur dont I’avenir dira dans quelle mesure elle est inévitable. D’une
part, nous nous en servons au chapitre III pour donner une généralisation du
théoreme de Newlander-Nirenberg dans le cadre des pseudogroupes elliptiques.
D’autre part, Goldschmidt s’en sert pour donner une version du “troisiéme
théoréme fondamental” de Cartan. Il semble enfin que des notions voisines
puissent étre de quelque utilit¢ dans des problémes de caractere global.

Une premicre version de ce travail a été rédigé dans le cadre du Séminaire
Leray [19]. La version “plus définitive” présentée ici n’en différe presque pas,
excepté au paragraphe 3 ot la “forme de la connexion canonique” 3 (notée
dans [19]) est définie de maniére plus simple et naturelle.

Normalement, cet article aurait di étre écrit et signé en commun par D.
Spencer et ’auteur (c’était d’ailleurs notre intention originale): d’une part, il
ne fait pour 1’essentiel que reprendre les idées de Spencer [24]; d’autre part,
au cours de son élaboration, j’ai regu une aide constante de D. Spencer. Je
suis heureux de 1’en remercier ici et de lui offrir ce travail ainsi qu’a S.S. Chern,
dans ce volume qui leur est dédié.

Je remercie aussi C. Buttin qui m’a aidé de fagon décisive a comprendre la
version originale [24] de la théorie, et J. L. Koszul et H. Goldschmidt pour les
nombreuses discussions que j’ai eues avec eux et pour toutes leurs suggestions.

I. FORME INFINITESIMALE DES EQUATIONS DE LIE

1. Rappels sur la cohomologie de Spencer

Nous utiliserons la théorie formelle des équations différentielles linéaires de
Spencer, Quillen, Goldschmidt etc.... telle qu’elle est développée dans [9]. Ce
paragraphe est seulement destiné a fixer les notations et la terminologie que
nous utiliserons par la suite.

Soit X une variété de classe ¥~ sur R, dont la dimension sera notée n. Elle
sera toujours supposée paracompacte et connexe (en fait, les résultats étant
locaux, on pourrait se limiter aux ouverts de R™); si E est un fibré vectoriel
sur X, on note & le faisceau de ses sections; si E est le fibré trivial X X R, on
écrit E =1, & = Oy.

Si & est un Oy-module (i.e., un faisceau de @x-modules), nous identifions
Z al’ensemble de ses sections ; la notation “‘s € & signifie donc “se #,, a un
point de X”’; nous désignons par “section de & une section sur un ouvert
non nécessairement explicité : bien entendu, lorsqu’intervient une loi de com-
position entre faisceaux, les germes (resp. sections) considérés sont sous-entendus
au méme point (resp. sur le méme ouvert). Enfin, pour a € X, la “fibre en a de
F”,i.e., F,Q®0x,q R sera notée F (a).

Soit 4 la diagonale de X?, pr, et pr, les deux projections X* =3 X et pr, |,
pr,|, leurs restrictions a 4. Un faisceau sur X (resp. sur 4) sera toujours iden-
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tifié a son image réciproque par pr,|, (resp. a son image directe par I’injection
4 — X*; par exemple, sur 4, on écrira O pour pr;'0y; cette convention allége
les notations et n’aura aucun inconvénient ici. Soit #**' le sous-faisceau de
Oy, formé des fonctions qui s’annulent a ’ordre k£ sur 4; d’aprés un lemme
élémentaire, #**! est la puissance (k + 1)-ieme de #' = _#, faisceau des fonc-
tions nulles sur 4. En coordonnées locales, et avec les notations usuelles, #%*!
est engendré par les mondmes (x” — x)*, |«| = k + 1; une section de O,/ F**!
peut alors s’écrire de maniere unique, en développant suivant les (x’ — x)*

a(x,x’) = Ié‘k a,(x) (x' — x)*/a! (mod g*+1)

avec a,(x) = (D%.a)(x,x). Sous cette forme, on voit immédiatement que
Oxs/ ¥+ n’est autre que le faisceau J*(Oy) des sections de J(1), le fibré des
jets d’ordre k de sections du fibré trivial 1; cela se généralise immédiatement:
si E (resp. &) est un fibré vectoriel sur X (resp. un ¢ -module), nous noterons
JE(E) le fibré des jets d’ordre k de sections de E (resp. nous poserons J*(%#) =
Ox:] F*4' Qprr0x Pry*F); on voit alors que J(&) est le faisceau des sections
de JX(E); Dapplication usuelle j%: & — J¥(&) est alors définie par j¥(s) =
1 ® pry's. Par exemple, pour a e Oy, on aura (j*a)(x, x’) = a(x’), mod #*+1.

11 sera commode d’employer le langage suivant: on note 4®’ I’espace annelé
4, J¥(0x)) (J¥(Oy) est visiblement un faisceau d’anneaux locaux), et on I’appelle
un “espace différentiable”, par analogie avec les espaces analytiques au sens
de Grothendieck [9]; il sera commode dans la suite de parler des ‘“‘champs
de vecteurs sur 4®”’, des “automorphismes pr,-projetables de 4®”, et autres
notions que nous définirons chaque fois par passage au quotient a partir de X?
(d’ailleurs, on définirait facilement une catégorie avec les espaces de ce type en
prenant pour morphismes ceux des espaces annelés sous-jacents; en fait, ici,
seuls interviennent les morphismes étales, i.e., les isomorphismes locaux).

Soit T* le fibré cotangent de X. En relevant les formes différentielles de X
a X* par pr¥, on voit qu’on peut considérer les éléments de 42T * Qgx J*(Ox)
comme des germes de formes différentielles sur X?, mod #£**! (ou si I’on
préfere sur 4®°). Désignant alors par D la différentielle extérieure par rapport
a la premiére variable seule, on trouve le complexe de Spencer

. b
0— Oy > JHOy) —> T* QI (0y)

D

(1.1), b
e I TR TE(Oy) — 0

[A partir de maintenant, on convient que J* = 0 si I < 0 et I’on omet d’écrire
0 sous le symbole ®]. En coordonnées locales, si a = (a,) 4 < i-€., si a(x, x") =
> a,(x)((x'—x)*/a!), mod #£**!, on aura

Da = }] dx; ®0da/ox; (mod #*) = (3 dx; K da,/ox; — Qs i) et <t
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¢; désignant le multientier (0,4, 1, - - -, 0), le 1 ala i-éme place. De méme pour
les formes de degré supérieur. On démontre aisément (voir p. ex. [9]) que ce
complexe est acyclique pour tout k£ > 0.

Soit # un Ox-module; en remarquant que D est pr;'@x-linéaire (mais non
Ox-linéaire !), et en appliquant a (1.1), le foncteur ®,, 10y pr;’#, on trouve
encore un complexe, acyclique pour k > 0:

ik
(1.2), 0L ) 25 e 2

Soit enfin 7, la projection naturelle J*'(1) — J*(1); le noyau de cette appli-
cation s’identifie a S**(T*) (§* = puissance k-ieme symétrique), sur S*(J *),
les deux structures de @y-module définies par pr;' et pr;* coincident, et la
restriction —§ de D est donc Ox-linéaire (= pr;'0y-linéaire, suivant nos con-
ventions). En coordonnées locales, on a, pour a=1(a,), - 5.1

da = (Z dxi®aa+g,.) = Ldu®aafox;  (mod £+

al=

o est donc défini “fibre par fibre”. Si E est un fibré vectoriel sur X, on en
déduit un complexe

0— SHTHRE —» T* @S (T*) @ E

L S TR ST QE — 0

1.3),

dont le complexe des sections, est simplement le noyau de la projection z;_,:
a—-2y,—0U—2)_,, avec F = €.

Il est immédiat de vérifier que, pour k& > 1, le complexe précédent est
acyclique.

2. Vecteurs verticaux et diagonaux

Nous allons appliquer les considérations précédentes a E = T, le fibré tan-
gent de X; on prendra garde qu’ici, I’identification usuelle E ~ J%E) n’est
pas permise, du fait que nous aurons dans la suite a travailler avec des auto-
morphismes (et des automorphismes infinitésimaux) de X* qui seront pr,-projet-
ables, mais non pr,-projetables; il est clair qu’un tel automorphisme opére
différemment, en général, sur pry(9)|, et pry*(9)|,.

Le faisceau J¥(9) sera identifié¢ au faisceau des champs pr,-verticaux sur X?,
modulo ceux qui s’annulent a I’ordre k sur 4; nous appellerons ses sections
des “champs verticaux sur X*? le long de 4" (lorsqu’un tel champ n’est pas
tangent a 4, il ne définit pas de germe de groupe & un paramétre sur 4® et ne
peut donc pas étre appelé un “champ de vecteurs sur 4*”). Le crochet des
champs de vecteurs sur X* donne par restriction un crochet
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[, VNI X JH(T) —> T Y(T)
4

qui est d’ailleurs défini fibre par fibre, de la maniére suivante: soient & et 7
deux jets d’ordre k de sections de T en x,, & et 7 des sections de T relevant &
et »; alors, on a [£, pl(x,) = j*~'[§, 71(x,), (le second membre ne dépendant
évidemment que de & et ). En coordonnées locales, une section de J*(7)
s’écrira donc

3 a,(xr, x)3/6x,  mod (5

ce que nous écrivons encore a(x, x)o/dx’, avec

9/0x;
P .
ox’

a = (aly “'9an) )

3/ox,

Définissons maintenant les champs de vecteurs diagonaux sur X* comme
étant les champs pr,-projetables et préservant 4 (i.e., tangents a 4) et soit v
I’application qui a un tel champ fait correspondre sa partie verticale; il est im-
médiat que v est une bijection; en coordonnées locales, si § = a(x, x)d/ox’, on
av '€ = a(x,x)d/ox" + a(x, x)d/ox.

Par passage au quotient, y~! donne un isomorphisme de J¥(7") sur le faisceau,
quotient des champs diagonaux par ceux qui s’annulent a ’ordre & sur 4; nous
appellerons ce quotient “faisceau des champs projetables sur 4, et nous le
noterons J¥(7); le fibré correspondant sera naturellement noté J(T).

Par passage au quotient a partir des opérations usuelles sur X?, on trouve
les résultats suivants:

(2.1) J¥Z) opére comme un faisceau de dérivations sur J(@ ).

(2.2) J*7) est un faisceau d’algebres de Lie sur 4, contrairement a J¥(9);
mais ici, le crochet n’est plus @,-bilinéaire.

(2.3) Le crochet de J**}(97) X ,J¥(J) est bien défini, 2 valeurs dans J*(.7")
(et il n’est Ox-linéaire que sur le premier facteur).

Plus généralement, considérons 4?7 * Q J¥(T") et AT * ® J®+(7) comme
des faisceaux de formes vectorielles sur X?, modulo #%*!; alors, pour
g e J¥*1(T), 1a dérivée de Lie 6(€) opere dans les espaces précédents.

11 est facile de vérifier que le crochet (2.2) coincide avec celui qui est défini
d’habitude sur J¥(J") a partir de la correspondance entre les sections de ce
faisceau et les champs de vecteurs invariants sur 1’espace des reperes d’ordre
k; donnons néanmoins quelques indications sur ce point. Soit Y une variété
différentiable et n: Y — X une submersion; soit W, le faisceau sur X qui a
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U, ouvert de X, associe I’ensemble des champs projetables sur z='(U); Wy est
un faisceau d’algebres de Lie et la projection r induit un homomorphisme
d’algebres de Lie Wy, — 7 5. Nous dirons avec Ehresmann que (Y, ) est
muni d’une structure de “prolongement d’ordre k” de X si ’on s’est donné un
relevement p: J y — Wy commutant aux crochets, et qui soit un opérateur
différentiel d’ordre k, ce qui veut dire ceci: en coordonnées locales, si ¥ =
X X Z, & = a(x)d/ox, on a

p) = (( IZ]q p.(x, z)D‘;a)a |0z + a(x)a/ox .

Par exemple, si Y = Ty, ou Y = T% la considération du germe de groupe
a un parametre associé a un champ de vecteurs permet immédiatement de
munir Y d’une structure de prolongement d’ordre 1 de X (celle structure est
d’ailleurs en général sous-entendue quand on parle du “fibré tangent“ ou
“cotangent”). De méme, soit Y le fibré des opérateurs différentiels linéaires
d’ordre k sur X, par exemple de 1 dans 1; par le méme procédé, Y est muni
d’une structure de prolongement d’ordre k de X. En fait, dans ces exemples,
on a méme une notion de prolongement plus précise, i.e., un relévement des
automorphismes locaux de X dans ceux de Y, sur lequel nous n’insisterons pas.

Cela étant, p définit une application 04 -linéaire p: J¥(J) — Wy, avec p =
pi*, d’out une application j = pv: J¥(J) — Wy; j est un homomorphisme
d’algebres de Lie; en effet, toute section de J*(T) s’écrit localement 2 fs JEED,
foeOy, &, T, 7% = v7Yj*, et il suffit donc de vérifier que ’on a

PUTH®, 9741 = [fp(©), gp(] ,

en identifiant f et g a z#7'(f) et 7~(g); or cela résulte immédiatement des
formules

JEE gl = J*®), (1 5 JH©)g = &g, p(&)g = &g

et de I’hypothese pl¢, y] = [p(8), p(y)]. L’espace (4%, pr,), muni de JE apparait
donc comme un “prolongement d’ordre k” particuliérement simple, et méme
universel en un sens que le lecteur pourra préciser.

Supposons que Y soit un fibré vectoriel sur X ; Y est alors dit “prolongement
vectoriel d’ordre k£ de X si, pour tout £ e J y, 6(p(§)) préserve la structure
vectorielle de Y (i.e., le germe de groupe a un parametre de p(¢) le préserve);
si s est un germe de section de Y, on peut alors poser 8(£)s = 0(p(§))s, pour
e T, et, plus généralement, (&)s = 6(p(§))s, pour & e J*T). Par exemple,
J®(T) est un espace de prolongement d’ordre k£ + 1 de X, et ’on vérifie qu’on
a, pour § e JE(T), peJ¥(T): 6(&)y = [&, 1], le crochet défini en (2.3).

Introduisons enfin le faisceau J¥(") des parties principales d’ordre k sur 4
de champs de vecteurs pr-projetables sur X* (ou “champs de vecteurs proje-
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tables sur X? le long de 4®”). J¥(T) est la somme de ses deux sous-espaces
JE(T) et J¥(T); par ailleurs, on a

ﬂmnﬂn=§umwm=m;ﬁm

on a une suite exacte

2.4) 0 J¥(T) J¥T) T 0

la 2e fleche étant la projection pr, (et la premiere 1’injection évidente) ; d’autre
part I’injection J*(T) — J¥(T) donne en passant au quotient un isomorphisme

JE(T) | JH(T) = J*(T)/TX(T)
en composant avec la projection z,, on obtient donc une suite exacte
(2.5) 0 —— JHT) — JHT) — JAT) — 0 .

A noter que (2.4) et (2.5) commutent évidemment aux automorphismes x;-
projetables de X* qui laissent stable 4.

3. La connexion canonique

Rappelons d’abord la notion de crochet de formes vectorielles, due a Nijen-
huis [voir [7]). Soit u une section sur X de 4?9 * ® .7 . Alors, on définit i(u):
A1T* — A2+P-1g7%* par la formule suivante: si u = o ® £, & section de A*T *
et £ section de 7, on pose i(a®§)B = a A i(§)B,i désignant le produit in-
térieur, on étend ensuite & u quelconque, par linéarité et localisation; on a

W@y =iWpAy + (=P PeeB Ni(wy ,

i.e., i(u) est une dérivation de degré (p — 1).

Nous écrivons aussi i(u)8 = u A B, et nous définirons d’autre part 8 /\ u par
BA(@®pB) = (BA a)®E&. Enfin, pour v section de 417 * ® .7, nous défini-
rons u A v par

@@HAREOY =(@NiOP (= ila®EHBR7 .

La dérivation extérieure d est une dérivation de degré +1 sur AT * =
@ A*J*; on pose alors 6(u) = [i(u), d]:(rappelons que le crochet de deux déri-
vations D et D’ de degrés respectifs g et r est par définition la dérivation de
degré g + r: DD’ — (—1)7"D’D). Lorsque u est de degré 0, i.e., est un champ
de vecteurs, f(u) coincide avec la dérivée de Lie, d’apres la formule de H.
Cartan. Dans le cas général, on a

0la®8&)B = a Ni§)df + (—D?d(a Ni(§)P) ,
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d’ou
(3.1) Oa®E)B = aNOE)B + (—D)Pda Ni(E)8 .

Soit maintenant ve 447 *®J; on montre qu’il existe un unique
we AP T * ® T vérifiant (w) = [6(u), 6(v)]; posant w = [u, v], on a
[a®&8Q9l = (@AP B + 0@y

(3.2
— (=D na®E .

On en tire la formule suivante :
(3.3) [u,pR®9] =0wp®n + (—1DPBA[u,y] — (—1)P*(dpRnp) Au,

d’ou [£, v] = 6(¢)v, § désignant la dérivée de Lie, comme toujours.
Enfin, on a I’identité de Jacobi, qui résulte immédiatement de la formule an-
alogue pour les dérivations:

(3'4) [u, [vy W]] = [[us ’U], W] + (_' l)pq[,v, [ua W]] .

Soit maintenant z: Y — X une submersion. En tout point b€ Y, on a une
suite exacte

7
T
b
0 VY,b TY,b > TX,n(b) —0,

ou Vy , désigne les vecteurs verticaux de Y en b. Une connexion au sens
d’Ehresmann dans Y (relativement & x) est par definition une scission de cette
suite exacte, i.e., la donnée, pour tout b e Y d’un relevement y,: Ty .y — Tx,s
de z;; on suppose que 7, dépend différentiablement de b. Les éléments de
Im (y,) s’appellent “vecteurs y-horizontaux en b”. Au lieu de se donner 7, il
revient au méme de se donner, en tout point b, le projecteur de Ty , sur Vy ,
parallélement aux vecteurs horizontaux; comme Vy , est un sous-espace de
Ty ;, cela définit une section du fibré Hom, (Ty, Ty) = T ® Ty, i.e., une
1-forme vectorielle w sur Y que nous appellerons ‘““forme de la connexion”.

On vérifie alors facilement le résultat suivant, qui n’est qu’une des nom-
breuses variantes du théoréme de Frobénius: pour que y soit intégrable, (i.e.,
pour que le champ b+ Im (y,) soit intégrale), il faut et il suffit qu’on ait
[w, ] = 0. Dans le cas général, la forme }[w,w] s’appelle la courbure de 7.
A noter aussi qu’une connexion intégrable coincide avec un “prolongement
d’ordre 0” au sens du § 2.

Prenons en particulier Y = X?, avec = = pr,;; comme sur tout produit, on a
une connexion canonique intégrable, celle dont les vecteurs horizontaux sont
annulés par pr;. Dans la suite, nous noterons w la forme de cette connexion; en
coordonnées locales, elle s’écrit w = Y dx, ® 3/0x;, ou encore w = dx’ ® d/ox’.

Soint i e APT* @ J*(T), et u = (id ®v)@i; en relevant les formes sur X a
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X? par pr¥, on peut considérer que u et & proviennent par, passage au quotient
de formes vectorielles sur X?; on voit alors tout de suite, par exemple en coor-
données locales, que @# A o est bien défini en tant qu’élément de 42?7 * ® J¥(T)
i.e., ne dépend pas du relevement choisi de #@, et qu’on a

(3.5) Uu=40Ao0.

La formule suivante est I’analogue dans notre point de vue d’une formule de
Guillemin-Sternberg [15].

Théoreme (3.6). On a Du = —[w,u] = —lo, i].

Démontrons d’abord cette formule pour u = &e J%(J); le plus simple est
d’opérer en coordonnées locales:

—[w, u] = 600 = T, 0©)dx;®d/ox; + ¥ dx; ® 6(£)d/dx; .
Posant & = Y] &;(x, x")3/dx], il vient
—lo, 8] = ¥ 6, ®0/0x; — F, dxi® (66, /0x)3/0x;
et finalement, en explicitant d&;
—[w, &] = ZZ]: dx; ® (9&;/0x,;)0/ox; = DE .

Un calcul analogue montre qu’ona — [w,€] = D&. Soit maintenant ¢ e A7 *;
d’apres (3.4), on a

—[w,a®&] = —0(@a®& — (—D?aANlw,&]l + (da® &) R o

comme £ A w = & et Hlw)a = 0 (immédiat par (3.1)), on en tire —[w,a ® &]
=(—1D)?Pa ANDE+ da®& = D(a®§&), d’ou la formule —[w,u] = Du; la
formule —[w, #] = Du se démontre de la méme maniére.

Les formules (3.5) et (3.6) peuvent s’exprimer ainsi: v est le projecteur de
la connexion canonique, restreint a J¥(T), et D est la différentielle de cette
connexion. La théorie des équations de Lie pourrait en principe se faire a partir
de ces formules, & la mani¢re de Guillemin-Sternberg [15] voir §4 et §5;
cependant elles ne semblent pas donner jusqu’a nouvel ordre une forme mani-
able de la cohomologie de Spencer “sophistiquée” (voir § 7). Aussi allons-nous
donner une autre version de ces formules, d’apparence un peut plus compliquée,
mais qui se révélera mieux adaptée a notre objet. L’idée consiste, d’une part
a utiliser la dualité sur Oy et non sur Oy, d’autre part a faire jouer le role
essentiel a y~! au lieu de v.

Nous emploierons les notations suivantes: J*(T)* est le fibré dual de J*(T)
sur X, et J¥(J)* ~ Homgx(J*(7), Oy) le faisceau de ses sections. Il sera com-
mode ici de commencer les calculs en passant a la limite pour £k — «, eten
redescendant seulement ensuite a k fini; nous poserons donc J(J) = lil_n J5T),
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la limite étant prise suivant les projections z: J**Y(J) — J¥(J); de méme
J(IT)* = l'g)n J¥(F)*; définitions anlogues, avec J remplacé par Joul.

On peut, par exemple, interpréter les sections de J(7) sur X comme des
parties principales d’ordre infini sur 4 des champs de vecteurs pr,-projetables
de X?. D’ou une structure naturelle de faisceau d’algébres de Lie sur J(9),
dont J(J) et J(J) sont deux sous-faisceaux d’algebres de Lie. Par dualité, on
munit 4*J(J)* d’une différentielle extérieure, notée d, par le procédé suivant :

i) Pour fe Oy = AJ(T)*, df estla différentielle usuelle de f qu’on identifie
a son image dans J(Z)* par I’application pri transposée de la projection pr, :
NI - 7.

ii) Pour ae J(9)*, on pose

<d€(, E /\ v> = 0($)<C¥, 7]> - 0(7])<Gf, $> - <6Y, [‘::9 77]>

&, e J(9)), et I’on étend cette opération en une dérivation de degré 1 de
AT(TH*.

Un calcul classique montre qu’on a 4 = 0. A noter que, localement sur X,
la cohomologie du complexe AJ(9)* s’obtient facilement par application des
résultats de Gelfand-Fuks [8]; nous n’utiliserons pas ce fait dans cet article.

L’injection naturelle considérée en i), pr¥: AT * — AJ(T)* commute 3 la
différéntielle extérieure; dans la suite, nous identifierons 4.7 * a son image par
pri.

Pour u e AJ(9)* ® J(I), on définit alors i(u) et 6(u) de l]a méme maniére que
dans le cas usuel, rappelé au début de ce paragraphe. Pour v ¢ AJ(9)* ® J(I),
on définit alors [u, v] & partir de (3.2) et (3.3), et 'on a encore [u, v] =
[6(w), 8(v)] (mais j’ignore si §(u) détermine u, i.e., si 6(u) = O entraine u = 0);
on a encore ’identité de Jacobi (3.4); la formule [&, u] = 6(&)u sera prise
comme définition de 0(£), la “dérivée de Lie” ne pouvant &tre définie a partir
d’un groupe 4 un paramétre que pour £ ¢ J(J), comme on 1’a déja remarqué
au § 2.

La connexion canonique y: J — J(7) définit une section y de I * ® J(7),
i.e., une forme vectorielle sur J(7), qui est I’analogue de la forme usuelle
(id — w) sur X2

Proposition (3.7). Soient ii e A*T* & J(T) et u= ({dQv)ii; ona Du =
[X’ u] == [Xa ﬁ]

Cette formule est I’analogue de théoréme (3.6), compte tenu de la formule
(facile a établir: [id, u] = [id, #] = 0; sa démonstration est une variante de
celle de (3.6).

L’isomorphisme v: J(9) — J(J) donne, par dualité un isomorphisme v*:
J(T)*—J(T)*; en particulier, v* est un isomorphisme J%(J Ve JUT )k = T *,
D’autre part, ’isomorphisme (2.4): J(9)/ J(T) = JN(J) donne, par dualité,
une injection J%(J)* — J(T)*; cette injection (contrairement a y) commute
aux automorphismes de X* pr-projetables en préservant 4; aussi pouvons

N

nous, sans inconvénient, identifier J%()* a son image par cette injection.
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Proposition (3.8). AJ(I)* ® J(F) est un sous-faisceau d’algébres de Lie
graduées de AJ(T)* ® J(T).

En vertu des formules (3.1) a (3.4), il suffit de vérifier ceci: soient
ae APJ(T)*, et Ee J(T); alors, on a 6(&)a e API(T)*; comme (&) est une
dérivation, il suffit de vérifier cela pour p = 1; or, pour yeJ(J), on a & a, 1)
={0a,n> + {a, [& 7]) (cette formule résulte immédiatement de la définition
de do et de 6(&)a). Prenons en particulier 7 e J(7); comme {a, J(T )> =0,
on trouve {(4(&)a, 7>=0, donc 4(&)a € J%(J)*, ce qui démontre la proposition.

Pour a ¢ AJ(T)* et £e J(T), 6(&)a ne dépend que de « et de la projection
de la projection de & dans JUI). 1l résulte de 1a que, pour tout k > 1,
AI(T)*® J¥(T) est un faisceau d’algébres de Lie graduées, quotient du
précédent.

Définition (3.9). i) On désigne par v 'isomorphisme

VEQu: AXNT )V QJ(T) — S*T*QRI(T) .

ii) Soient @ e A*¥J(T)*, et ue A*I(IT)* R J(T); on pose da = v¥ 'dv*a
et Du = 5 'Dou .

iii) On pose ¥ = (V* ' ®id)y.

On a donc 7eJ%(I)*® J(9); une autre définition de ¥, peut &tre obtenue
ainsi: 1’application & +— &R 7, €eJ(7) est la projection de J(Z) sur les
champs horizontaux de la connexion canonique, parallélement 3 J(7), alors
que I’application & — & X y est la projection parallelement & /(). En coordon-
nées locales, on a y = Y dx; ®9/dx;; y = 3 dx; ® (9/0x,)d/dx;, considéré
ici comme champ sur X?, ou plus exactement, comme section de J(7).

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le théoreéme suivant, qui est la ver-
sion des formules de Spencer [25] dans le formalisme développé ici:

Théoreme (3.10). i) Pour a e A*JNT)*, on a O(x)a = da.

i) Onaly 3] =0.

iii) Pour ue A*IT)* Q J(T), on a Du = [, ul.

Avant de démontrer ces assertions, donnons une interprétation de y suggérée
par J. K. Koszul. Soit J# le sous-faisceau des champs horizontaux de J(9);
on a une décomposition de J(") en une somme directe de deux sous-algebres
de Lie: J(9) = #RJ(I); la 'décomposition précédente donne par dualité
une décomposition J(F)* = J(T)L ® #L, avec J(T)L = J(J)*, d’oil une
bigraduation de AJ(7)* (un « étant de type (p, q) s’il appartient & PIIHL®
AL comme J(J) et # sont deux sous-algebres de Lie, la différentielle d
se décompose alors en d = d’ + d”, d’ de type (1,0) et d” de type (0, 1), et
l’on a d/Z — dl/Z — d/d// + d//dl — 0‘

Soit p le projecteur J(9) — s correspondant a la décomposition précédente;;
onap = —&A7y i.e., —y estla 1-forme définie par ce projecteur; de la
formule 6(3) = i(z)d — di(y), on déduit alors qu’on a 6(3) = —d’ d’ou en
particulier [0(3), 8()] = 0.
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(A noter que le projecteur sur J(") et aussi I’application identique de J(.7")
définissant des 1-formes d’un type plus général que celui que nous avons con-
sidéré, i.e., des éléments de Hom (J(9), (7)) qui n’appartiennent pas a
J(T)L®J(T); les crochets de telles formes peuvent aussi €tre définis, mais
nous n’en aurons pas besoin ici).

Le théoréme peut maintenant étre démontré :

i) Pour fe Oy, on a, en coordonnées locales

0@)f = idf = ¥, dx,{d/dx;, dfy = df .

Ceci, joint au fait que 4(3) et d sont deux dérivations de carré nul de AJ°(T)*,

entraine le résultat.
ii) On a, d’apres (3.2)

7,71 = X dx; A dx,l0/ox,,0/0x,1 + 2 3 6(p)dx; ®d/ox; .

Dans cette somme, le premier terme est évidement nul, et le second est nul
d’apres i); d’ou résultat.

iii) Soient £e J(I) et ae APJ(T)*; en vertu de (3.3) et de i), on a
[ a®&] = da® & + (—DPa A [%, £1; d’autre part, on a la formule suivante
qui résulte de la formule analogue pour D:

Da®¢&) = da®¢& + (—1)Pa A\ DE .

11 suffit donc d’établir qu’on a D& = [y, £] = —6(§)y; commeonap = —i'(y)
(@, produit intérieur droit), il revient au méme de démontrer qu’on a 0(&)p =
’(D€); d’autre part, le projecteur id — p n’est autre que 1’application v, égale
A I’identité sur J(7) et & v~! sur J(J); comme 6(£)id = 0, il suffit d’établir
qu’on a

(3.11) 68y = —i'(D§) .
Cette formule s’écrit encore ainsi: pour tout 7 € J(9), on a
[&, 7] — JI&, 9] = p A D& .

Cela se vérifie facilement en coordonnées locales, et peut étre laissé au lecteur.
D’ou le théoreme 5
Corollaire (3.12). Pour u,ve AJ(T)*Q J(T), avec degu = p, on a

Dlu, v] = [Du, v] + (—1)?[u, Dv] .

Cela résulte aussitot de (3.4) et de théoreme (3.10).

Remarque (3.13). Il peut étre commode dans certains calculs de “trans-
porter” les opérations précédentes dans 47 * &® J(J); de fagon précise, posons,
pour a, Be AT * et &, e J(T).
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) a&=yv*la, f=v*B;
i) ad@®8)p = (*®ido@E® §)B;
i) D'(@®8& = (®iDD@®8;
iv) [a®&8®7]= (*®id[a®E,R7].

On a alors,
(3.13.1) ad@®&B=0REB — (=)D (@@ AP (p=dega),

[u,v] = [u,v] — (—D?D'uR v + (=D**Dv R u

(3132) (p — deg u,q = deg 'v) .

Cela montre que, aux notations pres, les opérations introduites ici coinci-
dent avec elles considérées dans [24], [25]. -
Démontrons (3.13.1) pour « = 1 et B de degré 1; ona 8 =y A B, d’ou

0B =003 AB+1A0EB=—DERB+ 1 AOEB,
et par suite,
ad(§)p = v*0(5)f = —D'E R B+ 6(5B .

Le reste des formules se déduit ensuite de 1a et de (3.1) et (3.2).

4. Equations de Lie pour les champs de vecteurs

Conformément aux définitions de la théorie formelle des équations différ-
entielles (voir [9]) une “équation d’ordre k sur T” sera un sous-fibré R*
de JX(T); nous appellerons Z#* le faisceau de ses sections, et nous poserons
Re = y~Y(R*), Z#* = y~(#"*). Les prolongements R**! sont définis de la maniére
habituelle, sur laquelle nous reviendrons plus loin, et sont des “sous-fibrés a
fibre variable” de J¥*Y(T); on dit que “R**! est un fibré” s’il est de rang con-
stant et que “R* est formellement intégrable” si, pour tout [ > 0, R¥*! est un
fibré et la projection ;,,: R¥*'*! — R**L est surjective. Soit Z**! le faisceau
des sections de R**! (qui ne détermine R**! que si ce dernier est un fibré);
rappelons que les u e Z*%*'*! sont déterminés par récurrence par les conditions
suivantes: m;,,ue Z**!, Due 7 * Q A**L.

Définition (4.1). Nous dirons que R* (ou R¥) est une équation de Lie si
I’on a [Z*, Z*] C Z*.

Exemple (4.2). Soit #: Y — X un prolongement d’ordre k de X et soit ¢
une section de Y'; avec les notations du § 2, soit R* I’ensemble des vecteurs
£ e J*(T) tels que p¢ soit tangent 2 ¢, et supposons R* de rang constant; alors
R* est une équation de Lie; ’ensemble des solutions de cette équation est ’en-
semble des & e J tels que p§ laisse ¢ invariant, (i.e., soit tangent & ¢). Dans le
cas particulier ou Y est un prolongement vectoriel de X, la condition “& ¢ Z*”
équivaut a “0(&)e = 0”.
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Proposition (4.3). Soit R* une équation de Lie. Pour 1 > 0, on a [%#**!,
RE+] C R**Y; en particulier, si R¥*! est un fibré, c’est une équation de Lie.

Démontrons la proposition pour [ = 1, le cas général se traitant par récur-
rence de maniére analogue, soient & ¢ Z%*!, pe Z**'; on a

mil&, 7] = [mé, mnl € Z*

et, d’apres corollaire (3.12)
DI¢, ] = [D&, 9] + [& Dyl = 6(&)(Dp) — 6()(DE)

il résulte alors de (3.3) que I’on a D[&, 5] € J%(I)* @ #*, d’ou le résultat. Pour
k + 1> 1, il résulte de la proposition précédente et de (3.2) que, si R* est une
équation de Lie, AJ%(J)* ® #**' est une sous-algébre de Lie graduée de
AJ(T)* ® J¥(T) (par contre pour k = [ = 0, cet énoncé n’a pas de sens, le
crochet en question n’en ayant pas!).

La proposition suivante sera énoncée, pour simplifier, sous des hypotheses
inutilement restrictives, qui seront les seules & nous servir.

Proposition (4.4). Soit R* un sous-fibré de J*(T) ; supposons que R*** soit
un fibré et que r;: R**' — RF soit surjectif. Les propriétés suivantes sont alors
équivalentes:

i) RF est une équation de Lie;
11) [Rk+1, Rk+1] C Rk,

i) [Z*+, A*] C R*.

Démontrons i) = iii). Soient & e Z**!, ne #*, et posons 7 = v~'(y); on a,
d’apres (3.11): v '(0(€)y) = 0(§)7) — n A D& e Z*; d’ou le résultat (2 noter
qu’ici le fait que R**! soit un fibré et la surjectivité de Z**' — Z%* ne sont pas
intervenus). Le méme calcul, joint a la surjectivité de #**' — Z* démontre
I’implication iii) = i). L’équivalence de i) et ii) se démontre de maniére
analogue.

Les propositions précédentes peuvent se démontrer d’une maniére plus
naturelle, sans faire appel au formalisme développé au § 3, a condition d’exa-
miner de plus prés la notion de prolongement d’une équation différentielle;
comme nous en aurons besoin dans la suite, nous allons maintenant revenir sur
ce point. _

Désignons par pr; (i = 1,2, 3) les 3 projections X* — X, et posons pr;; =
(pry, pry): X* — X*; soit #® I'idéal de Oy, engendré par pr #' + pri #*;
le faisceau O,/ £ ¢+H%*D a pour support la diagonale 4, de X*; nous le noterons
Ji(J*@y), et nous le considérerons aussi, par une convention analogue a celle
faite au § 1, comme un faisceau sur X en l’identifiant & son image par pr,.
Nous noterons quelquefois 4% 1’espace annelé (4,, J'(J*0y)).

Si E est un fibré vectoriel sur X, nous poserons J'(J*&) =pr;* ®p,-10x J'(J*Ox)
c’est (i.e., son image par pr, est) un faisceau localement libre sur X, et nous
désignerons par J'(JXE) le fibré correspondant. Nous laissons le lecteur exa-
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miner quelles identifications rendent ces notations compatibles avec celles du
§ 1, et avec les notations classiques des “espaces de jets itérés”.

Nous désignerons par j* I’application J¥(&) — J(J*&) définie par pry! et par
A! Papplication J**!(&) — JI(J*&) définie par pry'; la premiére application
coincide avec le “‘jet d’ordre I”” habituel ; quant a la seconde, elle est @x-linéaire
et définit donc un morphisme de fibrés 2': J¥*'(E) — JYJ*E) qui est définit
usuellement ainsi: on prend une section s de E au voisinage x,¢ X, d’ou par
j* une section de J*(E), puis par j' une section de J'(J¥E), dont la valeur en x,
ne dépend que de j**!(s)(x,). En coordonnées locales, avec des notations évi-
dentes, ces applications s’écrivent ainsi

(), ¥, x") = a, x)  mod (¥ — B, (& — XY,

Aa)(x, x', x") = a(x,x”") mod (' — x)'*, (x” — X))kt

Cela étant, soient E et F deux fibrés vectoriels sur X; soit ¢ un morphisme
J¥(E) — F; désignons encore par ¢ le morphisme de faisceaux associé; a ¢
correspond de maniére biunvoque un opérateur différentiel @: & — &, défini
par @ = ¢oj*; par abus de langage, on appelle encore ¢ un opérateur différen-
tiel d’ordre k de E dans F, et ’on définit son prolongement d’ordre I, p'(¢):
Je*YE) — JY(F) par la formule p'(p) = ()7 'o¢t, avec ¢, J{J*E) — J¥(E)
déduit de ¢ de le maniére évidente (en langage €lémentaire, p*(p) s’obtient en
“dérivant @ jusqu’a I’ordre I””). Posons, pour x e X: R**!(x) = ker p'(p)(x);
lorsque R* est un fibré i.e., lorsque ¢ est de rang constant, on a R**! =
@Y~ JY(R*); donc les R**' ne dépendent que de R* et coincident avec ceux
qui ont été introduits plus haut.

Posons encore JE(E) = ker r,: J*(E) — J(E). De I’isomorphisme J3(1) ~ T*
(cf. §1), on déduit par des produits tensoriels convenables des isomorphismes
J(E) = T*QE et Ji(J¥E)) ~ T* ®J*(E); en écrivant ce dernier isomor-
phisme comme une égalité, on a alors, pour fe J¥*1(&)

(4.5) Df = j'mf — 2f

que nous écrivons aussi, par abus de notation: Df = jif — 2'f (cf. [22]; voir
aussi la définition de la différentielle d’une fonction dans [13]).

Par suite, si f e J¥**'(&) vérifie nyf € #/, Df e 7* @ R*, on aura 1'f e J(%*),
donc f e Z**! et réciproquement.

Prenons en particulier E = T'; on est alors amené a identifier J'(J*7") aux
champs de vecteurs pry,-verticaux sur X°, modulo #“*4%+>  Appelons mainte-
nant “bidiagonaux” les champs ¢ sur X* qui

i) sont tangents a pr;'(4),

i) sont pry,-projetables, avec pr,,(£) diagonal sur X?.

En passant au quotient par £ ¢+1-%*1_ on obtient un faisceau noté J ¥ (J);
en coordonnées locales un tel champ s’écrit
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& =alx,x',x")a/ox" + a(x,x’,x)d/ox" + a(x, x,x)d/ox
modulo (x”/ — x)**, (x’ — x)!*t.

L’application & — a(x, x’, x”")3/6x” est un isomorphisme JEO(T) = JIJ*T)
que nous noterons v, comme 1’application analogue sur X?; nous définirons
jrr JHT) - Jew(g) et I JHH(T) — JOR(T) par =y, I =y 2y
on vérifie immédiatement que J&B(T) est une faisceau d’algebres de Lie, et
que j* et ' sont des morphismes d’algdbres de Lie.

La proposition (4.3) résulte des calculs précédents de la maniére suivante:
soit R* C J*¥(T) une équation de Lie; alors JUF*) = p"UYR*) est un sous-
faisceau d’algebres de Lie de J&®(T) (en effet, tout, élément de JH(Z*) s’écrit
S ® &, fe Oy, & e F*, et il suffit d’examiner le crochet [f @ 7%, g ® flyy]
pour &,z e #%); par suite Z%*! = (11)"'J'(Z%*) est un sous-faisceau d’algébres
de Lie de J**'(7). La proposition (4.4) pourrait aussi se démontrer d’une
manicre analogue, quoiqu’un peu plus compliquée; nous laisserons cette ques-
tion au lecteur.

Pour terminer avec les généralités sur les équations de Lie “infinitésimales”,
il resterait & examiner la version “sophistiquée” du complexe de Spencer. Nous
renvoyons la question au § 7, ou nous examinerons en méme temps le cas “fini”
ou “non-linéaire”.

II. FORME FINIE DES EQUATIONS DE LIE

5. Transformations diagonales

Soient Q*(a, b) (resp. Q*(a), resp. Q%) I’ensemble des jets d’ordre k inversibles
d’applications X — X, de source a et de but b (resp. de source a et de but quel-
conque, resp. de source et de but quelconques); muni de la loi de composition
des jets, Q% est un groupoide, i.e., une petite catégorie dont les fleches sont in-
versibles; d’autre part, Q% est muni naturellement d’une structure de variété
différentiable. Sauf mention expresse du contraire, nous considérerons Q% com-
me fibré sur X par la projection “source”. Nous noterons alors 2% I’ensemble
de ses germes de sections en a, et 9% = J 2% le faisceau de ses sections.

Soit d’autre part f une application X? — X, et posons f°(x) = f(x, x) ’appli-
cation F = (f°, f): X* — X* est pr,-projetable et laisse stable 4; nous dirons
que F est diagonale si en outre, pour tout x € X, le germe en x de I’application
x" — f(x, x’) est inversible; le composé de deux applications diagonales est en-
core diagonal; pour qu’une application diagonale F = (f°, f) soit inversible au
voisinage de 4, il faut et il suffit que f° soit inversible.

Deux applications diagonales F et G ont, par définition, méme partie prin-
cipale d’ordre k (k, entier > 0) si elles coincident sur 4 ainsi que leurs dérivées
d’ordre < k, ce qui entraine en particulier f° = g°; nous écrirons cela abusive-
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ment: f = gmod #%*!. A la partie principale d’ordre k définie par F, on as-
socie la section de QF suivante: x — {jet d’ordre k en x de x’ — f(x, x)}; on
obtient ainsi une bijection entre I'(X, Q%) (resp. 2%) et ’ensemble des parties
principales (resp. des germes de parties principales) d’ordre k d’applications
diagonales X* — X*:; dans la suite, nous identifierons ces deux espaces (resp.
ces deux faisceaux). Par passage au quotient a partir de la loi de composition
des applications diagonales, on obtient une loi qui, a Fe 2% et Ge 2}, avec
b = f(a), associe GF ¢ 2¢ (bien entendu, dans chaque fibre, cette loi coincide
avec celle définie plus haut sur 2%). Nous noterons Z* le sous-faisceau des
éléments inversibles de 2%; c’est encore un groupoide. Une section F de 2%
est donc une section de 2* si et seulement si elle est étale (i.e., localement in-
versible), ou encore si f° est étale.

Soit Aut(X) le faisceau des germes d’applications étales X — X; a
f e Aut (X), on associe le germe d’application diagonale: (x, x") — (f(x), f(x')),
dont la partie principale d’ordre k sera notée j*f: moyennant I’identification
faite ci-dessus cette application coincide avec 1’application “jet d’ordre k de f”
usuelle. Pour k = 0, on obtient un isomorphisme j°: Aut (X) — 2°; dans la
suite, nous identifierons ces deux faisceaux [de méme que nous avons identifié
T et JAI)].

Notons enfin que JHT) peut étre considéré comme 1’algebre de Lie de 2*;
de méme que J est “I’algebre de Lie” de Aut(X); de fagon plus précise, on
a les propriétés suivantes:

a) Soit F, une famille & un paramétre de section de 2*, dépendant différen-
tiablement de ¢, avec F, = id; en relevant la situation a X? on définit de
maniere évidente

(d/dDF,|,_ye [(X, J*T)) .

b) Soit £e I'(X,J¥(J)); en relevant £ en un champ diagonal sur X?, on
définit, pour tout ouvert U C C X ettout? e R voisinde 0, exp (¢€) [y ¢ I'(U, 2%).
Les formules usuelles sur I’exponentielle des champs de vecteurs sont encore
vraies, puisque tout est défini par passage au quotient a partir de la situation
usuelle sur X?; enfin, de la définition de j* résulte que, pour £e['(X,T), on
a, pour U CC X et ¢ voisin de 0

(CHY) JEexp (18) |y = exp (tJ*) |y .

(Dans la suite, par abus de notation, nous omettrons d’indiquer I’ouvert U). En
employant le langage géométrique utilisé précédemment, on peut donc dire que
J* (resp. J#(I)) est le faisceau des automorphismes locaux (resp. infinitésimaux)
pr,-projetables de 4®.

Prenons k > 0, et soit F e 2 = lim_, 2*; théoréme (3.6) améne & poser

5.2) DF =F ' w) —o.
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En effectuant le calcul en coordonnées locales, (aprés avoir relevé F en une
application diagonale) on trouve

(5.3) DF = dx(3f/6x)(af |ax’) '3 ox’

on a donc 9F € 7 * ®J(J); par passage au quotient, on trouve que & définit
encore une application &: 2**! — 7 * Q) J¥(7") (Nous écrirons encore par abus
de notation, pour F e 2**': 9F = F~(w) — w). De plus, 9F = 0 équivaut a
dF [ox = 0, ou encore a F = j~k“(f°).

De [w,w] =0, on tire [F~(w), F-'(w)] = 0, ou, d’aprés (3.6) et (5.2)
“I’équation de structure” (pour k > 1; pour k = 0, cette équation est vide).

5.9 9.F = DYF + §[9F,9F] =0 .
Déf

En passant aux germes, on obtient le “complexe non-linéaire de Spencer”
(1 ere forme)

ik+
(5.5 Aut(X) s g 2, gr@ T By LT QIFNT)

et ce complexe est exact en Z%*!. Le méme complexe peut aussi étre obtenu
en posant 9F = y — F~!(y) et en utilisant (3.7) au lieu de (3.6) (on vérifie
aisément, par exemple en utilisant ’expression de y en coordonnées locales,
que les deux définitions de 2F coincident; nous laissons cette question au
lecteur). La théorie de 1’équivalence peut en principe étre faite avec ce com-
plexe (cf. [15], [21]). Cependant, pour passer aux complexes ‘“sophistiqués”,
(cf. § 7), il est préférable de travailler plutdt avec les formules (3.10), ce que
nous allons faire maintenant.

Soit F e 2%+'; alors F~! opére de maniére évident sur JHT), et par con-
séquent, sur ATE(T)* ® J¥(T); considérant alors la classe de ¥ dans ce dernier
espace, classe que nous noterons encore y, nOus Poserons:

(5.6) IF = 3 — F'(3) .

Désignant, comme au § 3, par J le projecteur J(7) — J(J) parallélement aux
vecteurs horizontaux, en vertu de la formule #/(3) = ¥ — id, on a la formule
suivante, analogue “fini” de (3.11):

6.7 i"(9F) = v — F'(9) .

Cette application est  valeurs dans J*(J), puisque cet espace est évidem-
ment stable par F~'; d’autre part elle s’annule sur J*(); par suite, on a

GF e I(T)*QJ(T) .

II est facile de trouver la relation qui existe entre 9F et 9F; en effet, en
restreignant 1’application (5.7) a J(7), on trouve
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(5.8) V(DF) |y = v — F07Y)

D’autre part, un calcul analogue avec y au lieu de y donne la relation

5.9) "(DF) |5k = F7'0) — v .

Par conséquent, I’application ™' — #(ZF): J¥(J) — J¥J) a pour inverse

I’application v 4 i’(2F); on en déduit d’abord que IF = 0 équivaut a IF =
0, donc & F = j*+(fY). On en déduit ensuite ’expression de ZF en coordon-
nées locales.

En effet, pour &= a(x,x)d/ox’ + a(x,x)d/dx e J¥(T), posons 7 =
b(x, x)a/ox" = v&€ + €A QF; d’apres (5.3), on a

b(x, x") = a(x, x’) + a(x, x)(@f /ax)(@f [ox")~" ,
d’ou

b(x, x) = a(x, ) + @f0x)(3f [ox")~"(x, x)]

= a(x, x)(df*| dx)(@f |ox") " '(x, x)
(parce que (3f/0x)(x, x) + (3f/ox)(x, x) = df*/dx). D’ou finalement
a(x, x’) = b(x,x’) — b(x, x)M(x,x’) ,
avec
M(x, x") = (3f /ox")(x, x)(df* | dx)~*(9f | 9x)(3f [ 0x") !

et, par conséquent
(5.10) IF = dx Q@ [M(x, x)d/ax" + M(x, x)d/ox] .

Cette formule m’avait été donnée par C. Buttin dans un état antérieur de la
théorie. Finalement, de [3, 7] = O et de théoréme (3.10), on tire “I’équa-
tion de structure” (2e forme)

(5.11) DYF — ir,_[9F,9F] =0

(on écrit ici n;,_, pour id ® 7 _,).
D’olt une deuxieme forme du “complexe non-linéaire” de Spencer

(5.12)  Aut@) L5 7 D, gy @ Fua) B 21T @ TN

avec 9.u = Du — ir;_,[u, u]; ce complexe est encore exact on J**!,
Remarque (5.13) (Analogue de remarque (3.13)). Pour a e A7 *, posons
@ =v*"'aq et AdF (@) = v*F (). Pour calculer AdF~'(a), notons qu’il
coincide avec F~'(«) pour « de degré O, et que d’autre part Ad F~! commute
au produit extériur. Il suffit donc de faire le calcul pour deger = 1; on a alors:
a=3Aa dou Fl @) =F'@ AF'(@=3A~AF' () —9F A F'(a)
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d’aprés (5.6). En posant 2'F = (v* ® id)ZF, on obtient finalement, pour «
de degré 1:

AdFYa) = F (o) — 2FAF ()

(comparer avec [24],[25] ou cette formule est prise comme définition de
AdFY).

Pour terminer ce paragraphe, introduisons les analogues “finis” des notions
considérées a la fin du § 4. Considérons une application F: X* — X® qui pos-
sede les propriétés suivantes:

i) F laisse stable pr;'(4);

ii) F est pr,-projetable, et pr,,(F) est diagonale.

Autrement dit: F peut s’écrire y”’ = f(x,x’,x"); ¥ = f(x,x',x); y =
f(x, x, x), f étant une application X* — X telle que, pour tout x ¢ X, le germe
en x de ’application x’ — y’ soit inversible.

Nous dirons que F est bidiagonale si outre i) et ii), elle posséde la propriété
suivante:

iii) Pour tout x € X, le germe en (x,x) de ’application (x’, x”) — (/,y")
est inversible. (D’apres le théoréme des fonctions implicites, il revient au méme
de supposer que le germe en x de ’application y” +— f(x, x, x”’) est inversible).

On dira que deux applications bidiagonales ont méme partie principale
d’ordre (I, k) si, en coordonnées locales, leurs composantes coincident modulo
F Lkt on définit ainsi le faisceau 2% des germes de parties principales
d’ordre (I, k) d’applications bidiagonales; il s’identifie au faisceau des sections
(pour la fibration “source”) du fibré 2%* des jets d’ordre I de sections étales
de 2% (i.e., de sections de 2*); muni de la loi de composition des jets, Q%) est
un groupoide. On désigne enfin par 24* le sous-faisceau des section étales de
2k je., des sections F telles que x — f(x, x, x) soit étale; c’est encore un
groupoide, et J©¥(J") peut étre considéré comme son “algébre de Lie” dans
le méme sens que J(T) est Ialgébre de Lie de 2* (nous laissons les détails
au lecteur). Les applications ji: 2% — G0 et 312 J+t — L se définissent
ainsi: si F est une application diagonale définie par y’ = f(x, x), y = f(x, x),
JUF est défini par y” = f(x',x"); ¥ = f(x',x); y = f(x,x) et A'F est défini
par y/ = f(x, x"); ¥ = f(x', x'); y = f(x, x) et A'F est défini par y”" = f(x, x");

Y = f(x,x); y = f(x, x). De la résultent les propriétés suivantes:
(5.14)  j* est un homomorphisme de groupoides.

At est un homomorphisme de groupoides; de plus i* est défini “fibre
(5.15)  par fibre”, donc définit un homomorphisme de groupoides Q**! —
Q®® que nous noterons A'.

(5.16)  j'et A commutent & I’exponentielle des champs de vecteurs.
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