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26. Deux résultats sur les suites limite-périodiques

Par Jean Loup MAUCLAIRE
The Institute for Statistical Mathematics, Tokyo

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., March 12, 1987)

ler Probléme. Un résultat de Radoux ([2]) dit que, si f est continue
sur [0, 1], et si ¢ est 'indicateur d’Euler, on a
. 1 & [k _6(
Jim 2 32 7(5 Jetor= % [Luraadu.
Récemment, Hlawka a repris la question et étendu ce résultat & la classe
des fonctions intégrables sur [0, 1] au sens de Riemann ([1]). Cependant,
il ne semble pas que l’on ait souligné le fait qu’un résultat de ce genre
reléve essentiellement de I’indépendance statistique. En effet, on a:
v 2/ ()= & (5 (%) <5
— P Vo) =~ ol )
v =/ \§ )= 2 5 \§) %
et le passage a la limite donne

Or

No+w N #ZV N o

ce qui montre bien qu’il s’agit de I’indépendance statistique entre fonctions
intégrables sur [0, 1] au sens de Riemann et suites limite-périodiques (¢(k)/k
est en effet un exemple bien connu d’une telle suite), i.e.: fonctions inté-
grables sur le groupe compact G produit de tous les entiers p-adiques muni
de sa mesure de Haar normalisée dm. Par conséquent, on va donner un
résultat général en s’appuyant sur ’argumentation ci-dessus présentée.

Théoréeme. Si f est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1], si a(n)
est une suite limite-périodique au sens de Besicoviteh pour un exposant >1,
alors :

lim L f(%)a(n):(lim 15 f(%))x(lim 15 a(n))

Noto N nsi Noto N nsiv No+o N n<k

=(J,roa)x(] Aam),

o A est un élément de L(G, dm) associé & a(n). (Voir [4] pour les détails
relatifs a cette association.)
Preuwve du Théoréme. On pose

r=r-|.rwat,
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et on démontre le théoréme pour le couple (f’, a). Pour cela, on approche
1

J’ par des ‘‘sommes de Fejer’’ S,, telles que: J IS, — f'®)|dt<y, et on
0

choisit une suite d’entiers N, telle que N, : divige N.. si ¢e<¢/, et pour tout
P premier, la valuation p-adique de N, tend vers + oo quand ¢ tend vers 0.
Dans ce cas, on sait que

lim lim N- Z |P(n)—a(n)|=0

-0 N-o+o
A h 2tz (h/Q)n
P(m=3 3 a(L)ewonr,
qINg (hyq)=1 q
d(-g-) dénotant le (h/g)-iéme ‘‘coefficient de Fourier de a (voir [4], page 30).
On écrit alors que, pour N donné, on a:
a(m)f'( 1) =@ —P.c) 73 )+ P (7 (%) -S (2))+P.ws,(2),
d’olr:

a7 (%)= P.w)s, (%) |<lam) — P | X1 7+ Pol-x| (%) =S, ()

’

et par conséquent,
jim L 5

No+ow N nZn

wnr(3)-rios (3)

y |
< (171 lim L 53 P, —a@]) +I1P.]..x7,
lim — Z

Notw N AN f/( ) (%)“’:J‘:lf/—s,,lgﬂ.

On fait alors tendre » vers 0, ce qui supprime le deuxi€me terme du deu-
xiéme membre, puis ¢ vers 0; on calcule done, pour vérifier le résultat,

L g rms(2)

car

que I’on écrit:

% 7§N (q%:v Py 1(:?,(.]}_)62“(};/(1)") < (2; s"”(v)eztn(y/zv)n>
= Z Z Z S (l))a( )X% Z ezt”(h/Qﬂa/N)n.

q|Ng (hy)=1 » n<N
(i) Si(/N+h/q) ¢ Z, g>1, alors, le module de la somme est égal &
1—exp 2iz(h/N _ 0 N
T—exp 2ix(h/g+v/N) 2" =0
car |v| est borné. Par conséquent, dans ce cas,

lim _]_~_ Z: euz(h/qn/N)n___O’
No+oo n<N

car ¢>1 décrit un ensemble fini, puisque ¢ divise N..
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(i) Si /N+h/q) e Z, et ¢>1, alors, comme 0<(h/q)<1 et |v| est
borné, des que N est assez grand, on a:
@/N+h/9)=0
ou
W/N+h/@)=1
ie.:
W|/N=h/q ou yv/N=(q—h)/q.
Comme (&, ¢)=1, on voit que I'on a N=mq, v=0 mod m, et par conséquent,
comme q est borné tandis que N ne I’est pas, on voit que m—+ oo, done
v—-+oo, Mais v est borné. Par conséquent, dans ce cas, si ¢>>1, on a
enceore
1 1 2ix(h/q+v/N)n ___
I}_I}Pw_ngve (h/q+y/N) _0
Si ¢g=1, alors (v/N) ¢ Z dés que N est assez grand. Dans ce cas, on a
N
nZ=:1 e/ — ()
De ceci on déduit que:
lim = 52 P.n)S,(2)=0
Notrw N a1 € 7 N ’
ce qui suffit pour conclure.
2éme Probléme. Il s’agit d’une question de W. Schwarz. (Voir [3].)
On sait que: si f(n) est une fonction multiplicative B*-presque-périodique,
elle a une série de Fourier

A) T ae).

a,(f) est appelé ‘‘coefficient de Ramanujan’’ de f, les ¢ (n) sont.les ‘‘som-
mes de Ramanujan’’. Voici le probleme :
En faisant appel & un théoréme de Kronecker de la théorie des fonc-
tions de variable complexe, on peut montrer que:
Si une infinité de coefficients a, sont non-nuls, alors les déterminants
de Hankel
O f@ - m

S@) f+1)---f2n)
sont non-nuls pour une infinité de .

La question posée, c’est de donner une démonstration élémentaire de
ce résultat.

On va donc répondre a cette question, dans un cas d’ailleurs plus
général.

Soit f une suite limite-périodique au sens de Besicovitch pour un ex-
posant >1, dont la série de Fourier est de la forme (A). Supposons que
H,=0 dés que n>N,. Alors, il existe k, un entier positif, tel que les dé-
terminants de Sylvester
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Jm) - f(n+k)
S (m)=Dét | -
Sn+k)- - f(n+2k)
sont identiquement nuls, pour n>N,, k ne dépendant pas de n. (C’est un
fait élémentaire et bien connu; voir, par exemple [5], page 28.) De ceci,
on déduit qu’il existe des nombres complexes t,, t,, - - -, £;, non tous nuls, tels
que

f t,f(n+7)=0, pour tout n>N,.
=0

Mais la suite nwi t,f(n+7) est B-presque périodique, et sa série de Fourier
est donnée par M
:zjl a(f)X 3 llexp2in(h/am)x ]fo t, exp 2ix(h/ Q).
On en déduit que pour tout q, on a:
a,(f) % ;ﬁ t, exp 2in(h/Qj=0,  (h, @=1.
Si a,(f) est non-nul pour une infinité de ¢, alors, I’ensemble des rationnels
(h/q@), ou (h,@)=1, 0<h<gq, a,(f)+#0, est dense dans [0, 1], et par consé-
quent, la fonction
xr—»é} t; exp 2injx

est identiquement nulle, et done, tous les ¢, sont nuls, ce qui contredit la
prémisse.
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