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26. Deux rsultats sur les suites limite.priodiques

Par Jean Loup MAUCLAIRE
The Institute for Statistical Mathematics, Tokyo

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., March 12, 1987)

ler Probleme. Un rsultat de Radoux ([2]) dit que, si f est continue
sur [0, 1], et si o est l’indicateur d’Euler, on a

lim
N f o(k)= 6 uf(u)du.

N-+ /c=l

Rcemment, Hlawka a repris la question et tendu ce rsultat la classe
des fonctions intgrables sur [0, 1] au sens de Riemann ([1]). Cependant,
il ne semble pas que l’on ait soulign le fair qu’un rsultat de ce genre
relive essentiellement de l’indpendance statistique. En effet, on a"

N =, =, f
et le passage la limite donne

I:uf(u)du.
Or

uf(u)du,

lim --1 , (n)_6
+ N n ’ce qui montre bien qu’il s’agit de l’indpendnce sttistique entre onetions

intgrbles sur [0, 1] au sens de Riemnn et suites limit-priodiques ((k)/k
est en effet un exemple bien connu d’une telle suite), i.e." onetions in-
grbles sur le groupe compact G produit de tous les entiers p-adiques muni
de s mesure de Haar normalise din. Par consequent, on va donner un
rsultat gnral en s’appuyant sur l’argumentation ci-dessus presence.

Theoreme. Si f est intggrable au sens de Riemann sur [0, 1], si a(n)
est une suite limite-pgriodique au sens de Besicovito pour un exposant 1,
alors

+ Nnf a(n)=( lim 1 n (lim 1

o A est un glgment de (G, din) associg a(n). (Voir [4] pour les dgtails

relatifs cette association.)
Preuve du Thgorme. On pose
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et on dmontre le thorme pour le couple (f’, a). Pour cela, on approche

f’ par des "sommes de Fejer" S, telles que" .I’olS(t)-f’(t)idt, et on

choisit une suite d’entiers N telle que N divise N, si _’, et pour tout
p premier, la valuation p-adique de N tend vers -t-oo quand tend vers 0.
Duns ce cas, on suit que

lim lim 1 ]p(n)_ a(n)[ 0
-.o N-./ N nN

off

P(n)--, ,=1(-)e(/)’

(-) dnotant le (h/q)-ime "coefficient de Fourier de a (voir [4], page 30).

0n crit alors que, pour N donn, on a"

d’oh"

S nla(n)f’()--P,(n)S() <[a(n)-P,(n)]xllf’l] +IIP ,lx f’()- ()
et par eons6quent,

car

lim 1 (-)(--)
On fail: alors tendre 2 vers O, ee qui sub,rime le deuxigme erme du deu-
xime membre, puis e vers 0; on calcule donc, pour vrifier le rsultat,

N
que l’on crit"

qlN, (hq)=l nKN

(i) Si (/N+h/q)e Z, q>l, alors, le module de la somme est gal
1--exp 2i=(h/q)N -O(q), N+,

1--exp 2i=(h/q+/N)
car I] est borne. Par consequent, duns ce cas,

lim --1 et,(h/q+/)n__O
’-

ear q1 derit un ensemble fini, puisque q divise N.
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(ii) Si (,/N+h/q)eZ, et ql, alors, comme O.(h/q)l et I,] est
borne, ds que Nest assez grand, on a"

(,/Y+h/q)=O
OU

(,/N+h/q)=-I

I,l/N--h/q ou ,/N=(q--h)/q.
Comme (h, q)= 1, on voit que l’on a N=mq, ----0 mod m, et par consequent,
comme q est born tandis que N ne l’est pas, on voit que m-+ c, donc
,-9. Mais , est borne. Par consequent, dans ce cas, si ql, on a
encere

lim 1 e(/q+/)_O

Si q= 1, alors (,/N) Z ds que N est assez grand. Dans ce cas, on a

e(/)=0.
n=l

De ceci on dduit que"

lim 1 (-)P(n)S, =0,

ce qui suffit pour conclure.
2eme Probleme. I1 s’agit d’une question de W. Schwarz. (Voir [3].)

On sait que: si f(n) est une onction multiplicative B-presque-p4riodique,
elle a une srie de Fourier
(A) E aq(f)cq(n).

qGN*

a(f) est appel "coefficient de Ramanujan" de f, les c(n) sont les "som-
mes de Ramanujan". Vici le problme"

En 2aisant appel un thorme de Kronecker de 1 thorie des onc-
tions de variable complexe, on peut montrer que"

Si une infinit de cefficients a sont nn-nuls, alors les dterminants
de Hankel

H

f(l)

f(;)

f(2) ...f(n)
f(3) f(n+ 1)

f(n+ 1) f(n)
sont non-nuls pour une infinit de n.

La question pose, c’est de dnner une dmonstration lmentaire de
ce rsultat.

On va donc rpondre cette question, dans un cas d’ailleurs plus
gnral.

Soit f une suite limite-pridique au sens de Besicovitch pour un ex-
posant _1, dont la srie de Fourier est de la orme (A). Supposons que
H=0 ds que nNo. Alors, il existe k, un entier positi2, tel que les d-
terminants de Sylvester
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f(n) f(n+ k) 1S(n)=Dt
[f(t +/c) (n/2k)

sont identiquement nuls, pour n>_No, k ne dpendant pas de n. (C’est un
ait lmentaire et bien cnnu; vir, par exemple [5], page 28.) De ceci,
on dduit qu’il existe des nombres cmplexes to, t, ., ,t, non tous nuls, tels
que

tf(n+])=O, pu.r tout n>_No.
j=O

Mais la suiten tf(n+ ]) est B-presque priodique, et sa srie de Fourier
j=O

est donne par

], a(f) ], [(exp 2i(h/ q)n) , t exp 2i(h/ q)j].
q=l (h,q) =1 j=O

On en dduit que pur tut q, n a"
k

a(f) , t exp 2i=(h/q)]-- 0, (h, q)--- 1.
j=O

Si a(f) est nn-nul pour une infinit de q, alrs, l’ensemble des rationnels

(h/q), o?a (h, q)--l, O<h<q, a(f)O, est dense dans [0, 1], et par conse-
quent, la onctin

kx t exp 2i]x
j=O

est identiquement nulle, et dnc, tous les t sont nuls, ce qui cntredit la
prmisse.
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