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9. Suites limite-périodiques et théorie des nombres. VII

Par J.-L.. MAUCLAIRE
C.N.R.S. et Université Waseda

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., Jan. 12, 1983)

Une fonction additive est une application f : N*—C telle que f(mn)
=fm)+ f(n) si (m, n)=1.

On dit qu’une fonction additive réelle f admet une distribution
asymptotique ¢, §’il existe une fonction de distribution o, telle que, en
tout point de continuité « de g,, on ait:

lim -1 T 1=0,@).

N— -+ ng
Sfn)<z

On se propose ici d’établir le résultat suivant :

Théoreme. Soit f une fonction additive réelle admettant une
distribution asymptotique o,. Alors, en tout point de continuité x de
o;, la suite I,(n) définie par

I.(n)=1 si fm)<ax
0 sinon
est limite-périodique et sa série de Fourier me comporte que des
“sommes de Ramanujon” usuelles.
Preuve. Soit # un point de continuité de ¢, On pose:
Jy(n)= pBZ/m JF®@?),

pB<y

Srm)= pZmI S(®).

Py

On définit I, ,(n) par:
L,m=1 sifm<z
0 sinon.

Comme f,(n) est périodique et que sa série de Fourier ne comporte
que des “sommes de Ramanujan” usuelles, pour établir le théoreme,
il suffira de démontrer que:

lim limsup -~ 37 |1, ,(n) —I,(n)|=O0.
N n<N

y—+oo N-o+oo

1. On établit d’abord :
(1) Pour e>0 fixé, limlimsup-- 3  1=0.

Y-+ N-+o n<N
| fy(n)=F(n)i>e
En effet, on a
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|10 = S| 73 = 0|+ (,0) = 7o) — (7 ) — 7*(a)|
<P =)+ 3 7@~ @)l

D’aprés un résultat d’Erdos ([1]), on a
@ lim limsup L= 37 1=0.

Yy—+0o N-o+o n<N
[ fy*¥(n) = f*(n)1>e/2
D’autre part, on a la suite d’inclusions

{nll(fy(n)—f(n))—(f;“(n)—f*(n))]>—;—} c {ni @) —F @) > i}
5% 2
v=>2

C{nlp};/lnlf(p”) —f(®)|>0}C{nfp premier, >y, p*|n}=A4,.

B2y
Comme
picy i<y [N 5 [F]
gggy p>~’zTZ,S|j:’ p>Yy L P Yy <p<VNL D
<NX 23 —+O(~/N)<N>< 1 Lowm,
Yr<p D N/

en utilisant cette majoration et («), on obtient (1), puisque I’on a

sy —ra>ac({nlrsm—remi> <)
* _ &€
U {nllrom—s,m)— (e O]

2. Soit alors
E.={neN*||f,(n)—f(n)|>¢}
F.={ne N*||f,(n)—fw)|<e}.
Par (1), la densité supérieure d,(c) de E, tend vers 0 quand y tend vers
+ o0,
On écrit alors que
hmsupWZ \I,,,(m)—1,(m))<d, (e)—}-hmsup— Z |1,,,(m)—1,(n)|.

Mais on a ner
{neF L, ,(m)—I,m)+0}C(n|f(n)>z, x—e< f,(n)<ax}
Unlfm<z, 2< f,(n)<zx+e)),
d’ou
hmsupW Z |, (n)—1.(n)|<(o,,(®)—0,,(x—e)+ (o, (x+e)—0,, ()

No+oo
nch

So'/,,(x +¢) _O'fy(x —e),
a,, dénotant la distribution asymptotique de f,.
Comme « est un point de continuité, pour ¢ assez petit, on a ([2])

limo, (x+e)=0/(x+e¢)
Yoo

lime, (x—e)=0,(x—e¢),
Y-+
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d’ol1 le résultat en faisant tendre ¢ vers 0.

Remarque. Le résultat ici donné provient essentiellement du
fait que si I’on reprend les notations de la note I de méme titre ([4])
on a “f additive réelle admet une distribution asymptotique si et
seulement si la suite de fonctions f, : E—R définie presque partout par
Fo@®)=>,<, f(@"") converge pour presque tout ¢ vers une fonction
f(¢t) (évidemment mesurable sur E), quand y tend vers +o.”

Ce dernier résultat peut s’obtenir & partir du “Théoréme des trois
séries” de Kolmogorov (voir [3]).
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