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VII

Une fonction additive est une application f" N*C telle que f(mn)
f(m)+f(n) si (m, n)-- 1.

On dit qu’une fonction additive relle f admet une distribution
asymptotique a s’il existe une fonction de distribution a telle que, en
tout point de continuit x de a, on air"

lim 1 1-a(x).
N+ N nN

On se propose ici d’tablir le rsultat suivant"

Theoreme. Soit f une fonction additive rgelle admettant une
distribution asymptotique a. Alors, en tout point de continuit x de

a, la suite Ix(n) ddfinie par

I(n) 1 si f(n)<x
0 sinon

est limite-pgriodique et sa sgrie de Fourier ne comporte que des
"sommes de Ramanu]an" usuelles.

Preuve. Soit x un point de continuit de . On pose"

fv(n)-- E f(pB),
pB//n
pBKY

f*(n)-- , f(p),
p/n

f*(n)-- f(p).
p/n
pKy

On dfinit I,(n) par"

Ix,(n) 1 si fv(n) x
0 sinon.

Comme f(n) est p4riodique et que sa srie de Fourier ne comporte
que des, "sommes de Ramanujan" usuelles, pour tablir le thorme,
il suffira de dmontrer que"

lira limsup 1 ] ii,(n)_i(n)l=O.
y-.+oo 2V-+oo nN

1o On tablit d’abord"

( 1 ) Pour e> 0 fix, lim limsup1 1=O.

En effet, on a
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f(n) f(n) l<_lf* f*(n) l+l(f(n) f(n)) (f* (n) f*(n))
<_lf*(n)--f*(n) I-4- , [f(P)--f(P)l.

Plln
p>y
22

D’aprs un rsultat d’ErdSs ([1]), on a

() lim limsup .1 1=0.
y--, + N-, 1[ <N

fy*(n) f*(n) >/2
D’autre part,, on a la suite d’inclusions

nfl(f(n)-- f(n))--(f*(n)--f*(n))]>- c nl , lf(p)--f(p)l> s

p’lln
py
22

{nl [f(Pg--f(P)]>O}{n]P premier, p>/, pIn}=A.
plln
py

Comme

en utilisant cet.te majoration et (a), on obtient (1), puisque l’on a

{nllf(n)-f(n)]}(nllf*(n)-f*(n)l--
\t.

t2 {n]]f(n,--f(n,,--(f*(n,--f*(n,,]> -}).
2. Soit alors

E,={n e N*llfv(n)-f(n)l_e}
F,={n e

Par (1), la densit suprieure () de E, tend vers 0 quand y tend vers
+oo.

On crit alo.rs que

limsup 1 ii v(n)-Ix(n)l<(D+limsup 1 [Ix (n)-Ix(n)l.
nF

Mais on a
{n e FlI,(n)-Ix(n)4=O}c({nlf(n)>_x, x-gf(n)<x}

[3 {nlf(n)<x, xgfv(n)<x+}),
d’o,h

lirns+up__nN1, Iix,(n)_Ix(n)l<(az(x)_azy(x_e))+(az(x+e)_azy(x))_
nFa

<_a(x+)-a(x-),
a dnotant la distribution asymptotique de f.

Comme x est un point de continuitY, pour assez petit, on a ([2])
lira a(x+) a(x+ e)

lira a(x-e)=a(x-),
y-+
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d’ofi le rsultat en faisant tendre vers 0.
Remarque. Le rsultat ici donn pro,vient essentiellement du

fair que si l’on reprend les notations de la note I de mme titre ([4])
on a "f additive relle admet une distribution asymptotique si et
seulement si la. suite de fonctionsf ER dfinie presque partout par
f(t)=f(p’’) converge po,ur presque to,ut t vers une fonction
f(t) (videmment mesurable sur E), quand y tend vers + c."

Ce dernier rsultat peut s’obtenir partir du "Thorme des trois
sries" de Kolmogorov (voir [3]).
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