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151. Ueber einen Differentialoperator in der
Algebra der komplexen 4.Matrizen

Von Josef WEIER
(Comm. by Kinjir6 KUNUGI, M. $.A., Sept. 12, 1968)

Sei z der unten erklirte Kiihlersche Differentialoperator. Sei
(yx, ..., ) ein Quadrupel von Diracmatrizen. Wie ]ommutieren die
mi dem Khlerschen Differen$ialopera$or"

Mit dieser Frage befasst sich diese Arbeit. Es wird gezeigt, dass bei
passender Wahl der Diracquadrupels gilt"

(y-y)s
eA div s + div(eA s)-- rot(e, s) ffir 1, 2,

=ie_xAdiv s+i div(e_As)+i rot(e_.s) far -3, 4.
Dabei bezeichnet C den komplexen 2-Raum, es ist e ffir ]=1, 2 der
Vektor (, 6) aus C, und s ist eine komplexe 2-Form fiber C.

Sei V der yon den Tensoren 1, e, e, und exAe aufgespannte
4-dimensionale lineare Raum fiber den komplexen Zahlen. Dann
kann man offenbar annehmen, wie es unten geschieht, dass die 7
Selbstabbildungen von V sind. Ffir jedes Elements w aus V sei

(w) eAw + e. w, ()-eA + e. w,
(w)=i(eAw--e.w), (w)=i(eAw--e.w).

Wie man sich leicht fiberlegt, gilt +fl=28. Man Kann. also
die 7 durch die realisieren.

Es bezeichne E den rellen n-Zahlenraum. In einem gradlinigen
koordinatensysteme von E sei $=$,..dxaA A dx eine Differen-
tialform fiber En. Mit

dg=(3$,..)dxA Adx
kann man das Differential d$ von auch als d$=dxAd schreiben.
Mit dem im ersten Abschnitt erklrten Cliffordprodukt V bestimmt
dann

=dx Vd$
den Khlerschen Differentialoperator . In [1] und [2] ist dieser
Operator far Aggregate erklrt, die wesentlich allgemeiner als Differ-

entialformen sind. Ersetzt man E durch C, so nder sich an den
vorstehen den Erklrungen nichts wesentlich. Im Literaturverzeich-
his ist noch eine Arbeit yon Uhlmann angegeben, die sich methodisch
mit den folgenden Untersuchungen berfihrt.

1. Das Cliffordprodukt schiefsymmetrischer Tensoren. Sei e



682 J. WEIER [Vol. 44,

der kontravariante Vektor (}, ..., ) in En. Wie iiblich bezeichnet
e(R) (R)e den kontravarianten Tensor, dessen (a, ..., a)-Kompo-
nente gleich :... ist. Es ist
( 1 ) eA... A er--,...r,
eine mSgliche Definitionsgleichung fir eA. Ae.

Zur Definition des Skalarproduktes von Tensoren sei zunchst
( 2 ) e,. (e ... e)--,e,... e.
Dann ist

e. (eA. A er)-- eA. A er.
In der Tat, die linke Seite ist gleich

(a r ..
"...ra e er.

Kommt unter den 2 nicht vor, so ist
e,.(eA... A e)- 0.

Ist Z--2, so ist
( 3 ) e. (e,A... A e,)-- (--1)-eA A... A e.

Zur Definition des mit bezeichneten Cliffordproduktes setzen
wit zunchst
( 4 ) e... e eA.. A e,
alls die 2 paarweis verschieden sind. Sind die 2 nicht paarweis
verschieden, so entferne man aus e...e zunchst die Paare
gleicher e’s mit Hilfe der Vertauschungsrelation
( 5 ) e e + e e-2
Ist ein nullstufiger Tensor, so setzen wit
( 6 ) e=et=te.

Zu der dutch (4) bis (6) bestimmten Definition des Cliffordpro-
duktes ist die durch (7) bis (9) bestimmte quivalent. Zunchst ist
(7) et=eAt+e.t,
wobei eine Stufenzahl 21 habe. Bei paarweis verschiedenen 2 ist
hierauf
( 8 ) (eA... A e)
Da t=et bereits dutch (7) definiert ist, genfigt es, den Ausdruck
(e,A... Ae_)t zu erklren. Nach (8) ist

(eA. A e_
Dabei ist wieder t_=e_t wegen (7) definiert. So ortfahrend
gelangt man zu et. Die Gleichung (9) mSge mit (6)fibereinstim-
men.

Aus (4) bis (6) ergibt sich (7) wie folgt. Man kann

annehmen. Kommt erstens ] unter den nicht vor, so ist e.t=0
und also (7) nach (4) richtig. Wenn zweitens ]=, so ist
und
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e.t=(--1)"- e,A... A...
daher (7) nach (4) und (5) gleichfalls richtig.

Beweis von (8). Da die 2 paarweis verschieden, ist

eA A er-- e,V V e.
Ist $=e,A... A e, mit paarweis verschiedenen , so ist

t- e,M M e,,,
also

(eA. A e)M t (eM.. M e)M (e,M... M e,).
Aus (4) bis (6) folgt leicht die Assoziativitt des Cliffordproduktes.
Au der rechten Seite der letzten Gleichung darf man also die Klam-
mern versetzen

(eA A e)Vt-(eV Ve_)V(eV(eV V e,))
(eA. A er_)V(%V t),

wie behauptet.
2. Der Khlersche Differentialoperator. Wie oben sei e der

kontravariante Vektor (, ..., ) im reellen n-Zahlenraume E. Es
bezeichne e=dx den kovarianten Vektor (fi[, ..., fi) in E. Ist dann
$=t,..rdXA Adx eine r-Form fiber E, so ist dt=dxAdt mit
( 1 ) d-(...)dx A... A dx.
Abkfirzend ist 3=3/3x gesetzt. Mit
( 2 ) At dx Vdt
ist hierauf A der Khlersche Differentialoperator ffir Differential-
ormen. Bemerkt sei nochmals, dass der Khlersche Differentialope-
rator ffir viel allgemeinere Aggregate als Differentialformen erklrt
ist.

Wie oben gezeigt, ist (V)- (A) + (.), also
dx Vdt- dx Adt+ dx dt

rot t+ dx dt.
Zum Beweis von A= rot+ div genfigt es also zu zeigen, dass (3) gilt

Mit der in (1) erklrten Bedeutung yon d ist
( 3 ) e dt- c div ,
wobei c ein durch r bestimmter Normierungsfaktor ist.

Beweis von (3). Dort wo im olgenden die Summenzeichen
ehlen, ist entgegen der sonstigen Konvention nich zu summieren.
Dann ist

E e" dt- E Ee" t...eA... A e.
Kommt erstens h unter den 2 nicht vor, so ist

e. (e’A. A e) 0.
Zweitens sei h-2. Dann ist

e 3t...eA. A e

t,.._.,..(--1)-eA A$A. A e

h 21...h...r 1 at-
-I
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=( 1)- Y, t,..... _e (R)... (R) e-
=(-1)-(3. _)e’@...@e’-

1 3..._ . _] e" @... @ e=(-1)-E
(r-)

(_1),_, 1

=(_1)_ 1
(r--1 !)

’’’’*-’e,A" A e*-.

In der letzten Summe darf fiber alle (r--1)-Tupel (I, ..., i,_) sum-
miert werden. Kommt nmlich hunter den i vor, so ist ,.._,h=0.
Mithin

Eel. dt=(_),-, (r 1 .)
(E at,.._,h)e,...Ae-’

woraus nach der fiblich Definition der Divergenz,
div t- Et,..._,e’A e-,,

die Behauptung folgt.. Zu Vertauschung des Khlerschen DiKerentialoperators mit
den Diracoperatoren. Wie in der Einleitung sei C der komplexe
2-Raum und e=(, }), erner V der yon den Tensoren 1, e, e, und

eAe aufgespannte lineare Raum. Seien ,..., die in der Ein-
leitung erklrten Operatoren, also
(1) ,(o)=eA+e., ()=i(eAo-e.) usw.
Dann ist ,+,=2,, wie im nchsten Abschnitt bewiesen wird.

Ist s eine komplexe 2-Form fiber C, so gilt
( 2 ) div (e. s)= e. div s.
Zum Beweis yon (2) seien s" die kontravarianten Komponenten yon

s, es seien v, die kovarianten Komponenten yon e. Sei "= vs".
Wegen v.={ ist dann T s, also

div T= E T= E .s"= (div s).
Andererseits ist T=e. s und (div s)=e, div s, woraus (2) folgt.

Fr v= 1, 2 ist
(3)
Es ist nimlich

wegen (2) also

woraus (3) folgt.
Ftir =3, 4 ist

(4)

div s-div/9.s= eA div s + div (eA s).

div s= e/ div s + e,. div s,
div fls div (eA s + e. s)

div (eA s) + div (e. s),

div fls- div (eA s) + e. div s,

, div s-div s-i[e_/ div s + div (e_/ s)].
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Mit/-9-2 ist ntlmlich
div s=i(e,/ div s- e,. div s)

div s div (ie/s ie,. s)
=i div (e,/ s)-i div (e,. s)
=i div (%/ s)-i[ +_ (rot e,). s / e,. div s]
=i div (e,/ s)-ie,, div s,

somit (3) richtig.
Fiir -1, 2 ist

5 ) rot s- rot fl s rot (e. s).
In der Tat, es ist

rot s- e/ rot s / e. rot s.
Da rot seine 3-Form und jede 3-Form fiber C verschwindet, ist/9 rot s

0. Ferner ist
rot (/9 s)- rot (e/ s + e. s)

rot (e/ s) / rot (e. s).
Da e/s eine 3-Form, ist wieder e/s-O, daher (5) richtig.

Fiir -3, 4 ist
( 6 ) rot a-rot s= i rot (e_. s).
Mit/- 2 ist nmlich

rot s i(e rot s e,. rot s) 0,
rot fls-i rot (e,/ s)-i rot (e,. s).

und e,/ s verschwindet, so dass (6) richtig.
Aus A-rot/ div und (3) bis (6) folgen die in der Einleitung ange-

ftihrten Formeln.
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