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106. Theorie der topologischen Verbande: Ein Versuch
zur Formalisierung der allgemeinen Topologie und
der Theorie der reellen Funktionen.

Von Hidetaka TERASAKA.
Mathematisches Institut, Kaiserliche Universitidt zu Osaka.
(Comm. by T. TAKAGI, M.LA., Dec. 13, 1937.)

Die Untersuchungen der allgemeinen Topologie mit der alge-
braischen Methode, die eine Fusion der Kuratowskischen Methode? der ab-
geschlossenen Hiille und der Verbiandenmethode von Fr. Klein, G. Birkhoff,
0. Ore, K. Menger, J. von Neumann u. a.? ist, die deshalb mit der Theorie
der topologischen Verbinde bezeichnet werden diirfte, fithrte mich zu-
nichst zur Aufdeckung enger formaler Analogie zwischen den reguliren
Mengen, die M. H. Stone® in seiner grundlegenden Arbeit behandelt
hat, und den Mengen von Bairescher Eigenschaft. Fiir die Menge?
X entsprechen sich niamlich X***® und X?*?, die bei Kuratowski
mit X'~ bzw. D(X) (bis auf U;”) identisch sind, so dass durch
(XeX9)»wr=(0 und (XP?X°)**?=0 (mod U;) regulire Menge bzw.
Menge von Bairescher Eigenschaft charakterisiert werden.” Durch
einen Erweiterungssatz oder einfacher direkt ldsst sich ferner zeigen,
dass das System aller reellen Funktionen Teilmenge eines topologischen
Verbandes ist, so dass viele, insbesondere Unstetigkeitsstellen betreffende
Sitze bloss als wortliche Ubersetzungen allgemeiner Formeln des Ver-
bandes betrachtet werden konnen. In dieser Note moéchte ich meine
Untersuchungen in den Hauptziigen auseinandersetzen in der Hoffnung,
die ganze Darstellung an anderer Stelle veroffentlichen zu konnen.

§1. Es seien X, Y, ...... Elemente eines gegebenen Systems ¥ von
der Beschaffenheit, dass fir jedes Paar von Elementen X, Ye X ein-
deutigerweise Elemente X+ Y (Summe) und XY (Produkt) erklirt sind,
und dass fiir jedes XeX Elemente X° (Komplement von X) und X*°
(abgeschlossene Hiille oder kiirzer Abschliessung von X) in ¥ eindeutig-
erweise zugeordnet werden. Die Summen, Produkte, Komplemente und

1) C. Kuratowski: Sur 'opération A de Panalysis situs, Fund. Math. III (1922),
und Topologie I (1933).

2) Fir die Literatur verweise ich den Leser auf den Bericht von G. Kothe: Die
Theorie der Verbédnde, ein neuer Versuch zur Grundlegung der Algebra und der pro-
jektiven Geometrie, Jahresber. D.M.V. Bd. 47 (1937).

3) M. H. Stone: Applications of the theory of Boolean rings to general topology,
Trans. Amer. Math. Soc., Vol. 41 (1937).

4) Da bei unserer Theorie kein Begriff von Punkten a priori in Betracht kommt,
so soll man statt Menge besser Element sagen. Diese Stellungnahme ist betont bei
O. Ore: On the foundation of abstract algebra. I, Ann. of Math. Vol. 36 (1935).

6) Ur bedeutet das grosste offene Element, welches von erster Kategorie ist, und
es gilt X¥°PP=(X)+XUs. Wir schreiben deshalb X?°??=D(X) (mod Ujy).

6) Indessen ist Herrn S. Kakutani gelungen, eine nicht ganz formale, aber all-
gemeinere Theorie zu entwickeln, die auch Masstheorie umfasst. Der Grundgedanke
beruht auf die Klassenteilung durch Ideale. Seine Mitteilung soll demniichst in dieser
Proceeding erscheinen.
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Abschliessungen sollen ferner die folgenden, offenbar nicht voneinander
unabhingigen, Axiome erfiillen:

S: X+Y=Y+X. P: XY=YX.

S:: (Y+YV)+Z=X+(Y+2). P,: (XY)Z=X(YZ).
S;: X+0=X (0=Nullelement). P,: X0=0.

D: X(Y+Z)=XY+XZ.

C: Xee=XD

C: XX°=0. XcX)?

C: (X+Y)y=XY, (XY)y=X°t+Y"

Ci: XY°=0, YX°=0->X=Y. XY, YcX-—>X=Y).
A: X“=X°

A,: XX%*=(. (X < X°).

Az: (X+Y)=X*+Y"

Das System X wollen wir topologischen Verband nennen.
Neben den bekannten Formeln

1) X+XY=X, XX+Y)=X
() YX+X)=Y,

hat man folgendes fundamentalen Lemma :®
(0) U=U* (U offen)— X*U < (XU)~

Beweis. XeUXU=XeU(XU)*=XYU*+ XU)*
=XH(U+ X)*=XX>*U<=0.
Man nennt das Element X nirgendsdicht, wenn X% =0, and re-
gulir offen,” wenn X=X%%, Bezeichnet man X% kiirzehalber mit

X*, so besteht wegen der bekannten Identitit von Kuratowski die
Formel

3) Xeor=XP,
Wir haben ferner
(4) XcY->XCY?,
(5) (XY) < X°Y°, (X+Y)yo>X+Y

Mit Hilfe von (U) beweist man dann leicht
(6) Xr=0—>(X+Y)=Y", (YX)y=Y", usw.

1) Die Bezeichnung X¢ habe ich aus der Zaryckischen Arbeit aufgenommen.
M. Zarycki: Quelques notions fondamentales de 'analysis situs au points de vue de
l'algébre de la logique, Fund. Math. IX (1927).

2) X Y ist nach Definition gleichbedeutend mit XY¢=0. XY¢ entspricht X—Y
in der gewodhnlichen Schreibweise.

8) Die Formel (U) hat axiomatischen Charakter.

4) Die Benennung nach Kuratowski, Fund. Math.. III
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Nun besteht fir jedes X

YY) (XeXx*r=0,
woraus folgert man
(R) (X*X) = (X X°) = (XX =(X*X"")*

= (XX = (XX = (XX >

Z. B. beweist man die beiden ersten Gleichheiten folgendermassen:

(i) X°o=X%YX%o+ X)) — XoX° < XX+ X X°

— (XX = (XX

(i) (X°X°)=(X"X")* (wegen (U))—(X*X)=(X"X)".

Wir wollen nun X reguldr nennen, wenn (X*X°*)*=0, wenn also
wegen (R) jedes beliebige der Glieder in (R) gleich 0 ist. Dann sind
die Summe und das Produkt beider regulirer Elemente X und Y

wieder regulir. Schreibt man ferner XX Y, falls X und Y regulir
sind mit X°=Y", so hat man folgende Formel

(8) X=Y 2 XY°=0, YX°x0.
§2. Wenn man noch ein weiteres Axiom
A,: 0°=0
hinzufiigt und X°*** kurz mit X bezeichnet, so bestehen
©) Xe=0— X*=0, XecY:X‘cC Y
(10) Xwe=X", (X+Y)y=X*+Y"

Wir wollen X? die reguldre Ableitung von X nennen. Die Formeln
(4), (6), (7), (8), (R) bleiben noch richtig, wenn man darin p durch «
ersetzt. Schreibt man

(11) Xa = XaXa + XaXac — Xa + XaXac s X= XX¢+ X ac ,

so kann man daraus ablesen: Durch regulire Ableitung lisst sich X
bzw. X* in den dichten und den nirgendsdichten Teil zerlegen.

§3. Wir setzen nunmehr voraus, dass fiir jede Klasse 2A={A4}
von Elementen Ae % emdeutlgerwelse 2 A und IT A erklart sind, die

die Axiome S, P, D, C (mit unendlich v1elen Elementen) in §1 erfiillen.
Es sei N, die Klasse aller Elemente von erster Kategorie. Setzt man
fir X: D(X)=C2U),, wo U iiber alle offenen U mit XUe N, zu
nehmen ist, und

(p) X?=X+D(X),

so gelten

1) Vgl. M. H. Stone, a.a. 0., S. 402.
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P : Xrr=X7, P: Xc X, P: X+Y)=XP+Y?,
(n) Xrorer= D(X)+ XUy,

wobei U; das grosste offene Element,® welches von erster Kategorie
ist. Bezeichnet man X?°?? abkiirzend mit X* und definiert

X=0 (mod Uj) piz. X< Uy,

ebenso wie fir X=Y (mod U;) und X< Y (mod U;), so schliesst man
in Analogie zur reguliren Ableitung X sofort auf das Bestehen der
Formeln (4), (6), (7), (8), (R), und (11) (mod U;), wobei @ und « durch
p bzw. 7 zu ersetzen sind. Man sieht, dass durch X*=0 (mod U;)
Element von erster Kategorie charakterisiert ist. Nennt man alsdann
X mit (X?X°?)*=0 (mod U;) p-reguldr, so stimmt X mit dem Ele-
mente von Bairescher Eigenschaft iiberein.?? Die Eigenschaften solcher
Elemente kann man aus den folgenden Formeln ableiten.

P;: X*>5X?, X*DX*=Y (mod U;), wobei Y=Y*c Uy
P: (X+X+ - + X+ yP=XP+Xp+------ +N, N2=0.
P (X+X+----- + X+ Y=Xr+Xg+------ +N, N*=0,

§4. Wir gehen jetzt zur Erweiterungsfrage iiber. Es sei 9 ein
System von Elementen X, 7, ...... , die die Axiome S, P,D in §1
erfiillen.

Dafiir, dass ein Verband 9 mit S, P, D zu einem Verband mit
Komplementen C,, Cp Ci, C; in $1, d.h. zu einer Booleschen Algebra
erweitert werden kann, ist das Bestehen von (1) notwendig und hin-
reichend.

Die Notwendigkeit ist wegen (1) klar. Um die Hinlidnglichkeit zu
beweisen, bemerken wir zunichst folgendes:

In einem Verband mit S, P, D sind C,, C, Ci, C; gleichwertig
mit Cy, Cy, C; und C{: Y(X+X°)=Y.

Um unseren Satz zu beweisen, fithren wir fiir jedes X eindeutig-
erweise das Element X°, das zusammen mit S, P, D, C,, C;, Cs, C; erfiillt,
abstrakt ein. Dann ldsst sich zeigen, dass alle Formen von der Gestalt
X4+ Y+ XY+ +X,Y: fir alle X, Y und n eine Boolesche
Algebra bilden.

Ist der Verband §) mit S, P, D mit einer Topologie 4,, 4; Aj
(81) versehen und ist ferner jedem Elemente X der offene Kern X°
erklart derart, dass

0;: X°=Xo, 0,: X°cX, 0;: (XY)y=X°Y",

so kann man %) zum topologischen Verband erweitern, indem man alle
Formen von der Gestalt U,+ A+ U454+ +U A5+ , wobei U, =

1) Ein solches existiert nach einem Satz von S. Banach: Théorémes sur les
ensembles de premiére catégorie, Fund. Math. XIV (1930).

2) Denn, setzt man X=XX7+ XXnc=Xn(XnXc)c+ XXnc ‘g0 ist X=RPc+Q,
wobei R regular offen und P und @ von der ersten Kategorie sind.
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U: (offen) und A,=A% (abgeschlossen) sind, als offene Elemente
abstrakt einfithrt.

Beispiel. Es sei § das System aller eindeutigen reellen Funktionen
f(x) auf dem euklidischen R”, um den einfachsten Fall als Beispiel zu be-
trachten, und seien f () +g(x) = Max (f(@),9(2)), (x)-9(x) = Min (f(z), g(x) ).
Man setze ferner f(x)*=f(x) und f(x)°=f(x), wobei f(x) und f(x)
die obere bzw. die untere Limesfunktion bedeuten. Indem man § zum
topologischen Verband erweitert,” sieht man, dass man aus den oben abge-
leiteten Formeln Sitze iiber Funktionen ablesen kann. So z. B. spricht
(ff**)*=0 aus, dass die Unstetigkeitsstelle der oberhalb stetigen Funk-
tion (d. h. f=s%) von erster Kategorie ist. Ebenso spricht (X?X??)*=(0
aus, dass die Bairesche Funktion bis auf eine Menge erster Kategorie
stetig ist. Um die Tragweite unserer Rechnung nochmals zu probieren,
beweisen wir den Baireschen Satz, wonach die Unstetigkeitsstelle der
Grenzfunktion f(x) stetiger Funktionen f,(x) von der ersten Kategorie
ist. Stetig heisst f,(x)=fn.(x)*=f.(x)*, d.h. gleichzeitig abgeschlossen
und offen. Konvergenz ist durch die folgenden beiden Gleichungen aus-
gedriickt.

F=lmfo=(fitfot- ) (tfat oo ) (oeee)
=Hm f=fiforeee At fofaeeree oo
Dann ist, weil f, offen sind,
(i) fec (fitfoto- ) (ot fat oo )oonees
=(fitfot - +g) (ot fot e +gs)+++--, wobei g2=0,
=f+h, (h)"=0.
Ebenso ist, weil f2 offen sind,
(i) fo=(ffe- Sy e ye
C (et fot e ) (Ft 5+ -eeeer )oeeeees
=fthy, (h)"=0.

Hieraus folgt, dass fof**=f*—f**, also auch die Unstetigkeitsstelle von
f, von der ersten Kategorie ist.

1) Die erweiterte f erscheint als die Punktmenge in R7+1 mit der Eigenschaft,
dass sie durch jede zur (n+1)-ten Koordinatenachse parallele Gerade in regulir offener
Menge geschnitten wird.



