Sur quelques problemes liés au flot géodésique
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Résumé

Dans cette note, nous considérons l'invariance par symétrie des mesures
harmoniques et la symétrie asymptotique de la fonction de Green associées
aux variétés compactes de courbure négative.

1 Les mesures harmoniques

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure sectionnelle stricte-
ment négative. Une mesure naturelle invariante par le flot géodésique définie sur SM
le fibré unitaire tangent est la mesure harmonique v introduite par F. Ledrappier
(voir [L1]). On peut la représenter a partir de la famille de mesures harmoniques v,
sur OM le bord géométrique du revetement universel, qui rsout le probleme de Diri-
chlet. Cette famille est définie de la maniere suivante. Pour toute fonction continue
f sur M, d’aprés [A] ou [S], il existe une unique fonction u; définie sur M U M
telle que : Auy = 0 sur M et up(z) — f(€) lorsque z — &, € € OM. Pour tout
x e M, I'application f — wug(x) est une fonctionnelle linéaire positive sur I'espace
C(OM) des fonctions continues sur 8M et donc définie une mesure de probabilité
v, sur OM. On sait que pour x,y € M les deux mesures harmoniques v, et v, sont

équivalentes et on a :
dv,

d—%(f) = K(z,y,¢)
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ou K(z,y,§) est le noyau de Poisson. Il est défini a partir de la fonction de Green
G(z,y) dont 'existence est assurée par [AS]. On a en fait : K(z,y,§) = liné ggy’ Z;.
—¢ Gz, 2

Alors la mesure harmonique v sur SM peut s’écrire comme (voir [Kai2]) :

dv(§,m) = G.(&,n) dve(§) dve(n)

ou la mesure v a été considérée comme une mesure sur M x OM et G,(£,n) est
égale a :

L G(y, z)
Glem= M GG
z—n

On note m la mesure de Liouville sur SM. La conjecture de Sullivan ([S]) affirme
que si m = v, alors la variété (M, g) est localement symétrique. L'égalité m = v
implique que les mesures v,(&) et v,(—, &) sont équivalentes. On constate que la
démarche utilisée dans [F] meéne & la proposition suivante :

Proposition 1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure stric-
tement négative. Si les mesures v, sont invariantes par symétrie, alors m = v.

Remarque. Ce résultat a été déja démontré dans [Y4]. Il est a noter que I'on
peut exprimer 'invariance par symétrie des mesures v, en terme de I'égalité w® = w",
ol w*® est la mesure harmonique sur SM associée au feuilletage stable ([L3], [Y3],
aussi [Y2]).

Démonstration — On a w® = w". D’apres [L3] ou [Y3], pour toute fonction
¢ : SM — R intégrable par rapport a w® et dérivable dans la direction du flot
géodésique X, on a :

o)+ () = tr U (<0))p(v) d*(v)

= [, P+ (r U7 (v) = 7(=0))p(v) dw'(v)
our(v) = % li=o In K (v(0),v(t), v(+00)), UT(v) est la seconde forme fondamentale

de I'horosphere instable associée a v au point base de v, et v(t) désigne la géodésique
définie par v.

On a alors : 7(v) —tr Ut (—v) = tr U* (v) — 7(—v), car le support de w" est tout
espace SM ([G]). Ceci implique en particulier :

/S () = U (—v)) dm(v) = /S (U (0) = 7(=v) dm(v)

— /SM(tr Ut (=v) = 7(v)) dm(v)

car dm(v) = dm(—v). On trouve alors : / (1(v) —tr Ut (—v)) dm(v) = 0. On en
SM
déduit :

/SM 7(v) dm(v) :/ tr Ut (—v) dm(v) = h, (%)

SM
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ou h,, désigne I'entropie métrique ([Pe]). On sait que la fonction 7(v) est holdérienne
et la mesure harmonique v est 'unique état d’équilibre associé ([B1] et [L1]). D’apres
[L1], pour toute mesure ¢ sur SM invariante par le flot géodésique, on a :

hg—/TdéSh,,—/le/zO

avec égalité, si et seulement si 0 = v, ou hy désigne ’entropie du flot géodésique par
rapport a 0. Maintenant ’égalité (x) montre que m = v. ]

Pour tout z € M, on désigne par m, la mesure de Lebesgue sur S, M ou
sur OM. La conjecture de Sullivan affirme que si pour tout x les mesures m, et
v, sont équivalentes, alors la variété (M, g) est localement symétrique. Dans [Y1],
C. B. Yue montre que si pour tout x,m, = v,, alors g est asymptotiquement har-
monique et avec [BCG], elle est donc localement symétrique. Ici, nous donnons une
démonstration simplifiée.

Théoréme 1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure stric-
tement négative. Si pour tout x,m, = v,, alors g est localement symétrique.

Démonstration — On a m, = v,, en particulier v, est invariante par symétrie
et la proposition précédente nous donne m = v. Dans [Kail], V. A. Kaimanovich
introduit les deux quantités suivantes :

o= tr U™ (—v) dw®(v)
SM

5 =ho= [ IV K@(0), o(+o0))| do'(e)

On sait que a? < 8 avec égalité, si et seulement si (M, g) asymptotiquement har-
monique (voir [L3]). Avec m, = v,, on a w® = m et donc :

o= tr U"(—v) dm(v) = hy, = h, = 8 = h,a = h? = o’. ]
M

2 La symeétrie asymptotique de G(x,y)

Le résultat de [L4] nous a donné envie de regarder le lien entre 'invariance par
symétrie des mesures v, et la symétrie asymptotique de la fonction de Green. On
dit que la fonction de Green est asymptotiquement symétrique si pour tout z € M
et tout £ € OM, on a :

G(x
lim _Gly) =
y—¢ G(x, — y)
ou y varie sur la géodésique définie par le couple (x,§) et —, y désigne 'image
symétrique de y par rapport a x sur cette géodésique. Nous avons alors le résultat
suivant :
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Théoréme 2.1. Soit (M", g) une variété riemannienne compacte de courbure stric-
tement négative. Si la fonction de Green est asymptotiquement symétrique, alors la
mesure de Bowen-Margulis pu coincide avec la mesure harmonique v. En particulier,
sin =2, g est de courbure constante.

Démonstration — Soient © € M et £ € M. Soit v(t) la géodésique définie par
(7,&) paramétrée par longueur d’arc, avec 7(0) = x et y(t) — & quand £ — +oco. On

écrit également v(t) = v(t) o v = 4(0) € SyM. On fixe un point y sur la géodésique
v(t) avec y = v(t') pour un ¢’ > 0. Il est clair que —, £ = —, £. On a :

i G2 g G 2)
Klzy,6) = EL% G(z,2) ili% Gz, — 2)

ou z varie sur la géodésique v(¢). On a donc :

T G(y> v Z) G
K(«Tgyag) _ELI% G(Jf, —y z) G(.ZC, —r Z)

d’ou :
. Gw(0), w(R))
K =K — &) 1
ou w = —v et t = 2t’. On montre que cette derniere limite ne change pas lorsque w

bouge par le flot géodésique. Pour ceci, il faut prouver que pour tout s € R :

. G(w(s),w(R+s)) ~ im G(w(0), w(R))
R—+too G(w(s),w(R+s+1)) Rt G(w(0),w(R+1))

et il suffit donc de montrer que :

lim G(w(s),w(R—i—s))‘ G(w(0),w(R+1))
R—+oo  G(w(0),w(R)) Gw(s),w(R+s+t))

Ceci est vrai si la limite RLHEOO G((;«U(Szé);ljii;)j))

voit que c’est le cas puisque :

existe dans R*. Grace a (%), on

Glu(s), w(R+5))  Glu(s), w(R+s))

G(w(z))’w(R)) ~ G(s)w(®)  Gw(0),w(R))

Q
S
=
&
=

et chaque terme a une limite dans R*. En effet, la limite lim Glu(s), w(R + 3))

: B R—too  G(w(s),w(R))
existe grace & (x) et la limite lim GEZES;’ZER;;
K(w(0),w(s), = &)

Ceci montre qu'il existe une fonction A(t), telle que pour tout vecteur v le long
de la géodésique 7, on a :

existe aussi et elle est égale a

K(0(0), v(t), v(+00)) = K(v(0), v(t), v(=00)) - A(t).
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d
On a alors : 7(v) + 7(—v) = — |=0 InA(¢) ce qui est invariante par le flot

géodésique. La fonction 7(v) +7(—v) étant invariante par I’action du groupe fonda-
mental de M est donc constante sur SM. Il existe une constante A > 0 telle que :

7(v) + 7(—v) = 2X. On obtient alors A = / 7(v) dv(v). On sait que par ailleurs :
SM

o — /SMT(U) du(v) < 0

et avec du(v) = du(—v), on a :

L@ =N duw) = [ (r(=v) =) du(=0)

= [ (A= 7() du(v) = 0

par conséquent A\ = h, = / 7 dp. Ce qui implique hyp — by < 0. On en déduit
h=U. sM [

Remarque. L’égalité u = v implique qu’il existe une fonction U sur SM telle
que :

Uv) = 7(v) = hygp -
La relation 7(v)+7(—v) = 2hy,, donne U(—v) = —U(v) et également U(—v) = U(v).
Malheureusement on n’est pas capable de conclure que ceci entraine la régularité

C® de tr U™, comme on 'a fait dans [F]. En fait, en suivant [L2] (p. 282) on obtient
I’égalité suivante :

A*U(0) + By, = hugp - tr U (=) + [ VU () ||* + 2o - U(v) = 0
ou U(—v) = U(v). Mais ceci ne donne rien sur un éventuel lien entre tr U™ (v) et
tr U™ (—v).

La fonction A(¢) trouvée dans le théoreme 2.1 vérifie la relation suivante :
At +s) = At) - A(s)

ce qui est facile a démontrer. On obtient donc A(t) = exp(kt) et par consquent
k = 2hyop. Ceci implique 1'égalité plus forte suivante :

i G(0),v(R +1)
R—to  G(v(0),v(R))

= exp(—hiopt).

En appliquant le corollaire 3.11 de [H], on a également :

K(v(0), v(t), v(+00))

3C > 0 tel que Vo € SM,Vt,C~! <
exp(hopt)

<C.

On obtient aussi :

- htOp .

Yo € SM, lim log K (v(0), v(t), v(4+00))

00 t
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