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Abstract. In this work we study the essential sets for some Kato measure in
(R" = {0}), d > 2. Using the caracterisation of Picard principle via the Green kernel
associated to the Schrodinger operator 4 — u; we give a new caracterisation of such sets
when = (f(.)/||l])*4 where f is assumed to be rotation free nonnegative, decreasing
and locally Holder continuous on {0 < ||x|| < 1}. In particular we obtain results given
by T. Tada in the case where d =2 and f(r) = —logr.

1. Introduction.

On désigne par Q. = {xe R?,0 < x < r}, la boule ouverte ponctuée de R?
de centre 0 et de rayon r et I, la sphére de centre 0 et de rayon r, r >0 et d > 2.
Soit Kj,.(R? — {0}) le cone convexe des mesures de Kato locales sur (R? — {0});
pour la définition voir [1], [2], [3], [5].

Etant donnée une mesure positive u € Kjo(RY — {0}). Soit #“Hj le cone con-
vexe des solutions continues positives de I’équation de Schrodinger: Au — upu =0
sur Q = Q, sannulant sur la frontiére 02 — {0}.

On dit que u € Ky, vérifie le principe de Picard lorsque le nombre des gén-
¢ratrices extrémales de “H, est égale a 1.

Soit x4 une mesure positive pour laquelle le principe de Picard est vérifi¢ et v
une mesure dans Kj,.(R? — {0}) avec v < . Généralement le Principe de Picard
n’est pas vérifi¢ pour v [6], [10], [11]. Cependant dans le cas ou les deux mesures
sont radiales, c’est a dire que u(f) = u(f o g) pour toute fonction borélienne f et
tout élément g du groupe orthogonal SO(d), le principe de Picard est vérifié pour
v [4], [9]. Ce résultat reste encore valable lorsque 1,v < 1, u pour certains sous
-ensembles A de Q, appelés ensembles u-essentiels.

Dans ce travail, nous ¢étudions ces ensembles pour les mesures u=
((FD/NIID4, 4 est la mesure de Lebesgue sur RY, ou f vérifie certains
conditions, en particulier pour f(r) = (—logr)*?, «€10,2].

L’interét des ensembles u-essentiels réside dans le fait que la mesure u vérifie
le principe de Picard si, et seulement si, elle possede un ensemble essentiel ne
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contenant pas un ensemble de type @,, r€ [0,1]. Dans ce cas, 4 est une réunion
d’ouvert A4, :={a, < ||x]| < b,} ou (a,) et (b,) sont tels que:

O0<byyi<a,<b, <1 (nx=1); Ilim a,=0.

n—-+o0

En utilisant la caractérisation du principe de Picard a I’aide de la fonction de
Green associée a I’équation de Schrodinger:  Au — u,u 0 [4] et la caractérisation
des ensembles p-essentiels pour y radiale et u € Kj,.(R? — {0}); nous caractérisons
les ensembles essentiels pour x = ((£(.))*/||.|*)4 ot f est une fonction radiale dé-
croissante localement holdérienne et continue. Ainsi nous donnons des nouvelles
caractérisations des ensembles u-essentiels pour des densités plus générales sur R,
d > 2. On note que le cas particulier f(r) = —logr, r€]0,1[ et d =2 a été traité
par Tada via d’autres méthodes. Les auteurs remercient les professeurs A.
Boukricha et W. Hansen pour les remarques qu’ils leurs ont faites, ainsi que le
referee pour ses commentaires.

2. Notations et Preéliminaires.

Pour chaque ouvert U de R?, d > 2, on note M*(U) ’ensemble des mesures
de Radon positives sur U. On désigne par o, la mesure de surface normalisée
sur la sphére de centre 0 et de rayon r, notée I, et wy = 21%/2/(I'(d/2)) T'aire de
la sphere I7.

Soit (Rd,H ) I'espace harmonique associ¢ au Laplacien. Pour tout ouvert
relativement compact ¥ d’un ouvert U de R? et pour une mesure u e M*(U), on
note par G la fonction de Green sur V et par K}, le noyau défini sur 'ensemble
des fonctions continues et bornées par:

Kif()= | 6Ot

Lorsque Kj;1 est continue et réelle, on dit que p est dans la classe de Kato
locale Kj,.(U) sur U [5]. Dans ce cas les solutions continues de I’équation de
Schrédinger sur U:

Ap —pu =0, au sens des distributions,

forment un espace harmonique (U,*H) (voir [5]). Les u-potentiels seront notés
par “P et la fonction de Green sur un ouvert }J de U associée a 4 — u est notée
par “GV. Pour tout r >0, on note 2, = {xeR:0 < |x| <r} et *G = *G,
On note aussi par s v ¢ := max(s,?) et s A := min(s,?), et par *“H, le cone con-
vexe défini par: “Ho = {h e H"(Q),lim_; h(x) = 0}.

DEFINITION 2.1, Soit y € Kj,(21), comme dans ([1], [2], [3] et [7], [8]) nous
définissons dim,, 1, la dimension de Picard de u, par le nombre des génératrices
extrémales de “H,. Cette dimension est au moins 1 et peut étre infinie. Nous
disons que u vérifie le principe de Picard si dim,u = 1.
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LemME 2.1 ([4]). Soit pe Kipe(£2)).

(1) 1l existe une unmique fonction continue bornée eN/je“H (Q,) telle que:
limy,e;(x) = 1. Si p est invariante par rotation sur €;, alors:

(2) 1l existe sur Q, une unique fonction hy, telle que:  hy € "Hy(£;) et h,(xo) =1
pour xo € Q, tel que x| =r/2. De plus, limy_gh,(x) = +oc0.

3. Perturbation par une mesure radiale.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats du cas particulier de
la perturbation par une mesure radiale x dans le cas d’une couronne U =
{xeR?:a<|x| <b}. Pour tout te]a,b|, posons:

IQI avec o = aj.

PY() = Jr GY()o(dz) et P=P

Alors, PV est un potentiel sur U, continue, borné et radial. Par un calcul direct
on obtient:
i) Pour d =2, on a:
1 :
2—10g(1/z) s10<s<t<1
PO(s) = Pi(s) =

1 .
ﬂlog(l/s) si0<tr<s<l1

et pour des réels s,¢ tels que: a<s<t<b on a:

B 1 log(s/a)log(b/1)
PSU([) _PIU(S) _ﬂ log(b/a) :

I'(d/2
ii) P().ur d >3, on pose: C; = W.
On a:

Cy(1/t972 1) si0<s<t<]l
Ca(1/s972-1) si0<t<s<]1

PO = 1o = {

et si s et z sont tels que: a < s <t < b alors sur la couronne U = {a < ||x|| < b}

on a: | " B
PU(t) = PY(s) = Capyr——i3 ((;) - 1) (1 - (g) )

Soit “PV le u-potentiel sur U vérifiant:

PV = (I+Kp)"'BY.
Alors

kpU — J "G Uo(dz).
I
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PrOPOSITION 3.1. Si pu= (a2/||.]|*)4, a>0 on a:

1 1
'uPSQb (t) = W ﬁefz(s AN l‘)hﬁ(s V t)
d
(=k+0)/2 (—k—0)/2 (—k+0)/2
by (I by (1]l [ x]]
ou eﬂ(x) = (T) et h,u(x) = (T — T
dj2
avec Wd:%, k:d—2 615:\/(d—2)2+4062.

PREUVE. Soit p la mesure de Radon positive sur ]0,+oo] telle que u est
I'image de la mesure p ® g sur |0,+o0[xI] par Papplication:

% :10,400[xI7 — R — {0}
(t,z) — tz.

Si f est une fonction radiale alors

b

KES(9) =wa | PUS) ()

a

Or
P2(t) = (I + Kl )" (1)

= B (1) + Kfy "R (1

b

= PE1) 4w | B ()P )p(d

t
— 1pi(1) wdj P2 (5)“P% (5)o2 55 (ds)
0]

b
+ de P2 (5)"P (s)os* 1 (ds).

t

D’apres [4, Théoreme 2.3] il existe une constante C (C # Cy) telle que:
HP(5) = Ceﬁ(s A t)hﬁ(s Vv 1).
i) Sid=2 on a:

1 b
2—10g— 0<s<i)

1 b
Elog; (t<s<b)
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et

Par suite

J;ng(s)uggb(s)%az(ds) - ocC(l _ (é>2> 1og§,
{oet+ (3

b 20 200,20
2 b t b 1 b
J P2 ()1 P (s) == oa*(ds) = aC log; + (5 log———+ }

t S

On déduit que

1 b b
5 log—= C{l — b £ 2ulog—— 1 + tz“b_z“}.
2n t t
C’est a dire
1
C=—
4ror
ii) Sid>3 on a:
( 1 1
Cal 7%~ 7% 0<s<1)
P (s) = 4
1 1
——— <
\ Cd(sk bk> (r<s<b),

P (s) =

Comme Cywy; =1/k on a:

f 20> [ b\ (D) )’
.Qb U .Q}, 2 k-1 — _ — | — — —
W OP, (s)“ P (s)o”s" " ds Ck(k+5){(l> (t) 1+(b> ;

(* 202 (bF 1 207 b\
(NP (N2 k=1 70 b- (P
deZPZ ($)“P (s)o~s" " dt Ck(k+5) (tk b5>+ck(k—5) 1 (t> :
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ol L b ke N a2 (ke
I=5% "\ b k(k+0) \ 1k bkw Kk —o)\ bk

. g'(ty . ob”! bt
comme hmt_’bf’(t) = CCdkb—k—l on a CCdkb—k—l =1

rd)) ) 1
2w ) Jid =2 an2

REMARQUES 3.1. (1) Si d =2 alors C = 1/4nua.

(2) Dans [4] A. Boukricha et E. Haouala, ont prouvé Iéxistence de la
constante C sans la donner d’une fagon explicite ce qui est utile dans notre
situation (voir remarque 3.2). N

(3) Notons que e;j (resp: hj) coincide avec e (resp: fz/[j) a une constante
multiplicative prés.

et par suite C = (

Maintenant nous donnons d’une fagon précise I'expression de “PY dans la
couronne U = {xe R :a < ||x|| < b} et p= («2/|.]|*)A

THEOREME 3.1. Si p= (a2/|.]|))4, et U={xeR:a<|x| <b}, alors:

( 1 1 b2 ) ) |
Qo (bZa _azx) (SW_ 1>(sz _Cl2 ), 6 d="2
i) PY(s) =S 5
! : L(b 0 J .
s e ) =
( yPU
hz(S) h(t), sia<s<t<b
i) V(=4 "
ﬂPsU(S)ha(l) sia<t<s<h
| ey 40 <

0 0= \/(d =27 +422 et k=d 2.

PREUVE. L’opérateur de Schrodinger 4 — u posséde une fonction de Green
symétrique sur U, notée par “GY, qui vérifie ’égalité:

GY(y) = “GY(y) + J GU(x)"GY (Wu(dr), pour x,ye U

b
GY(y) = "GU(y) + sz

a

jr GY (x)GY (»)o(d0)1~> (di).
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Ainsi,
G (y)a(dz)
SZ y O-
I

. . b
= | “GY(y)a(dz) + a*wy . J Jr G (s2)"GY (y)a(d0)t"=>(dt)o(dz)

SZ
uF] a

b

= | 6ttt +owa | | 1GH )| Glataratan @,

Comme u est invariante par rotation, alors “PU est radial dans U. Or lap-
plication: xe U — [, GY(x,sz)o(dz) est continue dans U et “GY<GY. Par
suite ’application: x — [, “GY(x,sz)o(dz) est continue dans U. Ainsi, “PY est
un u-potentiel sur U, continue, borné et y-harmonique en dehors de la sphere de

centre 0 et de rayon . On déduit que:

b
(I) PsU(HJ’”) = ﬂPSU(HyH) -l-oczwdj PzU(S)ﬂP,U(||y||)td_3 dr.

a

D’apres le principe de minimum on obtient:

(“P7(s)
hy(s)
"R (s)

[ A1)

ho(1), sia<s<t<b

=

Y (1) =

hi(1), sta<it<s<b.

D’apres (I) on a:

K b
PYS) = "PE(5) + 2o | PURY 0 et | BY)RY ()00

a N

N yPU
= “pPY(s) + oczwdj PY(s) hi’(s) ()17 di
a Iz
N0
—|—oc2de PY(s) ==l (1)t973 ar
A G
s he(t b ho(t
= 'UPSU(S){I + azde PIU(s)hz—ES;ld_3 dt + oczde PZU(S)hg—Es;td_3 dt}.
a 1% S %
i) Sid=2 on a:
; aO( th
hi(t) =———
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et
PU(1) = PY(s) = % log(fégzgc;igb/t) sia<s<t<b.
Ainsi,
U(g) — #pUg o log(b/s) * TN a1
R ){1 * (o) Toglb/a) [, (g o a
o log(s/a) (" (, B\,
T Tt/ CHLT d’}
Or
I = é<log£>hl‘j(1)t‘1dt—é{<%>“+<£)a}logg—%h/j’(s),
L= b(log§>h/’j(z)z—l dt—é{(§>a+<%>a}log§—%hf(s)
et donc
o log(b/s) a* + 5% log(b/s)
(o) loglb/a) ' ‘( - ) 2mE )~ fogtja)
o log(s/a) . [b* +s* log(s/a)
W) log(b/a) * ()5~ g
Ainsi

Ugg) — upUy ” b2“+s2“_a2°‘—|—s2“ 2PU(s _log(s/a) B log(b/s)
ro = 1+ ) g oo

D’ou

1
U _ 20 20
Fs) = don(b2* — a**) (szo‘ - 1) (s = a™).

ii) Sid>3 on a:

PU(1) = PY(s) = Cdﬁ ((l;)kl> (1 — (Csl)k> pour a <s<t<b.
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D’aprés (I) on a:

PU(s) = /‘PSU(s){l i (bkofi‘,i;‘;fa(s) ((i)k1> :(1 —~ (?>k>hz(t)z"ldt

s
u

e O (R R

Or
s N
LI = J (l — <;> )h/‘j(;)tkl dt
2 ‘ ' :
 (akst - 1) (k_+5 A2 k02 . S(k=0)/2 S(k+())/2>
+5 k‘)”(; s (a0 2500t0)/2 _ glhe0)/2g(k=0)/2y
— k)0 +
" (b bk
I = J (;) 1) b)Y
(s k1) _2 oo 2 a2k
k+0o 0o—k
4k o \
n (B0 25{ket0)/2 _ (k)2 (k=0)/2)
(0—k)(0+k)
Et donc

(bkofii;‘/ljﬁ () ( (g)k_ 1) "

2
aWq SU(S)< 2 (k+0)/24(k=0)/2 2 a(k_a)/zs(k+(s)/z>

= k() ko o—k
(b~ 54)
_ kwdCdﬂ,
ocszwd 1— g k I
(b5 — ak)hi(s) s)
_ 22wy pU (s) 2 pkt0)/2(k=0)/2 2 pk=0)/2 ((k+0)/2
h/’j(s) s k+0 0—k
k_ k
— deCd (S ¢ )

pk _ gk -
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Ainsi
O —k)b° 4 (k+06)s® (6 —k)a® + (6 + k)s°
PU(s) = U ()] 1 4w (s) -
26 =2 1m0 e
deWd(bk — ak)
B bk — gk

et comme Cywy; = 1/k, on déduit que

1 5S(5+k(ao‘ _ bé)

— = 77 _upUy),
wg (b0 —s%)(a® —s9) ° (5)
Ainsi
O OV(d _ 0
’uPU(S):(b S )(S a )L
S 08Otk (b0 — ad)  wy
C’est a dire

U I'(d/2 1 /b0 . i
“Pr(s) = 2nd/25((b{5 1 a) ok (S_a - 1> (So - aé)- [

REMARQUES 3.2. (1) Si d = 2, alors 6 = 2a, et donc on retrouve 1’expression:

uPU _ 1 b2oc 1 20 20
s () = dom (b — a®*) §2 S

(2) Si on note U, = {xeR?:a < |x| <b} et “Hy, le noyau u-harmonique
associ¢ a U,. Alors pour tout u-potentiel g sur €, les fonctions “Hy, g décrois-
sent localement uniformément vers zéro lorsque a tend vers zéro. Si

qUu =q-— ”Han
alors, pour tout x € Qp,

sup ¢ % (x) = lim ¢%(x) = ¢(x).

a>0 a—0

Ainsi lim, o #PY = #P; ce qui est bien vérifiée par calcul, car

. I'(d/2) (bé—sé) —6—k (0 5 _ rdf/2) , b
i 2wans (a0’ O 9 ppapgyr )

(3) On remarque aussi que lim, o PV = P,

4. Ensembles ((f(.))?/|.||*)/-essentiels.

DErNITION 4.1. Un sous ensemble ouvert et invariant par rotation 4 de Q
est un ensemble essentiel pour une mesure y invariante par rotation, si le principe
de Picard est vérifi¢ pour toute mesure v telle que: 14v < 1,u.
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REMARQUES 4.1 ([7]). (1) L’importance des ensembles essentiels pour I'étude
du principe de Picard est donné par le résultat suivant: Une mesure u vérifie le
principe de Picard si, et seulement si, il existe un ensemble essentiel ne contenant
pas un ensemble de type Q, = {xeR?:0 < ||x|| <r}, re0,1][.

(2) S’il existe re]0, 1] tel que 2, = {xeR?:0 < ||x|| <r} < 4, alors 4 est
essentiel pour u si, et seulement si, u vérifie le principe de Picard.

(3) Notons que E. Haouala [7, Théoreme 3.2] a montré que pour les mesures
radiales u e K;ac(Rd —{0}), A4 est u-essentiel si, et seulement si,

1
L WJFI ”Gﬁ”z(x)a(dz)i(dx) = +o0.

Si zéro n’est pas dans I'adhérence 4 de A alors A n’est pas essentiel pour .
Dans le cas contraire A contient une réunion d’ouverts 4, := {a, < ||x|| < b,} ou
(ay) et (b,) sont tels que: 0< by <a,<b, <1 (n>1) et lim,;,a,=0.

Dorénavant nous considérons les mesures de type u = ((f(.))*/|.|*)4 ou f
est une fonction radiale décroissante, localement holdérienne, continue, non
bornée sur ]0, 1] et strictement positive. Ainsi

B, VO, | Ue)’

lAn 2 = 14, 2 = 14,

11

Posons:

COD?, @), (k)

n— 14 B y My Ay ™ 2 n_lA >
A A N

Alors
U, Ay JnAn Va1 An
G <G < MGl

Ainsi, on obtient:
1 A 1 J.pA 1 v pA
(IT) — P (X)Aldx) < | —= B (x)A(dy) <[ —— "B (x) A(dx).
4, ||| 4, ||| anllx®
Notons que, d’apres le théoreme 3.1, on a les expressions suivantes:

1 L b tam b, 2
(a) L P (x)A(dx) = — 5 Jog "

x|? Sy by —ay Ca, o2

n

_ 3 (ocn/2) log(bn/an) B
o {tanh((an/z) log(bu/an)) 1}

avee 2, =/ (d — 2)> +4(/ ().
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1, 1o v al b, 2
(b) JAnW nP”ilcﬂ (x)/l(dx) :ﬁ—nm Oga_ﬂ_ﬁ
:3{ (B./2)log(bu/an) 1}
p> \tanh((f,/2)log(b,/ay))

avec f, = \/(d = 2) +4(f(b)".
De I'inégalité (II), des expressions (a) et (b) et de la remarque 4.1.(3) on déduit
les lemmes suivants:

LEMME 4.1.  Si A est u-essentiel alors

1{ (B4/2) log(by/a) _1}
"=1 52\ tanh((f,/2) log(bn/ax))
= + 0.

(0n/2) log(bu/an)
tanh((a,/2)log(b,/a,

1
LemME 4.2, Si Zn>1 { N 1} = 400 alors A est u-

essentiel.

THEOREME 4.1. On suppose que f, a, et b, vérifient la condition suivante:
(I0):  f(ay) <loga,! pour n=1,2,... et liminf, .., (f(bn)/f(an)) =
liminf,_ ., (logh,!/loga;").
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(f0)
1) A4 es
U At 2

Lf BDosbife) N
2 {tanh«ﬁn/z)log(bn/an)) 1} !

J-essentiel,

(2)

n>1

Bo=\/(d=2) +4f (b

O X sy~ =
@ Zﬁlog%{@_) a_"f } +oo,
(5) n>1f(;n)210g;{<z> af} +o0,
R e i e R
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1 (00n/2) log(bn/an) gl N
U ;oc%{tanh((ocn/2)log(bn/an)) 1} oo o

=\ (d = 2)> +41 ()™

PrReuve. (1) =-(2): Résulte du lemme 4.1.
(2) = (3): On considére la fonction décroissante en x suivante:

1 X
=—=(———-1 ) 0 et 0.
W(x, 1) 2 <tanh(rx) ) out>0etx>

Ainsi

by, . b,
lﬁ(f(bn),log—) > lﬁ(%,log—).
ay dy
C’est a dire:

1 (bn)log(bn/an) _ i (B,/2)log(bn/an) _
f(by)? {tanh(f(bn)log( bu/an)) 1} = B, {tanh((ﬂn/z) log(bn/an)) 1}'

D’ou le résultat.
(3) = (4):

f<;n>2 log;{@)ﬂbn)*(z,i)ﬂm} f(lj) {tanh((ff&i)lég</fﬁln)) 1}

1 ANA £ (by)log(by/ay)
= o {1°gC°Sh<l°g<7> ) tanh(7 (,) log(Bu/a)) ' |
On pose:

¢(x) =logcoshx — (x/tanhx) +1 pour x> 0. Par un simple calcul on
déduit que: ¢(x) >0 pour tout x > 0. Ainsi

1 L[ fa )\ 5, 1 (by) log(bn/ay)
1(ba)’ logZ{(m) " (a_> }Z 7 (ba)? {tanh(f(bn)log(bn/an))_1}
d’ou le résultat.
(4) = (5): Puisque f est décroissante, alors f(b,) < f(a,). Ainsi

[ 1 bn S(bn) N a, S(bn) - | 1 bn S(an) N a, S(an)
°%3 a, b, °%3 a, b, '

On distingue deux cas:
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i) Si liminf,_ o f(by)/f(a,) > 0.
Alors il existe une constante M; >0 telle que: M,/f(b,) < 1/f(a,); a partir
d’un certain rang. Et par suite, de I'in¢galité

(f?[f))z o % { (2_ >f(bn)+ <Z:>f<bﬂ>} - ;n))z s % { <z_ >f<a,,>+ (6;:)]’(54»},

on déduit le résultat.
ii) Supposons que liminf, . f(b,)/f(a,) =0. Nous avons

1 log 1(&)“"") :10g2‘1+10ga;1_10gb;1
flay)* 2 \ay fla)*  flaw)  f(an)
log27! loga;! logh !
T LA -8 )
flay)®  flan) loga,

D’apres la condition (III) on déduit que

log2~! loga;! logh ! log2~! logh !
og 2_|_ogan (1_ ogbnl)Z og . ogbnl'
fla,)”  flan) loga, f(ay) loga,

1 1 b flan) a Slan)
lim su log=< (= + (= > 0.
n—>+oopf(an)2 gz (an> (bn>

On déduit que

b f(an) a f(an)
Z log ( "> + (—n> = +o0.
= flan) a, b,

(5)=(6): De la croissance de la fonction u(x)= 3(x/tanh(x)—1)—
2log(cosh(x)), pour x > 0, on déduit que (1/log(cosh(x)))(x/tanh(x) — 1) > 2/3,
Vx > 0.

Ainsi
1 (an)log(bn/an)
lirillro}zflog(cosh(f(an)log(bn/an))) (tanh( (an)log(bn/an)) 1) -0

et par suite ils existent f > 0 et un entier naturel ny tels que, pour n > n,

f(fnf loe (C‘”h (f (@) log 2‘)) < f(;,,)z (tanﬁf e omtii) 1)'

D’ou le résultat.

Par suite
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(6) = (7): On considére la fonction croissante suivante:

hix) = tanh(x)
Alors
(0t/2) log(bn/an) B (@n) log(bn/an)
{tanh((txnﬂ) log(by/an)) 1} g {tanh( f(an)log(bu/an)) 1}’
et comme

B4 _(@d-D4
f(an)2 f(an)2 4

on déduit que

f(an)z %
Ainsi
(d=2)°(f(ar) " + 4{ (0n/2)log(bn/an) 1}
o2 tanh((o,/2) log (b, /ay,))
1 f(an)log(by/an) _
g flay)? {tanh(f(an)log(bn/an)) 1}'
(7) = (1): Résulte du lemme 4.2. ]

COROLLAIRE 4.1. Soit [ une fonction radiale, décroissante, localement héld-
érienne continue, non bornée sur 10,1] et strictement positive telle que: f(r) =
c(—logr) (0 < ¢ <1), au voisinage de 0, alors les assertions du théoréeme 4.1 sont
equivalentes.

Dans le cas ou lim,_.,, f(a,)log(h,/a,) =0 et 'hypothese (III) du théo-
reme 4.1 est vérifiée, on a une caractérisation simple des ensembles u-essentiels:

ProposITION 4.1. On suppose que f, a, et b, vérifient les conditions
suivantes:  f(a,) <loga;! pour n>1, liminf, ., f(b,)/f(a,) = liminf,_
(logh, 1 /loga, ) et lim, . f(a,)log(b,/a,) =0. Les assertions suivantes sont
equivalentes:

N 10))

5— A-essentiel,

2 Z(log )

n>1
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PREUVE. De la décroissance de la fonction x — x/tanh(x) — 1 — x2, pour
tout x > 0, on déduit que:

f(an)log(b,/ay) 2(1o ﬁ ?
tanh(f(an) log(bn/an)) A <l gan).

Puisque lim, ,o(1/x?)(x/tanh(x) — 1) =1/3 et lim, . f(a,)log(h,/a,) =0,
alors ils existent M > 0 et un entier naturel n( tels que pour tout n > ny on a:

@ ? f(an)log(bn/ay)
M<f (“””"gan> < Tanh(/(a,) log(bn/ar))

Donc, pour tout n > np, on a

M(I‘)g b_)2 = f(inf (tanhé?ﬁiﬁé(@%») - 1) < <1°g b‘)z

Ainsi, d’apres le théoréeme 4.1.(6), on déduit le résultat. O

ExaMPLE 4.1. On considére la fonction f définie par f(x) = (—log(x))”,
0<o<1 et les suites {a,}, {b,} données par a, = e V= 1/GVI) p —Vn

REMARQUES 4.2. (1) Si lim,—; f(a,)log(b,/a,) >0, alors la proposition
précédente n’est plus valable. (Voir 'exemple 5.1.)

2)Si f=11e u=(1/ H.||2)A, I’équivalence de la proposition précédente est
toujours vraie. (Voir théoreme 5.1.)

5. Applications.

Dans cette section nous donnons quelques applications dans le cas ou f(x) =
(—10g||x||)“/ 2 avec, w € [0,2]. Notons que les ensembles f-essentiels avec, f(x) =
—log||x|| et f(x) =1 ont été étudiés par T. Tada en dimension 2.

Comme les mesures v = ((log|.|)*/|l.I)4 et w=(1/].]|))4 vérifient le
principe de Picard ([3], [8], [9]), alors elles possédent des ensembles essentiels ne
contenant pas un ensemble de type Q,,r €]0,1[. Le théoreme, ci-dessous, donne
une caractérisation des ensembles 1/||x||*-essentiels.

THEOREME 5.1. Les asseretions suivantes sont équivalentes:

1—A=J{a, <|x|| <bu} est

n>1

2 2(log )

n>1

I 5-essentiel,
X
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REMARQUE 5.1. Cette caractérisation des ensembles 1/||x|*-essentiels a été
donnée par T. Tada dans le cas R>. En remarquant que, A est 1/|x|*-
essentiel si, et seulement si, 4 est essentiel pour la mesure nulle; E. Haouala
a démontré ce résultat dans le cas RY, d > 2. Nous donnons une autre démon-
stration de ce résultat en utilisant I’expression du potentiel (!/ 1¥1%)2 p

PrReuveE. D’apres [7]

1 . 1
A est W—essentlel & LWJ /1 MGﬁCH (x)a(dz)A(dx) = 40

& ZJ (1/141°) P (r)r? 3 dr = 4 0.

n>1

D’apres le théoreme 3.1 on a:

by o o b
/D pn (=3 g — 2 J01 D3 +ay! +“n1 R
o gt = 2 {5 e,

avec o = 1/(d —2)* + 4.

b
On pose y, = % loga—". Donc
n

2 ap bY +al b, 2 Vu
T 1 ——1ly== —1y.
2 bE— S of (tanhy,
Comme les séries de termes générales (y,/tanhy,) —1 et (log(b,/a,))* sont de
méme nature alors,

1 A
A est —-essen‘uel@ log— | = +0. ]
Ix)1? s\ G

THEOREME 5.2. Les assertions suivantes sont équivalentes:

2
(1) A est %i—esse’ntiel,

(2)

M

1{ (B4/2)log(bu/an)
n>1 ﬁ tanh((ﬂn/z) IOg( n/an))

1 (—logby)log(bu/an) | _ o
2 z2:1<1ogbn)2{tanh((—logbn)log(bn/an)) 1}_+ |

n

1 1 . log b, bn log by,
@) stoegd (8) 7+ (2)7 b= e
n>1 (logbn) 2 bn an

~th=en oir fy=/ld -2+ 4l1ogt,)’
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1 1 a loga, b logay,
5 ——log= l + (_n> = +00,
? ; (loga,)* gz{(bn) o }

1 (—logan)log(bu/an) | _ .

© n>1 (logan)2 {tanh((—logan)log(bn/an)) 1} B
1 (00,/2) log(b,/ay) B .
”)nﬁﬁ{mmmdeMM%»‘%‘+“0“

1y =1/ (d = 2) + 4(loga,)’.

REMARQUE 5.2. Dans R?, les caractérisations (3) et (4) ont été données
par T. Tada via d’autres méthodes. En utilisant les téchniques de la théorie du
potentiel nous sommes arrivés a donner ces résultats dans RY, d > 2.

On sait que les mesures v = ((—log||x|))?/[|x]|))4, f€]0,2] et = (1/|x]|*)4
vérifient le principe de Picard voir [8] et [9] pour d =2 et [3] pour d > 3, donc
elles admettent des ensembles essentiels non triviaux qui sont caractérisés dans les
deux propositions qui suivent:

PROPOSITION 5.1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

1
(1) A= J{xeR?: a, <|x|| < by} est W-essentiel avec o €0,2],
n>1

2 ) <1ogz—z)2: + 0.

n>1
Comme dans le cas « =2 on démontre la proposition suivante:

PROPOSITION 5.2. Dans R?, d > 2, et pour o €10,2] les assertions suivantes
sont équivalentes:

o

gr)

—lo
(1) A est (T

L[ (Bw/Dloglbufan) N _
(2) ; ﬁ}f{tanh((ﬂn/Z)IOg(bn/an)) 1} "

-essentiel

B, = \/(d —2)% +4(—logh,)?,

H Y { <myw”%%wd%>»1}_+m,

— (—logby,) ’ tanh((—logb,) *2 log(b,/a,
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1 1 a (flogan)“/2 b (floga,,)'“v'/2
4 log—? [ 2" - =
W L Clogar °g2{<bn> () e

I (“loga,)” log(bu/ar) | .
— (—loga,)” | tanh((—loga,)*? log(bu/ay)) ’

l { (on/2)log(bn/an)
{ oy

—~
(9]
~

=

tanh((2,/2) log(by/an)) 1} = o on

\/ (—loga,)”.
(1

REMARQUES 5.1. (1) On sait que si 4> v tout ensemble u-essentiel est v-
essentiel. Si on note Ez I'ensemble de tous les ensembles (— log||x[)? /|||
essentiels, f€]0,2], alors si f < on a: Ey < Ep.

(2) Les ensembles (—log|lx|))?/|x||*-essentiels, S €10,2], sont 1/||x]*-
essentiels mais les ensembles 1/[x|*-essentiels ne sont pas en général
(—logl|x])? /||x||*-essentiels comme le montre I'exemple suivant:

n

I\/

ExaMpLE 5.1. On fixe les suites suivantes: p, =1-+1/n* ou 0 <o < 1/2

1

(1+p)"
by = p,an.

an:

Soit 4 = Un>1

> s (log (b n/an))? = +o0. Daprés le théoréme 5.1, A est 1/||x|*-essentiel.
On remarque que

1 1 a IOgbn b logbn 1 a
(IOg bn)z ng <bn> + (an) - log b, og b,

log(a,/b,) loga, —logh, 1 B
logh, log b, 1 —(logp,/—loga,)

n OU A, ={xeR’:a, <|x| <b,}. Puisque b,/a, = p, alors

et

Puisque
1
I — (logp,/—logay)

1 a, logb, bn logb,
— - +(|—

1
—1<; pour n > ny,

alors la série
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converge. Ainsi, d’apres le théoreme 5.2, A4 n’est pas un ensemble
(log||x|)?/||x||*-essentiel. Notons que lim,_. .. (—loga,)log(h,/a,) > 0 et que la
série anl(log(bn/an))2 = +o0. (Voir Remarque 4.2.1.)
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