
J. Math. Soc. Japan
Vol. 54, No. 2, 2002
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Abstract. In this work we study the essential sets for some Kato measure in

ðRd � f0gÞ, db 2. Using the caracterisation of Picard principle via the Green kernel

associated to the Schrödinger operator D� m; we give a new caracterisation of such sets

when m ¼ ð f ð:Þ=k:kÞ2l where f is assumed to be rotation free nonnegative, decreasing

and locally Hölder continuous on f0 < kxka 1g. In particular we obtain results given

by T. Tada in the case where d ¼ 2 and f ðrÞ ¼ �log r.

1. Introduction.

On désigne par Wr ¼ fx A R
d ; 0 < x < rg, la boule ouverte ponctuée de R

d

de centre 0 et de rayon r et Gr la sphère de centre 0 et de rayon r, r > 0 et db 2.

Soit KlocðR
d � f0gÞ le cône convexe des mesures de Kato locales sur (Rd � f0g);

pour la définition voir [1], [2], [3], [5].

Etant donnée une mesure positive m A KlocðR
d � f0gÞ. Soit mH0 le cône con-

vexe des solutions continues positives de l’équation de Schrödinger: Du� um ¼ 0

sur W ¼ W1, s’annulant sur la frontière qW� f0g.

On dit que m A Kloc vérifie le principe de Picard lorsque le nombre des gén-

ératrices extrémales de mH0 est égale à 1.

Soit m une mesure positive pour laquelle le principe de Picard est vérifié et n

une mesure dans KlocðR
d � f0gÞ avec na m. Généralement le Principe de Picard

n’est pas vérifié pour n [6], [10], [11]. Cependant dans le cas où les deux mesures

sont radiales, c’est à dire que mð f Þ ¼ mð f � gÞ pour toute fonction borélienne f et

tout élément g du groupe orthogonal SOðdÞ, le principe de Picard est vérifié pour

n [4], [9]. Ce résultat reste encore valable lorsque 1Ana 1Am pour certains sous

-ensembles A de W, appelés ensembles m-essentiels.

Dans ce travail, nous étudions ces ensembles pour les mesures m ¼

ðð f ð:ÞÞ2=k:k2Þl, l est la mesure de Lebesgue sur R
d , où f vérifie certains

conditions, en particulier pour f ðrÞ ¼ ð�log rÞa=2, a A �0; 2�.

L’interêt des ensembles m-essentiels réside dans le fait que la mesure m vérifie

le principe de Picard si, et seulement si, elle possède un ensemble essentiel ne
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contenant pas un ensemble de type Wr, r A ½0; 1�. Dans ce cas, A est une réunion

d’ouvert An :¼ fan < kxk < bng où ðanÞ et ðbnÞ sont tels que:

0 < bnþ1 < an < bn < 1 ðnb 1Þ; lim
n!þy

an ¼ 0:

En utilisant la caractérisation du principe de Picard à l’aide de la fonction de

Green associée à l’équation de Schrödinger: Du� um ¼ 0 [4] et la caractérisation

des ensembles m-essentiels pour m radiale et m A KlocðR
d � f0gÞ; nous caractérisons

les ensembles essentiels pour m ¼ ðð f ð:ÞÞ2=k:k2Þl, où f est une fonction radiale dé-

croissante localement höldérienne et continue. Ainsi nous donnons des nouvelles

caractérisations des ensembles m-essentiels pour des densités plus générales sur Rd ,

db 2. On note que le cas particulier f ðrÞ ¼ �log r, r A �0; 1½ et d ¼ 2 a été traité

par Tada [12] via d’autres méthodes. Les auteurs remercient les professeurs A.

Boukricha et W. Hansen pour les remarques qu’ils leurs ont faites, ainsi que le

referee pour ses commentaires.

2. Notations et Préliminaires.

Pour chaque ouvert U de R
d , db 2, on note MþðUÞ l’ensemble des mesures

de Radon positives sur U. On désigne par sr la mesure de surface normalisée

sur la sphère de centre 0 et de rayon r, notée Gr, et wd ¼ 2pd=2=ðGðd=2ÞÞ l’aire de

la sphère G1.

Soit ðRd ;HÞ l’espace harmonique associé au Laplacien. Pour tout ouvert

relativement compact V d’un ouvert U de R
d et pour une mesure m A MþðUÞ, on

note par GV la fonction de Green sur V et par K m
V le noyau défini sur l’ensemble

des fonctions continues et bornées par:

K
m
V f ð:Þ :¼

ð
V

GV
z ð:Þ f ðzÞmðdzÞ:

Lorsque K
m
V1 est continue et réelle, on dit que m est dans la classe de Kato

locale KlocðUÞ sur U [5]. Dans ce cas les solutions continues de l’équation de

Schrödinger sur U:

Dj� jm ¼ 0; au sens des distributions;

forment un espace harmonique ðU ; mHÞ (voir [5]). Les m-potentiels seront notés

par mP et la fonction de Green sur un ouvert V de U associée à D� m est notée

par mGV . Pour tout r > 0, on note Wr ¼ fx A R
d
: 0 < kxk < rg et mG ¼ mGW1 .

On note aussi par s4 t :¼ maxðs; tÞ et s5 t :¼ minðs; tÞ, et par mH0 le cône con-

vexe défini par: mH0 ¼ fh A
mHþðW1Þ; limkxk!1 hðxÞ ¼ 0g.

Définition 2.1. Soit m A KlocðW1Þ, comme dans ([1], [2], [3] et [7], [8]) nous

définissons dimp m, la dimension de Picard de m, par le nombre des génératrices

extrémales de mH0. Cette dimension est au moins 1 et peut être infinie. Nous

disons que m vérifie le principe de Picard si dimp m ¼ 1.
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Lemme 2.1 ([4]). Soit m A KlocðW1Þ.

(1) Il existe une unique fonction continue bornée eermerm A
mHðWrÞ telle que:

limkxk!r
ee rme rmðxÞ ¼ 1. Si m est invariante par rotation sur Wr, alors:

(2) Il existe sur Wr une unique fonction ~hh r
m telle que:

~hhr
m A

mH0ðWrÞ et ~hh
r
mðx0Þ ¼1

pour x0 A Wr tel que kx0k ¼ r=2. De plus, limx!0
~hhr
mðxÞ ¼ þy.

3. Perturbation par une mesure radiale.

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats du cas particulier de

la perturbation par une mesure radiale m dans le cas d’une couronne U ¼

fx A R
d
: a < kxk < bg. Pour tout t A �a; b½, posons:

PU
t ð:Þ :¼

ð

G1

GU
tz ð:ÞsðdzÞ et Pt ¼ PW1

t avec s ¼ s1:

Alors, PU
t est un potentiel sur U, continue, borné et radial. Par un calcul direct

on obtient:

i) Pour d ¼ 2, on a:

PW1
t ðsÞ ¼ PtðsÞ ¼

1

2p
logð1=tÞ si 0 < sa t < 1

1

2p
logð1=sÞ si 0 < ta s < 1

8
>><
>>:

et pour des réels s; t tels que: a < sa t < b on a:

PU
s ðtÞ ¼ PU

t ðsÞ ¼
1

2p

logðs=aÞ logðb=tÞ

logðb=aÞ
:

ii) Pour db 3, on pose: Cd ¼
Gðd=2Þ

2ðd � 2Þpd=2
.

On a:

PW1
t ðsÞ ¼ PtðsÞ ¼

Cdð1=t
d�2 � 1Þ si 0 < sa t < 1

Cdð1=s
d�2 � 1Þ si 0 < ta s < 1

�

et si s et t sont tels que: a < sa t < b alors sur la couronne U ¼ faa kxka bg

on a:

PU
s ðtÞ ¼ PU

t ðsÞ ¼ Cd

1

bd�2 � ad�2

b

t

� �d�2

� 1

 !
1�

a

s

� �d�2
 !

:

Soit mPU
t le m-potentiel sur U vérifiant:

mPU
t ¼ ðI þ K

m
UÞ

�1
PU
t :

Alors

mPU
t ¼

ð

G1

mGU
tz sðdzÞ:
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Proposition 3.1. Si m ¼ ða2=k:k2Þl, a > 0 on a:

mPWb
s ðtÞ ¼

1

wd d

1

bk
ebm ðs5 tÞhb

mðs4 tÞ

o�uu ebm ðxÞ ¼
kxk

b

� �ð�kþdÞ=2

et hb
mðxÞ ¼

kxk

b

� �ð�k�dÞ=2

�
kxk

b

� �ð�kþdÞ=2

avec wd ¼
2pd=2

Gðd=2Þ
; k ¼ d � 2 et d ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4a2
q

:

Preuve. Soit r la mesure de Radon positive sur �0;þy½ telle que m est

l’image de la mesure rn s sur �0;þy½�G1 par l’application:

w : �0;þy½�G1 ! R
d � f0g

ðt; zÞ ! tz:

Si f est une fonction radiale alors

K
m
U f ðsÞ ¼ wd

ð b

a

PU
t ðsÞ f ðtÞrðdtÞ:

Or

PWb
t ðtÞ ¼ ðI þ K

m
Wb
ÞmPWb

t ðtÞ

¼ mPWb
t ðtÞ þ K

m
Wb

mPWb
t ðtÞ

¼ mPWb
t ðtÞ þ wd

ð b

0

PWb
t ðsÞmPWb

t ðsÞrðdsÞ

¼ mPWb
t ðtÞ þ wd

ð t

0

PWb
t ðsÞmPWb

t ðsÞa2s k�1ðdsÞ

þ wd

ð b

t

PWb
t ðsÞmPWb

t ðsÞa2s k�1ðdsÞ:

D’après [4, Théorème 2.3] il existe une constante C ðC0CdÞ telle que:

mPWb
t ðsÞ ¼ Cebm ðs5 tÞhb

mðs4 tÞ:

i) Si d ¼ 2 on a:

PWb
t ðsÞ ¼

1

2p
log

b

t
ð0 < sa tÞ

1

2p
log

b

s
ðta s < bÞ

8

>

>

<

>

>

:
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et

m
P

Wb

t
ðsÞ ¼

C
s

b

� �a
b

t

� �a

�

�

t

b

�a� �

ð0 < sa tÞ

C

�

t

b

�a
b

s

� �a

�
s

b

� �a� �

ðta s < bÞ.

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Par suite

ð

t

0

P
Wb

t
ðsÞmPWb

t
ðsÞ

2p

s
a2ðdsÞ ¼ aC 1�

�

t

b

�2a
 !

log
b

t
;

ð

b

t

P
Wb

t
ðsÞmPWb

t
ðsÞ

2p

s
a2ðdsÞ ¼ aC log

b

t
þ

�

t

b

�2a

log
b

t
�
1

a
þ
t2ab�2a

a

( )

:

On déduit que

1

2p
log

b

t
¼ C 1� t

2a
b
�2a þ 2a log

b

t
� 1þ t

2a
b
�2a

� �

:

C’est à dire

C ¼
1

4pa
:

ii) Si db 3 on a:

P
Wb

t
ðsÞ ¼

Cd

1

tk
�

1

bk

� �

ð0 < sa tÞ

Cd

1

s k
�

1

bk

� �

ðta s < bÞ,

8

>

>

>

<

>

>

>

:

m
P

Wb

t
ðsÞ ¼

C
s

b

� �ð�kþdÞ=2 �

t

b

�ð�k�dÞ=2

�

�

t

b

�ð�kþdÞ=2
 !

ð0 < sa tÞ

C

�

t

b

�ð�kþdÞ=2
s

b

� �ð�k�dÞ=2

�
s

b

� �ð�kþdÞ=2
 !

ðta s < bÞ.

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

Comme Cdwd ¼ 1=k on a:

wd

ð

t

0

P
Wb

t
ðsÞmPWb

t
ðsÞa2s k�1

ds ¼ C
2a2

kðk þ dÞ

b

t

� �k

�
b

t

� �k�d

�1þ

�

t

b

�d
( )

;

wd

ð

b

t

P
Wb

t
ðsÞmPWb

t
ðsÞa2s k�1

dt ¼ C
2a2

kðk þ dÞ

bk

tk
�

t d

bd

� �

þ C
2a2

kðk � dÞ
1�

b

t

� �k�d
 !

:
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On pose: f ðtÞ ¼ Cdðt
�k � b�kÞ

gðtÞ ¼ C
bk

tk
�

�
t

b

��kþd

þ
2a2

kðk þ dÞ

2bk

tk
�

t�kþd

b�kþd
� 1

� �
þ

2a2

kðk � dÞ
1�

t�kþd

b�kþd

� �( )

comme limt!b

g 0ðtÞ

f 0ðtÞ
¼ C

db�1

Cdkb�k�1
on a C

db�1

Cdkb�k�1
¼ 1

et par suite C ¼
Gðd=2Þ

2pd=2bd�2

� �
1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4a2
q . r

Remarques 3.1. (1) Si d ¼ 2 alors C ¼ 1=4pa.

(2) Dans [4] A. Boukricha et E. Haouala, ont prouvé l’éxistence de la

constante C sans la donner d’une façon explicite ce qui est utile dans notre

situation (voir remarque 3.2).

(3) Notons que ebm (resp: hb
m ) coincide avec eebmebm (resp: ~hhb

m ) à une constante

multiplicative prés.

Maintenant nous donnons d’une façon précise l’expression de mPU dans la

couronne U ¼ fx A R
d
: a < kxk < bg et m ¼ ða2=k:k2Þl.

Théorème 3.1. Si m ¼ ða2=k:k2Þl, et U ¼ fx A R
d
: a < kxk < bg, alors:

iÞ mPU
s ðsÞ ¼

1

4ap

1

ðb2a � a2aÞ

b2a

s2a
� 1

� �
ðs2a � a2aÞ; si d ¼ 2

1

wd d

1

ðbd � a dÞ

1

s k
bd

s d
� 1

� �
ðs d � a dÞ; si db 3

8
>>>><
>>>>:

iiÞ mPU
s ðtÞ ¼

mPU
s ðsÞ

hb
mðsÞ

hb
mðtÞ; si a < sa t < b

mPU
s ðsÞ

ha
mðsÞ

ha
mðtÞ; si a < ta s < b

8
>>>><
>>>>:

où d ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðd � 2Þ2 þ 4a2

q
et k ¼ d � 2.

Preuve. L’opérateur de Schrödinger D� m possède une fonction de Green

symétrique sur U, notée par mGU , qui vérifie l’égalité:

GU
x ðyÞ ¼ mGU

x ðyÞ þ

ð

U

GU
t ðxÞmGU

t ðyÞmðdtÞ; pour x; y A U

GU
x ðyÞ ¼ mGU

x ðyÞ þ wda
2

ð b

a

ð

G1

GU
ty ðxÞ

mGU
ty ðyÞsðdyÞt

d�3ðdtÞ:
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Ainsi,

ð

G1

GU
sz ðyÞsðdzÞ

¼

ð

G1

mGU
sz ðyÞsðdzÞ þ a2wd

ð

G1

ð b

a

ð

G1

GU
ty ðszÞ

mGU
ty ðyÞsðdyÞt

d�3ðdtÞsðdzÞ

¼

ð

G1

mGU
sz ðyÞsðdzÞ þ a2wd

ð b

a

ð

G1

mGU
ty ðyÞ

ð

G1

GU
ty ðszÞsðdzÞsðdyÞt

d�3ðdtÞ:

Comme m est invariante par rotation, alors mPU
t est radial dans U. Or l’ap-

plication: x AU !
Ð

U
GUðx; szÞsðdzÞ est continue dans U et mGU

aGU . Par

suite l’application: x !
Ð

U
mGUðx; szÞsðdzÞ est continue dans U. Ainsi, mPU

t est

un m-potentiel sur U, continue, borné et m-harmonique en dehors de la sphère de

centre 0 et de rayon t. On déduit que:

ðIÞ PU
s ðkykÞ ¼ mPU

s ðkykÞ þ a2wd

ð b

a

PU
t ðsÞmPU

t ðkykÞtd�3 dt:

D’après le principe de minimum on obtient:

mPU
s ðtÞ ¼

mPU
s ðsÞ

hb
mðsÞ

hb
mðtÞ; si a < sa t < b

mPU
s ðsÞ

ha
mðsÞ

ha
mðtÞ; si a < ta s < b.

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

D’après (I) on a:

PU
s ðsÞ ¼ mPU

s ðsÞ þ a2wd

ð s

a

PU
t ðsÞmPU

t ðsÞtd�3 dtþ a2wd

ð b

s

PU
t ðsÞmPU

t ðsÞtd�3 dt

¼ mPU
s ðsÞ þ a2wd

ð s

a

PU
t ðsÞ

mPU
s ðsÞ

ha
mðsÞ

ha
mðtÞt

d�3 dt

þ a2wd

ð b

s

PU
t ðsÞ

mPU
s ðsÞ

hb
mðsÞ

hb
mðtÞt

d�3 dt

¼ mPU
s ðsÞ 1þ a2wd

ð s

a

PU
t ðsÞ

ha
mðtÞ

ha
mðsÞ

td�3 dtþ a2wd

ð b

s

PU
t ðsÞ

hb
mðtÞ

hb
mðsÞ

td�3 dt

( )

:

i) Si d ¼ 2 on a:

ha
mðtÞ ¼

aa

ta
�

ta

aa
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et

P
U

s
ðtÞ ¼ P

U

t
ðsÞ ¼

1

2p

logðs=aÞ logðb=tÞ

logðb=aÞ
si a < sa t < b:

Ainsi,

P
U

s
ðsÞ ¼ m

P
U

s
ðsÞ

(

1þ
a2

ha
mðsÞ

logðb=sÞ

logðb=aÞ

ð

s

a

�

log
t

a

�

h
a

m ðtÞt
�1

dt

þ
a2

hb
mðsÞ

logðs=aÞ

logðb=aÞ

ð

b

s

log
b

t

� �

h
b

mðtÞt
�1

dt

)

:

Or

I1 :¼

ð

s

a

�

log
t

a

�

h
a

mðtÞt
�1

dt ¼
1

a

a

s

� �a

þ
s

a

� �a� �

log
a

s
�

1

a2
h
a

m ðsÞ;

I2 :¼

ð

b

s

log
b

t

� �

h
b

mðtÞt
�1

dt ¼
1

a

b

s

� �a

þ
s

b

� �a� �

log
b

s
�

1

a2
h
b

m ðsÞ

et donc

a2

ha
mðsÞ

logðb=sÞ

logðb=aÞ
I1 ¼ �a

a2a þ s2a

a2a � s2a

� �

2pPU

s
ðsÞ �

logðb=sÞ

logðb=aÞ
;

a2

hb
m ðsÞ

logðs=aÞ

logðb=aÞ
I2 ¼ a

b2a þ s2a

b2a � s2a

� �

2pPU

s
ðsÞ �

logðs=aÞ

logðb=aÞ
:

Ainsi

P
U

s
ðsÞ ¼ m

P
U

s
ðsÞ 1þ a

b2a þ s2a

b2a � s2a
�
a2a þ s2a

a2a � s2a

� �

2pPU

s
ðsÞ �

logðs=aÞ

logðb=aÞ
�

logðb=sÞ

logðb=aÞ

� �

:

D’où

m
P
U

s
ðsÞ ¼

1

4apðb2a � a2aÞ

b2a

s2a
� 1

� �

ðs2a � a
2aÞ:

ii) Si db 3 on a:

h
a

mðtÞ ¼

�

t

a

�ð�k�dÞ=2

�

�

t

a

�ð�kþdÞ=2

;

P
U

s
ðtÞ ¼ P

U

t
ðsÞ ¼ Cd

1

bk � ak

b

t

� �k

�1

 !

1�
a

s

� �k
 !

pour a < sa t < b:
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D’après (I) on a:

P
U

s
ðsÞ ¼ m

P
U

s
ðsÞ

(

1þ
a2Cdwd

ðbk � akÞha
mðsÞ

b

s

� �k

�1

 !

ð

s

a

1�
a

t

� �k
 !

h
a

mðtÞt
k�1

dt

þ
a2Cdwd

ðbk � akÞhb
mðsÞ

1�
a

s

� �k
 !

ð

b

s

b

t

� �k

�1

 !

h
b

mðtÞt
k�1

dt

)

:

Or

I3 :¼

ð

s

a

1�
a

t

� �k
 !

h
a

mðtÞt
k�1

dt

¼ ðak
s
�k � 1Þ

2

k þ d
a
ðkþdÞ=2

s
ðk�dÞ=2 þ

2

d� k
a
ðk�dÞ=2

s
ðkþdÞ=2

� �

þ
4k

ðd� kÞðdþ kÞ
ðaðk�dÞ=2

s
ðkþdÞ=2 � a

ðkþdÞ=2
s
ðk�dÞ=2Þ;

I4 :¼

ð

b

s

b

t

� �k

�1

 !

h
b

mðtÞt
k�1

dt

¼ ðbk
s
�k � 1Þ

2

k þ d
s
ðk�dÞ=2

b
ðkþdÞ=2 þ

2

d� k
b
ðk�dÞ=2

s
ðkþdÞ=2

� �

þ
4k

ðd� kÞðdþ kÞ
ðbðk�dÞ=2

s
ðkþdÞ=2 � b

ðkþdÞ=2
s
ðk�dÞ=2Þ:

Et donc

a2Cdwd

ðbk � akÞha
mðsÞ

b

s

� �k

�1

 !

I3

¼ �
a2wd

ha
mðsÞ

P
U

s
ðsÞ

2

k þ d
a
ðkþdÞ=2

s
ðk�dÞ=2 þ

2

d� k
a
ðk�dÞ=2

s
ðkþdÞ=2

� �

� kwdCd

ðbk � s kÞ

bk � ak
;

a2Cdwd

ðbk � akÞhb
mðsÞ

1�
a

s

� �k
 !

I4

¼
a2wd

hb
mðsÞ

P
U

s
ðsÞ

2

k þ d
b
ðkþdÞ=2

s
ðk�dÞ=2 þ

2

d� k
b
ðk�dÞ=2

s
ðkþdÞ=2

� �

� kwdCd

ðs k � akÞ

bk � ak
:
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Ainsi

PU
s ðsÞ ¼ mPU

s ðsÞ

�

1þ wdP
U
s ðsÞ

ðd� kÞbd þ ðk þ dÞs d

2ðs�kbd � s�kþdÞ
�
ðd� kÞa d þ ðdþ kÞs d

2ðs�ka d � s�kþdÞ

� �

�
kCdwdðb

k � akÞ

bk � ak

�

et comme Cdwd ¼ 1=k, on déduit que

1

wd

¼
ds dþkða d � bdÞ

ðbd � s dÞða d � s dÞ
mPU

s ðsÞ:

Ainsi

mPU
s ðsÞ ¼

ðbd � s dÞðs d � a dÞ

ds dþkðbd � a dÞ

1

wd

:

C’est à dire

mPU
s ðsÞ ¼

Gðd=2Þ

2pd=2dðbd � a dÞ

1

s k
bd

s d
� 1

� �

ðs d � a dÞ: r

Remarques 3.2. (1) Si d ¼ 2, alors d ¼ 2a, et donc on retrouve l’expression:

mPU
s ðsÞ ¼

1

4apðb2a � a2aÞ

b2a

s2a
� 1

� �

ðs2a � a2aÞ:

(2) Si on note Ua ¼ fx A R
d
: a < kxk < bg et mHUa

le noyau m-harmonique

associé à Ua. Alors pour tout m-potentiel q sur Wb, les fonctions mHUa
q décrois-

sent localement uniformément vers zéro lorsque a tend vers zéro. Si

qUa ¼ q� mHUa
q

alors, pour tout x A Wb,

sup
a>0

qUaðxÞ ¼ lim
a!0

qUaðxÞ ¼ qðxÞ:

Ainsi lima!0
mPUa

s ¼ mPWb
s ; ce qui est bien vérifiée par calcul, car

lim
a!0

Gðd=2Þ

2pd=2d

ðbd � s dÞ

ðbd � a dÞ
s�d�kðs d � a dÞ ¼

Gðd=2Þ

2pd=2dbk
ebm ðsÞh

b
mðsÞ:

(3) On remarque aussi que lima!0 PUa
s ¼ PWb

s .

4. Ensembles ðð f ð:ÞÞ2=k:k2Þl-essentiels.

Définition 4.1. Un sous ensemble ouvert et invariant par rotation A de W

est un ensemble essentiel pour une mesure m invariante par rotation, si le principe

de Picard est vérifié pour toute mesure n telle que: 1Ana 1Am.
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Remarques 4.1 ([7]). (1) L’importance des ensembles essentiels pour l’étude

du principe de Picard est donné par le résultat suivant: Une mesure m vérifie le

principe de Picard si, et seulement si, il existe un ensemble essentiel ne contenant

pas un ensemble de type Wr ¼ fx A R
d
: 0 < kxk < rg, r A �0; 1½.

(2) S’il existe r A �0; 1½ tel que Wr ¼ fx A R
d
: 0 < kxk < rgHA, alors A est

essentiel pour m si, et seulement si, m vérifie le principe de Picard.

(3) Notons que E. Haouala [7, Théorème 3.2] a montré que pour les mesures

radiales m A KlocðR
d � f0gÞ, A est m-essentiel si, et seulement si,

ð

A

1

kxk2

ð

G1

mGA
kxkzðxÞsðdzÞlðdxÞ ¼ þy:

Si zéro n’est pas dans l’adhérence A de A alors A n’est pas essentiel pour m.

Dans le cas contraire A contient une réunion d’ouverts An :¼ fan < kxk < bng où

ðanÞ et ðbnÞ sont tels que: 0 < bnþ1a an < bn < 1 ðnb 1Þ et limn!þy an ¼ 0.

Dorénavant nous considérons les mesures de type m ¼ ðð f ð:ÞÞ2=k:k2Þl où f

est une fonction radiale décroissante, localement höldérienne, continue, non

bornée sur �0; 1½ et strictement positive. Ainsi

1An

ð f ðbnÞÞ
2

kxk2
la 1An

ð f ðkxkÞÞ2

kxk2
la 1An

ð f ðanÞÞ
2

kxk2
l:

Posons:

Jn ¼ 1An

ð f ðk:kÞÞ2

k:k2
l; mn ¼ 1An

ð f ðanÞÞ
2

k:k2
l et nn ¼ 1An

ð f ðbnÞÞ
2

k:k2
l:

Alors

mnGAn

x a
JnGAn

x a
nnGAn

x :

Ainsi, on obtient:

ðIIÞ

ð

An

1

kxk2
mnPAn

kxkðxÞlðdxÞa

ð

An

1

kxk2
JnPAn

kxkðxÞlðdxÞa

ð

An

1

kxk2
nnPAn

kxkðxÞlðdxÞ:

Notons que, d’après le théorème 3.1, on a les expressions suivantes:

ðaÞ

ð

An

1

kxk2
mnPAn

kxkðxÞlðdxÞ ¼
1

an

ban
n þ aan

n

ban
n � aan

n

log
bn

an
�

2

a2n

¼
2

a2n

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

avec an ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4ð f ðanÞÞ
2

q

.
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ðbÞ

ð

An

1

kxk2
nnPAn

kxkðxÞlðdxÞ ¼
1

bn

b
bn
n þ a

bn
n

b
bn
n � a

bn
n

log
bn

an
�

2

b2
n

¼
2

b2
n

ðbn=2Þ logðbn=anÞ

tanhððbn=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

avec bn ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4ð f ðbnÞÞ
2

q

.

De l’inégalité (II), des expressions (a) et (b) et de la remarque 4.1.(3) on déduit

les lemmes suivants:

Lemme 4.1. Si A est m-essentiel alors
P

nb1

1

b2
n

ðbn=2Þ logðbn=anÞ

tanhððbn=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy.

Lemme 4.2. Si
P

nb1

1

a2n

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy alors A est m-

essentiel.

Théorème 4.1. On suppose que f, an et bn vérifient la condition suivante:

(III): f ðanÞa log a�1
n pour n ¼ 1; 2; . . . et lim infn!þy ð f ðbnÞ= f ðanÞÞ ¼

lim infn!þy ðlog b�1
n =log a�1

n Þ.

Les assertions suivantes sont équivalentes:

ð1Þ A est
ð f ð:ÞÞ2

k:k2
l-essentiel;

ð2Þ
X

nb1

1

b2
n

ðbn=2Þ logðbn=anÞ

tanhððbn=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy o�uu

bn ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4 f ðbnÞ
2

q

;

ð3Þ
X

nb1

1

f ðbnÞ
2

f ðbnÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðbnÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy;

ð4Þ
X

nb1

1

f ðbnÞ
2
log

1

2

an

bn

� �f ðbnÞ

þ
bn

an

� �f ðbnÞ
( )

¼ þy;

ð5Þ
X

nb1

1

f ðanÞ
2
log

1

2

an

bn

� �f ðanÞ

þ
bn

an

� �f ðanÞ
( )

¼ þy;

ð6Þ
X

nb1

1

f ðanÞ
2

f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy;
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ð7Þ
X

nb1

1

a2n

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼þy o�uu

an ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4 f ðanÞ
2

q

:

Preuve. (1) ) (2): Résulte du lemme 4.1.

(2) ) (3): On considère la fonction décroissante en x suivante:

cðx; tÞ ¼
1

x2

tx

tanhðtxÞ
� 1

� �

o�uu t > 0 et x > 0:

Ainsi

c f ðbnÞ; log
bn

an

� �

bc
bn
2
; log

bn

an

� �

:

C’est à dire:

1

f ðbnÞ
2

f ðbnÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðbnÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

b
4

b2
n

ðbn=2Þ logðbn=anÞ

tanhððbn=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

:

D’où le résultat.

(3) ) (4):

1

f ðbnÞ
2
log

1

2

an

bn

� �f ðbnÞ

þ
bn

an

� �f ðbnÞ
( )

�
1

f ðbnÞ
2

f ðbnÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðbnÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼
1

f ðbnÞ
2

log cosh log
bn

an

� �f ðbnÞ
 !

�
f ðbnÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðbnÞ logðbn=anÞÞ
þ 1

( )

:

On pose:

jðxÞ ¼ log cosh x� ðx=tanh xÞ þ 1 pour x > 0. Par un simple calcul on

déduit que: jðxÞb 0 pour tout x > 0. Ainsi

1

f ðbnÞ
2
log

1

2

an

bn

� �f ðbnÞ

þ
bn

an

� �f ðbnÞ
( )

b
1

f ðbnÞ
2

f ðbnÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðbnÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

d’où le résultat.

(4) ) (5): Puisque f est décroissante, alors f ðbnÞ < f ðanÞ. Ainsi

log
1

2

bn

an

� �f ðbnÞ

þ
an

bn

� �f ðbnÞ
( )

< log
1

2

bn

an

� �f ðanÞ

þ
an

bn

� �f ðanÞ
( )

:

On distingue deux cas:
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i) Si lim infn!þy f ðbnÞ= f ðanÞ > 0.

Alors il existe une constante M1 > 0 telle que: M1= f ðbnÞ < 1= f ðanÞ; à partir

d’un certain rang. Et par suite, de l’inégalité

M 2
1

ð f ðbnÞÞ
2
log

1

2

bn

an

� �f ðbnÞ

þ
an

bn

� �f ðbnÞ
( )

<
1

ð f ðanÞÞ
2
log

1

2

bn

an

� �f ðanÞ

þ
an

bn

� �f ðanÞ
( )

;

on déduit le résultat.

ii) Supposons que lim infn!þy f ðbnÞ= f ðanÞ ¼ 0. Nous avons

1

f ðanÞ
2
log

1

2

bn

an

� �f ðanÞ
( )

¼
log 2�1

f ðanÞ
2
þ
log a�1

n

f ðanÞ
�
log b�1

n

f ðanÞ

¼
log 2�1

f ðanÞ
2
þ
log a�1

n

f ðanÞ
1�

log b�1
n

log a�1
n

� �

:

D’après la condition (III) on déduit que

log 2�1

f ðanÞ
2
þ
log a�1

n

f ðanÞ
1�

log b�1
n

log a�1
n

� �

b
log 2�1

f ðanÞ
2
þ 1�

log b�1
n

log a�1
n

:

Par suite

lim sup
n!þy

1

f ðanÞ
2
log

1

2

bn

an

� �f ðanÞ

þ
an

bn

� �f ðanÞ
( )

> 0:

On déduit que

X

nb1

1

f ðanÞ
2
log

1

2

bn

an

� �f ðanÞ

þ
an

bn

� �f ðanÞ
( )

¼ þy:

(5) ) (6): De la croissance de la fonction uðxÞ ¼ 3ðx=tanhðxÞ � 1Þ�

2 logðcoshðxÞÞ, pour x > 0, on déduit que ð1=logðcoshðxÞÞÞðx=tanhðxÞ � 1Þ > 2=3,

Ex > 0.

Ainsi

lim inf
n!þy

1

logðcoshð f ðanÞ logðbn=anÞÞÞ

f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

> 0;

et par suite ils existent b > 0 et un entier naturel n0 tels que, pour n > n0,

b

f ðanÞ
2
log cosh f ðanÞ log

bn

an

� �� �

<
1

f ðanÞ
2

f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

:

D’où le résultat.
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(6) ) (7): On considère la fonction croissante suivante:

hðxÞ ¼
x

tanhðxÞ
:

Alors

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

>
f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

;

et comme

a2n=4

f ðanÞ
2
¼

ðd � 2Þ2=4

f ðanÞ
2

þ 1 <
ðd � 2Þ2

4
ð f ða1ÞÞ

�2 þ 1;

on déduit que

1

f ðanÞ
2
<

ðd � 2Þ2ð f ða1ÞÞ
�2 þ 4

a2n
:

Ainsi

ðd � 2Þ2ð f ða1ÞÞ
�2 þ 4

a2n

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ log ðbn=anÞÞ
� 1

� �

>
1

f ðanÞ
2

f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

:

(7) ) (1): Résulte du lemme 4.2. r

Corollaire 4.1. Soit f une fonction radiale, décroissante, localement höld-

érienne continue, non bornée sur �0; 1½ et strictement positive telle que: f ðrÞ ¼

cð�log rÞ ð0 < ca 1Þ, au voisinage de 0, alors les assertions du théorème 4.1 sont

équivalentes.

Dans le cas où limn!þy f ðanÞ logðbn=anÞ ¼ 0 et l’hypothèse (III) du théo-

rème 4.1 est vérifiée, on a une caractérisation simple des ensembles m-essentiels:

Proposition 4.1. On suppose que f , an et bn vérifient les conditions

suivantes: f ðanÞa log a�1
n pour nb 1, lim infn!þy f ðbnÞ= f ðanÞ ¼ lim infn!þy

ðlog b�1
n =log a�1

n Þ et limn!þy f ðanÞ logðbn=anÞ ¼ 0. Les assertions suivantes sont

équivalentes:

1� A est
ð f ð:ÞÞ2

k:k2
l-essentiel;

2�
X

nb1

log
bn

an

� �2

¼ þy:
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Preuve. De la décroissance de la fonction x ! x=tanhðxÞ � 1� x2, pour

tout x > 0, on déduit que:

f ðanÞ logðbn=anÞ
tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ

� 1a f ðanÞ2 log
bn

an

� �2

:

Puisque limx!0ð1=x2Þðx=tanhðxÞ � 1Þ ¼ 1=3 et limn!þy f ðanÞ logðbn=anÞ ¼ 0,

alors ils existent M > 0 et un entier naturel n0 tels que pour tout n > n0 on a:

M f ðanÞ log
bn

an

� �2

a
f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1:

Donc, pour tout n > n0, on a

M log
bn

an

� �2

a
1

f ðanÞ2
f ðanÞ logðbn=anÞ

tanhð f ðanÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

a log
bn

an

� �2

:

Ainsi, d’après le théorème 4.1.(6), on déduit le résultat. r

Example 4.1. On considère la fonction f définie par f ðxÞ ¼ ð�logðxÞÞa,
0 < a < 1 et les suites fang, fbng données par an ¼ e�

ffiffi

n
p �1=ð3 ffiffi

n
p Þ, bn ¼ e�

ffiffi

n
p
.

Remarques 4.2. (1) Si limn!þy f ðanÞ logðbn=anÞ > 0, alors la proposition

précédente n’est plus valable. (Voir l’exemple 5.1.)

(2) Si f ¼ 1, i.e. m ¼ ð1=k:k2Þl, l’équivalence de la proposition précédente est

toujours vraie. (Voir théorème 5.1.)

5. Applications.

Dans cette section nous donnons quelques applications dans le cas où f ðxÞ ¼
ð�logkxkÞa=2 avec, a A ½0; 2�. Notons que les ensembles f -essentiels avec, f ðxÞ ¼
�logkxk et f ðxÞ ¼ 1 ont été étudiés par T. Tada en dimension 2.

Comme les mesures n ¼ ððlogk:kÞ2=k:k2Þl et m ¼ ð1=k:k2Þl vérifient le

principe de Picard ([3], [8], [9]), alors elles possèdent des ensembles essentiels ne

contenant pas un ensemble de type Wr; r A �0; 1½. Le théorème, ci-dessous, donne

une caractérisation des ensembles 1=kxk2-essentiels.

Théorème 5.1. Les asseretions suivantes sont équivalentes:

1� A ¼ 6
nb1

fan < kxk < bng est
1

kxk2
-essentiel;

2�
X

nb1

log
bn

an

� �2

¼ þy:
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Remarque 5.1. Cette caractérisation des ensembles 1=kxk2-essentiels a été

donnée par T. Tada [12] dans le cas R
2. En remarquant que, A est 1=kxk2-

essentiel si, et seulement si, A est essentiel pour la mesure nulle; E. Haouala [7]

a démontré ce résultat dans le cas R
d , db 2. Nous donnons une autre démon-

stration de ce résultat en utilisant l’expression du potentiel ð1=kxk2ÞlPAn .

Preuve. D’après [7]

A est
1

kxk2
-essentiel ,

ð

A

1

kxk2

ð

G1

ð1=k:k2ÞlGA
kxkzðxÞsðdzÞlðdxÞ ¼ þy

,
X

nb1

ð bn

an

ð1=kxk2ÞlPAn

r ðrÞrd�3 dr ¼ þy:

D’après le théorème 3.1 on a:

ð bn

an

ð1=kxk2ÞlPAn

r ðrÞrd�3 dr ¼
2

a21

a1

2

ba1n þ aa1
n

ba1n � aa1
n

log
bn

an
� 1

� �

;

avec a1 ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4

q

.

On pose gn ¼
a1

2
log

bn

an
. Donc

2

a21

a1

2

ba1n þ aa1
n

ba1n � aa1
n

log
bn

an
� 1

� �

¼
2

a21

gn
tanh gn

� 1

� �

:

Comme les séries de termes générales ðgn=tanh gnÞ � 1 et ðlogðbn=anÞÞ
2 sont de

même nature alors,

A est
1

kxk2
-essentiel ,

X

nb1

log
bn

an

� �2

¼ þy: r

Théorème 5.2. Les assertions suivantes sont équivalentes:

ð1Þ A est
ðlogk:kÞ2

k:k2
l-essentiel;

ð2Þ
X

nb1

1

b2
n

ðbn=2Þ logðbn=anÞ

tanhððbn=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼þy o�uu bn¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd�2Þ2þ4ðlog bnÞ
2

q

;

ð3Þ
X

nb1

1

ðlog bnÞ
2

ð�log bnÞ logðbn=anÞ

tanhðð�log bnÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy;

ð4Þ
X

nb1

1

ðlog bnÞ
2
log

1

2

an

bn

� �log bn

þ
bn

an

� �log bn
( )

¼ þy;
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ð5Þ
X

nb1

1

ðlog anÞ
2
log

1

2

an

bn

� �log an

þ
bn

an

� �log an
( )

¼ þy;

ð6Þ
X

nb1

1

ðlog anÞ
2

ð�log anÞ logðbn=anÞ

tanhðð�log anÞ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy;

ð7Þ
X

nb1

1

a2n

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy o�uu

an ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4ðlog anÞ
2

q

:

Remarque 5.2. Dans R
2, les caractérisations (3) et (4) ont été données

par T. Tada via d’autres méthodes. En utilisant les téchniques de la théorie du

potentiel nous sommes arrivés à donner ces résultats dans R
d , db 2.

On sait que les mesures n ¼ ðð�logkxkÞb=kxk2Þl, b A �0; 2� et m ¼ ð1=kxk2Þl

vérifient le principe de Picard voir [8] et [9] pour d ¼ 2 et [3] pour db 3, donc

elles admettent des ensembles essentiels non triviaux qui sont caractérisés dans les

deux propositions qui suivent:

Proposition 5.1. Les assertions suivantes sont équivalentes:

ð1Þ A ¼ 6
nb1

fx A R
d
: an < kxk < bng est

1

kxka -essentiel avec a A �0; 2�;

ð2Þ
X

nb1

log
bn

an

� �2

¼ þy:

Comme dans le cas a ¼ 2 on démontre la proposition suivante:

Proposition 5.2. Dans R
d , db 2, et pour a A �0; 2� les assertions suivantes

sont équivalentes:

ð1Þ A est
ð�log rÞa

r2
-essentiel;

ð2Þ
X

nb1

1

b2
n

ðbn=2Þ logðbn=anÞ

tanhððbn=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy o�uu

bn ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4ð�log bnÞ
a

q

;

ð3Þ
X

nb1

1

ð�log bnÞ
a

ð�log bnÞ
a=2 logðbn=anÞ

tanhðð�log bnÞ
a=2 logðbn=anÞÞ

� 1

( )

¼ þy;
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ð4Þ
X

nb1

1

ð�log anÞ
a log

1

2

an

bn

� �ð�log anÞ
a=2

þ
bn

an

� �ð�log anÞ
a=2( )

¼ þy;

ð5Þ
X

nb1

1

ð�log anÞ
a

ð�log anÞ
a=2 logðbn=anÞ

tanhðð�log anÞ
a=2 logðbn=anÞÞ

� 1

( )

¼ þy;

ð6Þ
X

nb1

1

a2
n

ðan=2Þ logðbn=anÞ

tanhððan=2Þ logðbn=anÞÞ
� 1

� �

¼ þy o�uu

an ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

ðd � 2Þ2 þ 4ð�log anÞ
a

q

:

Remarques 5.1. (1) On sait que si mb n tout ensemble m-essentiel est n-

essentiel. Si on note Eb l’ensemble de tous les ensembles ð�logkxkÞb=kxk2-

essentiels, b A �0; 2�, alors si b < b 0 on a: Eb 0 HEb.

(2) Les ensembles ð�logkxkÞb=kxk2-essentiels, b A �0; 2�, sont 1=kxk2-

essentiels mais les ensembles 1=kxk2-essentiels ne sont pas en général

ð�logkxkÞb=kxk2-essentiels comme le montre l’exemple suivant:

Example 5.1. On fixe les suites suivantes: rn ¼ 1þ 1=na où 0 < a < 1=2

an ¼
1

ð1þ rnÞ
n2

bn ¼ rnan:

8

>

<

>

:

Soit A ¼ 6
nb1

An, où An ¼ fx A R
d
: an < kxk < bng. Puisque bn=an ¼ rn alors

P

nb1ðlog ðbn=anÞÞ
2 ¼ þy. D’après le théorème 5.1, A est 1=kxk2-essentiel.

On remarque que

1

ðlog bnÞ
2
log

1

2

an

bn

� �log bn

þ
bn

an

� �log bn
( )

a
1

log bn
log

an

bn

et

logðan=bnÞ

log bn
¼

log an � log bn
log bn

¼
1

1� ðlog rn=�log anÞ
� 1:

Puisque

1

1� ðlog rn=�log anÞ
� 1 <

1

n2
pour n > n0;

alors la série

X

nb1

1

ð�log bnÞ
2
log

1

2

an

bn

� �log bn

þ
bn

an

� �log bn
( )
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converge. Ainsi, d’après le théorème 5.2, A n’est pas un ensemble

ðlogkxkÞ2=kxk2-essentiel. Notons que limn!þyð�log anÞ logðbn=anÞ > 0 et que la

série
P

nb1ðlogðbn=anÞÞ
2 ¼ þy. (Voir Remarque 4.2.1.)
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