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\S 0. Introduction.

Dans cet article, on consid\‘ere quelques probl\‘emes concernant les groupes.
alg\’ebriques semi-simples, surtout dans le cas o\‘u les groupes soient d\’efinis et
d\’eploy\’es sur un corps $k$ .

Soit $G$ un groupe algebrique semi-simple connexe d\’efini sur un corps de
nombres alg\’ebriques $k$ . On construit le groupe ad\’elique $G_{A}$ de $G$ . On designe
par $G_{A}^{\prime}$ le groupe des commutateurs de $G_{A}$ au sens abstrait, alors le produit
$G_{k}G_{A}^{\prime}$ est un sous-groupe distingu\’e de $G_{A}$ au sens abstrait. Si $G$ soit d\’efini et
d\’eploye sur $k$ , on d\’emontre que les deux groupes $G_{A}^{\prime}$ et $G_{k}G_{A}^{\prime}$ sont ferm\’es dans
$G_{A}$ , et que le groupe quotient $A_{k}(G)=G_{A}/G_{k}G_{A}^{\prime}$ est isomorphe au groupe ab\’elien
et compact qui est canoniquement isomorphe au produit des groupes de Galois
des extensions ab\’eliennes de $k$ bien d\’etermin\’ees. Plus pr\’ecis\’ement, on d\’esigne
par $J_{k}$ le groupe des id\‘eles de $k$ . Pour un entier positif $n$ , nous posons

$A_{k}(n)=J_{k}/k^{*}(J_{k})^{n}$ .

Le groupe $A_{k}(n)$ est isomorphe au groupe de Galois de $K(n)$ sur $k,$ o\‘u $K(n)$

d\’esigne le corps compos\’e de toutes extensions cycliques de $k$ de degr\’e $d(d$

divise $n$). Alors on a
$A_{k}(G)\cong\prod_{i=1}^{l}A_{k}(e_{i})$ ,

o\‘u $l$ est le rang de $G$ et $e_{i}$ sont des diviseurs \’el\’ementaires de 1‘operateur qui
est d\’etermin\’e par $1’ isog\acute{e}nie$ universelle de $G$ .

Soit $S$ un sous-ensemble fini de l‘ensemble $V$ des places de $k$ contenant
toutes places infinies de $k$ . Si $G$ soit un groupe alg\’ebrique lin\’eaire d\’efini sur
$k$ , on pose

$G_{s}=\prod_{v--s}G_{v}$ ,

$G_{A(S)}=G_{s}\times\prod_{v\in S}G_{\mathfrak{O}_{v}}$ .

Si $G$ soit semi-simple et si $G_{s}$ ne soit pas compact, $G_{k}G_{A(S)}$ contient le groupe $\cdot$
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des commutateurs de $G_{A}$ et la d\’ecomposition bilat\‘ere de $G_{A}$ suivant les sous-
groupe $G_{k}$ et $G_{A(S)}$ est isomorphe au groupe quotient $G_{A}/G_{k}G_{A(S)}$ (au moins si
$G$ ne contienne pas le facteur simple de type $E_{8}$ qui est anisotropique sur $k$),
voir Kneser [7] Part I.

Nous posons
$A_{k}(n, S)=J_{k}/k^{*}(J_{k})^{n}J_{A(S)}$ .

Si $G$ soit d\’eploye sur $k$ et si $G$ soit de type sp\’ecial $(n^{o}4)$ , on peut demontrer
que

$G_{k}\backslash G_{A}/G_{A(S)}\cong\prod_{i=1}^{l}A_{k}(e_{i}, S)$ ,

et que le nombre des classes dans un genre est \’egal au produit des degr\’es de
quelques extensions finies de $k$ .

Dans cet article, nous supposons que tout corps consid\’er\’e soit de carac-
t\’eristique z\’ero.

\S 1. Pr\’eliminaire.

Soit $G$ un groupe alg\’ebrique semi-simple connexe d\’efini sur un corps $k$ .
Il $y$ a un rev\^etement universel $\tilde{G}$ de $G$ d\’efini sur $k$ et une isog\’enie $\pi$ de $\tilde{G}$

sur $G$ d\’efini sur $k$ qui sont uniques \‘a un isomorphisme sur $k$ pr\‘es ([8], Ap-
pendix). C’est-\‘a-dire il $y$ a un groupe alg\’ebrique semi-simple simplement con-
nexe $\tilde{G}$ d\’efini sur $k$ et une isog\’enie $\pi$ de $\tilde{G}$ sur $G$ que nous dirons 1‘isog\’enie
universelle de $G$ . Le noyau $C$ de $\pi$ est un groupe fini d\’efini sur $k$ contenu
dans le centre de $\tilde{G}$ . On a par cons\’equent une suite exacte des groupes alg\’e-
briques;

(1)
$1\rightarrow C\rightarrow\tilde{G}\rightarrow^{\pi}G\rightarrow 1$ .

Si 1‘on note $\overline{k}$ la cloture alg\’ebrique de $k$ , on a

(1)
$1\rightarrow C_{\overline{k}}\rightarrow\tilde{G}_{\overline{k}}\rightarrow^{\pi}G_{\overline{k}}\rightarrow 1$ .

La suite (1) entraine la suite suivante;

(2) $1\rightarrow C_{k}\rightarrow\tilde{G}_{k}\rightarrow G_{k}\rightarrow H^{1}(k, C)$ ,

o\‘u $H^{1}(k, C)=H^{1}(\mathfrak{g}(\overline{k}/k), C_{\overline{t}})$ , et $\mathfrak{g}(\overline{k}/k)$ designe le groupe de Galois de $\overline{k}$ sur $k$ .
On d\’esigne par $G_{k}^{1}$ l’image de $G_{k}$ par $ 1’ isog\acute{e}nie\pi$ . Comme $H^{1}(k, C)$ est un

groupe abl\’eien, $G_{k}^{1}$ contient le groupe des commutateurs $G_{k}^{\prime}$ de $G_{h}$ .

\S 2. Cas de type d\’eploy\’e.

Soit $G$ d\’eploy\’e sur $k$ . Il $y$ a donc un tore maximal $T$ de $G$ qui est d\’eploy\’e
(ou d\’ecompos\’e) sur $k$ , et pour toute racine $\alpha$ de $G$ par rapport au $T$ , il $y$ a
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un isomorphisme $\theta_{\alpha}$ d\’efini sur $k$ de $G_{\alpha}$ sur un sous-groupe $U_{\alpha}$ de $G$ tel que

$t\theta_{\alpha}(u)t^{-1}=\theta_{\alpha}(\alpha(t)u)$ , pour $t\in T$ et $u\in G_{a}$ .
Ici on a d\’esign\’e comme toujours par $G_{a}$ le groupe additif du domaine universel
2 de $k$ .

On fixe un ordre lexicographique dans le module $X(T)$ des caract\‘eres
rationnels de $T$ . On d\’esigne par $U$ (resp. $V$ ) le sous-groupe de $G$ engendr\’e
par $U_{\alpha}$ avec toutes les racines positives $\alpha$ (resp. n\’egatives). Dans ce cas, on
a la d\’ecomposition de Bruhat de $G_{K}$ pour un corps $K$ contenant $k$ ;

(3) $G_{K}=\bigcup_{w\overline{\sim}W}U_{w.K}^{\prime}\cdot n_{w}\cdot T_{K}\cdot U_{K}$ ,

o\‘u $W$ est le groupe de Weyl de $G:W=N(T)/T$, et $U_{w}^{\prime}$ signifie un sous-groupe
de $U$ engendr\’e par $U_{\alpha}$ avec toutes les racines positives $\alpha$ telles que $w(\alpha)$ soient
n\’egatives, et $n_{w}$ signifie un repr\’esentant de $w\in W$ dans $N(T)_{k}[2]$ .

Le rev\^etement universel de $G$ se construit par Steinberg [9]. Plus pr\’ecis\’e-
ment, soit $\Sigma=\{\alpha\}$ un syst\‘eme des racines de $G$ par rapport au tore maximal
$T$ d\’eploy\’e sur $k$ de $G$ . Pour un corps $K$ contenant $k$ , on construit un groupe
$I(K)$ par les g\’en\’erateurs $x_{\alpha}(t)(t\in K, \alpha\in\Sigma)$ sous les conditions (A), (B) et (C),
mais 1on change la condition (B) en (B) dans la composante simple de $G$ qui
est de rang 1.

(A) $x_{\alpha}(t)x_{\alpha}(u)=x_{\alpha}(t+u)$ , quelques soient $t,$ $u\in K$ .
Pour deux racines $\alpha$ et $\beta$ non-proportionnelles,

$\langle B)$

$[x_{\alpha}(t), x_{\beta}(u)]=\prod_{\iota_{J>0}}x_{i\alpha+j\beta}(c_{ij,\alpha\beta}t^{i}u^{J})$ ,

o\‘u $[x, y]$ est le commutateur de $x$ et $y$, et le produit s’\’etend sur toutes racines
$i\alpha+j\beta(i, j>0)$ dans un certain ordre, et $c_{ij,\alpha\beta}$ sont les entiers rationnels donn\’es
par Chevalley [3] p. 33. Pour $t\in K^{*}$ , on pose

\langle 4) $w_{\alpha}(t)=x_{\alpha}(t)x_{-\alpha}(-t^{-1})x_{\alpha}(t)$ ,

\langle 5) $h_{\alpha}(t)=w_{\alpha}(t)w_{\alpha}(1)^{-1}=w_{\alpha}(t)w_{a}(-1)$ .
$(B^{\prime})$ $w_{\alpha}(t)x_{\alpha}(u)w_{\alpha}(t)^{-1}=x_{-\alpha}(-t^{-2}u)$ ,

\langle $C$) $h_{\alpha}(t)h_{\alpha}(u)=h_{\alpha}(tu)$ , quelques soient $t,$ $u\in K^{*}$ .
On d\’esigne par $\Delta=\{a\}$ l’ensemble des racines simples par rapport \‘a $1’ ordre$

d\’etermin\’e plus haut. Si 1‘on d\’esigne par $H(K)$ le sous-groupe de $\Gamma(K)$ en-
gendr\’e par $h_{\alpha}(t)$ avec $\alpha\in\Sigma$ et $t\in K^{*}$ , on peut e’crire chaque \’el\’ement $h$ de
$H(K)$ de fagon unique sous la forme (6);

(6) $h=\prod_{a\in\Delta}h_{a}(t_{a})$ , $t_{a}\in K^{*}$ ,
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o\‘u ce produit s’\’etend sur toutes les racines simples. Pour deux \’el\’ements
$h_{1}=\Pi h_{a}(t_{a})$ et $h_{2}=\Pi h_{a}(s_{a})$ de $H(K)$ , on a

$h_{1}h_{2}=\Pi h_{a}(t_{a}s_{a})$ .
Si $h=\Pi h_{a}(t_{a})\in H(K)$ , on a

(7) $hx_{a}(u)h^{-1}=x_{a}(u\prod_{a\in\Delta}t_{a}^{c(a.\alpha)})$ ,

o\‘u $c(\alpha, a)=2(\alpha, a)/(a, a)$ (l’entier de Cartan). Par cons\’equent, si $K$ a plus de
trois \’el\’ements, $x_{\alpha}(u)$ est contenu dans $\Gamma(K)^{\prime}$ . D’o\‘u

\langle 8) $\Gamma(K)^{\prime}=\Gamma(K)$ .
Soit $R$ un sous-anneau de $K$. On d\’esigne par $U(R)$ (resp. $V(R)$) un sous-

groupe de $\Gamma(K)$ engendr\’e par $x_{\alpha}(t)(t\in R)$ avec toutes les racines positives $\alpha$

(resp. n\’egatives) et par $H(R)$ un sous-groupe de $H(K)$ engendr\’e par $h_{a}(t)(t\in R^{*})$

avec toutes les racines simples $a$ , o\‘u $R^{*}$ signifie le groupe des \’el\’ements inver-
sibles dans $R$ . On d\’esigne par $\Gamma(R, K)$ un sous-groupe de $\Gamma(K)$ engendr\’e par
$U(R),$ $V(R)$ et $H(R)$ . Si $R$ soit un sous-corps de $K$, on a

$\Gamma(R)=\Gamma(R, K)$ .
Soit $W$ le groupe de Weyl de $G$ , c’est-\‘a-dire $W=N(T)/T$ . Le normalisa-

teur $N(H(K))$ de $H(K)$ dans $\Gamma(K)$ est le sous-groupe de $\Gamma(K)$ engendr\’e par
$H(K)$ et $w_{\alpha}(t)$ , et on a $1’ isomorphisme$ de $N(H(K))/H(K)$ sur $W=N(T)/T$ .
Dans ce qui suit, on identifie $N(H(K))/H(K)$ au $W$. Pour $w\in W$, on d\’esigne
par $U_{w}^{\prime}(K)$ un sous-groupe de $U(K)$ engendr\’e par $x_{\alpha}(t)(t\in K)$ avec toutes les
racines positives $\alpha$ telles que $w(\alpha)$ soient n\’egatives. Alors on a la d\’ecomposi-
tion de Bruhat de $\Gamma(K)$ ;

(9) $\Gamma(K)=\bigcup_{w\in W}U_{w}^{\prime}(K)\cdot\sigma_{w}\cdot H(K)\cdot U(K)$ ,

o\‘u pour les sym\’etries $S_{\alpha}\in W$ par rapport aux $\alpha,$ $\sigma_{s_{\alpha}}=w_{\alpha}(1)=x_{\alpha}(1)x_{-\alpha}(-1)x_{\alpha}(1)$

$\in N(H(K))$ , et pour les autres \’el\’ements $w$ de $W,$ $\sigma_{w}$ sont les produits corre-
spondants [9].

Pour le rev\^etement universel $\tilde{G}$ de $G$ defini sur $k$ , on a $\tilde{G}_{K}=I^{\gamma}(K)$ pour
un corps $K$ contenant $k$ . L’application de $\Gamma(K)$ dans $G_{K}$ qui est compatible
avec l’isog\’enie $\pi$ se donne par $x_{\alpha}(t)\rightarrow\theta_{\alpha}(a_{\alpha}t)(t\in K)$ o\‘u $a_{\alpha}\in k^{*}$ . En changeant
de $\theta_{\alpha}$ , on peut supposer que $a_{\alpha}=1$ pour toute $\alpha$ . Dans ce qui suit, on sup-
posera que $a_{\alpha}=1$ , et on identifiera $\tilde{G}_{K}$ au $\Gamma(K)$ .

PROPOSITION 1. Si $G$ est un groupe alg\’ebrique semi-simple connexe d\’efini
et d\’eploy\’e sur $k$ , alors on a

(10) $G_{k}^{1}=G_{k}^{\prime}$ .
D\’EMONSTRATION. Il suffit de d\’emontrer que $G_{k}^{\prime}$ contient $G_{k}^{1}$ . Par (8), on a
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$G_{k}^{1}=\pi(\Gamma(k))=\pi(\Gamma(k)^{\prime})=(\pi(\Gamma(k)))^{\prime}=(G_{k}^{1})^{\prime}\subset G_{k}^{\prime}$ ,

ce que nous voulions d\’emontrer.
Si $\tilde{T}$ soit un tore maximal de $\tilde{G}$ tel que $\pi(\tilde{T})=T$ , on a canoniquement

$\tilde{T}_{K}=H(K)$ pour un corps $K$ contenant $k$ . Pour fixer les idees, on consid\‘ere
que $\tilde{T}=(G_{m})^{l}$ et $T=(G_{m})^{\iota},$ o\‘u $l$ signifie le rang de $G$ . Alors on a

$\pi;\tilde{T}\in(x_{1}, x_{\iota})\rightarrow(\prod_{t=1}^{\ell}x_{t}^{a_{1i}}, \prod_{i=1}^{l}x_{i}^{a}u)\in T$ ,

o\‘u les $x_{i}$ sont contenus dans le groupe multiplicatif $G_{m}$ du domaine universel
$\Omega$ . La matrice $A=(a_{ij})$ est contenue dans 1‘anneau $M_{\iota}(Z)$ des matrices carr\’ees
$d’ ordre1$ \‘a coefficients dans $Z$ et contenue dans $GL(l, Q)$ . On suppose que ses
diviseurs \’el\’ementaires soient $e_{1},$ $\cdots$ , $e_{\iota}$ . En posant $T_{k}^{1}=\pi(\tilde{T}_{k})=T_{k}\cap G_{k}^{1}$ , on a

(11) $T_{k}^{1}\cong\prod_{i=1}^{\iota}(k^{*})^{e_{i}}$ ,

o\‘u $(k^{*})^{n}=\{x^{n} : x\in k^{*}\}$ . Si $C$ soit le noyau de $\pi$ , on a $C=\prod_{i=1}^{\iota}Z/e_{i}Z$ et $C_{k}=\prod_{i=1}^{\iota}Z/d_{i}Z$,

o\‘u $d_{i}$ est 1‘entier positif maximal divisant $e_{i}$ tel que $d_{i}$ -i\‘emes racines de Punit\’e
soient contenues dans $k$ . On a la d\’ecomposition de Bruhat de $G_{k}^{1}$ de celle de
$\tilde{G}_{k}$ ;

(12) $G_{k}^{1}=\bigcup_{w\leftarrow W}U_{w,k}^{\prime}\cdot n_{w}\cdot T_{k}^{1}\cdot U_{k}$ ,

o\‘u $n_{w}=\pi(\sigma_{w})$ . Dans la d\’ecomposition (3), on peut prendre aussi $n_{w}=\pi(\sigma_{w})$ .
Par cons\’equent on a les isomorphismes suivants;

(13) $G_{k}/G_{k}^{1}\cong T_{k}/T_{k}^{1}\cong\prod_{i=1}^{l}k^{*}/(k^{*})^{e_{i}}$ .

Si $k$ est un corps valu\’e localement compact, on en d\’eduit facilement que
$T_{k}^{1}$ est ouvert dans $T_{k}$ , et est d’indice fini dans $T_{k}$ . Par (13), nous avons donc
d\’emontre la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit $G$ un groupe alg\’ebrique semi-simple connexe d\’efini et
d\’eploy\’e sur $k$ . Si $k$ est un corps valu\’e localement compact, alors le groupe des.
commutateurs $G_{k}^{\prime}$ de $G_{k}$ est ouvert dans $G_{k}$ et le groupe quotient $G_{k}/G_{k}^{\prime}$ est un
groupe ab\’elien fini.

REMARQUE. Si $k$ est le corps des nombres r\’eels $R$ , on peut v\’erifier sans
difficult\’e que $G_{R}^{\prime}$ est la composante connexe de l’\’el\’ement neutre de $G_{R}$ au sens
ordinaire. Si $k$ est le corps des nombres complexes $C$, on a $G_{c}^{\prime}=G_{c}$ .

\S 3. Groupes ad\’eliques.

Dans ce num\’ero, on consid\‘ere les groupes alg\’ebriques d\’efinis sur un corps
de nombres alg\’ebriques $k$ , c’est-\‘a-dire sur une extension finie du corps des.
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nombres rationnels $Q$ . On d\’esigne par I 1‘anneau des entiers alg\’ebriques dans
$k$ . Soit $V=\{v\}$ l‘ensemble des places de $k$ , et soit $k_{v}$ le compl\’et\’e de $k$ par
rapport \‘a une places $v$ . Si $v$ soit une place finie, on d\’esigne comme toujours
par $\mathfrak{O}_{v}$ ou simplement par $\mathfrak{O}$ $1’ anneau$ de valuation de $k_{v}$ , par $\mathfrak{p}1’ id\acute{e}al$ premier
de $\mathfrak{O}_{v}$ , et par $\mathfrak{U}$ le groupe des unites de $\mathfrak{O}_{v}$ . Supposons que $G$ soit un groupe
alg\’ebrique d\’efini sur $k$ . On pose $G_{v}=G_{k_{v}}$ ; pour une place finie $\uparrow J$ , on d\’esigne
par $G_{\mathfrak{O}}$ l‘ensemble de point $x$ de $G_{v}$ tel que les coordonn\’ees de $x$ et $x^{-1}$ soient
contenues dans $\mathfrak{O}$ , et pour une place infinie $v$ , on pose $G_{\mathfrak{O}}=G_{v}$ . Le groupe $G_{v}$

est localement compact, et $G_{\mathfrak{O}}$ est un sous-groupe ouvert et compact de $G_{v}$

pour presque toute place finie $v$ ($c’ est$ -\‘a-dire sauf le nombre fini des places).

Si $G$ soit lin\’eaire, alors $G_{r)}$ est un sous-groupe ouvert et compact de G. pour
toute place finie $v$ . Le groupe ad\’elique $G_{A}$ de $G$ est, par d\’efinition, le produit
direct des $G_{v}$ restrient aux $G_{\mathfrak{O}}[10]$ ;

$G_{A}=\prod_{v\in V}(G_{v}, G_{\mathfrak{O}})$ .

On suppose que $G$ soit semi-simple. On note $G_{A}^{\prime}$ le groupe des commuta-
teurs de $G_{A}$ au sense abstrait. Alors le groupe $G_{k}G_{A}^{\prime}$ est distingue’ dans $G_{A}$

au sens abstrait. On d\’efinit un groupe ab\’elien abstrait par

(14) $A_{k}(G)=G_{A}/G_{k}G_{A}^{\prime}=G_{k}\backslash G_{A}/G_{A}^{\prime}$ ,

et un groupe topologique par

(15) $B_{k}(G)=G_{A}/\overline{G_{k}G_{A}^{\prime}}$ ,

o\‘u $\overline{G_{k}G_{A}^{\prime}}$ signifie $1’ adh\acute{e}rence$ de $G_{k}G_{A}^{\prime}$ dans $G_{A}$ . D’apr\‘es la d\’efinition du
groupe ad\’elique, on peut voir sans difficult\’e que les groupes $A_{k}(G)$ et $B_{k}(G)$ ne
d\’ependent pas de la repr\’esentation affine de $G$ .

Dans la suite, on supposera que le groupe alg\’ebrique semi-simple $G$ soit
connexe et $d\acute{e}ploye^{f}$ sur $k$ . On utilise les notations d\’etermin\’ees dans $n^{o}2$ .

Nous supposons que $G$ soit lin\’eaire, $c’ est$ -\‘a-dire soit contenu dans $SL(N, \Omega)$

pour quelque entier $N[4]Exp$ . $16$ . Alors $T$ est diagonalisable sur $k$ . Soit $L$

le r\’eseau sur $I$ qui d\’etermine le sous-groupe $G_{I}$ . On pose $L.=L\bigotimes_{I}\mathfrak{O}$ pour une
place finie $v$ . On peut v\’erifier sans difficult\’e les faits suivants de (i) \‘a (vi).

i) Pour presque toute place finie $v$ , il existe une base $x_{1}$ , $\cdot$ .. , $x_{N}$ de $L_{v}$ telle
que

$tx_{i}=h_{i}(t)x_{i}$ , pour $t\in T$ et $i=1,$ $\cdots$ , $N$ ,

o\‘u $h_{i}$ sont les poids de cette repr\’esentation.
Pour une place $v$ qui satisfait \‘a (i), on pose

$\mathfrak{a}_{v}=$ { $u\in k_{v}$ : $\theta_{\alpha}(u)\in U_{\mathfrak{Q}}$ pour toute racine $\alpha$ } ,

alors $\mathfrak{a}_{v}$ est $1’ id\acute{e}al$ de O.
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ii) Pour presque toute place finie $v$ , on a $\mathfrak{a}_{v}=\mathfrak{O}_{v}$ .
Soit $P$ le module des poids de $\mathfrak{g}$ qui est $1’ alg\grave{e}bre$ de Lie correspondant au

$G$ , et soit $R$ le module engendr\’e par les racines simples de $G$ . Comme $[P, R]$

$<\infty$ , on a { $t\in T_{v}$ : $h(t)\in \mathfrak{u}$ pour tout $h\in P$ } $=$ { $t\in T_{v}$ : $h(t)\in \mathfrak{U}$ pour tout $h\in R$ }.
iii) Pour presque toute place finie $v$ , on a

$T_{\mathfrak{O}}=$ { $t\in T_{v}$ : $h(t)\in n$ pour tout $h\in P$ }.

On note $V_{\mathfrak{p}}$ le sous-groupe de $V_{\mathfrak{Q}}$ qui est le noyau de la r\’eduction modulo $\mathfrak{p}$ .
iv) Pour presque toute place finie $v$ , on a $V_{\mathfrak{p}}=\pi(V(\mathfrak{p}))$ .
Soit $G^{*}$ le groupe adjoint de $G$ . On a la suite exacte suivante;

(16)
$1\rightarrow Z\rightarrow G\rightarrow^{f}G^{*}\rightarrow 1$

,

o\‘u $Z$ signifie le centre de G. $G_{K}^{*}$ est le groupe construit par Chevalley [3]
$n^{o}3$ . On note $U^{*},$ $V^{*}$ et $\tau*$ les sous-groupes de $c*$ correspondants aux $U,$ $V$

et $T$ (resp.).

v) Pour presque toute place finie $v,$ $G_{\mathfrak{O}}^{*}$ est le sous-groupe de $G_{v}^{*}$ qui laisse
invariant le r\’eseau de Chevalley.

Pour une place $v$ qui satisfait \‘a (v), on a la de’composition suivante de $G_{\mathfrak{Q}}^{*}$ ,

voir Iwahori-Matsumoto [5] Prop. 2.4.

(17) $G^{*}=\bigcup_{w\in W}V_{p}^{*}\cdot U_{\mathfrak{Q}}^{*}\cdot n_{w}^{*}\cdot T_{\mathfrak{O}}^{*}\cdot U_{\mathfrak{O}}^{*}$ ,

o\‘u $n_{w}^{*}=f(n_{w})\in N(T^{*})$ .
vi) Pour presque toute place finie $v$ , on a $f(G_{\mathfrak{Q}})\subset G_{\mathfrak{O}}^{*}$ .
PROPOSITION 3. Si une place finie $v$ satisfait aux conditions $(i)\sim(vi),$ $G_{t)}$

est engendr\’e par les sous-groupes $U_{\mathfrak{O}},$ $V_{\mathfrak{Q}}$ et $T_{\mathfrak{O}}$ . Nous avons la d\’ecomposition
suivante de $G_{\mathfrak{Q}}$ ;

\langle 18) $G_{\mathfrak{Q}}=\bigcup_{w\in W}V_{\mathfrak{p}}\cdot U_{\{)}\cdot n_{w}\cdot T_{\mathfrak{O}}\cdot U_{\{)}$ .

$D_{EMONSTRATION}^{\prime}$ . Sous notre hypoth\‘ese, $f$ induit 1isomorphisme de $U_{\mathfrak{O}}$

(resp. $V_{\mathfrak{p}}$ ) sur $U_{D}^{*}$ (resp. $V_{\mathfrak{p}}^{*}$). Soit $x$ contenu dans $G_{\mathfrak{Q}}$ . Alors $f(x)$ est contenu
dans $G_{\mathfrak{Q}}^{*}$ . $D’ apr\grave{e}s(17)$ , on a

$f(x)=v^{*}u^{*}n_{w}^{*}t^{*}y^{*}$ ,

o\‘u $v^{*}\in V_{p}^{*},$ $t^{*}\in T_{\mathfrak{O}}^{*},$ $u^{*}$ et $y^{*}\in U_{\mathfrak{O}^{1}}^{\star}$ , et $n_{w}^{*}=f(n_{w})$ . Il existe $v$ dans $V_{\mathfrak{p}}$ , et $u$ et
$y$ dans $U_{\mathfrak{Q}}$ tels que $f(v)=v^{*},$ $f(u)=u^{*}$ , et $f(y)=y^{*}$ . $D$ ‘o\‘u

$t^{*}=f(n_{w}^{-1}u^{-1}v^{-1}xy^{-1})\in f(G_{\mathfrak{O}})\cap T_{D}^{*}$ .
Par cons\’equent, il existe $t$ dans $T_{\mathfrak{Q}}$ tel que $f(t)=t^{*}$ . D’o\‘u

$x=vun_{w}tyz$ ,

o\‘u $z$ est contenu dans $T_{\mathfrak{v}\cap}ker(f)$ . La d\’ecomposition (18) de $G_{\mathfrak{Q}}$ est imm\’ediate,
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car $z$ est contenu dans le centre de $G_{\mathfrak{Q}}$ .
PROPOSITION 4. Si une place finie $v$ satisfait aux conditions $(i)\sim(vi)$ , et si

le corps residuel $\mathfrak{O}/\mathfrak{p}$ a plus de trois \’el\’ements, on a

$G_{o\cap}G_{v}^{\prime}=(G_{\mathfrak{Q}})^{\prime}$ .

DE’MONSTRATION. Dans $\Gamma(k_{v})$ , on a $h_{\alpha}(t)x_{\alpha}(u)h_{\alpha}(t)^{-1}=x_{\alpha}(t^{2}u)$ . $D’ 0\grave{u}$

$[h_{\alpha}(t), x_{a}(u)]=x_{a}((t^{2}-1)u)$ .
Sous notre hypoth\‘ese, il $y$ a un \’el\’ement $t$ dans $\mathfrak{u}$ tel que $t^{2}-1$ soit contenu
dans $u$ . Par cons\’equent $U(\mathfrak{O})$ et $V(\mathfrak{p})$ sont contenus dans $\Gamma(\mathfrak{O}, k_{v})^{\prime}$ et leurs
images $U_{\mathfrak{Q}}$ et $V_{0}$ par $\pi$ sont contenues dans $G_{\mathfrak{Q}}^{\prime}$ . Comme $\sigma_{w}$ est contenu dans
$\Gamma(\mathfrak{O}, k_{v})^{\gamma},$ $n_{w}=\pi(\sigma_{w})$ est contenu dans $G_{o}^{\prime}$ . D’apr\‘es (18), il suffit de consid\’erer
1‘ensemble $T_{o\cap}G_{v}^{\prime}$ . Il est facile de voir qu’il est 1‘image de $H(\mathfrak{O})$ par $\pi$ .
D’apr\‘es la d\’efinition de $h_{\alpha}(t)$ (voir (4) et (5)), $H(\mathfrak{O})$ est contenu dans $\Gamma(\mathfrak{O}, k_{v})^{\prime}$ .
Il en r\’esulte que $T_{\mathfrak{Q}}\cap G_{v}^{\prime}$ est contenu dans G\’o, ce que nous voulions d\’emontrer.
Remarque: Pour un \’el\’ement $x$ de $G_{r)}^{\prime}$ , on d\’efinit la longueur $m(x)$ de $x$ par le
nombre minimal des commutateurs qui repr\’esentent $x$. D’apr\‘es la d\’ecomposi-
tion (18), on a alors $m(x)<M$ pour tout $x$ de $G_{\mathfrak{Q}}^{\prime}$ et pour toute place $v$ qui
satisfait aux conditions $(i)\sim(vi)$ , o\‘u $M$ est un entier qui ne d\’epend que de la
structure de $G$ .

$D’ apr\grave{e}s$ la remarque qui pr\’ec\‘ede, on a d\’emontre
PROPOSITION 5. Soit $G$ un groupe alg\’ebrique semi-simple connexe d\’efini et

d\’eploy\’e sur un corps de nombres alg\’ebriques $k$ , et soit $G_{A}$ le groupe ad\’elique
de G. Le groupe des commutateurs $G_{A}^{\prime}$ de $G_{A}$ est le produit direct restreint;

(19) $G_{A}^{\prime}=\prod_{v\in V}(G_{v}^{\prime}, G_{\mathfrak{O}}^{\prime})$

qui est ferm\’e dans $G_{A}$ .
On d\’esigne par $T_{A}$ le groupe ad\’elique de $T$ ;

(20) $T_{A}=\Pi(T_{v}, T_{\mathfrak{O}})$ .
On pose

(21) $T_{A}^{1}=\Pi(T_{v}\cap G_{v}^{\prime}, T_{o}\cap G_{v}^{\prime})$ .
$D’ apr\grave{e}s(10)$ , on a

(22) $G_{A}/G_{A}^{\prime}\cong\Pi(G_{v}/G_{v}^{\prime} , G_{\mathfrak{Q}}G_{v}^{\prime}/G_{v}^{\prime})$

$\cong\Pi(T_{v}/T_{v}\cap G_{v}^{\prime} , (T_{v}\cap G_{v}^{\prime})T_{f0}/T_{v}\cap G_{v}^{\prime})\cong T_{A}/T_{A}^{1}$ .

Soit $J_{k}$ le groupe des id\‘eles de $k$ . On pose

$(J_{k})^{n}=\{x^{n} : x\in J_{k}\}$ .
$(J_{k})^{n}$ est le produit direct restreint;
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$(J_{k})^{n}=\Pi((k_{v}^{*})^{n}, (\iota\iota)^{n})$ .

On d\’efinit un groupe topologique par

(23) $A_{k}(n)=J_{k}/k^{*}(J_{k})^{n}=\mathfrak{C}_{k}/(\mathfrak{C}_{k})^{\grave{\gamma}}$ ,

o\‘u 1on note $\mathfrak{C}_{k}$ le groupe des classes $d’ id\grave{e}le$ de $k$ . Alors $A_{k}(n)$ est compact et
est canoniquement isomorphe au groupe de Galois de $K(n)$ sur $k$ o\‘u $K(n)$ est
le corps compos\’e de toute extension cyclique de $k$ de degr\’e $d$ ( $d$ divise n) [1].

Comme le groupe $U_{k}$ est contenu dans $G_{k}^{\prime}$ , en particulier dans $G_{A}^{\prime},$ $d’ apr\grave{e}s$

la d\’ecomposition (3), on a $G_{k}G_{A}^{\prime}=T_{k}G_{A}^{\prime}$ . $D’ 0\grave{u}$

$A_{k}(G)=G_{A}/G_{k}G_{A}^{\prime}=G_{A}/T_{k}G_{A}^{\prime}=T_{k}\backslash G_{A}/G_{A}^{\prime}\cong T_{k}\backslash T_{A}/T_{A}^{1}$

$=T_{A}/T_{k}T_{A}^{1}\cong\prod_{i=1}^{/}J_{k}/k^{*}(J_{k})^{e_{i}}=\prod_{i=1}^{l}A_{k}(e_{i})$ .

TH\’EOR\‘EME 1. Si $G$ set un groupe alg\’ebrique semi-simple connexe d\’efini et
d\’eploy\’e sur un corps de nombres alg\’ebriques $k$ , le groupe $G_{k}G_{A}^{\prime}$ est ferm\’e dans
$G_{A}$ . Par cons\’equent, on peut identifier $A_{k}(G)$ au $B_{k}(G)$ , et 1 ‘on a $A_{k}(G)=\prod_{i=1}^{\iota}A_{k}(e_{i})$ .
Par suite, le groupe topologique $B_{k}(G)$ est un groupe compact.

\S 4. Le nombre des classes dans un genre.

Soit $H$ un groupe alg\’ebrique lin\’eaire d\’efini sur un corps de nombres alg\’e-
briques $k$ . Pour un sous-ensemble fini $S$ de $V=\{v\}$ , on pose

$H_{s}=\prod_{v\in S}H_{v}$ ,

$H_{A(S)}=H_{s}\times\prod_{v\not\in S}H_{\mathfrak{O}}$ .

Le groupe $H_{A(S)}$ est un sous-groupe ouvert de $H_{A}$ , et le groupe $H_{s}$ est un sous-
groupe ferm\’e et distingu\’e de $H_{A}$ . Si $H$ soit connexe et simplement connexe,
et $H_{s}$ ne soit pas compact, le th\’eor\‘eme $d’ approximation$ forte est valable pour
$H,$ $c’ est$ -\‘a-dire $H_{k}H_{S}$ est dense dans $H_{A}$ (sauf probablement le cas o\‘u $H$ contient
des composantes de type $E_{8}$ qui sont anisotropiques sur k) [7].

Soit $G$ un groupe alg\’ebrique lin\’eaire semi-simple connexe d\’efini sur $k$ . Si
$G_{s}$ ne soit pas compact, le produit $G_{k}G_{A(S)}$ contient le groupe des commutateurs
de $G_{A}$ (par cons\’equent $G_{k}G_{A(S)}$ est un sous-groupe distingu\’e de $G_{A}$) et 1‘ensemble
des classes bilat\‘eres de $G_{A}$ suivant les sous-groupes $G_{k}$ et $G_{A(S)}$ est isomorphe
au groupe quotient $G_{A}/G_{k}G_{A(S)}$ (sauf quelque type de $E_{8}$) $[7]$ .

On suppose que $G$ soit d\’eploy\’e sur $k$ et que $S$ contienne toutes places
infinies de $k$ . Comme $G$ est lin\’eaire, $G$ est contenu dans $SL(Y_{\Omega})$ , o\‘u $Y$ est un
\’espace vectoriel d\’efini sur $k$ . Soit $L$ un r\’eseau dans $Y$ sur 1‘anneau $I$ des
entiers de $k$ qui d\’etermine $G_{J}$ . Nous dirons que $G$ est de type sp\’ecial, s’il
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existe une base $x_{1},$ $\cdots$ , $x_{N}$ du r\’eseau $L$ telle que 1‘on ait
$tx_{i}=h_{i}(t)x_{i}$ , $(i=1, \cdots , N)$ pour tout $t\in T$ .

Alors $T_{\mathfrak{O}}$ est isomorphe au produit direct de $\iota$) pour toute place finie $v$ . En
utilisant la d\’ecomposition de Bruhat de $G$ et la d\’ecomposition (18) de $G_{\mathfrak{Q}}$ , on a

(24) $G_{k}\backslash G_{A}/G_{A(S)}=G_{k}G_{A}^{\prime}\backslash G_{A}/G_{A(S)}=G_{k}G_{A}^{\prime}\backslash G_{A}/T_{A(S)}=A_{k}(G)/T_{A(S)}$

$\cong T_{k}T_{A}^{1}\backslash T_{A}/T_{A(S)}\cong\prod_{\iota=1}^{l}J_{k}/k^{*}(J_{k})^{e_{i}}J_{A(S)}$ .

On d\’esigne par $M(S)$ l’extension ab\’elienne maximale de $k$ dans laquelle
toute place ne ramifie pas et toute place de $S$ se d\’ecompose compl\‘etement. On
pose

$M(n, S)=K(n)\cap M(S)$ .
$D’ apr\grave{e}s$ la th\’eorie du corps de classes, le groupe

$A_{k}(n, S)=J_{k}/k^{*}(J_{k})^{n}J_{A(S)}$

est isomorphe au groupe de Galois de $M(n, S)$ sur $k[1]$ .
TH\’EOR\‘EME 2. Soit $G$ un groupe alg\’ebrique lin\’eaire semi-simple connexe

d\’efini et d\’eploy\’e sur un corps de nombres alg\’ebriques $k$ . Soit $G$ de type sp\’ecial
et soit $S$ un sous-ensemble fini de $V$ contenant toutes places infinies de $k$ . Alors
la decomposition bilat\‘ere de $G_{A}$ suivant les sous-groupes $G_{k}$ et $G_{A(S)}$ est isomor-
phe au groupe fini $\Pi A_{k}(e_{i}, S)$ , et le nombre des classes bilat\‘eres de $G_{A}$ est \’egal

au $\Pi[M(e_{i}, S);k]$ .
$L’ Universit\acute{e}$ de Tokyo
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