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§0. Introduction.

Dans cet article, on considére quelques problémes concernant les groupes
algébriques semi-simples, surtout dans le cas ou les groupes soient définis et
déployés sur un corps k.

Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini sur un corps de
nombres algébriques k. On construit le groupe adélique G, de G. On désigne
par G le groupe des commutateurs de G, au sens abstrait, alors le produit
G,G, est un sous-groupe distingué de G, au sens abstrait. Si G soit défini et
déployé sur k, on démontre que les deux groupes G, et G,G4 sont fermés dans
G, et que le groupe quotient A,(G) = G ,/G,G/ est isomorphe au groupe abélien
et compact qui est canoniquement isomorphe au produit des groupes de Galois
des extensions abéliennes de % bien déterminées. Plus précisément, on désigne
par J, le groupe des idéles de k. Pour un entier positif n, nous posons

Ax(n) = Ju/ R*(Jo)" -

Le groupe A,(n) est isomorphe au groupe de Galois de K(n) sur k, ou K(n)
désigne le corps composé de toutes extensions cycliques de % de degré d (d
divise n). Alors on a

446y = 1T A,

ou [ est le rang de G et e; sont des diviseurs élémentaires de l'opérateur qui
est déterminé par l'isogénie universelle de G.

Soit S un sous-ensemble fini de l’ensemble V des places de k contenant
toutes places infinies de k. Si G soit un groupe algébrique linéaire défini sur
k, on pose

Gs=11G,,
V=S

Gasy = Gs X T1 Gy, -
VEES

Si G soit semi-simple et si Gg ne soit pas compact, G,G,s contient le groupe
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des commutateurs de G, et la décomposition bilatére de G, suivant les sous-
groupe G, et G, est isomorphe au groupe quotient G,/G,G.s (au moins si
G ne contienne pas le facteur simple de type E; qui est anisotropique sur k),
voir Kneser Part L
Nous posons
A, S)=Je/R*(J) " acs -

Si G soit déployé sur k et si G soit de type spécial (n° 4), on peut démontrer
que

l
G\G4/Gas = glAk(ei: S),

et que le nombre des classes dans un genre est égal au produit des degrés de
quelques extensions finies de k.

Dans cet article, nous supposons que tout corps considéré soit de carac-
téristique zéro.

§1. Préliminaire.

Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini sur un corps k.
Il v a un revétement universel G de G défini sur % et une isogénie  de G
sur G défini sur £ qui sont uniques a un isomorphisme sur % prés (8], Ap-
pendix). C’est-a-dire il y a un groupe algébrique semi-simple simplement con-
nexe G défini sur k et une isogénie = de G sur G que nous dirons I'isogénie
universelle de G. Le noyau C de 7 est un groupe fini défini sur %2 contenu
dans le centre de G. On a par conséquent une suite exacte des groupes algé-
briques;

~ T
o) l—C—G—G—1.
Si l'on note £ la cloture algébrique de %, on a

T

1) 11— C; — Gy — Gy — 1.
La suite (1) entraine la suite suivante;
) 1— C,— G, — G, — H'(k, C),

ou H\(k, C)= H(a(k/k), Cy), et g(k/k) désigne le groupe de Galois de & sur k.
On désigne par G I'image de G, par l'isogénie . Comme H'(k, C) est un
groupe abléien, G} contient le groupe des commutateurs G} de G,.

§2. Cas de type déployé.

Soit G déployé sur k. Il y a donc un tore maximal 7"de G qui est déployé
(ou décomposé) sur k, et pour toute racine a de G par rapport au T, il v a
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un isomorphisme 6, défini sur & de G, sur un sous-groupe U, de G tel que

10 ()t =0 (a(Du), pour teT et ueG,.

Ici on a désigné comme toujours par G, le groupe additif du domaine universel
£ de k.

On fixe un ordre lexicographique dans le module X(7') des caractéres
rationnels de 7. On désigne par U (resp. V) le sous-groupe de G engendré
par U, avec toutes les racines positives « (resp. négatives). Dans ce cas, on
a la décomposition de Bruhat de Gx pour un corps K contenant k;

) Gk :quU:u.K Ny Tg Ug,

ou W est le groupe de Weyl de G: W= N(T)/T, et U/, signifie un sous-groupe
de U engendré par U, avec toutes les racines positives « telles que w(a) soient
négatives, et n, signifie un représentant de w e W dans N(T), [2].

Le revétement universel de G se construit par Steinberg [9]. Plus précisé-
ment, soit 3 = {a} un systéme des racines de G par rapport au tore maximal
T déployé sur £ de G. Pour un corps K contenant %, on construit un groupe
I'(K) par les générateurs x,(t) (t € K, a € X) sous les conditions (A), (B) et (C),
mais 'on change la condition (B) en (B’) dans la composante simple de G qui
est de rang 1.

(A) X (D x,(u) = x (+u), quelques soient #, ue K.
Pour deux racines a et 8 non-proportionnelles,

®) [ra®), 261 =TI SiarssCorast ™)

ou [x, y] est le commutateur de x et y, et le produit s’étend sur toutes racines
ia+jp (i, >0) dans un certain ordre, et ¢;; 5 sont les entiers rationnels donnés
par Chevalley p. 33. Pour t< K*, on pose

1)) Wo(t) = X (DX o =1 D x,(D)

®) ha(t) = w(Hw (D)™ = w HDw—1) .

®") W (DX = 2o — 120,

©) ho (DA (1) = ho(tu), quelques soient #, u € K*.

On désigne par 4= {a} I’ensemble des racines simples par rapport a l’ordre
déterminé plus haut. Si lon désigne par H(K) le sous-groupe de I'(K) en-
gendré par h,(f) avec a € X et t € K*, on peut écrire chaque élément i de
H(K) de fagon unique sous la forme (6);

®) h= HAha(ta) , l,=e K*,
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ou ce produit s’étend sur toutes les racines simples. Pour deux éléments

hy=TIh,(ts) et h,=TIh(s,) de H(K), on a

hlhz =1I ha(tasa) .
Si h=T11h,(,) = HK), on a

0 hx(wh™ = x,(u 1]4%“’”) ,

ou c(a, a) = 2(«a, a)/(a, a) (’entier de Cartan). Par conséquent, si K a plus de
trois éléments, x,(u) est contenu dans I'(X)’. D’ou

® 'Ky =IK).

Soit R un sous-anneau de K. On désigne par U(R) (resp. V(R)) un sous-
groupe de I'(K) engendré par x,(!) (! € R) avec toutes les racines positives «
(resp. négatives) et par H(R) un sous-groupe de H(K) engendré par h,({) (t € R¥)
avec toutes les racines simples g, ot R* signifie le groupe des éléments inver-
sibles dans R. On désigne par I'(R, K) un sous-groupe de ['(K) engendré par
U(R), V(R) et H(R). Si R soit un sous-corps de K, on a

I'Ry=I'(R, K).

Soit W le groupe de Weyl de G, c’est-a-dire W= N(T')/T. Le normalisa-
teur N(H(K)) de H(K) dans ['(K) est le sous-groupe de ['(K) engendré par
H(K) et wy(), et on a l'isomorphisme de N(H(K))/H(K) sur W= N(T)/T.
Dans ce qui suit, on identifie N(H(K))/H(K) au W. Pour we W, on désigne
par U.(K) un sous-groupe de U(K) engendré par x,(!) ({ = K) avec toutes les
racines positives « telles que w(«) soient négatives. Alors on a la décomposi-
tion de Bruhat de I'(K);

© Fi)y=\J UuK) - 0w HEK)- UK),

ou pour les symétries S, & W par rapport aux «, og, = Wa(1) = x,(1)x_o(—1)x,(1)
e N(H(K)), et pour les autres éléments w de W, o, sont les produits corre-
spondants [9].

Pour le revétement universel G de G défini sur %k, on a éK:I (K) pour
un corps K contenant k. L’application de I'(K) dans Gx qui est compatible
avec l'isogénie 7 se donne par x,(f)— 0, (a,t) (t€ K) ou a, < k*. En changeant
de 4, on peut supposer que a,=1 pour toute «. Dans ce qui suit, on sup-
posera que a,=1, et on identifiera 5,{ au I'(K).

PROPOSITION 1. St G est un groupe algébrique semi-simple connexe défini
et déployé sur k, alors on a

10) L =G

DEMONSTRATION. Il suffit de démontrer que G}, contient G. Par (8), on a
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=rC(R)=z("(B)) = =" (R)) = (GL) C Gi,

ce que nous voulions démontrer.

Si 7 soit un tore maximal de G tel que 7(T)=T, on a canoniquement
T« = H(K) pour un corps K contenant k. Pour fixer les idées, on considére
que T=(G,)' et T=(G,), ot [ signifie le rang de G. Alors on a

~ { l
w:Tex, -, x)—>(TLx&, -, [Ixt)eT),
i=1 i=1

ou les x; sont contenus dans le groupe multiplicatif G,, du domaine universel
. La matrice A= (a;;) est contenue dans ’anneau M,(Z) des matrices carrées
d’ordre [ a coefficients dans Z et contenue dans GL(/, Q). On suppose que ses
diviseurs élémentaires soient e, ---, ¢, En posant Ti=n(T)=T.,NGL, on a

(1) Th =TT (k%)

L 4
ou (k*)"={x": xek*}. SiC soitle noyaude n,ona C=T1[Z/e;Z et C,=11Z/d,Z,
i=1 i=1
ou d; est I’entier positif maximal divisant e; tel que d;-iémes racines de l'unité
soient contenues dans k. On a la décomposition de Bruhat de G de celle de
Gy;
12) Gi=JUlx 1y Tk Uy,

wWEW

ou n,=rmr(s,). Dans la décomposition (3), on peut prendre aussi n, = x(c,).
Par conséquent on a les isomorphismes suivants;

(13) G/Gh==Ty/Th = f{ kR

Si k est un corps valué localement compact, on en déduit facilement que
T1 est ouvert dans T,, et est d’indice fini dans T,. Par|13), nous avons donc
démontré la proposition suivante.

PROPOSITION 2. Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini et
déployé sur k. Si k est un corps valué localement compact, alors le groupe des:
commutateurs Gj, de G, est ouvert dans G, et le groupe quotient G,/Gl est un
groupe abélien fini.

REMARQUE. Si % est le corps des nombres réels R, on peut vérifier sans
difficulté que G} est la composante connexe de I’élément neutre de Gy au sens.
ordinaire. Si k est le corps des nombres complexes C, on a G, = G.

§ 3. Groupes adéliques.

Dans ce numéro, on considére les groupes algébriques définis sur un corps.
de nombres algébriques k, c’est-a-dire sur une extension finie du corps des



Les groupes algébrigues semi-simples déployés 395

nombres rationnels @. On désigne par I ’anneau des entiers algébriques dans
k. Soit V = {v} l’ensemble des places de k, et soit k, le complété de k par
rapport a une places v. Si v soit une place finie, on désigne comme toujours
par O, ou simplement par £ I’anneau de valuation de k,, par p l'idéal premier
de ©,, et par u le groupe des unités de £,. Supposons que G soit un groupe
algébrique défini sur .. On pose G,=G,,; pour une place finie v, on désigne
par G, l’ensemble de point x de G, tel que les coordonnées de x et x~! soient
contenues dans £, et pour une place infinie v, on pose G,=G,. Le groupe G,
est localement compact, et Gy est un sous-groupe ouvert et compact de G,
pour presque toute place finie v (c’est-a-dire sauf le nombre fini des places).
Si G soit linéaire, alors Gy est un sous-groupe ouvert et compact de G, pour
toute place finie v. Le groupe adélique G, de G est, par définition, le produit
direct des G, restrient aux G, [10];

GA :v];[V(Gv’ GD) .

On suppose que G soit semi-simple. On note G/ le groupe des commuta-
teurs de G, au sense abstrait. Alors le groupe G,G; est distingué dans G,
au sens abstrait. On définit un groupe abélien abstrait par

(14) Ak(G) =G4/GrGL= Gk\GA/GQ s
et un groupe topologigque par
15) By(G) = GA/Gkqu ,

ou G,G, signifie l'adhérence de G,G4 dans G,. Daprés la définition du
groupe adélique, on peut voir sans difficulté que les groupes A,(G) et B,(G) ne
dépendent pas de la représentation affine de G.

Dans la suite, on supposera que le groupe algébrique semi-simple G soit
connexe et déployé sur k. On utilise les notations déterminées dans n° 2.

Nous supposons que G soit linéaire, c’est-a-dire soit contenu dans SL(N, 2)
pour quelque entier N [4] Exp. 16. Alors T est diagonalisable sur k. Soit L
le réseau sur / qui détermine le sous-groupe G,. On pose Lv:L@D pour une

place finie v. On peut vérifier sans difficulté les faits suivants de (i) a (vi).
1) Pour presque toute place finie v, il existe une base x,, ---, xy de L, telle
que
tx; = h,Ox;, pour teT et 1=1,---, N,

ou h; sont les poids de cette représentation.
Pour une place v qui satisfait a (i), on pose

a,={uesk,: 0, (u)e Uy, pour toute racine «a},

alors a, est I'idéal de ©.
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i) Pour presque toute place finie v, on a a,=5,.

Soit P le module des poids de g qui est I’algébre de Lie correspondant au
G, et soit R le module engendré par les racines simples de G. Comme [P, R]
<oo,ona {teT,: h(t) csupour tout he P} ={teT,: h(t) €u pour tout heR}.

iii) Pour presque toute place finie v, on a

To={teT,: h(t)=u pour tout he P}.

On note V, le sous-groupe de V, qui est le noyau de la réduction modulo p.
iv) Pour presque toute place finie v, on a Vy=n(V(p)).
Soit G* le groupe adjoint de G. On a la suite exacte suivante;

f
(16) l—Z—G—G*—1,

ou Z signifie le centre de G. G¥ est le groupe construit par Chevalley
n° 3. On note U*, V* et T* les sous-groupes de G* correspondants aux U, V
et T (resp.).

v) Pour presque toute place finie v, G§ est le sous-groupe de G¥ qui laisse
invariant le réseau de Chevalley.

Pour une place v qui satisfait a (v), on a la décomposition suivante de G¥,
voir Iwahori-Matsumoto Prop. 2.4.

a7 G¥=UV§-U§-ny-T§ Uk,

wew
ol n¥=f(n,) € N(TH*).
vi) Pour presque toute place finie v, on a f(Gy) C G§.
PROPOSITION 3. Si umne place finie v satisfait aux conditions ()~ (vi), Gy
est engendré par les sous-groupes Uy, Vy et Ty. Nous avons la décomposition
sutvante de Gy ;

(18) GD :w\eJWVP . UD s Mgy e TD . UQ-
DEMONSTRATION. Sous notre hypothese, f induit I’isomorphisme de U,
(resp. Vy) sur UF (resp. V§¥). Soit x contenu dans G,. Alors f(x) est contenu

dans G¥. Drapres (17), on a
Jx) =v*usnfrey*,

ol v¥e V¥ txe Tk u* et y*e Ug, et nk=f(n,). llexiste v dans V,, et u et
y dans U, tels que f(v) =v*, f(u)=u*, et f(y)=y* Dot

t*=fn'u v xy) € [(Go)N TR -
Par conséquent, il existe ¢t dans Ty tel que f(t)=t*. D’ou
x=vun,lyz,

ol z est contenu dans Ty ker (f). La décomposition (18) de G, est immédiate,
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car z est contenu dans le centre de Gy.
PROPOSITION 4. Si une place finie v satisfait aux conditions (1)~ (vi), et st
le corps résiduel O/p a plus de trois éléments, on a

Gon Gy =(Gy)' -

DEMONSTRATION. Dans I'(k,), on a h,(t)x(wh, ()= x,(t?w). D’ou

[ha'(t): xa(u)] - xa((tz—l)u) .

Sous notre hypothése, il y a un élément ¢ dans u tel que 2—1 soit contenu
dans u. Par conséquent U(D) et V(p) sont contenus dans I'(D, k,) et leurs
images U, et V, par = sont contenues dans G,. Comme o, est contenu dans
', k), n,==r(o,) est contenu dans G5. D’aprés (18), il suffit de considérer
Pensemble Ty G,. 1l est facile de voir quwil est I'image de H(O) par =.
Draprés la définition de h,(t) (voir (4) et (5)), H(D) est contenu dans I' (D, k).
Il en résulte que Ty G, est contenu dans G}, ce que nous voulions démontrer.
Remarque: Pour un élément x de Gf, on définit la longueur m(x) de x par le
nombre minimal des commutateurs qui représentent x. D’aprés la décomposi-
tion (18), on a alors m(x) < M pour tout x de G, et pour toute place v qui
satisfait aux conditions (i)~(vi), oi M est un entier qui ne dépend que de la
structure de G.

Draprés la remarque qui précéde, on a démontré

PROPOSITION 5. Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini et
déployé sur un corps de nombres algébriques k, et soit G, le groupe adélique
de G. Le groupe des commutateurs G4 de G, est le produit direct restreint ;

19 Gi= 1L (G, Go)

qui est fermé dans Gy.
On désigne par T, le groupe adélique de T;

(20) T,=1ITy Ts) .

On pose

1) LW=IITuN G}, TonGy).
Draprés (10), on a

(22) G4/Ga=TI(G/Gy, GGy /Gy)

=IITo/Ton Gy (ToNG)To/ToNGy) =T /T -
Soit J, le groupe des idéles de 2. On pose
(J"=A{x": x € [} .

(Jo" est le produit direct restreint;
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(Jo" =TIED", ()" .

On définit un groupe topologique par

(23) Ax(n) = Jo/ R*(J)" = €/ (€)"

ou l'on note §, le groupe des classes d’idele de k. Alors A,(n) est compact et
est canoniquement isomorphe au groupe de Galois de K(n) sur k ou K(n) est
le corps composé de toute extension cyclique de & de degré d (d divise n) [1].

Comme le groupe U, est contenu dans G}, en particulier dans G4, d’aprés
la décomposition (3), on a G,G4= TG4 Dou

AG)=G4/GiGa=Ga/ TGy =Ti\G4/Gyu =T \T4/T%
{ 14
=Tu/TiTa= 11/ R (%= 1 Aule) .

THEOREME 1. Si G set un groupe algébrique semi-simple connexe défini et
déployé sur un corps de nombres algébriques k, le groupe GGy est fermé dans

L

G4. Par conséquent, on peut identifier A (G) au Bi(G), et lon a A(G)=T1Axe,).
=1

Par suite, le groupe topologique B(G) est un groupe compact.

§4. Le nombre des classes dans un genre.

Soit H un groupe algébrique lindaire défini sur un corps de nombres algé-
briques k2. Pour un sous-ensemble fini S de V = {v}, on pose

HS:HH’U)

IS

Hys=Hs XTI Hy .
veES

Le groupe H,g est un sous-groupe ouvert de H,, et le groupe Hg est un sous-
groupe fermé et distingué de H,. Si H soit connexe et simplement connexe,
et Hg ne soit pas compact, le théoréme d’approximation forte est valable pour
H, c’est-a-dire H,H est dense dans H, (sauf probablement le cas ot H contient
des composantes de type F, qui sont anisotropiques sur &) [7].

Soit G un groupe algébrique lindaire semi-simple connexe défini sur k. Si
G ne soit pas compact, le produit G,G 4 contient le groupe des commutateurs
de G, (par conséquent G,G . €st un sous-groupe distingué de G,) et ’ensemble
des classes bilatéres de G, suivant les sous-groupes G, et G, est isomorphe
au groupe quotient G,/G,G . (sauf quelque type de Eg) [7].

On suppose que G soit déployé sur k et que S contienne toutes places
infinies de k. Comme G est linéaire, G est contenu dans SL(Y ), oi Y est un
éspace vectoriel défini sur k. Soit L un réseau dans Y sur lanneau [ des
entiers de k2 qui détermine G;. Nous dirons que G est de type spécial, s’il
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existe une base x,, ---, xy du réseau L telle que l’on ait

tx; = h;(Dx;, (i=1,--,N) pour tout teT.
Alors T, est isomorphe au produit direct de 1 pour toute place finie v. En
utilisant la décomposition de Bruhat de G et la décomposition (18) de Gy, on a

(24> Gk\GA/GA(S) = Gchil\GA/GA(S) - GkGQ\GA/TA(S) - Ak(G)/TA(S)

l
=T TI\T /T s ?—zg Je/ B*(JO) Y acs) -

On désigne par M(S) l’extension abélienne maximale de % dans laquelle
toute place ne ramifie pas et toute place de S se décompose complétement. On
pose

M, S)= K@) M(S) .

Draprés la théorie du corps de classes, le groupe

A, S) = Ju/R*(J) Jacs

est isomorphe au groupe de Galois de M(n, S) sur k[1].

THEOREME 2. Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple connexe
défini et déployé sur un corps de nombres algébriques k. Soit G de type spécial
et soit S un sous-ensemble fini de V contenant toutes places infinies de k. Alors
la décomposition bilatere de G, suivant les sous-groupes G, et G, est isomor-
phe au groupe fini T Axle;, S), et le nombre des classes bilateres de G, est égal
au TILMe;, S); kJ.

L’Université de Tokyo
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