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Uber die Struktur der metabelschen Gruppen, IV

Von Kiyosi TAKETA

(Received Nov. 25, 1955)

Dies ist die vierte Mitteilung der vom Verfasser seit 1936
unternommenen Arbeit. Zunachst soll ein kurzer Auszug der Resul-
tate der fritheren Mitteilungen" vorausgeschickt werden.

O sei eine zweistufige metabelsche Gruppe, die eine gegebene
Abelsche Gruppe A als maximalen Abelschen Normalteiler enthalt,
so daB die Faktorgruppe &G/A Abelsch ist.

Transformiert man A mit einem beliebigen Elemente von &, so
erhdlt man einen Automorphismus von &/2, und alle diese Automor-
phismen bilden eine treue Darstellung I von &/2.

Da die Abelsche Gruppe A als direktes Produkt der Untergrup-
pen, deren Ordnungen voneinander verschiedene Primzahlpotenzen
sind, darstellbar ist,” und solche Untergruppen bei den Automor-
phismen von 2 invariant sind, so setzt man o. B. d. A. so voraus, daB

A eine p-Gruppe ist. Sei
(1) €1y €gyenvne ’ en

ein Basissystem von 2 der Art, daB die Ordnung p# von e; nicht
die von e; uibersteigt, insofern :<<j ist, und sei g ein beliebiges
Element von &, dann 1aBt g-'e,g;i=1,2,---,n, sich durch die Basis-
elemente von (1) darstellen, in der Art, daB

(2) g-—lei g: e%ilegig ...... egin .

e L e

1) Uber éie strl;ktur dber metabelschen Gruppen, Japanese J. Math., 13 (1936) 129-232;
II, J. Osaka Inst. of Sci. Tech., 2 (1950), 1-28; III, Tohoku Math. J., 2 ser., 4 (1952), 10-32.
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eine Abelsche Gruppe I”" nach dem Modul

pl‘l pﬂa ...... pun
p#x pua ...... p"n

@ A
pux p#n ...... pun

die 1~ isomorph zu &/A wird.

Wenn es umgekehrt eine Abelsche Kongruenzgruppe I/ mit den
Elementen der Gestalt (3) nach dem Modul (4), so kann man stets
mindestens eine metabelsche Gruppe & der Art konstruiern, die A
als maximalen Abelschen Normalteiler enthalt, und die Faktorgruppe
®&'/A zu I 1~ isomorph wird (I, S. 131).

Nun setzen wir (1) entsprechend so voraus, da 2 vom Typus

(5) (D%, omal; ps, - memal o pom,:-m,-mal),
o, <<, <<--<<«,,

so erhalt man als Element von I" statt (3) eine Kongruenzmatrix

r A, peTmA,, praA e pmmA, N\
A, A,, P nA, ... prmmmA,
6 o
A i Ay e P m-1A,
N\ Am1 Am Amm /

nach dem Modul
n, Spalten n, Spalten n,, Spalten

(7) p;ll ...... p;’ll p;lz ...... paz ...... p:m ...... p“m

p:'ll p:ax p:aa 1):112 ...... j)"‘m j)“m

wobei das Kastchen A,, eine n,-zeilige und n,-spaltige Untermatrix
bedeutet.

Wenn man A als Summe von zwei Matrizen:
A=A,+pA,
darstellt der Art, daf die Koeffizienten von A, Null oder positive



Uber die Struktur der metabelschen Gruppen, IV 493

ganze Zahlen kleiner als p sind, so bilden solche Matrizen wie A,
nach dem Modul p eine Kongruenzgruppe I, homomorph zu I’, und
wenn die Ordnung von A bei I’ teilerfremd zu p ist, so ist A von

derselben Ordnung auch bei I,
Wenn wir also sowie I’ auch I, als direktes Produkt zweier

Untergruppen der Art darstellen, dafl die Ordnung der einen zu p
teilerfremd ist, wahrend die andre eine p-Gruppe wird, so werden
diese ersteren Untergruppen von I’ bezw. von [I’, zueinader 1~
isomorph (I, S. 133). A, ist eine Kongruenzmatrix in GF,, und falls
A vom Typus (p, P, -, P), so wird selbst I" eine Abelsche Substitutions-
gruppe in GF,.

Wenn A vom Typus

®) (D% Byeee ey DY)
ist, und man jedes Element A; von I’ als
) A= AP +pAP+ P AP + - +pIAP,

setzen kann, wahrend man als die Koeffizienten der Matrizen AY; o

=0,1,..-,k—1, geeignete ganze Zahlen nicht immer kleiner als p

benutzt, so daB fir jede Zwei Elemente A; und A, von I stets die

folgende Beziehung

10) (AP +pAS + ... +ij§_s)) (AP +pAD + ... _(_piAg.t)) (mod p*)
= (AP +PAP + - +pIAP) (AP +PAP +--- +Pp7AP),  0=j<k,

besteht, so erzeugen die Kongruenzmétrizen der Gestalt

r AP
Agno".._
(1 AP "
\ AP 1..:}49) ;Zlfn AP

auch eine Abelsche Substitutionsgruppe I'; in GF(, Grades nk, und
zwar ist I'2I"}, mithin fihrt sich die Frage wieder zum Falle mit
dem Abelschen Normalteiler vom Typus (p,p,:--, D).

Zunachst beschaftigen wir uns noch allgemeiner mit den Matrizen
in GFs, und schicken die folgenden Tatsachen voraus.

(@) Ist A eine irrveduzible Matrix des Grades n, so bilden alle mit
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A vertauschbarven Matrizen ein Galois-Feld GFs»y (I, S. 133).
(b) Alle Matrizen, die mit einer irveduziblen Matrix vertauschbar
sind, sind auch untereinander vertauschbar (1, S. 134).

(¢) Es gibt in GF s, stets eine irreduzible Matrix des Grades n
und von der Ordnung ps»—1 (1, S. 134).

SATZ 1: Jede irreduzible Abelsche Substitutionsgruppe des Grades
n in GF, s, ist zyklich, und die Ordnung der Gruppe geht in p*—1 auf
(1, S. 134).

SATz 2: Jede reduzible Abelsche Substitutionsgruppe H in GF,ys,
zerfallt, so dap jeder Bestandteil durch die Matrizen von den Gestalten

E B;

1

A21E Bi
(12) - und

Aril ...... A,'_,ri._' E 'B,
erzengt ist, wo A,, und B; die Elemente eines Galois-Feldes GF sm;, das

aus den Matrizen des Grades m; besteht, sind.
Ist © speziell maximal Abelsch, so stellt dieser Bestandteil eine
Gruppe vom T ypus
(psmi — 1! paﬂ’ pdizv"')
dar (1. S. 137).

Daher nehmen wir o. B.d. A. an, daB $ maximale Abelsche
Gruppe ist, erzeugt durch die Matrizen von den Gestalten

1

a,l
(13) P

dm ....... an.nl
und

b

b

(14) '
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wobei «
(15) dm,bEGF(pu), u:sm,

ist (I, S. 138).

Wenn man also den Typus von $ klar machen will, geniigt es
nur die Invarianten der p zugehorigen Sylowgruppe P von H zu
bestimmen, weil alle Elemente der Gestalt gesamt eine zyklische
Gruppe der Ordnung p*—1 darstellen.

Wir nennen diejenige Matrix die abgeleitete Gruppenmatrix,
die sich aus einer Gruppenmatrix durch Ersetzung der Hauptdia-
gonalkoeffizienten mit Null ergeben, und bezeichnen insbesondre die
abgeleitete Gruppenmatrix von P mit P (I, S. 138), ferner verstehen
wir unter einem Elemente von P eine Matrix A der Art, so dap

A+ESP wird (I, S. 188; III, S. 12).
P wird dann von der folgenden Gestalt (I, S. 145, Fig. (18)):

.. \

.. _> die Ur te Zeile

-9

> diel,~ te Zeile

N~

P.

(16) ﬁ dieVp*'te Zeile

- % die Y, s te Zeile.

PW-T 1 E*—v,v—r '
Pwl E:z R’,w—] Pu‘w

q - "y

-—> dieY,s- te Zeile
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Wir denken uns alle zu P aquivalenten Matrizen, und fassen P
in folgenden drei Formen zusammen.

(b) Die Spalten jedes der Kistchen P ;i=2,8,--,w—1, sind vonei-
nander linear unabhangig, waihrend eine Zeile, etwa die erste, von P,,
aus den voneinander linear unabhangigen Koeffizienten besteht, und
P, ==0 (111, S. 19).

(¢) Die erste Zeile von P,,, d. h. die der v,-ten Zeile von P ents-
prechende, besitzt die voneinander linear unabhangigen Koeffizienten,
die v-te Spalte von P verschwindt, wahrend die v,-te Zeile und alle
andeven Zeilen darunter von P voneinander linear unabhingig werden,
d. h. P nimmt die folgende Gestalt (111, S. 20 ; Fig. (204)):

‘. N

- > diey,—te Zeile

R

a7

ANNNNNN

VAAARANNNNNY

N

T
oo
s
o7

g

\ - )

(d) Die erste Zeile eines Kastchens P,,, p>2, hat die linear unab-
hangigen Koeffizienten, die Kastchen P, ;i=2,8,---,p—1, je die linear
unabhingigen Spalten, P, ==0, die v -te Spalte von P ist gleich Null,
wahrend alle Zeilen von P unter der v ,-ten voneinander und den anderen
nicht verschwindenden Zeilen von P linear unabhangig werden; d. h. P
ist der folgenden Gestalt (111, S. 21, Fig. (205)):
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- (18) P..P.. E—L

“x.—> dielp- te Zeile
PP'I PPZ ____B)p_ ‘* a
Pl

w-1,1 B —Pw—‘]‘,“’" i
\ wl Pw‘ Bv,w—'lew
-/

Im Falle (¢) wird P direktes Produkt von zweier Gruppen %,
und P :

P=P, <P’
der Art, dag B, die abgeleitete Gruppenmatrix der folgenden Gestalt
' 7 0-. \
19 ‘ |
(9 aV110V12“'aV1,V1‘1"
\ "0 /

besitzt, also vom Typus (p,p,---,p) wird, wahrend die abgeleitete
Gruppenmatrix von P’ durch Wegnehmen der »,-ten Spalte und Zeile
von P gebildet wird (111, S. 30).

Der Fall (d) 1apt sich, wie wir es spater beweisen werden, auch
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zum Falle (b) zurickfithren.
Im Falle (b) besteht die erste Zeile, d. h. der v, -ten Zeile von P
entsprechende Zeile der Untermatrix

(20) (PMsz ...... P

aus den voneinander linear unabhangigen Koeffizienten (I, S. 138),

und nehmen diejenigen Elemente von P, deren », -te Zeile verschwindt,
die folgende Gestalt ‘

. \

\\
(21) .
die $; —te Spalte “..
M S die(ﬂw-i- 1) te Zeile

Ny %

an, folglich stellen gesamt bei I" zusammen mit der Einheitsmatrix

eine Untergruppe vom Typus (p, p,---, p) dar (I, S. 163).
Alle anderen Elemente von P lassen sich durch die folgenden
Basiselemente

(22) A‘-;izl’ 2, ...... ’ Vw_]-’

linear in GFu, ausdriicken, wobei die »,-te Zeile von A; je von der
Gestalt

(23) 00 a

ist (I, S. 138,148; II, S. 16), und fur

(24) S S, 8y <EZS, 48,4 +5,
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die Beziehung
(25) AP, ,=0, A=1,2,-,w—1; k-A<p=w-2Ar,

besteht.
Ferner ist die z-te Zeile jedes Basiselementes Ao ; 0=1,2,---,v,—1,
als die o-te Zeile in A; enthalten (I, S. 167).

Die Ordnung von B wird dann gleich
(26) pw{vw—1+s1(n—vw)} R

wenn man dabei von P o.B.d. A. so annimmt, daf die »,-te und alle
anderen Zeilen darunter voneinander linear unabhiangig sind (I, S.
221; II, S. 26,28 ; I1I, S. 12).

Falls P ein Element A, der Art enthalt, dag der Rang des
Kastchens A, . gleich s, , wird, dann kann man P so gestalten,
dap die erste Zeile jedes der Kastchen P,;i=2,3,.-.,w—1, die linear
unabhangigen Koeffizienten besitzt, wahrend P gleich

oo die y-te Zeile
o die y- te Zeile
. - die y<te Zeile

= die y -te Zeile

K
(27) EI 4

| - die y e Zeile
P F -2, ‘gﬁ_%yzgep—u Eb—\; ,wl‘z\_~ )
w~2,1 a1 [ - N \—\—die Vw'_‘f'e Zeile
E‘I_PIH_"_’T' Em.ﬂgﬂ I}Sg:.’; A Pw-l w—ZPw- 1, w—.\l\\\
i Pb: i 7 \ die y - te Zeile
(BRI epr L L LIRBLE e, Pl P | Pow 1)
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wird, wobei die Untermatrix
P,

2

(28) Q= 1:3;2 1?33 .
P;}_q 1 S | S

w—2

ein Galois-Feld GF,":Z5i darstellt, und P;; dasjenige Kastchen be-
deutet, das aus den ersteren s; Zeilen von P,; besteht (II, S. 25, 28;
111, S. 11).

Man bezeichnet alsdann diejenige Matrix mit P®), welche aus
den k-ten Potenzen der einzelnen Elemente von P besteht, d. h. ist

(29) P=Ax +Ax,+ - +Agx,,
so wird
(30) P =Akx, + Akx, +--- + Akx, .

Ferner lagt man P¥;:=1,2,.-.,w; j=1,2,..., 4, dasjenige Kastchen
von P# bedeuten, das dem Kastchen P;; von P entspricht, und Q"
und Q¥ von analoger Bedeutung sein, so dap

(31) QE}]_—‘P;‘/'; i:2, 3,"', w_2; j=2, 3""’i’
wird (I11, S. 12).
Dann wird

|
P, P,
(32) : . ’ kzz’
Pl P L P,
gleich
QA
22
2 QY QW
(33) : Dot

QA , QW e Qs .
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(I1I, S. 18).

Die Anzahl der Elemente von P, deren £k-te Potenzen nicht
verschwinden, ist gleich der Anzahl der Elemente von Q, deren zu
(33) entsprechende Untermatrix von Null verschieden ist, addiert
mit der Anzahl der Elemente von Q, deren zu (83) entsprechender
Teil verschwindt, wahrend mindestens eines von den zu

b2

¥ Kaee - l K Hee g 7
ng_]_],l ama’ Pz[fl] g-ma ; k—1<0"
(34)
P

w2

PH” s §=8,4, -, w—k+1,

entsprechenden Kastchen dieser Elemente nicht gleich Null ist (111,
S. 19).

Daher fithrt sich die Frage den Typus von P in diesem Falle
zu bestimmen zu derjenigen der Abelschen Substitutionsgruppe von
beliebiger Ordnung aber vom niedrigerem Grade in einem Galois-
Felde zuriick (III, S. 19).0

Nun kommen wir zum eigentlichen Gegenstand dieser IV Mit-
teilung. Nunmehr sollen die Formeln im Text, im Gegensatz zu
dem vorangehenden, mit der laufenden Nummer versehen werden,
die Nummer der Formeln der fritheren Mitteilungen fortsetzen.

In der dritten Mitteilung® haben wir also erfahren, dap alle
Gruppenmatrizen® der maximalen Abelschen Substitutions-p-Gruppen
in GFu, sich in drei Formen zusammenfassen lassen.

Fiir allen von diesen drei Fallen kann man o. B.d. A. so anneh-
men, dag

1) Im Falle
52=33:"'=sl{)"1

kann man bequem die Ordnung und Invarianten von P wie beim Satze § bestimmen
(I, S. 331). Vgl. auch K. Taketa: Uber die Struktur der metabelschen p-Gruppen;
Proc. Imp. Acad., Tokyo, 9 (1933), 480.

2) Tohoku Math. J.; 4 (1952), 10-32.

3) Vgl Fig. (16), S. 495.
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(221)
PW_L1 Pw_m ......... Pw_l'w_1

aus voneinander linear unabhingigen Zeilen besteht.

Denn da P eine maximale Abelsche Gruppe darstellt, so mug
jede Matrix der folgenden Gestalt

/. )

(222)

die S;—te Spalte
1

\ M

in P enthalten sein, mithin sind die Zeilen von Pw1 schon voneinander

linear unabhangig.

Besteht nun also eine lineare Beziehung zwischen den Zellen
von P:

> die Yyp— te Zeile ‘

(0'"0("“16”1“ ...... C )P:O,

so wird

Alsdann kann man durch Transformation mit einer Matrix der
folgenden Gestalt
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4 1 w

(223)

c,C4z--------Cg1

N )

eine Zeile von P verschwinden lassen, und sie danach durch eine
gleichzeitige zyklische Permutation der Zeilen und Spalten von P
hinauf verschieben, bis sie von ausgeht. Setzt man eventuell
solches Verfahren fort, so wird man endlich die verlangte Gestalt
von P erreichen, und es geniigt alsdann nur auf P aufs neue dasselbe
Schlupfverfahren wie bei der dritten Mitteilung (III, S. 19) anzu-
wenden. Einfachheitshalber schicken wir zunachst einige Verfahren
filr die Umformung von P voraus.

Sei A ein Element von P, A;; das P;; entsprechende Kéastchen
von A.

(1) Jede Zeile von A,, die den anderen Zeilen von A,, linear
abhangt, wird bei T 'PT gleich Null, wenn man als T-' die folgende
Matrix

— diey - te Zeile
T, P ‘
-|——> die 11) - gle Zeile

(224)
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benutzt, wobei T, ein Kastchen des Grades s,., und der Gestalt”

(225)

. v
ist.

(2) Braucht man statt T, von eine Matrix, die eine Permu-
tation darstellt, d. h. eine monomiale Matrix mit den Koeffizienten gleich
1, so kann diese Nullzeile an beliebige Stelle bei A,, gebracht werden.

(8) Jede Spalte von A,, die durch die anderen Spalten von A,
linear ausgedriickt wird, geht in Nullspalte iiber, wenn man P wmit der

folgenden Matrix
g A

"
—>dieY - te Zeile
T2 pP—1
1.—>di - ;
(226) lC)JP te Zeile
\‘1
N v

1) Wie bisher bezeichnen wir auch bei dieser Mitteilung die Anzahl der Spalten
des Kistchens Pj; mit s; .
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transformiert, wobei das Kaistchen T, eine Matrix Grades s, mit der
folgenden Gestalt bedeutet :

7 ™\
N ¢
N (I32
(227) RN
e
1k
N ")

(4) Man kann diese Nullspalle analog wie bei (2) an einer geeigneten
Stelle bei A,, setzem, indem man bei (226) statt des Kistchens T, die
Matrix von einer geeigneten Permutation benutzt.

Man bezeichnet diejenige Untermatrix von A, ,., mit AY, .,
die aus den beliebigen ersteren Spalten, sage die ersteren k& Spalten,
von A, ,,, besteht, und den anderen Teil von A, ., mit AXX .,
und dementsprechend diejenige Untermatrix von A, mit A}, welche
aus den ersteren k Zeilen von A,, besteht, und den anderen Teil von
A,, mit A%*, also wird

/ ™~
\‘ *
A
> dic YV, —te Zeile | di§(ﬂp+k)-— te Zeile
Al’/) \“. APP \‘\
(228) L , = | T
“TT dieUpH— te Zeile A .r .
P+1,P-+1 ..
An+1,r-+1 Aﬁw N
PH1 P41 “.
. J ' "\
N 1 4

die(Vp+k)—te Spalte

1) In unsren Mitteilungen verstehen wir im allgemeinen unter der mit M &#qui-
valenten Matrix, transformiert mit 7°, nicht TM7—! sondern T-1MT.
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(5) Wenn man statt der Matrix [(224) die Matrix

(229)

\

bezw. die Matrix

(230)

-

braucht, so kann man A bei T 'PT, durch wiederholte Anwendung der-

\

~—>die(V,+4) — te Zeile

]_:—9die Ypyy —te Zeile

—> die V,—te Zeile

1—> die(V,+k)—te Zeile

N
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gleichen Transformation, so gestalten, daBl die nicht verschwindenden
Zeilen von A3, bezw. die von AY* je voneinander linear unabhingig
werden, und bei A%, bezw. bei A*¥ je an beliebigen Stellen nebeneinander
liegen, ohne dabei die Kastchen A% und A}} ., bezw. A% und A} .
zu verdindern.

(6) Nach dem analogen Verfahven kann wman auch diejenigen
Spalten von A, bezw. von AXY .., welche den anderen Spalten
dieses Kastchens linear abhangen, samtlich verschwinden, und an belie-
bigen Stellen bei dem entsprechenden Kistchen nebeneinander liegen
lassen, wahrend die Kastchen A} und AX} ., bezw. die Kaistchen A,
und A¥., ,., dabei unverindert bleiben.

(7) Jede Zeile von A*, die den Zeilen, von AX¥ linear abhangt,

00?

wird bei T-'PT gleich Null, wenn man als T~ eine Matrix der Gestalt

(1 h

N —> die }JP — te Zeile

(231) -

benutzt, wobei T, eine k-zeilige und (s,.,—k)-spaltige Untermatrix der
Art, daB nur eine Zeile von thr nicht verschwindt. Durch solche
Transformation vervandert A}, ., sich nicht.

(8) Amnalog kann man jede Zeile von A%}, die durch die Zeilen von
A% linear ausgedriickt wird, verschwinden lassen, ohne dabei die Kist-
chen Aj, und AJ% .. zu dandern, indem wman statt (231) eine Matrix
der folgenden Gestalt '
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1
1> die (V+k )-te Zeile
(232) L~ P 0

- die (1) 1)- e Zeile
die Y- te Spalte B
) e Sp

“
-

braucht.

(9) Jede Spalte von A*f ., die den Spalten von A}, ., linear
abhangt, geht bei T-'PT in Nullspalte iiber, wenn man fir T eine
Matrix der Gestalt

(1. w

—>diey) - te Zeile
T P

(283)

- Y

braucht, wobei T, ein k-zeiliges und (s,,,—k)-spaltiges Kastchen mit
nur einer von Null verschiedenen Spalte bedeutet.

Die Kastchen A;* und A}, ,,, bleiben gegen dieses Verfahren
ungeandert.

Jede Spalte von A%, ., die den Spalten von A} ., linear
abhangt, verschwindt auch durch Transformation mit einer Matrix
T der Gestalt
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(234)

N

N

] 'I—>die(2i)+k)—-te Zeile

wobei T, eine (s,.,—k)-zeiliges und k-spaltiges Kédstchen mit nur einer
Spalte nicht gleich Null ist. A}, und A% .. bleiben unverandert.

Diesmal betrachten wir die Form (b), also den Fall, wo jedes
der Kastchen P;;i=2,8,...,w, der abgeleiteten Gruppenmatrix

— die Y, —te Zeile

N - die Y,— te Zeile

N

(18)

B

«— die V;—te Zeile
\

N\
\

\

N die Y, te Zeile
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aus den linear unabhangigen Spalten besteht, wahrend P,, nicht
verschwindt, und die Koeffizienten der ersten Zeile des Kastchens
P,, voneinander linear unabhingig sind.

Die Ordnung der Gruppe P wird dann gleich

w
(235) u{sl(n—vw)—i-iflsi} ’
wobei n# das Grad von P bedeutet. Beweis: Da P eine maximale
Abelsche Gruppe ist, so mup das Produkt von beliebigen zwei Ele-
menten” von P wieder zu P gehoren, und da andererseits die
Koeffizienten der ersten Zeile von P,, voneinander linear unabhingig

sind, so sind auch diejenigen von

(236) (PwﬁPu)S """ wa)
Daher besteht auch die erste Zeile von
(237) PP, P,)

aus solchen Koefflzienten, weil alle Matrizen der Gestalt (222) schon

in P enthalten sind. Also gibt es gerade s*=zws,- Basiselemente

1=1
A;;7=1,2,-,s, von P, deren »,te Zeile je die folgende Gestalt
annimmt:

(238) (0--0 &, 0---0), a,=1.

Nun muf jedes Element N von P dessen zu (238) entsprechende
Zeile verschwindt, von der folgenden Gestalt

g A

(289)

die S1 ~te Spalte

/[\

M| —>die Y+ T-te Zeilé'-.‘\

\

1) Unte;i dém iilerﬁente von P, versteht man die Matrix A—E, wo AE%.
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sein, wie man leicht durch die Vergleichung der », ,ten Zeilen der
beiden Seiten von

(240) NA;— AN

ersehen kann. Also gibt es gerade s,(z—v»,)+5s, in GF« voneinander
linear unabhédngige Elemente von P, w. z. b. w.

Da die Frage aber schon gelost ist (ILY S.11-28; III, S.10-19),
wenn P mindestens ein Element enthalt, dessen zu P,_, ,_, entspre-
chendes Kastchen vom Rang s,_, ist, so nehmen wir hier an, dag
kein Element von P solche Eigenschaft besitzt.

Bezeichnet man also im allgemeinen den Rang des Kastchens
A;; eines Elementes A von P mit 7(A4,), so besteht stets

(241) V(A1) <Spoi

Ist nun
(242) r(A,)=s,, p<w-1,
so werden analog wie (157) auf S. 18 der zweiten Mitteilung®
(243) r(Ap)=s; ; 1=2,8,---,p,
mithin

A, 20,

(244)

AA; ;i ==0, 2<1<p.
Dasselbe gilt auch fir A;;;j=p+1,p+2,---,w—1, und es besteht
der

HILFSSATZ §: Besteht fitr ein Element A der abgeleiteten Grup-
penmatrix P der Form (b) die folgende Beziehung

(245) AppAp—l,p—1=I=0 ’ P _Z 3 ’
so ergibt sich
(246) A, ,nA,,==0.

BEWEIS: Da wegen das Kastchen A,, nicht verschwindt,
so muf A, ,., auch von Null verschieden sein, denn sonst bestiinde
eine lineare Beziehung zwischen den Spalten von P,,, ,.,, weil aus

1) Journ. of the Osaka Inst. of science and technology, 2 (1950), 1-28
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(247)

K. TAkKETA

AP

die folgende Beziehung

(248)
folgt.
(248)

(249)

AP-I 0-\1\
’ ~
N

Al’/’

Ware nun

N
AY
y N
/1)1+1,I’+1

=PA

Ap+l»p+1Ppp = Pp+1 .p+1Aoo

Ap+1.p+1Aﬂo =0,
dann konnte man P durch geeignete Transformation so gestalten, dag

. )
AN
~
A
= dieY, |~ te Zeile
\\
A AN
P=1,0=1 7\
N
—=—dicV, ~te Zeile
AN
N
N
_______ N
_— — dxcU,._,_r te Zeile
| N
]
|
|
|
|
,‘\ | \\
\.’ \ AY
N
AY
\\ )
- .

mithin der entsprechende Teil von P wegen [247) gleich

(250)

o .. —> diep) —te
__PP_:T p-1

p-1.

Zeile

¥ —> diey) - te Zeile
B’P% w P

. — die

~

Zeilo

V.—u,

p+i

-

¥
D+

*

1,P+1-———|.."V~,
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wiirde, wobei P}, =P*% ., und wegen Ax, _=FO0.
Da aber aus [248) die folgende Gleichung

(251) PrA*,  =AXPY, =0

po~ p—Llp—1 7
sich ergibt, so bestiinde eine lineare Beziehung zwischen den Spalten
von P% folglich von P¥X ,,, was der Annahme widerspricht, dap
P,..,.: aus den linear unabhangigen Spalten besteht, w.z. b. w.
Wenn also die folgende Ungleichung

(252) s,>7(A,,)=>0
besteht, so ergeben sich auch
(253) $;>r(A;)>0, p>i>w.

In diesem Falle kann man o.B.d. A. die letzteren s;—7(A4,)
Spalten von A;;; i=p, p+1,---,w, samtlich gleich Null setzen, so dag
wegen die letzteren s;,—7(A4;) Koeffizienten jeder der ersteren
7(A;41;01) Zeilen von P, p<i<w-1, samtlich verschwinden, d.h.
der betreffende Teil von P die folgende Gestalt annimmt:

szz ‘ w
P

pl.p1
B
P.

(254) | N

G
w=1 wr
’

—_

Yie-1,0-1

ww
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wobei P%;i=p,p+1,--,w—1, je aus den 7»(A,) voneinander linear
unabhangigen Spalten bestehen.

Denn liefe man sonst eine Spalte, etwa die erste, von P¥% ver-
schwinden (Verfahren 3, S. 505), dann verschwande wegen die
erste Spalte von beiden Seiten von
(265) Ai+ 1,:‘+1Pii: Pi+1,i+1Aii ’
folglich bestiinde rechts eine lineare Beziehung zwischen den Spalten
von P, ;.. Denn da A, vom Rang 7(A,) iat, so kann die erste
Spalte von A, nicht gleich Null sein, w. z. b. w.

Wenn r(A,_,,_;)=s,, ist, dann kann man analog wie oben be-
weisen, daf die Spalten desjenigen Kiastchens Pr, ,, das aus den
ersteren 7(A,,) Zeilen von P, , ,, besteht, auch voneinander linear
unabhangig sind.

Ist dazu

(256) r(Azz—l,w—l) = r(Aw—l,w———l) >0 ’
so werden auch

folglich erhalt man dieselben Ergebnisse wie beim Satze 10 (II, S.
28) mit den Kastchen

(258) Pn’ Pzzr"" Pp——?,p-—% P?f—l,p—l’ pPx

op?’

., P*

w—1,w—1

und im sonstigen Falle, d.h. falls (A4, , ,)<<s,_, kann man durch
die wiederholte Anwendung des analogen Schlugverfahrens die
Kastchen P;;;j=p—1,p—2,---,2, weiter zerfallen.

Ist also

(259) $,>7(A,)>0,
so besteht wegen [(242) und [(248) auch
(260) Si>7’(Aii)7 2§l§w:

und wird P von der folgenden Gestalt
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2z

N
N
N =

by -]
o

N
N
* N
1 =1 ~
rP,T .
e

(261) P

s

N
N
. V N
P ~
Pty | AN
o
‘B+_ 41

N
<
~
N
~
N
— N
N
* ~,
~
~
N
N
\

W20 -2

A

. wa \ \“\

\ T 7/
wobei P%;i=2,8,...,w—1, je aus 7(A;) Spalten und 7(4,,, ;.. Zeilen
bestehen, und
(262) Ax*=0; 1=2,8,--,w—1,
sind.

Die letzteren s, Basiselemente

(263) Ayw._l ’ Ayw__l-l-l "%y A”w—l"'sw_l

von (238) geben gesamt den Koeffizienten der ersten Zeile des Kast-
chens P, die linear unabhangige Eigenschaft.
Nun wahlen wir aus moglichst wenige Elemente dafiir, dap
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wir die linear Unabhangigkeit der Spalten von P
und diese Elemente bezeichnen wir mit

(264) Aal’ Aa.‘,’ Tty A

w—1.0—1 liefern konnen,

.
k

Unter Benutzung einiger von diesen £ Elementen kann man auch
die Spalten von P, _,, , voneinander linear unabhéagig machen, denn
sonst konnte man durch geeignete Transformation von P wie bei der

Form 3 (S. 505), mindestens eine bestimmte Spalte, z. B. die erste,
der Kastchen

(265) AD

w—2,w—2 ? L=0y, Gy "y Tp,

der Elemente gleichzeitig verschwinden lassen.

Da aber jedes der Elemente mit P vertauschbar ist, so
ergibt sich die Beziehung

(266) AD P

w—1,w—1

P

da andererseits alle Spalten von AY),  ,;i=0o, 0, -, 04 gesamt die
linear Unabhangigkeit der Spalten von P,_, ,, liefern, so miite bei
(266) die erste Spalte von P,_, ., gegen die Annahme, dag P, ,,
aus den voneinander linear unabhangigen Spalten besteht, versch-
winden.

Analog kann man mit Hilfe der vollstandigen Induktion beweisen,
dap die Elemente auch den Spalten von P;; i=2,38,...,w—1, die
linear Unabhangigkeit liefern.

(A) Zunachst sei k=2,
(A4, 1.) Ist nun

_ (1) . y — cee
w—2,w—2 w—i,w—lAw—Z.w—2 ’ 1=0,, 0y 0p,

(267) r(Ab) <s,; i=1,2,
so wird wie bei
(268) r(AP)<s;; i=1,2; j=2,8,---, w.

Da aber die Elemente A, und A, zusammen die linear Unab-

hangigkeit der Spalten jedes der Kastchen
(269) P,; =238, ,w-1,

11

liefern, so mup

(270) T(Ag;-”)) + 7’(A§}")) = S;s i= 27 3)' HW— 1 ’
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sein.

Es gilt der

HILFSSATZ 6: Hat jedes der beiden Elemente A, und A, bei einer
bestimmten Zeile der Untermatvix

(271) (Pp2P : 'Ppp) ’ P :27 3" W,

03
keinen Koeffizienten von Null verschieden, so verschwindt die entspre-
chende Zeile von (271) auch.

BEWEIS: Man bezeichnet die betreffende Zeile von als die
A-te von P.

Die o-te; j=1,2, Zeile jedes der Basiselemente A; von (238) als
die i-te Zeile im Basiselemente Ad]_ enthalten (I, S. 167).Y

Also besteht die Untermatrix

(a5
Alf—’
AgP A7
(272) : P
(6 Ay (s
--------- j
A 1,1 Awil 2 Aw—l w—1

aus den o-ten Zeilen der Basiselemente (238).

Daher besitzt die o -te Zeile von P eben soviele voneinander
linear unabhiangigen Koeffizienten, wie die voneinander linear unab-
hingigen Spalten von [272), und entsprechen die Stellen dieser
voneinander linear unabhangigen Koeffizienten der o-ten Zeile von
P den der voneinander linear unabhingigen Spalten von [(272).

Da aus demselben Grunde alle Koeffizienten, auper der ersteren
s,, der oten; j=1,2, Zeilen von A, samtlich verschwinden, so kann
man durch Vergleichung der o-ten Zeilen der beiden Seiten von

erfahren, dap die folgende Untermatrix

1) Jap. Journ. of Math., 13 (1936), 129-332.
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AP
AP Agé)
(274) : Dot
i
Aiﬁ)—z AD A%)_z o

gleich Null wird. Da andererseits der [274) entsprechende Teil von
P nach der Annahme aus den voneinander linear unabhiangigen Zeilen
besteht (S. 502), so folgt wieder aus (273) die folgende Beziehung

(AP, AP AP 1) =0.

w—1l,w—

Alsdann wird bei die betreffende Zeile jedes der Basis-
elemente von (238) auch gleich Null, w. z. b. w.

Dieser Hilfssatz 148t sich analog auch fiir den Fall 2>2 fol-
gendermafen verallgemeinern.

HILFSSATZ 7: Verschwindt eine bestimmie Zeile jedes der Basis-
elemente A, ;i1=1,2,--, k, von [264) bei der Untermatrix [271), so wird
die entsprechende Zezle dieser Untermatrix selbst auch gleich Null.

Wenn man also, nachdem man alle Nullzeilen von nach
oben verschoben hat, aufs neue so voraussetzt, daf alle Zeilen von

P,
P32 P33 R
(274) : i
Pw—l 2Pw_1,3 ......... Pw_l,w_

voneinander linear unabhingig sind,” so hat mindestens eins von A,
und A, bei jeder Zeile von die von Null verschiedene Zeile.
Nun kann

Ao
Ago Ag
(275) "'.. ’ 2§j<w-1’

Al Al evennnnen Al

1) Hier besteht .Pzé nicht immer aus den voneinander linear unabhiingigen Spalten,
aber ist Py;==0.
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mindestens soviele Nullzeilen wie diejenigen von
(276) ( A(jazz) A(J%z) ...... A%-z))
enthalten, falls die letztere solche Zeilen besitzt.
Denn da die zu den Nullzeilen von entsprechenden Zeilen

von A, voneinander linear unabhingig sind, so besteht, nach der
folgenden Gleichung

(277) AA,=AA4,,

links eine lineare Beziehung zwischen den Zeilen von (275), und
einige von ihnen kann man durch analoge Transformation von P
wie bei in Null tiibergehen lassen (S. 504).

Falls

(278) 0<r(A%”)<<s,  r(AgPAEY)<s,,
nimmt man nach dem Verfahren 2 an, dag die ersteren s,—7(AY?)
Zeilen von A{? und die ersteren s,—7(A{»PA¢?) Zeilen von (AP AY)
samtlich gleich Null sind.

Alsdann verschwinden wegen der folgenden Beziehung

(279) AégB)Pzz = P33Ag‘2’2)

die letzteren 7(A{?) Koeffizienten jeder der ersteren s,—7(A{PA{?)
Zeilen von P,, samtlich, mithin wird der betreffende Teil von P von
der folgenden Gestalt

e ~
.
\\\
P2*2 \\T\—é die 1)2 —te Zeile
o]
(280) 22 AN
o7
P 32 P3 3 //
o2 | Pis
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Diese Untermatrix geht durch die geeignete gleichzeitige Permu-
tation der Zeilen und Spalten von P in die folgende Gestalt iiber:

- A
.
\\\
1 —> diey —te Zeile
P
22 N
(281) N ’
* * \,
P32 R3 N
N
xx \
N
Pzz /A N
P.. N
AN
\_ y,
wobei
Aggs)*
(282) [ o ] o
Ago"AgY

. *¥ N o .. . .
wird, und A¢?  aus den voneinander linear unabhingigen Zeilen
besteht.

Verschwinden nun verallgemeinert die ersteren s,,,—7(Ag2A{?...
---A{g?) Zeilen der Untermatrix

(283) (AR Ag».-- Ay, 2<l<w-1,
wahrend
Al \
Az AR
(284) A )
A AE) o DA
\ Aﬂ;‘aﬂ)*A(j?’* .................. Al™  J

gleich Null, und die Zeilen von
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*¥ *x *%
Al Al ™ Al
Al AR joeeeiennnnns {49121),],”
(285) : : .
A Al e Al |

voneinander linear unabhingig sind, so werden bei jeder der ersteren
Sia1— V(AP A ... Al99) Zeilen von

(286) (P12P13 """ Pll)
mindestens soviele letzteren Koeffizienten wie die Anzahl der Zeilen
von gleich Null. Daher kann man durch vollstandige Induktion

erfahren, dapf P sich folgendermafen umformen lapt:
(1) Die Untermatrix

/Al N\

Agw Ao

(287) S
f.ii'i’%,zz‘:li‘iﬁf,s """" . ,(:0—2},,;—1 ]
N\ AE A" A" Aln* /

gleich Null wivd, wihvend der andre Teil von A,, aulser den Kastchen
Agv; i=1,2,.,w—1; AGY; j=1,2,---,w, aus den voneinander linear

unabhangigen Zeilen besteht.
(2) Die Untermatrix

/ A AG@™ A™™ \
f.lf;{}},z A'(CU’Hﬂ ............ Al -
(288) -
/:15;’_1},2 ,:45;3},3 .................. ;‘15;"—‘3,,)_1
N A" ALY e, Al™

verschwindt, wahrend die Zeilen des andeven Teils von A, auler den
Kastchen A{v, Ay ;i=1,2,..., w, voneinander linear unabhingig sind.
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Nach dieser Umformung kann man natirlich nicht immer so
annehmen, dap die Kastchen P;;7=2,3,-.-,w—1, je aus den vonein-
ander linear unabhangigen Spalten bestehen, aber die linear Unab-
hangigkeit der ganzen Spalten von bleibt noch fest.V

In Bezug auf die Struktur jenes Teils von P, der die Untermatrix
(287) enthalt, fuhrt die Frage zum nachsten verallgemeinerten Fall:

Eins von den Elementen (264), etwa A,, besitzt die Untermatrix,
die zu

r P N\
P, Py
(289) ‘ -
P,C_I,Z:P,C_1 jeereenens |
NP PXa Px.  /

entspricht, mit den voneinander linear unabhangigen Zeilen ; wahvrend die

anderen Elemente alle Nullmatrix als die (289) entsprechende enthalten.
In diesem Falle kann man P so gestalten, dap die ents-

prechende Untermatrix von A, die folgende Form annimmt:

~
N
~
“ .

Soe die y-te Zeile
A” N
1 - 4 — die y-te Zeile
7 — die y-te Zeile
(290) 0 y
7 // o N )
o /
57/ . —. di - 'l
/// ./ ;_i_\dle note Zeile
/ }1‘ 1 die v -te Zeile
“ S /AT] - Zeil
KK —die y-te e
L " | AKH']I,KH'I 3|

1) Diese Eigenschaft wird stets durch A, und A,, geliefert.
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BEWEIS: Wenn irgend eine Zeile von

(291) (AP Alp...... Ay, 3<j<wk—1,
oder von
(292) . (Al AGn™...... Aln™)

gleich Null wird, so verschwindt wie beim Hilfssatz 7 auch der
entsprechende Teil von P, und da diese Zeile von P durch gleich-
zeitige Permutation der Spalten und Zeilen nach oben bis an die
v,-te Zeile verschoben werden kann, so kann man o.B.d. A. von
vornherein so annehmen, daf die Zeilen von

o Al N
Afgy Alov

(293) '

Al Al el Alen).
NOAGT Al A@®

voneinander linear unabhingig sind, so daf man, um die Behauptung
durch die vollstandige Induktion zu beweisen, voraussetzen kann, dagB
(293) schon von der verlangten Gestalt ist. Dann gehen die Kastchen

(294) Agv; §=8,4,cc.,k—1; A"

nach dem analogen Verfahren wie 6 samtlich in Null uber (S. 508),
auch die letzteren s,—s, Spalten von A{¢Y verschwinden durch das
Verfahren 8. Endlich kann man dem Kastchen A{Y die verlangte
Gestalt geben, indem man P mit der folgenden Matrix

€ ™)

—>die x)‘l— te Zelle

(295) T
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transformeirt, wobei T, diejenige Untermatrix bedeutet, welche aus
den ersteren s, Spalten von A{Y besteht.
Die analoge Transformation gilt auch fiir den Fall «=3, w. z. b. w.
Dann verschwinden bei P wegen

(296) A,P-PA,

die letzteren s;—s;,, Koeffizienten jeder der ersteren s;,, Zeilen der
Kastchen P;;;i=2,8,---,k—2;j=2,8,---,4, und diejenigen der ersteren
7(A") Zeilen der Kastchen P__,;;i=2,8,-..,kx—1, also wird P von

der folgenden Gestalt

2 - — diey, [~ te Zeile

(297)

1 —> dicVp-te Zeile

R-H’l'ﬁ"
.

— diev'w— te Zeile

Pl‘+2 Rl (=

B‘+3’l'+1
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-wobeil

\
J/

”
. \/L+7,u+%/ p=2,8, —2;
(298) PﬂV: //// ’ 1}:2, 3,..-, M,
...............2»{ ..... : 72,

299 P, .= | ke, V+1 // : v=2,8,,k—1.

=1,y 7
B

Man bezeichnet nun die Anzahl der voneinander linear unab-
hangigen Spalten der folgenden Untermatrix

\

r Py A
P
(300) P;..; ; J=8 4y ke,
P, ..
\ Pz /

mit £, und nimmt nach dem Verfahren 4 o.B.d.A. an, dap die
ersteren £, Spalten von nicht verschwinden, wahrend die anderen
.Spalten gleich Null werden.?

Dann verschwinden wegen die letzteren s; ,—s;+t; Koeffizi-
enten jeder der ersteren s;., Zeilen von P,  ;i=j—1,7,--, k—2, und
diejenigen der ersteren r(Afgg)*') Zeilen von P, ., samtlich, mithin
geht die Untermatrix (297) in die folgende Gestalt iiber:

1) Unter geeigneter Wahl der transformierenden Matrix, bleibt die Form (290) dabei

K
unveriindert. Diese }; #; Spalten kénnen angenommen auch voneinander linear unab-

7=3
hingig sein.
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- L diel, - te Zeile

(301)

b:' - d{eLh,- te Zeile

. —adieVm,‘ e Zeil®

---------

—1
Nimmt man die folgenden KZ s, +7(A¥v")=s, Basiselemente
i=3

(302) A,; t=vy,v,+1Lv,+2,-, v, +5,—1,

unter (238) heraus, und vergleicht je die A-ten; A=o, 0y, o, Zeilen
der beiden Seiten der folgenden Gleichungen

(303) AzP':PAz ; Vj—1§i<yj—1 +8;.15 J=2,8,,6—1,

wahrend man den schraffierten Teil von (301) in Betracht zieht,
dann erfahrt man analog wie beim Beweise des Hilfssatzes 6, daf
die letzteren s; ,—s;+¢; Spalten der Untermatrizen



527

Uber die Struktur der metabelschen Gruppen, 1V

N\
Ly o3
s S2 s g
RV
N——

~

<t

<

o™

~

Also miissen links auch die entsprechenden

alle gleich Null werden.

Da andererseits aber alle i-ten

Spalten von AP verschwinden.
Zeilen von den Basiselementen (238) in A;

S. 167), und

voneinander linear unabhangig sind,

enthalten (I,

z

die ersteren f; Spalten von

so werden auch die letzteren s
-ersteren s;,,+t;,, Zeilen von P;;;i=2,8,.., k—

., 4, gleich

;j:2’ 3}"

1

;+1) Koeffizienten jeder der
Mithin nimmt (297) die folgende Gestalt an:

i— (St

Null.

~—> die v,_,- te Zeile

//

%// ///; o

= diev, b - te Zeile
/

///////% /,,_

— diey, , ~te Zeile

.—> die Y~ te Zeile

R E%///

M////%///ﬂ//%/ Z/,é ////V//%V/g ////////g
,///, //i///

/

/

"

(805)
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und der entsprechende Teil von P:

(306)

wobei

(307)

r\\
—

-~ diey, —te Zeile

W? - dievy—te Zeile
(lu 7
‘Z.edie y—te Zeile
0, Q, o
e
0‘ u ? 7;—:di€ y4—-te Zeile
&z__ % 3 L,
0., 2., fé éﬂ 5%
A 7217
I A iZ8 7

ra— diey Ste Zeile
N K-

a, |0Q,

Q..

— | l
u/c—z.z ﬂ/c—z,ls ﬂic—l 2,4

~

N
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GF i =S (5,5-+1;,,), darstellt.

Folglich, was die Struktur der Gruppenmatrix in bezug auf (306)
betrifft, filhrt unsre Frage zum Falle der Substitutionsgruppe vom
niedrigerem Grade zurick.

(Fortsetzung folgt)

Totuka, Yokohama.
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