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Le but de cette note est de montrer un exemple contraire a deux
théorémes de M. A. Rose concernant le degré de la perfection.

M. A. Tarski [1] a défini le degré de la.perfection d’'un ensemble A des
propositions et il I'a représenté par v (A).

Désignons par S un ensemble qui contient toutes les variables proposi-
tionnelles %, ¥, 2, ---, et qui est fermé concernant les opérations V,s, —, >, ~.
Alors, on a y(S)=1. Si nous prenons comme un sous-ensemble de S
l'ensemble H qui se décide par le systéme d’axiomes du calcul propositionnel
de Hilbert, on a «(H) = 2.

M. A. Rose a récemment démontré le Théoréme suivant :

Théoréme RII [2]. On a v (R) = 3 pour un sous-ensemble R de S qui satisfait
les conditions suivantes ;

(1) R est parfait dans un sens faible du mot,

(2%) ~, < sont seulement les symboles primitifs, dont les matrices sont
comme suit:

. y Y
T~y 0 1 x=<y | O 1
0 O 1 0| 1 0
x x
1 1 0 1,0 1

(3) On a la régle de substitution,

(4%) Au lieu de la régle de modus ponens, on déduire B de % et de U~B.

Dans la démonstration du Théoréme RII, M. A.Rose a utilisé les deux
théorémes suivants, c.-a-d: 'le

Théoréme RI [3]. Si un sous-ensemble E de S satisfait les conditions
suivantes

(1) E est parfait dans un sens faible du mot,

(2) L’implication peut étre définie par les symboles primitifs,

(3) On a la régle de substitution,

(4) On a la régle de modus ponens,
E est parfait dans un sens fort du mot,

et le
Théoréme de Rasiowa [2]. Les conditions nécessaires et suffisantes pour

que une formule f soit identiquement vraie dans l'’ensemble R satisfaisant
les conditions (1), (2%), (3), (4*) du Théoréme RII sont que:

(1) le symbole < n’apparait aucune fois en f ou n’y apparait qu'un
nombre pair de fois.
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(2) chaque variable proposmonnelle apparait toujours en f un nombre
pair de fois.

Désignons par FI(A) l'ensemble qui contient A et qui est fermé con-
cernant les régles de substitution et de modus ponens.

Si nous comparaisons FI(R) avec FI(H), nous avons le

LemMmE 1. FI(R)S FI(H).

DEMONSTRATION. Le symbole < pzut étre défini par ~ et par -—, c.-a-d.
nous avons ¥ <y=x~Y. Et les raisonnements satisfaisant (4*) satisfont
la régle de modus ponens de H. Par conséquent, on a FI (R) < FI(H). D’autre
part, puisque le symbole > ne peut pas étre défini par les symboles ~, —,
les formules identiquement vraies contenant les syboles -», ¢, V ne sont pas
contenues dans FI(R). Par conséquent, on a FI(R) :t: Fil(H).

LemME 2. FI(L)S Fl(H).

DEMONSTRATION. Le systéme d’axiomes du calcul des propositions triva-
lentes de Lukasiewicz et de Wajsberg [4] a deux symboles primitifs -,
dont les matrices sont comme suit :

)

zm>y| 0 1 2 ]xti’
o]0 1 2 !0

z 1/ 0 0 o0 1| o
2,0 2 0 2 | 2

Les symboles V, » sont définis comme suit:
INY=E29)2,
x-y=%\V3.
Le symbole ~ ne se trouve pas dans ce systéme d’axiomes de Lukasiewicz

et de Wajsberg, mais nous pouvons l'ajouter a ce systéme par la matrice
suivante

y

x~y| 0O 1 2
olo 1 2

z 1|1 0 2
22 2 0

Nous désignons par L un sous-ensemble de S qui se décide par le
systéme d’axiomes de Lukasiewicz et de Wajsberg et qui contient le symbole ~.

D’aprés les matrices des symboles, on a évidemment FI(L)C Fl(H).
D’autre part, puisque la formule x > x n’est pas contenue dans FI/(L), on a

Fl (L) = Fl (H).

Jusquici il y a eu deux méthodes pour faire les sous-ensembles de FI(H),
c.-a-d. (1) la premiére méthode qui a fait FI(R) de FI(H) par larestriction
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du nombre des symboles apparaissant dans H, (2) la deuxiéme méthode qui
a fait FI(L) de FI(H) par la restriction des matrices des symboles apparais-
sant dans H.

Maintenant nous essayerons de restreindre le nombre des symboles de Z
d'une part, et de restreindre les matrices de R d’autre part.

LemMmE 3. FI(L)S FI(L).

DEMONSTRATION. Désignons par L' un sous-ensemble de L dont les
symboles ne sont que ~, —, pourvu que le symbole — ne soit employé que
sur les formules ayant la forme x ~y. Puisque 'on ne peut pas définir les
symboles V,es, -> par les symboles —, ~, on a FI(L)S FI(L).

LemMME 4, FI(L')= FI(R').

DEMONSTRATION., Désignons par R’ un sous-ensemble de R qui a les
mémes matrices trivalentes concernant les symboles ~, — que L. Alors, on
a évidemment FI(L') = FI(R').

LeEMME 5. FI(R') = FI(R).

DEMONSTRATION. Pour démontrer le Lemme 5, nous démontrerons par
induction le Théoréme de Rasiowa.

Nous désignons par v une formule identiquement vraie (c.-a-d. une
formule qui prend identiquement la valeur 0), et par s une formule identique-
ment fausse (c.-a-d. une formule qui prend identiquement la valeur 1). Par
les matrices a deux valeurs des symboles ~, < apparaissant dans le Théo-
réme RII, on a les conditions nécessaires et suffisantes pour les formules
identiquement vraies comme suit :

(1a) X~ X,
(2a) s~s,
(3a) V<SS,
(4a) v~,

et, en méme temps, on a les conditions nécessaires et suffisantes pour les
formules identiquement fausses comme suit :

(1b). x =< X,
(2b) V<0,
(3b) v~s,
(4b) S<Ss.
D’autre part, on a, comme les matrices de R,
y y
z~y | 0 1 2 r=y| 0 1 2
0] 0 1 2 0|1 0 2
z 1|1 0 2 z 1] 0 1 2
212 2 0 212 2 1

et, toutes les huit conditions citées plus haut (1a), (2a), (3a), (4a), (1b), (2b),
(3b), (4b) sont aussi valables concernant ces matrices de R'. Si I'on désigne
par /. une formule qui prend identiquement la valeur 2, la formule f; ~f;
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prend la valeur 0, la formule /; <f; prend la valeur 1. Mais, il est évident
que l'on ne peut pas construire f, concernant ces matrices. Par conséquent,
ces matrices n’augmentent pas les conditions nécessaires et suffisantes pour
les fomules identiquement vraies et pour les formules identiquement fausses
de R. Alors le Théoréme de Rasiowa qui est valable dans R est aussi valable
dans R’; c.-a-d. on a FI(R) = FI(R').

Par les Lemmes 1,2,3,4,5, on a FI(R)S FI(L).
Par conséquent, on a y(R)=4. L est un exemple contraire au Théoréme R
1I.

L sera aussi un exemple contraire au Théoréme RI, pourvu que les
symboles primitifs de L soient V, —, ~. Dans ce cas on peut définir le
symbole -» comme suit :

x>y=[xVE~yIVI.
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