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Einleitung. In dieser Abhandlung mochte ich die Abhandlung des
Herrn Prof. Hukuhara® erweitern.

Andererseits erorterte C. C. Hurd die asymptotische Entwicklung der
Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung, welche
von einem Parameter abhing.? Ferner erorterte er die asymptotische Entwik-
klung der Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung z-ter
Ordnung, welche von zwei Parametern abhing. Dabei betrachtete er nur
den Fall dass die charakteristische Gleichung verschiedene Wurzeln hatte.
Es geniigte ihm keine Voraussetzung zu betrachten, welche der charakteris-
tischen Hilfsgleichung® der Differentialgleichung entsprach, die auf einen
Parameter abhing.

In meiner fritheren Abhandlung® betrachtete ich die asymptotische
Entwicklung der Losung eines Systems von homogenen linearen Differenti-
algleichungen, welche auf zwei Parametern A und g abhingen:

2
dyﬁ/dx = X2PZ ajk(x: X’ /‘l')yk’ (j = 1, 2)’

k=1
deren charakteristische Gleichung eine zweifache Wurzel hatte. Dabei betra-
chtete ich es unter der strengen Bedingun fiir Koeffizienten aj, (z, N\, ).
Ferner erweiterte ich allgemein den Sinn der asymptotischen Entwicklung,
und betrachtete die asymptotische Entwicklung der Losung eines Systems
von homogenen linearen Differntialgleichungen

2
dy;/dx = N"p™ ) ajlx, N, w)yi, (m und m’ sind natiirliche Zahlen; j =1, 2),

k=1

welche von zwei Parametern abhingen.®

1) Vgl [11.
2) Vgl (21

. [31
4) Vgl [2], §3, (27b).
5) Vgl [4].
6) Vgl [5]
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In dieser Abhandlung méchte ich die asymptotische Losung des Systems
von homogenen linearen Differentialgleichungen

(1) dyl/dx = )“m/“m’ Z ajk(x, 7\,, /‘l’)ylw (J = 1; """ ’ 71),

k=1
welche auf zwei Parametern A und g abhingen, erledigen.
Wenn 'die charakteristische :Gleichung von (1) |£1(x) — pE| =0 von-

einander verschiedene Wurzeln besitzt, so reduziert sich die Gleichung (1)
wie bei [1]. Ferner kann man die asymptotische Losung ivon (1) leicht
erledigen, wenn die charakteristische Gleichung der reduzierten Differential-
gleichung wieder voneinander verschiedene Wurzeln besitzt. Wenn die cha-
rakteristische Gleichung von (1) eine mehrfache Wurzel besitzt, so kann man
im allgemeinen solche Reduktion ausfiihren.

Um also die asymptotische Losung von (1) in allen Fillen zu erfinden,
erweitern wir die bisherige asympotische Entwicklung und wenden wir die
Theorie von [1] auf (1) an.

Im §1 erfinden wir die asymptotische Losung von (1), wo 7 und »'
nicht positive ganze Zahlen sind. Im §2 erkliren wir die Erweiterung der
bisherigen asymptotischen Entwicklung. Im §3 erfinden wir fiir

KIAl7 gl = KN, (e <a)

die asymptotische Losung von (1).
Von jetzt an benutzt man oft die folgenden Zeichen:

I: a<z=4p,
4,: larg A, g < 6, Ro < |\, || < oo, (6,, Ry > 0),
4: larg A, p| < 6, R <A, (p] < oo

Durchaus bezeichen wir stets mit R eine hinreichend grosse positive

Zahl.
I4,: a = x = B, |larg\, | < 6, Ry < |A], |p] < oo,
I4: a=x =B, Jargh, #] <6, R<IA], |u] < oo,

Das Zeichen flz, N, p) € R bedeutet, dass f(z, N, p) fiir I 4, in Bezug
auf x geniigend oft differentierbar, und dass in Bezug auf A und g reguldr
ist. Das Zeichen f(z, N, &) € R bedeutet, dass f(z, A, ) € R, und dass fir
14, beschrinkt ist. Das Zeichen f(x, N, #) € C bedeutet, dass f(z, A, p) fiir
I4, in Bezug auf x stetig, und dass in Bezug auf A und g regulir ist. Wir
stellen F(x, A, #) mit den Elementen f;(x, A, p) € R, fir (x, A, p) € R und
filz, N, ) € C bzw. mit F(x, \, ) € R, F(z, A, #) € Rund F(z, A\, p) € C
dar.
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§1. Asymptotische Losung.

1. Formale Losung. Wir denken uns ein System von homogenen
linearen Differentialgleichungen

(1. 1 dy,/dx = 3 an (x, N, 1)y G=1.... , ),
k=1

welche von zwei Parametern A und g abhingen. Mit Benutzung einer Ma
trize ldsst sich (1. 1) folgenderweise umschreiben :

1. 2) dY/dx = A(x, A, p)Y,
wolrei
» aiy (2, A B)ooan@, N, )
Y=| ] Az pw=|:
Yu @n (X N ), Ny )
ist.

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(i) Esist A(x, A, p) € C.
(i) A(x, A, w) lisst sich folgenderweise formell entwickeln :

Alz, », p= 2. Al@)Np"

r,s=0
worin A(x), (r, s =0, 1, ...... ) fiir I stetig sind.
Werrsldet man die Transformation
Y = &)Y
auf (1. 2) an, wo
q?ll(x) ...... ¢}n(x)

D) ... P ()
ein Paar von fundamentalen Losungen von

dy/dz = A®)Y
ist, so geht (1. 2) in

dY/dz = A(z, », p)Y _
iiber, wo es A(z, A, p) = ®) " (Az, A, WB(z) — ®(2)) € C ist, und Alz,
A, p) sich folgendermassen formell entwickeln lésst : :

Az, » = 3 A\p™,

r,5=0 s

woraus folgt :
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A@) = 2(@)" (A=) @) — @) =0,
:fl(x) =& (2)! ﬁl(x) d(x)e C, (r, s=0, ...... s+ s =F0).
Daher diirfen wir vom Anfang an ohne die Erloschung der Allgemeinheit
zslo(x) = 0 voraussetzen.
Wendet man die formale Transformation
1. 3) Y = Plx, N\, w)Z

auf (1. 2) an, worin P(z, A, w) sich folgenderweise formell in die Potenzreihe
von A und p# entwickeln ldsst: ’

Plz, N, py= 2 Pa\"w™, Px)=E,

rs=0"
so geht (1. 2) in
1. 4) dZ/dx = B(x, N\, u)Z
iiber, worin B(x, A\, u) sich folgendermassen formell entwickeln lisst:
B(z, N, p) = Pz, A, p)" (Alz, A, WPz, N, p) — P'(z, A, p))

=~ 3 P(x) AT pl

r,s=1

Setzt man

P,y wi= 3 O(z) AT O(x) = E,

7,5—1

so gilt die folgende Beziehung zwischen den Koeffizienten :
O(x) = — P(z) + Pol (P(2)), (r; s =0, ... ),
wo Pol (P(z)) ein Polynom von jli(:c), G=1,...... ,ry k=1,...... , S;J+ R

=+ 7 + s) ist.

Wie eine kurze Berechnung sofort zeigt, gilt die folgende Beziehung
zwischen den Koeffizienten B(x), P(x) und A(x):

(1. 5)  Blz) = —P(x) + Pol (A(z), Pa), P(2), (r, s =0, ... ),
worin Pol(é(x), g’(x), Ij(x)) ein Polynom von Tﬁ(:c), (m=0,...... , r;n=0,
...... , S), 5(:::), (;z = O: ,r:n=0,......,s;m+n<r+s)und Z(x),
(m=0,.... ,ryn=0,.... ,s;m+ n<r+s)ist, d. h.

Pol({}(x.), rf(x), {:'(x))
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rom’=0,..., r—-m 0,000,457 mn Tm,s-n
8 n’ =0,...,5—n 71=0....S

" u
vy

Aus (1. 5) folgen B(x) = A(x) =0 und
1. 6) B(z) = A(x) =P (), B(:L‘) Az) — b (),
woraus es g?(x) = B(x) = 0 folgt, wenn wir P(x) und P(x) durch

f(x) f A(x)dx, P(x) { A(x) dx, (@ < 2, < B)

bestimmen, Ferner ist es klar, dass P(x) und P(x) stetig differentierbar sind,
01 10
und dass Olf(xo) = P(x,) = 0 ist.
10
Im allgemeinen lasse sich P(x), (m =0, ...... ,r;n=0,..... ,s;m+n
mn

< r + s), welche alle fiir I stetig differentierbar sind, und an x, 0 haben,
nach (1. 5) so bestimmen, dass Blx) =0, (m =0, ...... ,r;n=0,.... , 83

m+n<r+s) ist.
Wenn man also P(x) durch
rs

P(z) = f Pol(A(2), P(@), P(x))dz

testimmt, dann erhilt man nach (1. 5) B(zx) = 0, wobei P(x) fiir I stetig
differentierbar und }s’(xo) gleich O ist, WeilrsPol(A(x), P(x), lfrf(x)) fiir I stetig
ist. Durch vollstéindrige Induktion kann man al;:) na::sh (1. h5) TP(x), (f(x) €
C, Plx,))=0), (r, s=0,...... ) so bestimmen, dass B(x) =0, (rj s=0,...... )
ist. :

Daher besitzt (1. 1) eine formale Losung von der Gestalt

(1. 7) Zp,(x)x-’n, (G=1., n),
'ISO
WO
( )__{Cj, (]=1, ...... ,n;r,s:()),
(1. 8) {gjxo— G=1,...... ,nyr, s=0,...... s r+ s >0),
Pa(x) ¢, G=1,...... ,n3 1, s=0,...... )

ist, weil

gj(x) Zplm(x)cm; (J = 1 “““ y N3 7T, s = 0, """ )

m=1
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ist, wWo €, (m=1,...... , n) willkiirliche Konstanten sind.

Daher erhilt man folgenden

HILFSSATZ 1. Die (1. 1) besitzt unter den Voraussetzungen (i), (ii) und
ozgl(x) = 0 die formale Losung von der Gestalt (1. 7), wo gj(x) die Eigenschaft

(1. 8) besitzt.

2. Existenzsatz. Nochmals denken wir uns (1. 2), d. h.
(2. 1) dY/dzx = A(x, N\, p)Y.

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :

(i) Es gilt die Voraussetzung des Artikels 1.

(i) A(x, A, wp) lisst sich folgenderweise asymptotisch entwickeln :

Az, N, )= 2 AN p7,
rse0

wo Alx), (r, s=0, ...... ) fiir I stetig sind.

(iii) Es ist x(% (z)=0.

Die (2.1) besitzt also nach Hilfssatz 1 die formale Losung von der
Gestalt

(2. 2) Y= 2 PN, (G=1,.,m),
r,s=0"S
wo
(c;, (@ = zg = B, ¢;: willkiirlich; j=1,...... ,n; 7, s=0),
Cple) = _
2. 3) s , (=1, ...... ,n;7r,s=0,..... ;7 +s5>0),
lﬁj(x) eC), G=1,...... s 37y s =0,...... )
ist.
Setzt man
@ 49 yi= 2 pNT T oy (G=1,., ),

T+S<N 7S

so geht (2. 1) in

(2' 5) du]'/dx = Z aik<x3 )" iu‘) Uy + bj<x, X’ F’) = f(x, )\‘, My Uy o-ee-- 3 un)
k=1

iiber, worin

bz, N, p) = Zajk(x, A, M)( > Pk(x)h"/f’)

res<¥ "

— 2 Pl e

rHs<N '
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ist. Daher lassen sich &; (z, A, m), (=1, ...... , n) nach Voraussetzung (ii)
folgendermassen asymtotisch entwickeln :

(2' 6) bj(x> )", f“) = Z l;j(x)x-r #-s’ (J = 1, """ ’ n),
rs=0"S
wo i’j(l), (G=1,...... ,ny 7. s=0,...... ) fiir I stetig sind.

Da andererseits

uy= 3 planTwT, (G=1,. , 7)

resz=N "
die formale Losung von (2. 5) ist, so miissen bz, A, 1), (J =1, ...... , n)
sich folgendermassen formell entwickeln lassen:

bz, N, W= 3 éj(x) AN

r+s=N "

- kznl<§ LZCOLN > )N .“'s>

7r,$=0 r+S$=N

=~ 3 b, (G=1, ., n),

res=N TS
wo i)j(x), (1=1,...... , n) fiir I stetig sind, und daher miissen sie sich nach
(2. 6) folgendermassen asymptotisch entwickeln lassen:
(2- 7) bj(x, X, F’): Z b](x) X-T #—8, (J = 1: """ ’ n);
reszN S
worin b(x), (j=1,...... , n) fur I stetig sind.

Es gelten nach Voraussetzungen (ii), (iii) und (2. 7) die folgenden Ab-
schitzungen :
la;lz, N, p)| S KNP+ [p]™Y) fiur T4, (G, k=1,...... , M),
bz, N, p)| < H(M Y + |pu|™™) fiar 14, (G=1, ..... , 7).

Nimmt man als Kamkesche S-Funktion S(¥) = Max (|y,], ...... o ya]) an,
dann folgt sofort

Sz, A, g, w) < nKS(w) + H(|N|Y + |p|7") fir 14.
Denn es gilt nach (2. 8) und |A|™' + |p|™* < 1/2 fiir 4 die Abschitzung
If; (2, A, w)] < nKS(w) + H(IM ™Y + |pu|™) fir I4, (j=1,...... , n).
Es ist klar, dass es nur eine Losung von

dU/dzx = nKU + H(|M| ™Y + |p|™),

(2. 8)
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d. h. die Losung
U =1L (exp (K |z — ) = 1) (M~ + (] )
nK

gibt, welche die Anfangsbedingung U(x,) = 0 erfiillt.
Daher durch die bekannten Existenzsatz erhalt man

@ 9) sl = IL(exp (K | = 2l) = DN + [0]7) fir 18, (G = Loy ),

wo u, (7=1,...... , n) die Losung von (2. 5) ist, welche die Anfangsbedin-
gung

(2. 10) ulzy) =0, (j=1,...... , 1)

erfiillt.

Nach (2. 3) und (2. 4) entspricht die Losung von (2. 1), die die An-
fangsbedingung
2. 11) yixo) = ¢j (=1, ... , 7)
erfiillt, der Losung von (2. 5), die die Anfangsbedingung (2. 10) erfiillt, und
ferner gilt nach (2. 4) und (2. 9)

ly; = 22 plan"p' [ n—l}{{(exp(nle—xol)—1)(!>\|'”+ [wl™™)

rs<N 7S
fur 1A, (=1, ...... , n),
woraus fur alle naiirlichen Zahlen N folgt:
lyi = 22 PN w7 | S K (MY + [p]|™) fir IA, (=1, ...... , 72),
res<N S
wenn man die Zahl K’ von der Art annimmt, dass

H {exp(nK(B — a))—1} = K’
nk

ist.

Daher erhilt man folgenden

SATZ 1. Die (2. 1) mit den Voraussetzungen (i), (ii) und (iii) besitzt
nach Hilfssatz 1 die formale Losung von der Gestalt (2.2), wo (2. 3) gilt.
Denn lisst sich die Losung von (2. 1) y,. (j = 1. n), die die Anfangsbedin-
gung (2. 11) erfullt, in der rechten Seite von (2. 2) asymptotisch entwickeln,
d. h.

y= PN w, (=1, m).

r,8=0
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§2. Erweiterung der asymptotischen Entwicklung.

3. Definition des Zeichens K,. In meiner fritheren Abhandlung erklirte
ich die Erweiterung der asymptotischen Entwicklung.” Daher schreibe ich
hier nur das Wesen.

Von jetzt an setzt man #, n ; 72,, 7o voraus, dass sie simtlich natiirliche
Zahlen sind, dass # und » usw. voneinander prim sind, und dass die folgende
Ungleichung gilt :

N, = nny — n’ n, > 0.

Es seien L und L, zwei Halbstrahlen, welche bzw. durch den Koordin-
aten-anfangspunkt und durch die Punkte P(n, —n;) und Q( — n, ») hin-
durchgehen. Es sei ndmlich :

3. 1) L:y=—" 2 (x=0),
o

L:y=—" 2z (x=<0).
n

Man ordnet einem Punkte A(x,y) die Zahl A'x® zu, und bestimmt die
Zahlen 8, und 8, von der Art, dass
3. 2) 8, = ny/N,, & = ny/N,
ist. Es sei L, ein Halbstrahl, welcher durch einen Punkt P, (#8,, — r §,)

hindurchgeht und zu L, parallel ist, wo 7 eine natiirliche Zahl ist. Es ist
niamlich :

(3. 3) Li:iy=—-—" -7 (=78
n n

Man kann den folgenden Hilfssatz leicht versichern:

HILFSSATZ 2. Auf L, gibt es unendlich viele Gitterpunkte, d. h. es gibt
unendlich viele Wurzeln. welche (3. 3) erfiillen. Jeder auf den Geraden

g — M a7 (=0, 1,
n n

nicht liegender Punkt ist kein Gitterpunkt.
DEFINITION 1. Wir definieren das Zeichen K, folgendermassen. Man
bestimme z, und v, durch
xr=r827 Vr= — T 81’
wenn P, (r8,, — r8,) ein Gitterpunkt ist, sonst nimmt man z, und y, als

Koordinaten des Gitterpunktes P, *(x,, y,) an, der zum Punkte P, (»8,, — r §,)
nihest liegt und auf der Geraden L, liegt. Dann definiert man fiir solche =z,

7) Vgl 5.
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und y, das Zeichen K, (n, #'; no, ny; A, w) durch K, (n, n'; no, o3 N, p) =
A pt

Nach (3. 3) darf man auch x, und v, folgendermassen bestimmen :

z, = Max (Ganze Zahlen x dafur, dass x < r 8, gilt, und (n'x + r)/n

eine ganze Zahl wird.)

v, = —(n z, + r)/n.

Von hier an schreibt man der Einfachheit halber an Stelle von K, (n,7 ;
e, 793 A, p) nur K,.

Ohne Schwierigkeit kann man die folgenden Hilfssitze versichern :

HILFSSATZ 3. Sei es Plx, v) ein auf L, liegender Gitterpunkt, so gilt
Au® = K, v*, wo k entweder eine natiirliche Zahl oder 0 ist, und v = \" p™"
ist.

Von jetzt an schreibt man » an Stelle von A" u~" der Einfachheit
halber.

HILFSSATZ 4. Es gilt K, K, = K,.,v*, wo k entweder eine natiirliche Zahl
oder 0 ist. Wenn insbesondere eine von den Zahlen r und s ein Multiplum
von N, ist, dann wird k = 0.

HILFSSATZ 5. Es seien n, und n, natirliche und zueinander prime
Zahlen, welche die Ungleichung

n/n < m/n =< nofn,
erfullen. Dann gilt K, =K, (n,n ; n, ni; A, p)v*, wo k entweder eine
natiirliche Zahl oder 0 ist.

Von jetzt an schreiben wir der Einfachheit halber an Stelle von K, (n,
n;n, m; N p) kurz K, .

4. Erweiterung der asymptotischen Entwicklung. Wir wollen die
bisherige asymptotische Entwicklung folgendermassen erweitern.

DETFINITION 2. Es gelte die folgende Ungleichung zwischen den Ordnun-
gen von A und &
) KM= [p] = K[A|7 fir 4,
wo k eine hinreichend grosse positive Zahl ist, und ¢ und o durch ¢ = n /n
und o < ¢’ <ny/ n, = a, gegeben sind.

In dieser Abhandlung mochten wir bis auf weiteres nur den Fall be-
trachten, dass die Ungleichung (U) immer besteht. Von hier an zeigen wir
mit K stets eine hinreichend grosse positive Zahl.

Es seien flz, N\, #) € R und f(z, Y E R, r =0, ...... ), und die Funk-
tionen Rz, N, p) und £, (x, v), =0, ...... ) lassen sich folgendermassen ent-
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wickeln :

@D sy W=I KL )

fla, )= 3 @),

wo fys(x) fiir I geniigend oft differentierbar sind.
Wenn es die folgende Ungleichung fiir alle natiirlichen Zahlen N gilt:

N-1

P@m@—z&mLW§mmﬂmwmuA

r=0
dann sagen wir dass f{z, A, x) sich in Bezug auf (U) fir IA, A, ¢ — o in
der Gestalt rechter Seite von (4. 1) asymptotisch entwickeln ldsst, und
schreibt man der Einfachheit halber kurz

Az, 7 W)= K, f, (2, »).
7r=0
Ferner bezeichnen wir |A\|~%|u|% mit 8.
DEFINITION 3. Wenn fix, A\, u), glx, A, p) und Alx, A, p) € R, f,(x, v)

€ER, (r=0,...... ) sind, und Az, A, ) sich folgendermassen asymptotisch
entwickeln ldsst :

f(x’ )" F’) = Z Krfr (x’ ”),

r=0

dann nennen wir g(z, N, u) + h(z, A, #) D_ K, f,(x, v) eine asymptotische

r=0
Entwicklung von g(z, N, p) + Alz, N\, p)Ax, N\, p) in Bezug auf (U) fiir 14,
A, ¢ — oo, und der Einfachheit halber schreibt man kurz

glx, N, p) + Wz, N, p)flz, N, p)=9(x, N, p) + Az, N, p) 2K, fz, »).

r=0
Von jetzt an ldsst man ,,in Bezug auf (U) fiir 14, A, g — c” fallen,
Man kann die folgenden Hilfsséitze leicht versichern.

HILFSSATZ 6. Es gilt die folgende Ungleichung :
8 < K& fiur A,

wenn r und s, (r > s) entweder natiirliche Zahlen oder 0 sind.
HILFSSATZ 7. Es ist | K, |= K& fir A, (=0, ...... ).
HILFSSATZ 8. Es ist v* € R, wo k(= 0) eine ganze Zahl ist.

HILFSSATZ 9. Wenn f,(z, v) € R ist, so gilt
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SR fr(x, v)] = K& fur 1A,

r=k

HILFSSATZ 10. Es ist 8§ < K& fiir A, wo & = |\|~%|u|® ist. Man kann
K =1 annehmen.
HILFSSATZ 11. Es seien flz, A, p) und ¢(x, N, p) € R, f,(x, v) und

gz, v) € R, (r=0,...... ), und die Funktionen f{x, \, u) und 9(zx, \, u) lassen
sich ferner folgendermassen asymptotisch entwickeln :

f(x, k‘: l“‘) = Z Krfr (x: V): g(x, X, /“’) = Z Kr 9r (.’,C, V)-
r=0 r=0

(i) Die Funktion flz, N, u) + 9(x, N, p) ldsst sich folgendermassen asymp-
totisch entwickeln :

ﬂx: A, F’) + g(x, A, :u') = Z Kr hr (x’ V):
7=0

wo h,(z, v) = f,(z, v) + g, (x, v) ist.
(ii) Es gilt mit Hilfe von Hilfssatz 4
2 Kifi(z, v)(K;g;(x, v) = K, 2 filz, v)g;(x, v)v*™

i+j=r i+j=r

=K, h, (z, v),

wo k;; entweder eine naturliche Zahl oder 0 ist.

Dann lisst sich die Funktion f(z, N, p) 9(x, N, p) folgendermassen asymp-
totisch entwickeln :

Az, A, w) glx, A, N) = 2" K, b, (z, v).
r=0

(iii) Sei es fur 1A, |fo(x, v)| = ¢ > 0, und lasse sich 1/fx, N, u) fol-
genderweise formell entwickeln :

@2 URen =Kk G, )

so lasst sich 1/f(x, N, p) in der rechten Seite von (4.2) asymptotisch ent-
wickeln.

HILFSSATZ 12. Es sei flx, N, p) € R, und flzx, A, p) lasse sich im
bisherigen Sinne folgendermassen asymptotisch entwickeln :

4. 3) R h W)~ 3 fuld) N u,

7,8=0

wo f,(x) fur I geniigend oft differentierbar sind. D. h. es gelte fiur alle



ERWEITERTE ASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG 75

naturlichen Zahlen N folgende Ungleichung .

| Az, n w)— X frs(x)N’M‘s]§K(EM"V+]M‘N) fiir IA.

r+S<N

(i) Man bestimme K, f,(x, v), (r =0, ...... ) folgenderrﬁassen. Man setze

So
Krfr (.2?, V) = Z fni—sn’,sn (x)?\,'% Vs,
(suS )

wenn r/n eine ganze Zahl ist, und nimmt ein Gitterpunkt Plz,, v,) an, der
zum Punkte A0, — r/n) nahest liegt und auf dem Halbstrahle

(4. 4) y=—" 22— T (£=0)
n h

liegt, wenn r/n keine ganze Zahl ist, und ferner setze man

Krfr (x’ V) = Z f;/,—sn’,-x,,Hn (.T,‘) Al ,ll«z" V.
(302 ~vpn")
wenn v, = 0 ist, und f,(x, v) =0, wenn y, > 0 ist. Da solche f,(z, v) ein
Polynom von v ist, dessen Koeffizienten fur I geniigend oft differentierbar
sind, so wird offenbar f,(z, v) € R nach Hilfssatz 8.
Mit anderen Worten ist K, f,(x, v) die Summe der Glieder der rechten
Seite von (4. 3), welche den auf dem Halbstrahle (2. 9) liegenden Gitterpunkten

entsprechen. In diesem Falle lasst sich f(x, N, u) folgendermassen asymptotisch
entwickeln :

4. 5) % = XK. f, (a9

(ii) Fur alle ganzen Zahlen X und Y, (< 0), welche mindestens eine von

Y4+r>— 2 (X+s), Y+r>—-"2X+s,)
n ‘ 7,
erfiillen, wo r, und s, entweder natiirliche Zahlen oder 0 sind, gilt es die
folgende Beziehung :
f—Y,-x(fC) = 0.
Sei es M u ™ K, f. (x, v) die Summe der Glieder der rechten Seite von
(4. 3), welche den auf dem Halbstrahle

y=—"-(z+s)— " —r, (=0)
n n

liegenden Gitterpunkten entsprechen. Da f,(x, v) ein Polynom von v ist, dessen
Koeffizienten fur I geniigend oft differentierbar sind, so f,(x, v) € R. Dann
lasst sich fx, N, u) folgendermassen asymptotisch entwickeln :
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Az, A, p)=2T"pw> > K, fr (z, v).

r=0

HILFSSATZ 13. Es sei flz, N, p) € R, und flx, N, u) lasse folgender-
massen asymptotisch entwickeln :

Rz, A, w) =2 K.f, (z, v).

~ A A ” ’ .. . . .
Sind n, n' ; ny, ny natirliche und zueinander prime Zahlen, welche
A , A A A _ ,
n/n=n/n<mn/n = n/n

erfiillen. Dann kann man
4. 6) S h 1)~ Koo 005 M 1 )
schreiben, wo

Foa D~ E @, v =

ist. Ferner ldsst sich f{x, \. p) fiir
() KIMT= ol S KN, c=n/n, 7<7 <ni/n)
in der rechten Seite von (4. 6) asymptotisch entwickeln.

HILFSSATZ 14. Es gelten die drei folgenden Bedingungen :

(i) Es gilt mn, + m'ny = 0, wo m und m  ganze Zahlen sind.

(ii) Die Zahl N + m, ist ein Multiplum von N,, und N ist eine natiir-
liche Zahl, d. h. N + m, = pN,, wo m, = mn + m'n’, und p eine natirliche
Zahl ist.

(iii) Die natiirlichen Zahlen n, und ni sind zueinander prim, und sie
werden durch

n _8(N+m)—m
n 8 (N +my) +m
bestimmt. Fur solche Zahlen n, und ni gilt stets

_”_l < m < ﬂ
n 7 7,
nach (i).
Dann gilt die Beziehung

m. m’

k
A p KN+mo+r = KN+r,] v,

wo k der 0 oder einer positiven ganzen Zahl gleich ist.

HILFSSATZ 15. Es gelten die zwei folgenden Bedingungen :
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(i) Es gilt mn, + m no <0, wo m und m ganze Zahlen sind.
(ii) Es gilt die Bedingung (ii) von Hilfssatz 14.
Dann gilt

A" /-"m, KN+mo+r = KN+r Vk,

wo k entweder 0 oder eine natiirliche Zahl ist.

HILFSSATZ 16. Es seien fiz, A, p) € R und f,(z, v) € R,(r=0,...... ),
und f(x, N, p) lasse sich folgenderweise asymptotisch entwickeln :

Az, A, w) =\"p" 3" K, f, (z, v),
§=0

wo m und m’ ganze Zahlen sind. Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :

(i) () vom Hilfssatz 14.

(ii) (i) von Hilfssatz 14.

(iii) (iii) von Hilfssatz 14. Dabei nimmt man eine hinreichend grosse
positive Zahl N von der Art an, dass ¢ < ni/n, ist.

(iv) Es ist

fr(x, V)=0,(T=O, """ N+m0_1)

Dann ist es klar, dass

(4- 7) )\"m.#m' KN+mo+s fN+mo+r (l', V) = KN+r,I fit+r (.I', V)

gemiiss Hilfssatz 14 gilt, wo f¥.(z, v) € R ist, und fi.. (z, v) sich folgen-
dermassen asymptotisch entwickeln lasst :

oo

fl*\;+r(x, V) = Zfl’l\‘wr.s (x) V.

§=0
wo frirs (x) fiir I geniigend oft differentierbar ist. Ferner lisst sich fx, N, )
folgendermassen asymptotisch entwickeln :

Rz, A, ) =2 Ko f7 (2, ).
r=N

HILFSSATZ 17. Es seien flz, A, ) € und flz, v) € R,(r=0,...... ),
und flx, N, p) lasse sich folgendermassen asymptotisch entwickeln

Az, A, ) =\"p" > K, f, (z, v),
=0

wo m und m’ ganze Zahlen sind. Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(i) Es gilt (i) von Hilfssatz 15.
(ii) Es gilt (ii) von Hilfssatz 15.
(iii) Es gilt (iv) von Hilfssatz 16.
Dann ist es klar, dass mit Hilfe von Hilfssatz 15
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(4 8) 7\‘m,‘-"ml K;V+mo+r fN+mo+r (.’I:, 1’) = KN+r f;+r (.I, l/)

gilt, wo fu..(x, v) € R ist, und fi..(x, v) sich folgendermassen asymptotisch
entwickeln ldsst :

Srir (z, v) = Zf;;w,s (x) V',

§=0

wo frirs(x) fir 1 geniigend oft differentierbar ist. Ferner lisst sich f(x, A, p)
folgendermassen asymptotisch enrwickeln :

f(x, A, /“‘) = Z Krf;k (.T, y)_

§3. Existenzsatz.

5. Reduktion. Von jetzt an benutzen wir oft die folgenden Zeichen :

(i) Das Zeichen f(z, v) € F bedeutet, dass f(x, v) ein Polynom von »
ist, dessen Koeffizienten fiir I geniigend oft differentierbar sind.

(ii) Das Zeichen f(x, v) € F, bedeutet, dass f(x, v) € F ist, dessen von
v unabhingiger Koeffizient von Null verschieden ist. Wenn f(z, v) € F, ist,

so ist f{x, v)==0. Denn es gilt|f(x, v)| = |fz, v)|— ‘Zfr(x, V)[> 0.

r=1

(iii) Sind f(x, v) € F, und ¢(x, v) € F, so schreibt man A(z, v) = ¢(z, v)
/f(z, v) € F. Ist h(z, v) € F, so muss offenbar h(z, v) € R sein.

(iv) Ist f(z, v) € F usw., so schreibt man f(x, v) € F’ usw., worin v =
A st

(v) Ist f(z, v) € R, so schreibt man f(z, ») € R.

(vi) Fiir eine Matrize F(x, v) bedeutet das Zeichen F(x, v) € F, usw.,
dass jedes Element von F(z, v) fj(x, v) € F, usw. ist.

Wir denken uns ein System von homogenen linearen Differential
gleichungen :

(5. 1) dy;/dx = N"w"™ Y ap(x, N, m)y, (T=1,...... , n),

k=1
wo m und m ganze Zahlen sind. Von jetzt an stellt man A"u™ der Ein-
fachheit halber mit # dar, und A™x™ mit ¢.
Mit Benutzung einer Matrize lisst sich (5. 1) folgenderweise umschreiben :

(5. 2) dY/dx = 6 Az, A, p)Y.
Fiir 7 und m unterscheiden wir die drei Fille:

(I) Es ist my = mn + m'n’, mq = mn, + m'ny = 0.
(II) Es ist m,, my = 0.
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(IIT) Es ist entweder m, > 0, my < 0 oder m, < 0, my > 0.

In diesem § behandeln wir nur den Fall (I), aber nehmen wir den Fall
m, = 0 aus.

Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :

(i) Es ist A(z, A, #) € R und A(x, A\, p) ldsst sich folgendermassen
asymptotisch entwickeln :

Alx, N, p) =2 K, Az, v),

e
WO él(x, VWER, r=0,.... ) ist.

(ii) Es ist zoél(x, v) eine diagonale Matrize mit

cozj,-(x, v) — oakk(x, v) € F,, ajj (x, v) €F, (j=k; j, k=1,...... , n),

N. B. Von jetzt an benutzen wir oft die Schreibweise 7z, welche von ,,z
von n System” nicht abhingt.

Setzt man K, = Au und K, = A""pu ", so hat man nach ny, + nzx,
= — r sofort [K]\-xtn p-pev = K, t~'. Wendet man die Transformation
(5. 3) A=At w=p £, (N, p': konst.)
auf (5. 2) an, so geht (5. 2) ins Folgende iiber :
(5. 4) dY/dx =t™ Az, N, u, t) Y,
wo

Alx, N, v, ) =6 > K Az, v')t7,

r=0
zjl(x, VYER,r=0,.... ),
ist. Insbesondere ist /3(:::, v) eine diagonale Matrize mit
a5 (x, v') = @y (z, v) € Fiy ay(z, v) € F,(jk; 7 k=1, ...n).
Da die charakteristische Gleichung von (5. 4) |6 {Jl(x, v)—p E| =0
offenbar voneinander verschiedene Wurzeln ¢ a;) (2, v), (J=1,...... , n)

besitzt, so kann man auf (5. 4) die Theorie der Differentialgleichung anwen-
den, welche von einem Parameter abhidngt.®
Wendet man die Transformation

(5. 5) Y =Pz, \, ¢, t)Z

auf (5. 4) an, worin

8) Vgl I[1].
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N+my

Plz, M, p, )= > K. Pz, v)t7, (OP(x, v)=E)
r=0 r

ist und N eine spiter zu bestimmende natiirliche Zahl ist, so geht (5. 4) in

(5. 6) dZ/dz = " (F(z, N, ¢, t) + Bz, N, p, t))Z
itber, wo
N+mig
Fa\, v, t)=06 > K.B(z, v)i,
r=0 r

B(xy X,: #‘,: t) = 0, Z K,, B (1‘, V,) t7

r=N+mo+1

ist. Wie einfache Zeichnung sofort zeigt, gilt es zwischen den Koeffizienten
die folgende Bezichung:

6.7 ¢ K. Bz, v) =6 K, (A (=, V) P(z, v) = Bz, v) Az, v))
+ Pol (P(x, v), P(x, ), Alz, ), (r =0,..... ),

worin
Pol (f:(x, v), P (z, v), Az, v)) = >_ K.Q(z, v)(z ¢ KnA(x, v'))
r— r—mg r 520 s mep m
r=mo—1
Kisom Pz, v)— 3 KQx, v)Kime-s Pz, v')
r—-s-m r=0 s r—mo—s

- 0, K;(fol(x9 v/) P(JL‘, V,) _ P(l‘, II,) fol(x’ y,))
ist, indem man

P(.ZL‘, X,, I‘L,J)—l = Z K;‘Q (JC, V,) t-r, ? (JC, V,) = E,

r=0
setzt.
Man kann durch vollstindige Induktion die folgende Beziehung folgen-
dermassen beweisen :

6.8) KQ )= —KP@v)+KaK, e v) .. K, P v),

wo der Einfachheit halber man

> und a,,..,, (eine ganze Zahl)
U+ .. +lp=r
O=1., 1<

bzw. mit 2, und a, darstellt.
Da die Beziehung

r—-1

(5.9 K Q(x, V)= — K. Plz, v) — 2 Kn Pz, V) Kj-n Q(z.v), (r = 1,......
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gilt, so hat man K 1Q(x, v)= —K; %’ (z, v), welche bedeutet, dass (5. 8)

fir » =1 besteht. Fir r=1, ...... , n gelte die Beziehung (5. 8). Da es aus
(5. 9) folgt :

K7’l+1n91(x3 V’) = — K;l-klngx, ”’) - Z K;,.f(x, VI) Kﬁ—m+1_?9(1$’ V’)

m=1

n
= —K;Hl P(.’Z?, V,) - Z K;"b P(.Z‘, V’)(—‘ K;L—-'"H-l P(.T, 1}’)
n+1 m=1 m n-m+1

+ 2 Appiy Kllx Pz, 1’/) ------ Kl,,,—m+1 Pz, ”,)))
N1 lp=m+1

und es klar ist, dass
21 Qpeme K IP(x, ¥ K{n_mﬂl Pm 1(.1:, V)Kn Pz, v), A <m < n)
1 n=m+ m

und
Kn Pz, v)K (= V), l=m=mn)

m n—m+

bzw. in
2 Oy Kz’, IP(-T, V) Kl’"“z Pz, V,),
1 n+1
(ln+1 = m’ ln = l’IL+l = el =ln-m+2 = 0)

und

211+1 (o S K;x ZP(I, V') """ Kl,,,—llljl(x, VI)’
1 n+

(ln+1=m,ll=n+1—m,12= ...... =lﬂ=0),
d. h.
Z Q.. 1y ms10...0 K;I Pz, 7 Kz,,,—m+1 P _m (z, II’)
N+ +lp=m+l=n+l-m h
W=,y Ip-m+1<n+])
e K, IO’(x, 7 K l)P(:/r, v') Kn K(z,v)
m

und

an—m+l5 0=0om K;-m+761_£_1(x’ V’) K(’) f(—l‘> vl) """ K(I) 10)(‘1" V’) K’;ﬂ P(x> vl)

enthalten sind, so gilt die Beziehung (5. 8) fiir r = n + 1.
Ferner durch vollstindige Induktion kann man folgendermassen beweisen,

dass man nach (5.7) Pz, v'), =1, ...... , N + m,) nacheinander so bestim-
men kann, dass die Matrizen B(z, v),(r=1,...... , N + m,) diagonal werden,
wobei '

(5 10) {ij(x, ”,), b]j (x9 ”,) € ﬁl: (]*k M j, k= 1, ...... , n; r::l, ,,,,,, N + mo),
"B, v)ER, r=N+me+1,......)
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gilt. Da man ferner die diagonalen Elemente von P(x, ») willkiirlich bestim-
men darf, so nimmt man ’
pifx, v)=0,(j=1,...... n;r=1,.... , N + m,)
an. Da aus (r5. 7
Bz, ) = A, v),

d. h.

g),-,- (z, v') — l;,ck(x, v) € Fy, ?,-,-(x, vEF, (Jk; j, k=1,... , ),

113(.1:, V) = /Ol(x, v')f(x, v) — ﬁ(x, v) /3(1‘, v) + zil(x, v)
folgt, so hat man erstens b,k (z, )= 0,(j==k), 11),,- (z, v') = aj; (z, ¥), d. h.

P (z, ) € R, [17“ (z, V) ER,(jk; j k=1,..... , M),

wenn man pl,-k (z, ") und j;,-j (z, v) durch
pi(x, V) = —an(x, v)/(ay (x, v) — an(z, v)), (GHk; j k=1,...... , ),
2z, vV)=0,(j=1,..... , 1)
testimmt.

Man nehme zweitens an, dass man f(x, v), r=1,...... ,n—1;n—1

< N + m,) aufeinander so bestimmen kann, dass die Matrizen B(x, »), (r =
k

1,...... ,n — 1) diagonal werden, wo
,,bh'(x; ”’): eik(x: ”I)GR,:(jzf'—'k;j; k=1,...... ,n;r=l),

P, vV)=0 (=1,...... s r=1,...... ,n—1)

ist. Andererseits nach Betrachtung von Hilfssatz 4.8 und (5. 8) erhillt man

n-1 n-s
> K, Qx, v) <Z 0 Kn A(z, V) Kn_sm P (z, v))
s=1 $ m=0 m n—s-m

n-1 n—s
=6 K.) Qlx, v )<Z Az, v') P (z, v)v "> = ¢ K,P,
s=1 S m=0 m n—-s—m
6 K. Q(z, V)V Az, v') + 6§ K, Pz, v) Az, v)
n 0 n
=6 Ki(Qz, v) + Pz, v) Alw, v)= 6 K, P,,

> 6 KnA(z, v)Prm P (z, v)

m=1

=0 K.Y Az, v') Plz, v)v* =46 K, 133,
m=1m n-m
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n—mo—1
> KiQ(z, V)Kume-s Pz, v')
=0 s n-mo—3
n—-mo—1 A
= K;n-mo Z Q(.’L‘, V') P’(.SL‘, ”,) = K;‘—mo P4,
g=0 § B=mo—§

wo P, P,, P, P, € R’ ist.
Setzt man K,_m, = A" ur™™_ (r = m, + 1), so hat man

’

__n _r-m
(5. 11) Vr—mo . Tr-mo .’
(5. 12) Zrome = (7‘ - mo) 82-
Aus (5. 11) folgt
(5. 13) yr_mo _—m= — n— (xr—mo - m’) - I— .
n n

Da die zwei Ungleichungen 7z > 0 und mn, + m' n, = 0 ohne weiteres
nmn, +m ng) =0,d. h. ng(mn +m'n’) = —m' (nny — n' n,) liefern, so hat
man — m' < m,$§,, d. h. mit Benutzung von (5. 12)

(5. 14) Zyemp — m' = 78,

Da (5. 13) und (5. 14) bedeuten, dass der Punkt P(x,-mq — m', ¥;-mq — m)
ein auf L, liegender Gitterpunkt ist, so hat man nach Hilfssatz 3 A¥-mo—™

pir-m™ = K ¥ welche uns K,_m, =6 K,7v*, d. h. I%;._mo j’4 =60 K, P,

liefert, wo P; € R’ ist.
Fassen wir die obigen Resultaten zusammen, so gilt

Pol( Pz, ), P (@, ¥), Alw, ) = 6 Kb, (Be B,
Wenn man daher P(x, »') durch

(@, ¥) = = pule, V)@@ V) = au(z, ¥)), Gakks k=1, m)

bestimmen, so wird Bz, v') eine diagonale Matrize. Dabei ist
n

gx)jlc (.Z‘, D’), gﬁ (:L‘, D’) € F” (J='= k; j, k= 1. s n),
und darf man gﬁ (z, v") durch P (,V)=0,((=1,...... ,7n) bestimmen. Da

das erste Glied der rechten Seite von (5. 7) fir =N+ m, + 1,
schwindet, und nur zweite Glied blied bleibt, so ist

Bz, V)ER,(r=N+m+1,..... ).
Daher hat man (5. 10) bewiesen.
Wendet man (5. 3) auf (5. 5) an, so geht (5. 5) ins Folgende iiber :
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(5. 15) Y = Pz, \, p)Z,

N+my

Pz, w)= 2 K, Pz, v), P(zx,v)=E

=0
ist. Das Resultat, welches man durch die Anwendung von (5. 3) auf (5. 6)

hat, stimmt mit dem Resultat iiberein, welches man durch die Anwendung
von (5. 14) auf (5. 5) (5. 5) hat.

Wendet man (5. 3) auf (5. 6) an, so geht (5. 6) in

(5. 16) dZ/dzx = 6(F(x, N\, p) + B(x, N, p))Z
iiber, wo
N+mo
Kz, », »)= > K, Bz, v),
(5. 17) 0 B(z, v) € R
Blz, », p)= Y. K,Bx, v),
r=N+mo+l r
ist.

Daher gilt folgender

HILFSSATZ 13. Wenn (5. 1) die Voraussetzungen (i) und (ii) besitzt,
dann geht (5. 1) durch die passende Transformation (5. 15) in (5. 16) itber,
wo F(x, N, p) und B(x, N\, p) durch (5. 17) gegeben werden.

N. B. Wir sagen, dass (5. 2) bzw. die Eigenschaften [A] und [A,] besitzt,
wenn es fiir (5. 2) bzw. die Voraussetzungen (i) und (ii) gelten.

6. Formale Losung. In diesem Artikel denken wir uns eine formale
Loésung der Differentialgleichung :

(6. 1) dZ/dx = 6§ (F(x, N, p) + Blz, N, p)Z.
Wir stellen die folgenden Voraussetzungen :
(i) Es ist F{x, A\, p) eine diagonale Matrize von der Art, dass

N+mo

Fla, % 0) = 5. K, Bz, v)
r=0 r

g’ji(—r’ y)—%kk(x’ II)E FO: boj.i(x: ”)6 F: (J#:k; j’ k=1, """ :n)’
Bz, ) €R, (r=1,......, N + my)

ist.
(ii) Es ist B(x, A, #) € R, und B(x, A, p) lisst sich folgendermassen
asymptotisch entwickeln :
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Blx, N, w)=~ >, K, rB(x, v), (B;(x, VWER r=N+me+1,..... ,)-

r=N+mo+1
(iii) Wir nehmen eine hinreichend grosse natiirliche Zahl N von der Art
an, dass
(a) N + m, + 1 ein Multiplum von N, ist.
(b) 7, und #; zueinander prime natiirliche Zahlen sind, und sie durch
n S,

n S,
bestimmt werden, wo
S(N+my+1)— m §=8,(N+m0+1)+m'
N+1 ’ : N+1
ist. Man kann eine hinreichend grosse Zahl N, so dass 7:/7n, > o gilt.
Wendet man die Transformation (5. 3) auf (6. 1) an, so geht (6. 1) in
6. 2) dZ/dx = t"(F(x, A, &, t) + Blz, N, &, £))Z

iiber, worin

3, =

N+mg
Flx, N, w, t)= 6 > KBz, v))¢t7,

1=0

Blx, N, w, )=¢ > K Bz, v)t7,

r=N+mo+1

Obﬁ(x’ Vl) - bokk(x9 1/,) S F(J: éii(x’ D/) € F,’ (J#k; j’ k = 1’ """ ,n)
ist, wo B(z, ¥)ER,(r=1)...... )ist. Wendet man ferner die Transformation

(6. 3) Z=Plax, N uw, )2
auf (6. 2) an, wo

Plz, \, o, )=<E+ > K Ir’(.r, v)e "

r=N+mo+1
ist, so geht (6. 2) in
(6. 4) dZfdx = ™ (F(z, N, p, t) + Blx, A, p, O)Z
iiber. Setzt man hier
Bz, N, p, )=~6 3 K Bz, v)t7,
r=N+mo+1 r

so gilt es genau wie bei Art. 1 zwischen den Koefhizienten die folgende
Beziehung :

6.5) 6 KBz, v) =6 K(B(z, v) Pz, v) — Pz, v)B(x, v)
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+ Pol (E(x u’),rl_t:;gx, ), q(x, V), Gr=N+my+1,...... ).
Um Pol( :1_51(.23, v'),rfz;o (z, v), ?(x, v')) zu erkennen, diirfen wir fiir den
Pol (rl_’1 (z, v"), fmo(x, v), ;4(.7:, v)) des Art. 5 an Stelle von g’(x, (', v),
Q(x, v), zil(x, v) nur I?(x, V), Q—(x, v) und rB(x, v) annehmen. Genau wie
bei Art. 5kann man nach (6. 5) z’(x, v ) aufeinander so bestimmen, dass
ITE(x, v') alle diagonale Matrizen werden, wo
Pu(@ )ER r=N+my+ 1, jobk; g k=1 e,m),
?jj(x,v')éR_,(r=N+mo+1, ...... ,J=1, , 7)
?;j(x,v)=0,(r=N+mo+1, ...... ii=1,...... , n)

ist.
Wendet man die Transformation

(6. 6) Z="Pla, \, w,)Z
auf (6. 4) an, wo

Pz, n, &, H)=E+ > Pz, v)t ", (F(x, v'): diagonal)

r=N+1"

ist, so geht (6. 4) in

6. 7) dZ/dz = "™ (F(z, N, &, t) + Blx, N, &, D)Z
itber. Setzt man

Bz, », u, D~ Y. Bla, v),
reN+mo+l ©

so gilt zwischen den Koeffizienten die folgende Beziehung:

(6.8) B, ') = 6 Kiun, Bz, v) — Pz, ¥)
r+mo r+me r

+ Poi(_?_l(x, v'),rg_(lx, V), r=N+1,...... )

wo
Polg_f_ I(.70, v), PN gx, ) =— > Oz, V)P (z, v),
r-N- s=N+1 S r—s

Plx, M, &, )'~<E + > Oz, vt
reN+l 7
ist, woraus, genau wie bei Art, 5,

ré(x, v)= —?’(x, v)+ 2.d, ?(x, V). f(x, v), r=N+1,...... )
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folgt. Bestimmt man also p;; (x, ") durch
N+1
P'(l‘, 7’,) =6 KI,V+mo+1 B (x, v’)’
N+1 N+mo+1
d. h. durch

6.9 2y v)=[ 0 Kimon by v)dr,
N+1 N+mo+1

3

so muss aus (6. 8)Nz,~ (z, v)=0 folgen. Da es nach Voraussetzung und
+mg+1
Hilfssetz 14

0’ K;V+mo+1 E (.1‘, V,) = K;V+1,I B(.’I,‘, V’)
N+mo+1 N+1
ist, wo B(z, ¥) € R’ ist, wo wird (6. 9) zu
N4l

25 (z, V) = K11 by (z, v),
N+1 N+1

T

i’j:‘ (z, v) = f by (z, vV)dx € R,(j=1,...... , )
N+1 z

7] N+mo+1
ist.
Wir setzen nun voraus, dass man nach (6.8) P(x,v), r =N + 1,......
r

n) aufeinander so bestimmen kann, dass Bz, ») =0, (> = N + mqo + L,......
n + m,) ist, und dass es fir r =N+ 1, ...... 7
(6. 10) );” (z, v) =K gr,-,- (z,v), br“ (z, ¥ER,(i=1,...... n)

ist. Da andererseits

Pol (B(z, ), Pz, v)
n-N n-N
n-N _ _
=— 2, Q, v) P(z, v)
semal S n—s+1
n-N-1 _ _ o _
=— 2 (=P, v)+Za Pla v).... Pz, v)) Pz, v)
s=N+1 $ i1 ls n-s+1
n—-N-1 N R - N
= — Z ( - K;,l B(.T, 11,) + Es o KZ] B(.Z‘, ”/) """ K;s B(x, V,))Kr’s—s+l‘lBr(ir, V)
s=N+1 $ u is n-s+
n-N-1 o N » »
= - Z (— B(z, V:) + 2, a, LB(x’ Vl), """ lB(x’ v) V.k) B (x, V,) K;Hl,l

§=N+1
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= Plz, v )K;l+l,1
n+1

ist, wo ng, ¥) € R ist, und es nach Voraussetzung und Hilfssatz 14
nt

0’ K;a+mo+1 B(x, V) = K7’1+1,1 Bl(x’ V,)«
n+

n4+mo+1
wo B(z, v) € R ist, gilt, so muss Blz, »') = 0 sein, wenn man }:,-,- (z, v)
n+1 n+

f4+mo+1
durch
2@ 0) = Kias | (ol v) 4y (a, v
n+ Ty N+ n+

= i By 2 ¥, (= L)
bestimmt, wo
By(e ) ERG =1, )
ist. Daher kann man durch vollstindige Induktion beweisen, dass man P(x,
v), r=N+1,...... ) aufeinander so bestimmen kann, dass
B(x,v')=0,(r=N+mo+1, """ )
ist, wobei (6. 10) fir r =N + 1, ...... gilt.
Daher wird (6. 7) zu:
d?/dx =" Kz, A, p, t)?,
woraus durch die Transformation (6. 3)
dZ/dz = 6 F(z, \, WZ
folgt. Die (6. 3) und (6. 6) nach (6. 2) werden bzw. zu:
Z=Pa, \, pZ, Pla, \, W =<E+ Y, K,P, »), Pz v)€F,

r=N+mo+1

Z =Mz, A\ w2 Pa, x p)=E+ X K, Pa, v), Pz, ») €R,

TeN+1

woraus

Z = P(z, , wP(z, \, p)Z,

Pz, », )Pz, A, p) = E+ 3 K, Pz, v)

reN+1

folgt, wo P*(x, v) € R ist. Daher besitzt die (6. 1) die folgende formale
Losung :
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6.1)  mexpFile h w)(1+ T Koutils »), =1,

r=N+1
WO

Flc(x, X} /“) = 0fflc(x’ X’ /"’)dx’

ist.
Daher erhilt man folgenden

HILFSSATZ 19. Wenn die Differentialgleichung (6. 1) die Voraussetzungen
(i), (ii) und (iii) vergniigt, so besitzt (6. 1) eine formale Losung von der
Gestalt (6. 11).

Wir sagen, dass (6. 1) bzw. die Eigenschaften [F] und [B] besitzt, wenn
es fiir (6. 1) bzw. die Voraussetzungen (i) und (ii) gelten.

7. Existenzsatz I. Nochmals denken wir uns (6. 1), d. h.
7.1 dZ/dx = 0 (F(xz, N, u) + Blx, A, p))Z,
welche die Eigenschaften [F] und [B] besitzt. Ferner stellt man die folgenden
Voraussetzungen :
(i) Es gilt die Voraussetzung (iii) von Hilfssatz 19.
(ii) Es gilt
(20, (@asx==z,4,7=1
W fia, 7L"u')lgo, (e;<x2=8,0,i=1,....0)
(iii) Die (7. 1) besitzt eine formale Losung der Gestalt

(7 2) zj‘%’ ZK,)IPT,'(.Z’, 1/), (] = 1, ...... ,72),

r=0
wo p;(z, v) € R ist.

Wendet man die Transformation

M+N+1

(7. 3) ;= z ij:j(x, V) + Uj,y (j = 1, ...... 5 72)

r=0
auf (7. 1) an, wo M eine spiter zu bestimmende natiirliche Zahl ist, so geht
(7. 1) in

(7.4 du/dz = 6f(x, N, wu; + 3 0by(x, N, wu,
k=1
+ bJ' (l', X, F’)a (j = 1, ...... ,n)
iiber, worin
MH+N+1

(7' 5) b.i (1‘, x’ F’) = 0]‘;(.1‘, A" /.l.) Z KT,Ij:j(x, 1’)

r=()
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M+N+1 MH+N+1

+ 3 0b, G, w(

k=1 r=9 r=(

ist. Nach Hilfssatz 16 und der Eigenschaft [B] gilt

7.6)  bbale h W= T Kubi(a v, (G k=1, ),

raN+1

wo bz, v) € R ist, woraus nach (iv) von Hilfssatz 11 und (7. 5)

(7.7 bz, N, p) =62 K,,I%j(x, v), (J=1,...... , )

r=0
folgt, wo Ab,- (z, v) € R ist. Es ist klar dass

(7. 8) uy= 3 Ktz ), (=1, )

r=M+N+2

eine formale Losung von (7. 4) ist.

Y Koo )= L Kupile v, (=

Man nimmt die Existenz einer hinreichend grossen positiven Zahl M,

von der Art an, dass zwei folgende Bedingungen gelten.

(a) Es ist My, + N + 2 ein Multiplum von N,, und M, + N + 2 > m,.

(b) 7, und #; sind voneinander prime und natiirliche Zahlen, und sie

werden durch 7)/n, = 8,/8, gegeben, wobei

5= MM AN+ —m F_ SM+N+D+m
My+N+2—my ~ ' M+N+2—m,

ist. Wie bei Hilfssatz 13 kann man nach &, (M, + N + 2) — m, &, (M, + N

+2)+ m >0 und (a)
“nﬂ/—b:lMo-}—N-}-Z)—m n
I

(
n 2(My + N+ 2) +m' n,

IA

beweisen.

Dann nach Hilfssatz 13 ldsst sich 6 u; fiir eine natiirliche Zahl M mit

M = M, folgendermassen formell entwickeln :

0 u; == Z Kr,zé)j (1‘, 1/), (-7 = 1’ """ ,n)a

r=M+N+2-mg

worin p;(z, v) € R, K,y = K,(n, n ; ny, n:; N, p) ist, woraus
.

7.9 6fi(z n wufa, W= X Kbz v), (=1,

r=M+N+2-mg

folgt, wo Pj (z, v) € R ist. Aus (7. 6) und (7. 8) folgen bzw.

) 2 )
(7' 10) Bb]'k (.’L', )\‘s l‘)uj (.T, x’ l“‘)% Z Ki,27PJ' (1‘, V), (],k = 1_,

r=M+2NV+3



ERWEITERTE ASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG 91

und

(7. 11) duJdz=< S K,upfz, v), G=1,...... , %),

r=M+N+2 r
wo pix, v) und j;j (z, v) € R ist, und daher aus (7. 7), (7. 9), (7. 10) und
(7. 11) folgt sogleich

(7.12)  bfx, M, W= 3 Kbz, v), bi(x, ) ER, (J=1,...... n).

r=M+N+2-mg

Nach (7. 6) und (7. 12) erhilt man die folgende Abschitzungen :

108, (x, N, p)| = K8 | IA, (G E=1,...... , ),
1b;(z, Ay ) | = HE"0 [A, (j=1,......,n),
worin H eine hinreichend grosse positive Zahl ist.

Fiithrt man die Transformation
(7. 14) u; =viexp (Fylx, N, p)), (=1, ...... , 1)
in (7. 4) ein, so geht (7. 4) ins Folgende iiber:

(7. 13)

(7' 15) dvj/dx = Z 0b.}'k (l‘, k': M) eFk—Fj Uy + b]' (.Z', h’ #)e—F],

k=1

Setzt man nun

Gj (xa 7\'9 /") =:§M+N+2—mo eXP( - ij (l‘, X, /‘l‘) + Ix - xﬁl)3 (] = 1, """ s n)’

so kann man folgendermassen beweisen, dass es eine hinreichend grosse
positive Zahl L die Ungleichung

(1.16)  Lsgn(e— 200 > (5 LKE™ ool 4 1 )ermigiorsiome 14,
k=1
G=1,..... s 7)
gilt. Denn da es z. B. fiir x > z; die folgenden Ungleichungen gelten:
Die linke Seite von (7. 16) = L §"™¥+*mo g%y (j =1, ... , 1),
Die rechte Seite von (7. 16) < (nLK 8™+ ¢f~= + H) ¢~%Fs §H+¥+2-mo,
G=1,...... n),
so geniigt es zu zeigen, dass L(1 — nK 8" ¢*~*) > H, d. h.
7. 17) L>nLK & e + H

gilt. Es ist klar, dass (7. 17) fiir eine hinreichend grosse positive Zahl L gilt,

wenn man R hinreichend gross annehmen, so dass nK 8"+ e®~* < 1 ist.
Daher muss eine Losung von (7. 15), welche die Anfangsbedingung
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Vj (.’I:]) = 'U?, (j = 1’ """ ’ 71)
erfillt, wo
I'U(}| = LG} (‘rj’ X; F’), (-7 = 1’ """ 71)
ist, der folgenden Ungleichung geniigen :
(7. 18) |v;| = LGi(z, A, p), G=1,...... ) 7).
Ohne Schwierigkeit wird es folgendermassen gezeigt, dass solch eine
Loésung von (7. 15), eindeutig ist.

A
Es seien v; und v; zwei derartige Losungen von (7. 15), so muss es fiir
A

W; = V; — U;

d‘w/dx = Z gbjlc (‘r9 X: l“’) eFk_Fj Wi, ‘ZU(.’L‘_;') = 09 (] = 1: """ ’ 72)

k=1

sein. Setzt man

(7. 19) L = Max (|w;|G; (z, A\, w)
und setzt man L > 0 voraus, so gilt
2G;

(7. 200 Lsgn(x — z;)
ox

> Z ZK§N+1 eXp(i [.’L‘ - xkl - ERFJ(J:, A, #)}):8M+N+2-m0’ (] =1,...... s n)
k=1

Da andererseits nach (7. 13), (7. 19) und (7. 20)

|dw;/dz| < 3 |60 bu(z, N, p) ™ |, ]
k=1

< 3 K8" M) L Gz, A, p)

k=1

n
— ZK§V+1 e‘R(Fk—F,) L§M+N+2—mo e—‘}u«",,+lz—zk[
k=1

< Lsgn(z — z; 9G;
or
gilt, so hat man leicht LG;(x, A, p) > |w;|, (=1, ...... n), welche mit der

Voraussetzungvon L im Widerspruch steht, woraus L = 0, d. h. w; = 0,
(j=1,...... , n) folgt.

Wir konnen die Existenz von Funktionen @j;(A, x) von der Art beweisen,
dass @;(\, p) € R,(j =1, ...... ,n) ist und es sich folgendermassen asymp-
totisch entwickeln lisst :

(7' 21) ¢J’(X’ /'l‘) = Z Kr.lpj (xh V), (.7 = 1: """ 72).
r=0 r
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Aus (7. 21) und Hilfssatz 10 folgt
M+N+1

PN w) — 2 K. p(zs v)exp(— Fi(zy, A, p)

r=0

= K §”+N+2 eXp( - ER Fj (xja X, ”’))
§ KSM+N+2 exp ( - ER FJ’ (xj’ X, F'))
= K& " mexp (= RFfxp A w), G=1,...... n),

woraus
M+ N+1 . .
;s\, w)— 22 K., pi(z), v))exp (= Fizs, N p))
r=0

< LG, (zy #), (G=1, e, 7)

folgt, wenn man die Grésse L hinreichend gross annimmt.

Da die Losung v; von (7. 15), welche die folgende Anfangsbedingung
erfiillt :

M+N+1

(2] (.’L’;) = (¢j (X’ F’) - Z Kr‘lrpj (xj’ y)) exp( - Fﬁ (xja 7\': ”‘)),

r=0

die Ungleichung (7. 18) erfiillt, so muss die Losung von (7. 1), welche der
Anfangsbedingung

(7 22) Zj (xj) = @; (x, /“)9 (J = 1’ """ s n)
geniigt, die Abschitzung

M+N+1

‘(zj - Z Kr,lej(x’ V))e_i}'

r=0

< LGz, A\, p), IA, (=1, ...... ,7)
erfiillen, woraus

M+N+1 _
(7. 23) lz; — 2= Kpi(x, )| SKY™ TA (j=1,..... ,7)
r=0 r
folgt. Da
» M +N+1
Z; — Z Krlpj(x’ V)
r=0 r
M +N+1+mg W+ N+1+mp
'§lzj—' Z Krlpj(x’ v)l +‘ z Kr,lpj(x9 V)‘
r =0 r r=M +N+2 r
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ist, so hat man
M’ +N+1

Z Kr IPJ (.T, V)

r=0

<K& fir IA, (j=1, ... n),
wenn M’ + m, = M, ist. Man kann also fiir alle natiirlichen Zahlen N mit
N > M, + N + 1 — m, die folgende Ungleichung beweisen :

(7. 24) ’z ZKnpa(x, W) | <K& fiur IA, (j=1,....., n).

r=0

Fiir alle naturhchen Zahlen N mit N < M, + N + 1 — m, gilt

ZKrIPJ(x’ V)‘

r=0

Mo+ N+1-mp My+N+1-mg
Sla- X Kup@o|+] L Kup@ o)
r=ﬁ+1

< K§%+Yerm 4 KeV IA (=1, ...... , 7)
nach (7. 24), woraus folgt sogleich

l ZKHP;(x, V)Ié KoV IA, (j=1,...... , )

r=0

mit Hilfe von Hilfssatz 6.
Daher fiir alle natiirlichen Zahlen N gilt

’ ZKrsz(x, V)[<K3”“ A (J=1,...... , )
re=0

nach Hilfssatz 5, wenn man K, ,p;(x, v) von neuem K, ,p; (x, v) schreibt,
r r

Also besitzt (7. 1) eine eindeutige Lésung, welche die Anfangstedingung
(7. 21) erfiillt, und sich folgendermassen asymptotisch entwickeln lésst :

(7. 25) Z K, 2PJ (@, ), G=1,..... » 1)

r=0

Daher hat man folgenden

SATZ 2. Wenn (7. 1) die Eigenschaften [F], [Bl, und die formale Losung
der Gestalt (7. 2) besitzt, und die Voraussetzungen (i) und (ii) gelten, so
besitzt (7. 2) eine eindeutige Losung, welche die Anfangsbedingung (7. 22)
erfullt, und sich fur (U) in der rechten Seite von (7. 25) asymptotisch
entwickeln lisst, wo n, und ny; durch (b) gegeben werden.

N. B. Wir sagen, dass (7. 1) die Eigenschaft [RF] besitzt, wenn fiir
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(7. 1) die Voraussetzung (ii) gilt.

Von jetzt an sagen wir, dass (7. 1) fiir (U) die asymptotische Lésung
hat, wenn es die Eigenschaften [F], [B], [RF] und die formale Lésung (7. 2)
besitzt.

8. Existenzastz II. Wenn eine Differentialgleichung
8. 1) dZ/dx = 6 (F(x, N, p) + Blz, A, n)Z

die Eigenschaften [F] und [B] besitzt, so besitzt (8. 1) nach Hilfssatz 19 die
formale Losung der folgenden Gestalt :

(8' 2) Z; == exp (Fk(x’ )" I"))Z KT,I’;J' (.’l‘, V)’ (j = ]-; """ ﬂ),

r=0

wobei p;(x, V) € R,(j=1,...... ,n; r=0,.... ) ist.

Wendet man die Transformation

(8. 3) 2 =exp(Fi(z, N, W), G=1,......, )
auf (8. 1) an, so geht (8. 1) in

(8. 4) dZ/dx = § (F(z, N, w) + Blz, A, w)Z,
wobei

Rz, \, ) =F(z, \, g) = fi(x, N, WE, Bz, N, ) = Bz, \, K)
ist, welche offenbar eine formale Losung
(8' 5) zj% ZKT,IPJ' (.’l', v)’ (j = 1’ """ ,72)
r=0 r
besitzt, wo p;(z, v) € R ist.
Setzt man nun fiir F(x, N\, p) voraus, dass
ma(f](x’ X: lu') _fk<x3 x’ /“')) Z 0; (a § x é Zj, AO’ i = 1, """ :n),
mﬁ(f](.l’, X, F’) —flc(x’ M, I‘l')) § 0,($j §— x § ﬂ) AO,j = ]-’ """ 9”)
gilt, so besitzt (8. 4) die Eigenschaften [F], [B] und [RF]. Da man also Satz

2 auf (8. 4) anwenden kann, so besitzt (8. 4) fiir (U) eine asymptotische
Losung

zA]' = Z KT,Z?? (x! 1}), (j = 1, """ n);

r=0

woraus nach (8. 3) folgt, dass (8. 1) auch fiir (U) eine asymptotische Losung

Zj = exp (Flc (I, A‘} F’)) Z KT,Z’l;T(x: ”), (] = 15 """ > n)

r=0

besitzt.
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Man sagt dass (8. 1) die Eigenschaft [RF ] besitzt,wenn(8. 4)die Eigen-
schaft [RF] besitzt. Man nimmt 7z, und z; von der Art an, dass (b) gilt.
Daher erhilt man folgenden

SATZ 3. Besitzt (8. 1) die Eigenschaften [F], [B] und [RF], so gibt es
eine eindeutige asymptotische Losung, welche sich in rechten Seite von (8.3)
asymptotisch entwickeln lisst.

Von jetzt an sagen wir, der Einfachheit halber, dass (8. 1) unter den
Eigenschaften [F], [B] und [RF] fiir (U) eine asymptotische Losung besitzt.
Wenn eine Differentialgleichung

(8. 5) dY/dzx = 6 Alz, A, )Y

die Eigenschaften [A] und [A,] besitzt, dann geht (8. 5) nach Hilfssatz 18
durch die passende Transformation

(8. 6) Y = Plz, A\, p)Z,

wo
N+mg .
Pz, \, p)= 2_ K, P(z,v), Pz, v) € R, Pz, »)=E
r=0 r r
ist, in
8. 7) dZ/dz = 6(F(z, \, p) + Blz, N, w)Z
itber. Da (8. 7) sicher die Eigenschaften [F] und [B] tesitzt, wo tesitzt (8. 7)
nach Satz 3 fiir (U) eine asymptotische Losung, wenn (8. 7) ferner die Eigen-
schaft [RF ] besitzt, woraus nach (8. 6) fiir (U) eine asymptotische Lésung
von (8. 5) folgt.
Wir sagen, dass (8. 5) die Eigenschaft [RF ] besitzt, wenn (8. 7) die
Eigenschaft [RF ] besitzt.
Daher erhalt man folgenden

SATZ 4. Die (8. 5) besitzt fiur (U) eine asymptotische Losung der Gestalt

Yi == €xp (Flc (.Z', X: /")) Z Kr 2?? (x’ y), (] = 1’ """ ’ 71),

r=0

wenn (8. 5) die Eigenschaften [Al, [A,] und [RF] besitzt.
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